Su optimaliy sprendiniy paieSkos situacijose, kurios néra pilnai bei grieztai
apibréztos, problemomis matematika susidiré dar gerokai anksciau, negu L. Zadeh
paskelbé ,,difuzinés matematikos* id¢jas ir pradéjo kurti negrieztosios matematikos
formalizuota kalba bei operacinj aparata.

Pavyzdziui, su tokiomis situacijomis dar pirmojoje XX amziaus pus¢je buvo
susidurta loSimy teorijoje, kurios pradininkais laikomi JAV matematikai
Dz. Noimanas (J. von Neuman) ir O. Morgensternas (O. Morgenstern), 1944 m. iSleide
veikalg ,,LoSimy teorija ir ekonominis elgesys® [49]. LoSimy teorijoje bandoma surasti
taisykles, leidziancias loS$éjui, nezinanCiam kity loSéju busimy ¢jimy, iSsirinkti
optimalia loSimo strategija, maksimizuojanc¢ia esamomis salygomis to lo$¢jo
garantuotg i§lo$i ar minimizuojancia jo galima pralo$i. Antagonistiniuose poriniuose
loSimuose, kuriuose vieno loSéjo iSloSis yra Kkito loSéjo pralosis, situacijos
neapibréZtumas ,nuimamas“ vadovaujantis prielaida, kad loSéjai yra
pakankamai protingi, Zino vienas Kkito interesus ir sugeba pasirinkti tokius éjimus
bei é¢jimy daznius, kad iSloSty kuo daugiau bei praloSty kuo maziau. Tai leidzia
pritaikyti taip vadinamajj nuostoliy minimakso (iS§loSio maksimino) principa,
pagal kurj kiekvienas lo$éjas maksimizuoja garantuota savo iSlo§j ar minimizuoja
maksimaly galima savo pralo$ji (nuostolius), ir loSima, jei loSéjai elgiasi
apgalvotai, pavercia determinuotu arba stochastiniu loSimu su vienareikSmiskai
apibréZtomis statistinémis charakteristikomis.

Taciau ,,loSimuose su gamta“ bei su kitais indiferentiskais ,,lo$éjais“ tokia
interesy antagonistiSkumo prielaida jau nebegali buti laikoma teisinga, todél
tokiuose loSimuose visuomet iSlieka daugiau ar maZiau neapibréZztumo,
neleidziancio 1§ anksto grieztai nustatyti, kokie los¢jo, loSiancio su ,,gamta®, ¢jimai bus
geriausi. Kai ,,gamtos” elgesyje pastebime kokius nors désningumus ir turime
pakankamai daug statistinés informacijos, leidziancios bent apytikriai nustatyti biisimy
»gamtos® ar kito indiferentiSko ,lo$¢jo* ,.&jimy“ tikimybes, ir ,JloSimai“ kartojasi
pakankamai daznai, tai individualiy situacijy neapibréztumas gali buti ,apeitas®,
pasirenkant optimalumo rodikliu bisimy iSloSiy matematini vidurkj (matemating vilti),
t. y. sudarant loSimo stochastinj optimizacinj modelj. Taciau, kai ,,gamtos* elgesyje
nepastebime net stochastinio stabilumo bei kai neturime pakankamos statistinés
informacijos, tai situacijos neapibréztumo ,,loSimuose su gamta“ nei eliminuoti, nei
»apeiti“ jau nebepavyksta, ir todél tenka ieskoti kokiy nors principy, kurie leisty los¢jui
priimti koki nors sprendima tokioje neapibréztoje situacijoje.

Tiesa, tie principai nesuteikia loSéjui jokios papildomos objektyvios
informacijos apie esamg situacijg ir nesumazina jos realaus neapibréztumo, ko
galima pasiekti, pavyzdziui, analizuojant tg situacija bei renkant statisting
informacija, taciau jie naudingi bent jau tuo, kad padeda loSéjui apsispresti ir
pereiti nuo neveiklumo prie veiklos, pasirenkant bent jau ne patj blogiausig éjima
i§ visy galimy tuo atveju, kai papildomos informacijos gauti neimanoma, o
priimti kokj nors sprendimg vis délto reikia, nes jokio sprendimo nepriémimas,
kartais gali biiti blogesnis uZ nepakankamai gero sprendimo priémima.

Vienas tokiy principy — Laplaso principas, kurio esm¢ sudaro priskyrimas
visiems galimiems ,,gamtos ¢jimams‘ apriori vienody tikimybiy. Tokiu budu losimo
su ,,gamta‘ matematinis modelis suvedamas i labai paprasta stochastini ,,optimizacini*
modeli. Zodis ,,optimizacinis &ia pateiktas kabutése, nes i tikrujy jokia reali
optimizacija Siuo atveju nevyksta, o tik parenkamas toks lo$¢jo su ,,gamta* éjimas,
kuris biity optimalus tik tuo atveju, jei visy ,,gamtos €jimy* tikimybés buty vienodos.
Bet koks atitinkamos (tame tarpe — ir) statistinés informacijos rinkimas bei
apdorojimas, jei tai biity jmanoma, galéty padidinti lo§éjo informuotumg ir
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357. lentelée  sudaryti lo§éjui salygas elgtis nors Siek tiek tikslingiau,

[ 1] 2]3]. | k| labiau atsiZvelgiant | esamg situacija, negu
1 a,|a»]|as]| .. | a,| vadovaujantis Laplaso principu, neturin¢iu daugumoje
2 | &y | ap | @ | .. | ax | atveju neil statistinio, nei loginio pagrindimo ir
3 lay |ap ap | .. | ay | neduodancio loséjui jokiy garantijy.

I : Kitas principas, taikomas neapibréZtiniuose
slag]ap|as | ... | aw | optimizaciniuose modeliuose, yra 1§ racionalaus

kraStutinio pesimizmo iSplaukiantis Valdo principas, vadinamas dar ir iSloSio
maksimino (nuostoliy minimakso) principu. Jo esmg sudaro tai, jog los¢jas
pasirenka tokia loSimo strategija, kad jo garantuotas minimalus galimas iSloSis bty
maksimalus (arba maksimalus galimas praloSis bity minimalus). Sis principas
skiriasi nuo Laplaso principo jau tuo, kad gali suteikti loséjui tam tikras garantijas.

Pailiustruosiu §io principo taikyma baigtinio porinio lo§imo su ,,gamta“
pavyzdziu, kurj vaizduoja 357-0ji lentelé.

Priimsime prielaida, kad galimy ,,gamtos ¢jimy‘“ aib¢ yra baigting, kuria sudaro
k ¢jimy. Sunumeruosime tuos ¢jimus numeriais j=1, 2, 3, ..., k.

Taip pat priimsime prielaida, kad los¢jo A galimy ¢jimy aibé taip pat yra
baigting ir susideda i$ s €jimy, kuriuos sunumeruosime numeriais i=1, 2, 3, ..., s.

Pazymésime los¢jo A iSlosy, kury jis galéty gauti padargs ¢jima i tuo atveju, jei
,»gamta padarys €jima j* (t. y. pereis 1 biisenq j), Zymeniu aj;.

Patalpinsime lo$¢jo A galimy iSloSiy reikSmes aj; 1 357-3ja lentelg, turinCia s
eiluciy, atitinkanciy visus galimus los¢jo A ¢jimus i=1, 2, 3, ..., s, ir k stulpeliy,
atitinkanciy visus galimus ,,gamtos éjimus® j=1, 2, 3, ..., k. Tokia lentel¢ yra duotojo
loSimo su gamta informacinis (o kartu — ir matematinis) modelis, leidZiantis surasti
atsakyma 1 klausima, ka iSlo§ (ar pralo$, nes kai kurie a; gali biiti ne tik teigiami ar
lygiis 0, bet ir neigiami skaiciai) loS¢jas A bet kuriuo galimu atveju, t. y. padargs bet
kurj galima savo ¢jima i ,,gamtai“ esant bet kurioje jos galimoje biisenoje j. Si lentelé
vadinama loSimo mokéjimy (i§loSiy) matrica.

Vadovaudamasis Valdo principu, lo$¢jas A, nustatgs, kokj iSlosi mjin a; net

blogiausiu atveju jis galéty garantuotai gauti, padargs ta ar kita ¢jima A, pasirinkty

tokj €jima A, kuris atitikty ty minimaliy garantuoty i§loSiy maksimuma max mina.
i i

Dydi maxmina; vadinsime lo$é¢jo A iSloSio maksiminu — didZiausiu garantuotu
1 ]

iSlosiu.

Jei 357-0ji lentelé biity loSéjo A praloSiy (nuostoliy) matrica ir dydziai a;
vaizduoty galimus lo$¢jo A praloSius (nuostolius), tai los¢jas A, vadovaudamasis
Valdo principu,pasirinkty tokj &jima i=i , kad jo pralogis (galimy nuostoliy dydis) biity
garantuotai ne didesnis uz miinmjaxaij , t. y. uZ nuostoliy matricos minimaksa.

PanaStus matriciniai modeliai sudaromi ne tik loSimams su ,,gamta®“, bet ir
poriniams loSimams su neindiferentiSkais los$éjais, pavyzdziui, antagonistiniams
loSimams su nuline suma, kuriuose vieno los¢jo (tarkime, A) iSloSis tuo paciu metu
yra kito loSéjo (tarkime, B) praloSis (ir atvirkSciai), dél ko algebriné jy suma ajjtbj
visada lygi 0.

Poriniuose antogonistiniuose loSimuose neapibréztumas, kaip jau buvo minéta,
gali buti ,,nuimtas* tod¢l, kad abu los¢jai, kuriuos laikome pakankamai protingais, Zino
vienas kito interesus ir, laikydami vienas kita pakankamai protingais, gali apskaiciuoti
optimalius busimus vienas kito ¢jimus grynosiose strategijose, atitinkanciose
vienareikSmiskai pasirenkamus éjimus, ar optimalius biisimus vienas kito é&jimy
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daznius miSriose strategijose, atitinkanciose atsitiktinius ¢jimy pasirinkimus su tam
tikromis vienareikSmiskai apskaiiuotomis optimaliomis ty ¢jimy pasirinkimo
tikimybémis.

Nesunku irodyti, kad 357-ojoje lentel¢je, esant bet kurioms realioms jos

elementy a; reikSméms, tos lentelés minimaksas min max a; negali buti mazesnis
i i

uz tos lentelés maksiming max mjin a;, t.y., kad visada galioja negriezta nelygybé

minmaxa;>maxmina;. Taip pat nesunku jrodyti, kad tais atvejais, kai
i i

antagonistinio lo§imo matrica turi taip vadinamaji balno taska (i", i), t. y., kai dydZiai
a; tenkina lygybe max mjin a; = mjin maxa; =a.., optimaltis los¢jy A ir B éjimai
yra i=i ir j=j, nes né vienam i§ lo§¢jy, Zinangiam, kad prieininkas tuo biitinai
pasinaudos, nenaudinga nukrypti nuo Sios optimalios strategijos, vadinamos grynaja
optimalia strategija, ir daryti kitoki ¢jima negu ¢jima, atitinkant] paZymeétaji
zvaigzdute balno taska. Abu tuos jrodymus palieku skaitytojui (zidir. uzduoti
1.16.404.), rekomenduodamas jam knygas [47, 79, 149, 240+245, 305], kuriose jis gali
susipazinti su lo§imy teorijos pagrindais.

Nesunku jrodyti, kad tais atvejais, kai antagonistinio porinio lo§imo su nuline
suma matrica neturi balno tasko, tai loS§imas neturi grynos optimalios strategijos
(t. y., optimalios strategijos su determinuotais loSéju ¢éjimais), taciau, naudojantis
simplekso algoritmu, visuomet galima surasti optimalias miSrias loSéjy strategijas,
t. y. surasti tikimybes p; ir q;, vaizduojancias tuos daZnius, su kuriais lo$¢jai turi
daryti tuos ar Kitus savo galimus éjimus, kad gauty sau optimaly galima rezultatg —
didZiausig iSloSio (maZiausia praloSio) vidurkji v. Pailiustruosiu $i teigini
konkreciais pavyzdziais.

Sudarysime tokio antagonistinio porinio loSimo su nuline suma, apraSomo loSimo mokéjimy
matrica, pavaizduota 351-ojoje lenteléje, optimizacini modelj.”

IS salygos, kad los¢jas A, stengdamasis losti optimaliai, stengsis taip rinktis savo éjimy A;
tikimybes p;, kad jo iSloSio vidurkis nepriklausomai nuo jo priesininko éjimy j nebiity mazesnis uz

S
tam tikra kiek galima didesnj kol kas dar neZinoma dydj v, iSplaukia nelygybiy sistema Z:aijpi 2v,
i=1
galiojantj visiems j=1, 2, ..., k. Ji riboja ¢jimu A; dazniy p; pasirinkima.
Nesunku jrodyti, kad optimali lo$éjo A strategija, apibréZiama Siuo atveju to lo§éjo éjimy
A; tikimybiy p; pasirinkimu, nepasikeisty, jei visus 351-osios lentelés elementus padidintume ar
sumaZintume vienu ir tuo paciu dydZziu. Pasikeisty tik iSlosio (arba pralosio) vidurkis, padidédamas ar
sumazédamas tuo dydziu, o optimalios lo$¢jo A &jimy tikimybés p; iSlikty tos pacios. Rekomenduociau
skaitytojui paciam surasti §io beveik akivaizdaus teiginio matematinj jrodyma (ziiir. uzduoti 1.16.405.).
I§ Sio teiginio iSplaukia, jog, spresdami tokio antagonistinio lo§imo optimalios strategijos
paieSkos uzdavinj, mes visada galime laikyti, kad ViVj (a;=0) ir v>0. Tuomet nelygybiuy sistema

S S
Zaijpi >v galima pertvarkyti | sistema Z:aijxi >1, kurioje xi=p—v‘ >0irj=1,2, ..., k.
i=1 i=1

S
Sistema Za
i=1

apibrézianti leistiny sprendiniy sritj (LSS).

iiXj 21 — tal apribojimy sistema, ribojanti valdomuyjy kintamyjy x; pasirinkima ir

* Konkrety tokio modelio sudarymo ir jo taikymo pavyzdj, skaitytojas gali rasti 1.16.2.5. skyrelyje. Ten
pateikiami detaliis paaiSkinimai ir taikomy metody pagrindimas.
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S
Kadangi Zpi =1, tai z le/‘ = Zpl —, i§ kur i$plaukia, jog, minimizuodami
i=1 i=1

kintamyjy x; suma in , mes tuo paéiu maksimizuosime garantuota lo$éjo A iSloSio vidurki v =v.
i=1

S
Todél funkcija F(x1,x5, ..., Xs)= in —min galime laikyti optimizacinio modelio tikslo funkcija.
i=1

Kadangi §i funkcija yra tiesiné ir apribojimai — tiesinés nelygybés, o valdomy kintamyjy
reikSmés x;>0, negali tapti neigiamos, tai Sio uZdavinio sprendimui galima taikyti simplekso
algoritma.

Pavyzdziui, jei, konkretizuodami lo$éjo A iSloSiu a; matrica, kuria bendruoju atveju vaizduoja
357-0ji lentelé, turinti s eiluciy, atitinkanciy los¢jo A ¢&jimus, ir k stulpeliy, atitinkanciy antrojo lo§éjo
éjimus, priimtume, kad s=3, k=3, a;,=8, a,,=2, a;3=4, a,1=4, a,=5, a,3=6, a3;=1, a3,=7 ir a33=3, tai tokio
antagonistinio porinio lo§imo su nuline suma matematini modelj sudaryty tikslo funkcija F(x;,Xp,X3)=

=X;+X,+tX;—min ir apribojimai: xl—p— >0, x,= Py >0, x3= il >0, 8x;t4x,+x1>1, 2x;+5X,+7x3>1,
v v v

4X1+6X2+3X321 .
Palieku paciam skaitytojui isitikinti (zitr. 1.16.408. uzduoti), kad iSsprend¢ $i tiesini
C S . 1 3
optimizavimo uZdavini simplekso metodu, rastume, jog x| = B x{oP) o TE xPP = 0;

7 . C . oo 1 .
F(°p‘)=§. Atsizvelgdami | tai, kad xi=& ir kad F(x1,X3,X3)=x;+x,+tX3=—, gautume, kad optimalus
v v

2 4 1
v (0PY) —op)— 3 22 =42 0 jo &jimy tikimybeés yra p{°PY ==, p{PV =§,

vidutinis loséjo A iSloSis yra v
7 7’ 7 7

p{ =0, t. y., kad optimali loséjo A strategija yra strategija S\ = (; g OJ.

Spregsdami §i uzdavini antrojo lo$éjo atzvilgiu, t.y. minimizuodami vidutini jo pralosj,
gautume:  y= 120, y=92>0, y=33>0 8y 2y;tdyi<l, dytSys6ysl, yTy3yssl,
v v v

D(yL,y2y3)=yity,ty;—>max, t.y. gautume optimizacini modeli, dualy pirmojo lo§éjo optimizaciniam
3 1
modeliui. Iisprende §i uzdavini simplekso metodu, rastume, jog y{°*" = R y&or) = . v :% =

=4§, sg’pt’ (i ; O] Rekomenduociau skaitytojui paciam surasti $iy optimizavimo uzdaviniy
(tiesioginio ir dualaus) sprendinius (zitr. 1.16.408. ir 1.16.409. uzduotis).

Nagrinédami gautuosius antagonistinio lo§imo optimizavimo uzdaviniy sprendinius, galime
pastebéti, jog gavome situacija, panaSia 1 ta, kai antagonistinio loS§imo matrica, pavaizduota 357-ojoje
lenteléje, turéjo balno taska. Tuomet lo$é¢jams buvo nenaudinga nukrypti nuo ta taSka atitinkanciy
grynyju strategiju, o dabar jiems nenaudinga nukrypti nuo savo optimaliy miSriyjy strategijy
S =(pi™; ps™ s pi™ )=(1;§; OJ ir SE™=(ai™; g™ qf™ >=(3;i; OJ. Lygindami

77 77
grynasias ir miSrigsias loSimy strategijas, taip pat galime pastebéti, kad grynosios strategijos yra
dalinis (ribinis) miSriyjy strategijuy atvejis: misSrioji loSéjo A strategija tampa grynaja, kai viena i
tikimybiy p; tampa lygi vienetui, o visos kitos — nuliui. Kaip ir grynyjy, taip ir miSriyjy strategijy
pasirinkimo atveju protingi loSéjai, loSdami porinj antagonistinj loSima ir optimizuodami savo

s k
¢éjimy pasirinkima, pasirenka juos taip, kad loséjy vidutinis iSloSis (ar pralosis) v —ZZa iiPi q; j
i=1 j=1

bty lygus maxmmZZaup id;= mmmaxZZaup id; -
L T 4 Piqio
Kai poriniame antagonistiniame lo§ime su nuline suma kurio nors loséjo galimuy
¢jimy skaicius yra lygus 2, t.y. kai (s=2)v(k=2), tai optimalias loSimo strategijas
S jr S galima surasti ne tik naudojantis simplekso metodu, bet ir
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papras€iau — vaizduojant galimus loSéjy éjimus grafiSkai, t.y. pasitelkiant
nomogramy metoda. Pailiustruosiu §io metodo taikyma konkreciais pavyzdZiais.
Tarkime, jog s=2, k=4 ir toki antagonistini porinj lo§ima su nuline suma apraso los¢jo A islosiy
a;j matrica, pavaizduota 358-ojoje lenteléje, kuria galima laikyti vienu i§ galimy 357-osios lentelés
varianty.
358 Jentelé Pazymésime los¢jo A galimy é&jimy A, ir A, tikimybes
== Zymenimis p; ir p,, 0 lo$¢jo B galimy &jimy By, B,, B; ir B4 tikimybes —

A;\B;| B, | B,| B; | By | Zymenimis qy, gy, q3ir qa.

A, |45(3]2]09

k
A, 11213575 Loséjo A ¢jima A; atitinka iSlosio vidurkis Vv, :Zaiij- Jei

j=1

loSéjas A zinoty loSéjo B éjimy B; tikimybes g;, tai jis galéty pasirinkti ta éjima A=A;«, kuris atitikty
k k

maksimaly islosio vidurkj Vi*:miaxvi:miaxZaijqj =Zai*jqj. Taciau los¢jas A loséjo B ¢&jimy
j=I1 j=I1

tikimybiy q; neZino ir, Zinodamas tik lo§imo mokéjimu matrica, pavaizduota 358-ojoje lenteléje, gali

iSreiksti savo galimy iSloSiy vidurkiuy priklausomybes nuo p; ir g; matematiSkai bei pavaizduoti tas

priklausomybes grafiskai, t. y. gali sudaryti nomograma, pavaizduota 406 pav., kurioje abscisiy asis yra

tikimybés p; reikSmiy asis, o ordinaciy asis — loséjo A galimy islosiy v asis.

v Siame brézinélyje atkarpos B;, jungiancios taskus (p;=0;
v=ay) ir (p;=1; v=ay;), vaizduoja loS¢jo A vidutinio iSlosio vy
priklausomybe nuo jo ¢&jimo A; tikimybés p, reikSmés, kai
loS¢éjas B daro ¢jima B;. PavyzdZiui, atkarpa B, jungianti taSkus
(0;1) ir (1;4,5), vaizduoja los¢jo A vidutinio isloSio VBj

priklausomybe nuo p; tuo atveju, kai loi¢jas B daro éjima B,. Si
priklausomybé apraSoma formule VBI =4,5p;+tp,=1+3,5p;.
AnalogiSkai gauname formules VBz =3p,+2p,=2+p1, VB3 =2p,+
+3,5p,=3,5-1,5py, VB4 =0,9p,t7,5p,=7,5-6,6p;, kurios 406 pav.

0 e :0,: e 1.0 P pavaizduotos atkarpomis, pazymétomis B,, B; ir By.
406 Nagrinédami 406 pav. galime pastebéti, kad loséjas B,
pav. stengdamasis maksimaliai sumazinti lo$éjo A vidutini iSlosi
(savo vidutini pralo$j), jokiu biidu negali sumazinti to iSloSio
zemiau lauztinés KLMNP. Kadangi lo$¢jas A suinteresuotas gauti kuo didesnj garantuotg vidutinj i$los{
Vv, tai jam tikslinga pasirinkti toki éjimo A; daznj, kuris buty kuo artimesnis tikimybei p;, atitinkanc¢iai

taSka M, kuriame garantuotas vidutinis i§losis v buty didziausias.

Tikimybe p;, atitinkancia taSka M, galima rasti ne tik grynai grafiskai, bet ir apskaiCiuoti,
atsizvelgiant | tai, kad taskas M yra atkarpy B, ir B; susikirtimo taskas, kurio koordinatés privalo

— N W b NI X
— N W b NI X

tenkinti lygybe Vv, =V;, t. y. lygybe 2+p;=3,5-1,5p;. I3 tos lygybés isplaukia, jog p!®" = %20,6.
Taigi lo3é¢jo A optimali strategija §iuo atveju yra misri strategija S(PY =(p{ ;p(zom) )=
=(0,6;0,4). Pasinaudodamas Sia strategija, los¢jas A garantuotai gaus vidutinj iSlosj Vgopl) >2,6: jei
los¢jas B naudosis tik éjimais B, ir Bs, tai vi®Y=3p{° q+2 p{P qs+2 piPY qu+3,5 pP) gi=
=3.0,6q,+2-0,6q3+2-0,4q,+3,5-0,4q,=2,6(q>1+q3)=2,6, 0 jei loséjas B los neoptimaliai ir naudosis dar ir
¢jimais By bei By, tai V™ =p{™ (4,5q,+3q:+2q3+0,9q)+ p5™ (q1+20:+3,505+7,504)=3,1q1+2,6 4+
+2,6q5+3,5494=2,6(q;+q>*+q3+q4)+0,5q,+0,94q4=2,6+0,5q,+0,94q,>2,6.

V(Opt)

Los¢jo A garantuotas vidutinis maksimalus iSlosis =2,6 bus lygus garantuotam

minimaliam vidutiniam lo§éjo B pralosiui, o tai reiskia, kad taskas M bus optimumo taskas ne tik loséjui
s k

A, bet ir loséjui B, t.y., kad loSimo matricos maksiminas maxminZZaijpiq j sutaps su jos
Pi 95 g o1
= J_

k s
minimaksu mlnmaxzzaijpiqj .
G Pi o=t
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Pasinaudodami Sia aplinkybe, o taip pat tuo, kad taskas M yra atkarpy B, ir B;, atitinkanéiy
loséjo B ¢jimus B, ir B;, susikirtimo taskas, galime apskaiciuoti optimalia los¢jo B strategija, kuri taip
pat bus misri: SE™ =(qi™,q5™,q5™,q{™)=(0, a5, g5 ,0).

Tikimybiy q; ir q4 optimalios reikSmés turéty biti lygios 0, nes, kaip tai matyti i§ 406 pav.,
loséjui B daryti ¢jimus B, ir B, blity nuostolinga: tuo galéty pasinaudoti loséjas A, padidindamas savo
vidutini i8lo$i (o tuo paciu ir loséjo B pralosi). Pavyzdziui, jei lo$¢jas B naudotysi tik éjimais B, ir B;,
tai lo§éjas A sumazinty ¢jimy A, dazni taip, kad jo garantuotas vidutinis ilosis padidéty ir atitikty jau ne
taska M, o taska R. Padidéty ir lo$éjo B vidutinis pralosis. Dar labiau padidéty loséjo A islosis ir lo§éjo
B pralosis, jei lo$éjas B naudotysi tik ¢jimais B, ir By, o 1o$éjas A atitinkamai padidinty &jimy A; &jimy
dazni p; taip, kad tas daznis atitikty taska S.

Abiejy loséju bendro optimumo taske M turéty galioti ne tik lygybés ajpitasp,=ajspitasp,=

=2,6, bet ir lygybés a;yqptajzqs=azqrtassgs=2,6 bei lygybé q,+qs=1, i$ kuriy gauname, jog qg"pt) =0,6 ir
a5 =0,4. Taigi, S§™ =(0;0,6;0,4;0).

Loséjui B laikantis optimalios strategijos, lo§éjo A vidutinis i$loSis (o kartu — ir lo$éjo B
vidutinis pralosis) jau nebepriklausyty nuo to, kokia strategija pasirinkty loséjas A. [rodysime tai.

sk
Optimalus lo$¢jo B vidutinis pralosis Vgpt):ZZaUpiqgom) =a;,p; 17 +a3p; q P +

i=1 j=1
+ayps Q5D +ayps q Y =3p,-0,6+2p1-0,4+2p,-0,6+3,5-p2-0,4=2,6p,+2,6p,=2,6. Kaip matyti i§ gauto
rezultato, kai tikimybés q, ir q; yra lygios savo optimalioms reik§méms, loséjo B vidutinis pralosis jau
nebepriklauso nuo py, ir p, ir yra konstanta tikimybiy p, ir p, kitimo atzvilgiu. Rekomenduociau
skaitytojui pabandyti jrodyti §i teigini bendruoju atveju, t.y. esant bet kokiai porinio antagonistinio
lo$imo su nuline suma matricai (aj;).

Ta pati rezultata, kuri gavome, spresdami §i antagonistinio loSimo uzdavini grafiniu metodu,
galima buvo gauti ir naudojantis simplekso algoritmu. Pavyzdziui, ieSkodami lo$éjo B optimalios

strategijos, blitume gave apribojimus ylzﬁ >0, yzzq—z >0, y3:q—320, y4:q—4 >0, 4,5y,t3y,F2ys+
v v v \%

+0,9y,<1, y,+2y,+3,5y3+7,5y4<1 ir tikslo funkcija ®@(yi,y2,¥3,¥4)=y1+Y2ty3tys;—max. Pereidami nuo
nelygybiy prie lygybiu, gautume toki $io uzdavinio matematini modelj:
y5=1—(4,5y1+3y2+2y310,9y,),
Y= 1-(y1t2y2+3,5y5+7,5y4),
5 F(y1,y2,¥3,y0)=@(y1,¥2,¥3,Y4)=0—~(y1ty>tystys)—>min.
Sio uzdavinio sprendimg simplekso metodu vaizduoja 359-i0ji, 360-0ji ir 361-0ji lentelés:

359. lentelé 360. lentelé 361. lentelé

BKAK.Ln|y; [y2[y3]ya BKALK.Ln|y;|ys|Vy3]|ya BKALK.|Ln.| y; [ y5 | V6 Y4

v L@ pos| [ [F 1IR3 [ 2|54

ve |1]1]2135]7.5 ve |+ _2—%% P [T Y W i T

F |of|1]|1]1]1 Fo5H3505 |5 FoF3bS3-3-4
Optimalyji sprendinj y!{°™ =0, y(2°pt):i, y(;’pt):i, y=0 , yi"=0 vaizduoja

13 13
361-0ji lentelé, i§ kurios matyti, kad optimali tikslo funkcijos F(yiyz, v3, Ya)=—D(Y1,¥2,¥3.Y4)=

. . . 1 .
—(yrtyrtysty) reikime yra lygi - Kadangi yi™ +y§™ oy ey = e viom) =
A%

:1—53:2,6, i§ kur iSplaukia, kad q{°"=v(P).y{P)=26.0=0, gV =y(PY. PV :2,6~1—33:0,6,

2 .
qg"P" = (P -yg"P" =26 3 =04, qupt) =0. Todél sﬁ;"‘) =(0;0,6;0,4;0), o tai sutampa su tuo rezultatu,

kuris buvo gautas sprendziant §j uzdavinj grafiniu biidu (zidir. 406 pav.).
Nesunku isitikinti, kad, spresdami simplekso metodu Siam uzdaviniui dualy uZdavini

XIZ& ZO, X2:p—2 20, 4,5X1+X221, 3X1+2X221, 2X1+3,5X221, 0,9X1+7,5X221, F(Xl,Xz):Xl“"Xz:
\% v
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. 3 2

=0—(—X,—X,)—>min, biitume gave: x§°P‘> :E’ X(20pt> :E’ xg"pt) =x£‘°pt) =x§°pt) =x(6°pt) =0, v =26,
i§ kur i§plaukia, jog SV =(p{°PY | pi°PY )=(0,6;0,4), o tai irgi sutampa su anksciau gautu rezultatu.

Panasiai gali baiti iSsprestas ir antagonistinio porinio lo§imo su nuline suma uzdavinys, kai
loséjo A iSloSiy matrica turi sxk=(sx2) matavimy. Tik Siuo atveju, sprendziant uzdavini grafiniu metodu,
ribojancia lauzting sudaro ne apatiné (zitr. lauzting KLMNP 406-ajame pav.), o virSuting lauztiné (zitr.
lauzting USV 407-ajame pav.).

Tarkime, jog loséjo A iSloSiy a; matrica (sxk)=(4x2) vaizduoja 362-oji lentelé, kuriq atitinka
grafikas, pavaizduotas 407 pav.

Tame grafike pavaizduotos lo$¢jo A vidutiniy iSloSiy v; priklausomybés, atsirandandios

padarius &jima A;, nuo losé¢jo B &jimy B; tikimybiy q;: v, =5q+qu=1+4q;, v, =3,5q;+2q,=2+1,5q,
V3 :2,5q1+3,75q2: :3,75—1,25(.11, V4 :2q1+7q2:7—5q1.

362. lentelé

A\B,|B, | B,
A | 5] 1
A, [35] 2
A; |2,5]3.75
A | 2] 7

407 pav.

I8 407 pav. matyti, kad lo$¢jui A, norin¢iam islosti kuo daugiau, tikslinga naudotis tik ¢jimais

(opt) = (opt)

A, ir A4 su tam tikrais daZniais p; " ir p, ", o lo§éjui B, suprantant kad lo$¢jas A biitent taip ir darys,

(opt)

(opt) = q (P ' q$°PYy, kuri atitikty lauztinés USV minimumo taska S.

pasirinkti tokia misriajq strategija S
Tame taSke vidutinis lo$éjo A iSlosis v=5q;+q, turi buti lygus vidutiniam jo iSloSiui

. . . 2 2 1, .

vi=2q+7q, i§ kur iplaukia lygybé 1+4q,=7-5q;, t.y. q{°" =§=0,67. Todél sg’p‘):(g,g) ir

v (P — 1 =3 2 .
3 3

Optimalia lod&jo A strategija SWPY =(pi ; p&P; pPY: p P )=(p{; 0; 0; p{™ ) gausime

. L 5 4 5
i lygybeés 5pi+2ps=pi+7ps, pakeisdami py i 1-py: 2+3p;=7-6p;; piP) ==; p{ =—; s{ =(5:0:0;

9 9
i)’ V(Opt):5.§+2.i:£:33_
9 9 9 3 3
IeSkodami optimalios lo$éjo A strategijos simplekso metodu biitume gave: xF& >0,
v
X2:p—220, X3:p—320, X4:p—420, 5X1+3,5X2+2,5X3+2X421, X1+2X2+3,75X3+7X421, F(Xl,Xz,X3,X4):
v v v

=X +Xy+X3+X4—>min.
Pertvarkydami Sias formules i standarting bendrojo tiesinio optimizacinio modelio forma taip,
kaip tai buvo padaryta 1.15.2.6. skyrelyje, biitume gave lygybes:
X7:1—(5X1+3,5X2+2,5X3+2X4—X5)
Xg=1—(X1+2X,+3,75X3+7X4—Xs)
F(X], X7, X3, X4):O—(—X1—X2—X3—X4)—)min
W(Xy, Xz, X3, X4, X5, X6)=X7tXs=2—(6X1+5,5%,16,25X3+9X4—X5—X¢).
Sio uzdavinio sprendima simplekso metodu vaizduoja 363-0ji, 364-0ji ir 365-0ji lentelés.
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363. lentelé 364. lentelé 365. lentelé

\VLn x| X2 | X3 | X4|X5] X6 \VLn x7 | X2 | X3 | X4 | X5 | X¢ \ [Ln.| x7 | X» X3 Xg X5 X6
x7| 1 @3,5 2502 (1|0 |x]02]02]0,7]0504]-02]0 X1 % % % % % 3—73 32—3
xs| 1[1] 210375 7]0]-1] |x|08]02]13 3,250,2 1 A
Flo|-1{-1]-1]1]o0]|o]| [F|o2]02]03]|-05]-06]-02]0 Fl2 &5l =l 515
W[ 2 [ 65516259 [-1]-1] [W[0.8]-1.2[1.313.25[6.6]0.2]-1 W|lo|-1]o0]o|-1]0]o0

365-0ji lentelé rodo, kad leistinas sprendinys egzistuoja, nes pagalbinés tikslo funkcijos W
minimali reik§mé yra lygi 0. ISbraukg i$ tos lentelés nebereikalingus stulpelius, atitinkancius fiktyvius
kintamuosius x; ir X3, matome, jog visy kity tikslo funkcijos F koeficienty reikSmés yra neigiamos, t. y.,
matome, kad 365-o0ji lentelé vaizduoja ne tik leisting, bet ir optimaly sprendini, kuris yra toks:

5 4 . L. ..
x1(°pt):§, X, %PV=0), x,°PV=(, x4(°pt):§, x5 P=0, x,°P=0. Optimali tikslo funkcijos F(x;,X2,X3,Xs)=

. .3 11 2 . 11 5 5
=x1+X,tXx3tx4 reikSmé yra lygi I’ todél \/(01‘”)=?:35 ir p )=y ©Px OPO= _— . == (OPI=(),

4 4 ot L. . .
p;P=0, p4(°pt):§ .S A("p‘):(g ;0;0;5 ). Analogiskai, naudojantis simplekso metodu, buvo galima gauti,

. 2 1 . o e .
jog SB(Opt):(%(om),qz((’pt)):(E ; 3 ). Rekomenduoju skaitytojui tuo isitikinti (zitr. 1.16.412. uzduotj).

Taigi, kai antagonistinio porinio loS§imo su nuline suma matrica neturi
balno tasko, optimalias lo$éjy strategijas, kurios Siuo atveju bus miSrios, visada
galima rasti, naudojantis simplekso metodu. Kai loS§imo matricos matmenys sxk
yra 2xk arba sx2, tai optimaly sprendinj galima rasti ir paprasciau: grafiniu
metodu nustatant, kurie los¢ju éjimai turéty buti aktyvis ir kurie — pasyvis (t.y.
tokie, kuriais naudotis miSriose strategijose néra tikslinga), o po to apskaiciuojant
optimalius teorinius aktyviyju ¢€jimy daznius — tikimybes p; ir q; — bei optimalias
vidutinio iSloSio (praloSio) reikSmes Vv aktyvias strategijas vaizduojanciy atkarpy
susikirtimo taske.

Kai antagonistinio porinio lo§imo su nuline suma matrica turi balno taska, tai,
kaip jau buvo minéta, optimalus sprendinys surandamas dar papras¢iau — surandant
grynasias maksiminines ir minimaksines lo$€jy strategijas, atitinkancias ta taska.

Taigi, poriniame antagonistiniame loSime su nuline suma visuomet galima
rasti optimalias loSéjuy strategijas: jei loSimo matrica turi balno taska, tai tos
strategijos bus grynosios, o jei balno tasko neturi — miSriosios.

O tai reiSkia, jog antagonistiniame poriniame loSime prielaida, kad to
loSimo loSéjai yra pakankamai protingi, visais atvejais leidZia eliminuoti situacijos
neapibréZtuma ir rasti optimalias loSimo strategijas.

Visai kitokia situacija susidaro losime su ,,gamta®, nes ,,gamta néra los¢jo A
antagonistas, ir todé¢l gali nebetikti tos prielaidos ir tie metodai, kuriais
vadovaudamiesi lo$¢jai — antagonistai galédavo apskaiCiuoti vienas kito biisimus
optimalius ¢jimus. Zinoma, jei lo$éjas A turi sukaupgs gana daug statistinés
informacijos apie buvusius ,,gamtos ¢jimus® ir ta informacija rodo, jog dél ,,gamtos*
elgesio stochastinio stabilumo galima pakankamai patikimai apskaiciuoti galimy
»gamtos ¢€jimy” tikimybes q;, tai jis gali apskaiCiuoti savo galimo biisimo iSloSio

k
vidurkius a, = Zaﬁq i » atitinkancius kiekvieng galima savo ¢€jima i, ir iSsirinkti ta
j=1
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k
.k . .. e . vor u- . .o _
¢jima i=i, kuri atitinka didZiausias i§loSio vidurkis a=a.=maxa, =max) a,q;=
1 1 B
j=1

k
=Zai,‘jqj :
j=1
Kai lo$¢jas A neturi galimybés apskaiciuoti ,,gamtos ¢jimy* tikimybiy g, tai jis
galéty pasinaudoti jau minétuoju (taciau dazniausiai niekuo nepagristu) Laplaso

principu ir priimti, jog q; = PR t.y., kad visy galimy ,,gamtos ¢jimy* tikimybés yra

vienodos, arba pasirinkti toki savo ¢jimu dazni, kad jo iSloSis nepebriklausyty nuo
»gamtos® ¢jimy. Vadovaudamasis Laplaso principu, loS¢jas A pasirinkty ta ¢jima i=i ,
k
kuris atitikty loSimo matricos eilut¢ 1, turincia didziausia savo elementy suma Za
j=1
o antruoju atveju galéty, naudodamasis simplekso algoritmu, rasti aktyviasias
strategijas ir savo ¢jimy daznius.
Kai los¢jas A — krastutinis pesimistas ir visada tikisi blogiausio, tai jis
greiCiausiai pasirinks ta ¢jima i=i, kuris duoda geriausia rezultata tarp galimy

blogiausiy, gaudamas i§losi, ne mazesni uz maxmina;. Tai ir sudaro musy jau minéto
i j

ij

Valdo principo esmg. Todél formul¢ W=maxmina; vadina Valdo Kkriterijum (o
1 J

taip pat — iSloSio maksimino Kkriterijum bei kraStutinio pesimizmo kriterijum).

Kartais naudojamasi ir kitu kraStutinio pesimizmo kriterijum — minimaksinés
rizikos, arba SevidZo kriterijum.

Naudojantis Siuo kriterijum, loSimo i$loSiy matrica ||a;|| transformuojama i
loSimo rizikos matricg ||rj;||, kurios elementai r;; apskai¢iuojami, naudojantis formule
I = maxa; —a;. Dydis 1jj rodo, kiek loSéjas A, pasirinkdamas €jima i situacijoje, kai
»gamta daro ¢jima j*, praranda, lyginant su tuo maksimaliu iSloSiu maxa, , kurj jis

1

ij?
buty gal¢jes gauti situacijoje j, jei biity i§ anksto zinojes, kad ,,gamta* tikrai bus
biisenoje j. ISsirinkdami 1§ galimy blogiausiy atvejy geriausigji, ir gauname formulg

S =minmaxr; — SevidZo kriterijaus matemating iSraiska. Sprendimai, priimami
i

vadovaujantis Valdo ir Sevidzio kriterijais, gali sutapti, bet gali ir nesutapti (ziir.
uzduoti 1.16.428.).

Kai loS¢jas A néra kraStutinis pesimistas ir todél néra isitikings, kad visada
nutiks tai, kas blogiausia, jis, loSdamas neapibréztini loSima su gamta, gali pasinaudoti
Hurvico kriterijum, kuris jungia savyje tam tikra dalj pesimizmo su tam tikra dalimi
optimizmo. Santykj tarp pesimizmo ir optimizmo iSreiSkia pesimizmo koeficientas v,
kurio reikSme, priklausancia intervalui (0, 1), pasirenka pats loséjas: kuo labiau jis
linkgs 1 pesimizma, tuo artimesng 1 koeficiento y reikSme jis renkasi. Hurvico

kriterijaus matematiné iSraiSka — formulé¢ H =max[ym_in a; +(1—y)maxaij} . I8 jos
i ] J
igplaukia, jog loséjas, vadovaudamasis §iuo kriterijum, pasirinks ta ¢jima i=i , kuris
atitinka ~ didZiausia ~sumos  yminay+(I—y)maxa;  reikSme max[ym_in a;+
J ] 1 J
+(1—y)maxaij} =ymina,; +(I—y)maxa,,. Kai y=I, tai Hurvico kriterijus sutampa
J J

su Valdo kriterijum, atitinkanciu kraStutini pesimizma, o kai y tampa lygiu 0, tai
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Hurvico kriterijus tampa kraStutinio optimizmo kriterijum. D¢l to, kad koeficiento y
reik§mé pasirenkama subjektyviai, Hurvico kriterijus yra subjektyvus. Taciau jei
taip surasta ,optimali“ i reik§mé i yra stabili gana pladiame y reik§més kitimo
diapazone, tai galima tikétis, kad éjimas i=i  yra ne tik subjektyviai, bet ir objektyviai
optimalus ar bent pakankamai artimas objektyviai optimaliam, kai toks ,,egzistuoja®.

Gana daznai ir loSimuose su ,,gamta* loséjai, kai nesugeba prognozuoti
»gamtos* éjimy tikimybiy, pasirinkdami éjimus bei jy daZnius (tikimybes p;)
miSriose strategijose, vadovaujasi jau mums i§ antagonistiniy loSimy teorijos
Zinomu loséjo A vidutiniy nuostoliy minimakso kriterijum, kuriuo naudojantis
surandamos optimalios lo$¢jy strategijos tuose loSimuose.

Kai loSimo su gamta matrica turi balno taska, tai tas kriterijus sutampa su
Valdo Kkriterijum, taciau tais atvejais, kai loSimo matrica balno tasko neturi, ty
kriterijy taikymas duoda jau skirtingus rezultatus: taikydamas Valdo kriteriju
loSéjas A pasirenka atitinkama grynaja strategija, o laikydamas ,,gamta” savo
antagonistu — misriaja strategija.

Pavyzdziui, jei loSimo matrica, pavaizduota 358-ojoje lenteléje, butu los¢jo A
loSimo su ,,gamta* iSloSiy matrica, tai loS¢jas A, vadovaudamasis Valdo kriterijum,

pasirinkty grynaja strategija Sa=(0;1), nes elementas a,.. =max minay = 1,0 priklauso
i j

antrajai tos lentelés eilutei.

Laikydamas ,,gamta™ savo antagonistu, loséjas A, kaip tai iSplaukia i§ miisy
anksCiau gauty Sio antagonistinio lo§imo optimizavimo rezultaty, pasirinkty misriaja
strategija Sa=(p1;p2)=(0,6;0,4). Kaip tai matyti i§ 406 pav., loséjas A, laikydamasis
Sios strategijos, galéty biiti garantuotai tikras, kad jo vidutinis i$lo$is niekada nebus
mazesnis uz 2,6, kai tuo tarpu, vadovaudamasis Valdo kriterijum ir pasirinkdamas
strategija Sa=(0;1), jis galéty biti garantuotai tikras, jog jo iSloSis niekada nebus

maZesnis tik uz maxmina; = 1,0.
1 J

Jei loSimo su ,gamta“ matrica biity 362-o0ji lentelé, tai loS¢jas A,
vadovaudamasis Valdo kriterijum, pasirinkty grynaja strategija Sa=(pi;p2;p3;pa)=

=(0;0;1;0), nes a.. =maxmina; =2,5 priklauso trecCiajai tos lentelés eilutei. Toks
i j

strategijos pasirinkimas garantuoty loSéjui A, kad jo iSloSis niekada nebus mazesnis uz
a,,=25.
i'j

Jei loséjas A, laikydamas ,,gamta‘“ savo antagonistu, Siuo atveju pasirinkty, kaip
. o o e . 5 4 ..
mes jau buvome apskaiciaveg, optimalia miSriaja strategija SA=(§;O;O;§), tai jo

garantuotas  vidutinis  i3loSis VZZZaUpqu=5~§q1+3,5‘0~q1+2,5~0-q1+2-g~q1+
i1 i1
25 8 5 28 33 1

5 4 1
—|—1._. +20 +3,750 —|—7._. = —4— +| =+ =" + —
;P Q2 R o (9 9}11 (9 5 jqz 5 (qi+q2) 3

nepriklausyty nuo ,,gamtos ¢jimy* ir buty lygus 3 3 o tai daugiau uz 2,5 (nors kartais,

kai q2>% , gali biiti ir maziau vz 2,5+1,25qp).

Apibendrindami S§iy dvieju pavyzdziy nagrinéjimo rezultatus, galime
suformuluoti (o po to — ir {rodyti) iSvada, galiojancia ir bendruoju atveju: kai loSimo
su ,gamta“ matrica neturi balno taSko, tai loséjas A, laikydamas ,,gamta*
protingu antagonistu ir naudodamasis antagonistiniuose loSimuose taikoma
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tokiais atvejais optimalia miSrigja strategija, gali sau garantuoti vidutinj
maksimininj iSloSj (minimaksinj pralosj), ne blogesnj, o daZnai — ir geresnj uz ta,
kurj jis galéty sau garantuoti, naudodamasis iS Valdo kriterijaus iSplaukianc¢ia
grynaja strategija.

Todél tais atvejais, kai ,,gamtos ¢jimy‘ tikimybés q; loS¢jui A néra Zinomos, o
Jo 1iSlosiy a;; matrica neturi balno tasko, tai loS¢jas A, norédamas, kad garantuotas jo
iSlosio vidurkio minimumas biity kuo didesnis, gali, pasirinkdamas savo ¢jimus, Sioje
nepakankamai apibréztoje situacijoje, naudotis antagonistiniy loSimy optimizavimo
metodais. Taciau didZiausio garantuoto vidutinio iSloSio gavimas dar ne visada
reiSkia, kad ir realus, t.y. faktiS§kasis, vidutinis iSloSis, kuris priklauso nuo
»gamtos éjimy“ tikimybiy ir kartais gali buti didesnis uz ka tik minétaja
didZiausiag garantuota iSloSj, visada bus pats didZiausias. Priklausomai nuo to,
kokios yra gamtos ¢éjimy B; tikrosios tikimybés q;, realus vidutinis iSlosis,
nebiidamas maZesnis uzZ garantuotg vidutinj iSlosj, gali buti uz jj gerokai didesnis,
ir todél kartais gali atsitikti ir taip, kad, vadovaudamasis pesimistiniu Valdo
kriterijum, lo§éjas A gaus didesnj realy vidutinj iSlosj, negu vadovaudamasis
kitais kriterijais (ziur. 1.16.423. uzduotj).

Pailiustruosiu {vairiy optimalumo kriteriju taikyma loSimuose konkreciais
pavyzdziais, konkretizuodamas 357-aja lentelg bei nagrinédamas jvairias situacijas.

Tarkime, kad loSime su gamta lo$¢jas A ir gamta gali daryti po keturis ,,&jimus® ir kad loséjo A
i§losiy matricg vaizduoja 366—ji lentelé.

366. lentelé 367. lentelé 368. lentelé 369. lentelé
N[1]2]3]4 N[1]2]3]4 N[ 1]2]3 N[1]2]3]4
1[5|8|6]6 1158|616 1[5]|81|6 114003
218|658 319141519 319(141(5 3110|4110
319141519 48171618 418|716 41111011
4817168

Losé¢jas A gali pastebéti, kad antrasis jo éjimas niekada negali bti geresnis uz ketvirtaji. Todél
jam visada yra naudingiau vietoj antrojo €jimo daryti ketvirtaji, ir todél jis loSimy matrica gali
supaprastinti, iSbraukdamas antraja eiluteg ir gaudamas matrica, pavaizduota 367-ojoje lenteléje.

Jei vietoj ,,gamtos™ loSty protingas lo$éjas B — lo$éjo A antagonistas, tai jis, pastebéjes, kad jo
éjimas j=4 niekada nebiina geresnis uz &jima j=1 (kadangi V; (ais>a;;) ir todél loséjas B, darydamas
éjima j=4, visada praloSia arba tiek pat arba daugiau, negu darydamas ¢&jima j=1), nuspresty iSbraukti
lo§imy matricoje ketvirtaji stulpeli. Tuomet gautume antagonistinio lo§imo matrica, pavaizduota
368-0joje lenteléje.

Nesunku pastebéti, kad & matrica turi balno taska (i, j")=(4, 3), kurj atitinka lo¢jo A islosis,
lygus a43=6. Kaip jau buvo minéta, balno taskui buidinga tai, kad né vienam antagonistinio loSimo loséjui
neapsimoka nukrypti nuo to tasko. Pavyzdziui, jei loséjas A, norédamas islosti a;;=9, padaryty &jima
i=3, tai loséjas B, norédamas pralosti kuo maziau, padaryty ne ¢jima j=1, o &jima j=2, ir lo§éjas A vietoj
svajotojo isloSio a;=9 gauty iSlosi a;=4, kuris biity mazesnis ne tik uz a;;=9, bet ir uz a,;=6. Panasiai
atsitikty ir lo§¢jui B, jei jis pasirinkty ne &jima j'=3, o kuri nors kita éjima. Pavyzdziui, jei jis,
norédamas pralosti kuo maziau, pasirinkty éjimg j=2, tikédamasis pralosti a;=4, tai i§ tikryju jis
protingam lo$é¢jui A pralosty a;,=8, t.y., daugiau negu a;;=6. Taigi, abiems lo$éjams — antagonistams
§iuo atveju egzistuoja vienintelé optimali grynoji (determinuota) strategija (i, j )=(4, 3), kuomet

A = miax mjm a; = rnjmmiaxaij , ir jilems neapsimoka nuo jos nukrypti.

Kai loséjas B yra ,,gamta®, tai ketvirtojo stulpelio eliminuoti jau negalima, nes ,,gamta“ néra
loséjo A atzvilgiu antagonistas ir nesirenka savo ,,&jimy*, orientuodamasi i loséjo A iSlosiuy bei pralosiy
dydi. Todél loséjo A losimo su ,,gamta“ matematinis modelis yra 367-oji lentelé.

Jei los¢jas A, apdorodamas statisting informacija, nustatyty, jog ,,gamta‘“ savo ,,&jimus‘ daro su
pastoviomis tikimybémis q; (pavyzdziui: q,=0,1; ,=0,6; q3=0,2 ir q4=0,1), tai jis, maksimizuodamas
savo i§logio vidurki, pasirinkty tokj éjima i=i, kad tas vidurkis bty didZiausias. Jei lo§¢jas A, esant
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4
duotomis tikimybémis q;, pasirinkty pirmaji ¢jima, tai jo iSloSio vidurkis a; buty lygus Zaqu i=
j=1
=5.0,1+8-0,6+6-0,2+6-0,1=7,1. Analogiskai gautume, jog pasirinkes i=3, loséjas A iSlosty vidutiniSkai
a; =52, o pasirinkgs i=4, i§losty a, =7,0. Lygindami i§loSio vidurkius, matome, jog $iuo atveju
optimali lo§éjo A strategija buty visada rinktis ¢jima i=1 ir gauti i§losio vidurkj a; =7,1.
Tuo atveju, kai lo$¢jas A nezinoty ,,gamtos ¢&jimy“ tikimybiy ir, sprgsdamas §i nepilnai
4
apibrézta uzdavini, vadovautysi Laplaso kriterijum, tai jis pasirinkty éjima i=4, nes suma Za4j =29
j=1
4 4 5
yra didesné uz suma Zalj =25 ir uz suma Za3j =27 . Siuo atveju jis vietoj vidutinio islosio
j=1 j=1

ZZaM =7,25, kurio galéjo tikétis, jei ,,gamtos é&jimuy“ tikimybés (kaip tai iSplaukia i§ Laplaso
j=1

prielaidos) buty vienodos, i§ tikryjuy gauty, esant ,,gamtos &jimy* tikimybéms ¢;=0,1, q,=0,6, q;=0,2 ir
q4=0,1, tik vidutinj i§lo§j a, =7,0, t.y. mazesnj uz ta, kuri gauty turédamas reikalinga statisting
informacija apie tikraji ,.gamtos ¢&jimy“ tikimybiuy q; pasiskirstyma ir pasirinkdamas strategija
S4=(1;0:0;0).

Jei loséjas A buty krastutinis pesimistas ir vadovautysi Valdo kriterijum, tai jis taip pat
pasirinkty &jima i=4, nes, padargs ta éjima, jis blogiausiu atveju tikétysi i$losti 6, kai tuo tarpu, padarius
¢jima i=1, blogiausiu atveju gaunamas islosis yra lygus 5, o ¢éjima i=3 atitinka maZziausias galimas

i8losis, lygus 4. Taigi, didziausia garantuoty i§loSi max mina = A = 6 loséjas A gauty pasirinkgs
(I

éjima A4. Tq éjima ir rekomenduoja Valdo kriterijus.

Kadangi ,,gamta“ néra lo§éjo A antagonistas, tai loséjas A, vadovaudamasis Valdo kriterijumi ir
pasirinkdamas &jima Ay, gali tikétis ne tik garantuoto iSloSio v=6, bet ir realaus vidutinio iSloSio
U =8q+7qxt6q3+8q4=6(q1 T+ Qo+ q3+q4) 291 tq2+294=6+2q+q>+2q4, kuris, biidamas ne mazesniu uz 6,
kartais galéty biti ir didesnis, o jei ,,gamta“ daryty tik ,,&jimus* j=1 (arba j=4), galéty tapti lygus net 8
vienetams. Jei visy ,,gamtos éjimy“ tikimybés biity vienodos, tai realus vidutinis lo§éjo A iSlosis, gautas
vadovaujantis Valdo kriterijum, tapty lygus 0 =6+2- 1 + 1 +2 Y =7,25,t.y. éjimas A, tokiu atveju,
kaip jau buvo minéta, blity optimalus. Taigi, racionalus krastutinis pesimizmas ne visada veda prie
kraStutinai pesimistiniy rezultaty, tadiau visada garantuoja, kad gaunamas rezultatas niekada
nebus blogesnis uZ geriausia tarp galimy blogiausiy rezultaty.

Panasia iSvada galima padaryti ir Sevidzo kriterijaus atzvilgiu. Tuo nesunku jsitikinti, pratgsus
losimo, apraSyto 367-ojoje lenteléje, nagrinéjima.

Biidamas krastutiniu pesimistu ir norédamas pasinaudoti Sevidzo kriterijum, losé¢jas A loSimo
mokéjimy matrica, pavaizduota 367-ojoje lenteléje, pertvarkyty i loSimo rizikos matrica, pavaizduota
369-o0joje lenteléje. Siekdamas, kad blogiausiu atveju jo rizika blity maziausia, lo$¢jas A pasirinkty
¢jima i=4, nes mjaxr4j =1 yra mazesnis dydis uz mjaxrl j=4 iruz mchlxr3j =4. LoSiant su ,,gamta“ ir
naudojantis Sevidzo kriterijumi, t.y. pasirenkant &jima i=4, vidutiné lo$¢jo A rizika bity lygi
r =q;+tqx+qs=1—qs, t. y. ne didesné uz maxn; =1, o kartais — ir mazesné. Ji galéty tapti lygi 0, kai

j

qs=1, o miisy nagriné¢jamu atveju, kai q;=0,2, ji bty lygi 0,8.

Vidutinis i$losis U, kuri besivadovaudamas krastutinio pesimizmo kriterijais, esant duotoms
gautos éjimy tikimybés, q,=0,1, q,=0,6, q3=0,2, q4=0,1, gauty loséjas A, biity lygus 7,0, t. y. didesnis uz
garantuota minimaly i§lo§i v=6, taciau mazesnis uz ta vidutini i§losi v =7,1, kurj galéty gauti protingas
lo8¢éjas, jei zinoty gamtos éjimy tikimybes gj. Nesunku jrodyti, jo vadovaujantis krastutinio pesimizmo
kriterijais gautas vidutinis i$loSis (vidutinis pralosis), niekada nebtidamas mazesnis (didesnis) uz
garantuota minimaly i§losi (maksimaly pralosi), niekada negali tapti geresnis uz vidutini i§losi. (vidutini
pralosi), kuri loSéjas galéty gauti, Zinodamas gamtos &jimuy tikimybes g;.

Jei loséjas A nebiity krastutinis pesimistas ir nuspresty Siame negrieZtai apibréztame loSime su
»gamta“ vadovautis Hurvico kriterijum, pasirinkdamas gana optimisting pesimizmo koeficiento y
reikSme y=0,3, tai, apskaiciavgs suma v; = ymjin aj+(1-v) mjax a;; pirmajai 367-osios lentelés eilutei,

jis gauty v, =0,3-5+0,7-8=7,1, antrajai (i=3) — v; =0,3-4+0,7-9=7,5 ir paskutinei (i=4) — v, = 0,3-6+
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+0,7-8=7,4. Pasirinkdamas maksimalia suma max v; = max(y mina; +(1—y)maxa;), jis pasirinkty
i 1 ] J

strategija i =3, tadiau, esant anks&iau nurodytoms ,,gamtos éjimu* tikimybéms gj, gauty vietoj to

vidutinio  iSloSio Bi* :ymiai*j + (1-vy) maxa,., =0,3-4+0,7-9=7,5, kurio tikéjosi, tik iSlo§]
i i

4 4
a. = Zaquj =D a3q;=52.
=1 =1
Tai rodo, kad Siuo atveju lo$éjo A intuityvus optimizmas nepasiteisinty: vietoj vidutiniskai
geriausios strategijos jis $iuo atveju tariamai ,,moksliSkai pagristai“ (juk ne S$iaip sau spéliojo, o
»matematiniu kriterijum* vadovavosi!) pasirinkty vidutini$kai blogiausia strategija. Taciau ¢ia reikéty
kaltinti ne tik ir ne tiek Hurvico kriterijjaus netobuluma, kiek lo$éjo A neatsarguma, jo nepagrista
optimizma. Jei lo$éjas A buty buves atsargesnis ir nebiity aklai pasitikéjes savo intuicija, jis buty
pasistenggs patikrinti gauto ,,optimalaus sprendinio stabiluma bei jo jautruma koeficiento y pokyc¢iams,
patikrindamas, ar strategija i=3 iSlicka optimali ir maziau optimistinéms koeficiento y reik§méms.
Pavyzdziui, pasirinkdamas y=0,5, jis biity gaves, jog §iuo atveju i =4, t. y. bty isitikines, jog ,,optimali*
strategija i=3 néra pakankamai stabili ir, matyt, biity pasirinkgs maziau optimistinj (taciau stabilesnj ir
daugumoje atvejy geresnj) loSimo strategijos varianta, i$ tikryjy leidziantj iSlosti Siek tiek daugiau, negu
vadovaujantis strategija i=3.
Nagrinédami lo§imy, kuriy matrica neturi balno tasko, pavyzdzius, jau esame nustatg, kad misri
maksimininé strategija, kuri yra optimali poriniuose antagonistiniuose losimuose, leidzia ir loSimuose su
»gamta“ padidinti lo$éjo A garantuota vidutini maksimini i$losi, lyginant su tuo
370. lentelé  garantuotu isloSiu, kurj uztikrina grynoji lo$éjo A strategija, iSplaukianti i§
Valdo kriterijaus taikymo.

Ai\G|Gi |G, | Gy Pavyzdziui, kai lo§imo su ,,gamta“ matrica sudaro lo3&jo A isloSiy
Ay 81214 matrica, pavaizduota 370-ojoje lenteléje, konkretizuojancioje 357-aja lentelg,
Ay 41516 tai, kaip jau buvome gave anksCiau, naudodamiesi simplekso algoritmu,
As 11713 optimizuodami tokia pacia i$loSiy matricg turinti porinj antagonistini lo§ima su

nuline suma, lo$éjas A, naudodamasis misria strategija Sy=(pi; p2; p3)= [%;E;OJ , gauty vidutinj i$losj,

. . . . 32 4 . o .
kuris bet kuriuo atveju nebiity mazesnis uz 7=47, kai tuo tarpu Valdo kriterijaus taikymas,

pasirenkant grynaja strategija Sy=(0; 1; 0), garantuoty lo$éjui A tik tai, jog jo vidutinis iSloSis, esant bet
kuriam ,,gamtos €jimui‘, nebus mazesnis tik uz 4. I$ tikryju: jei loséjas A vadovautysi misriaja strategija

Sa= (%;g; Oj , tai jo realus vidutinis iSloSis bhty lygus v =38 -%-ql +2- % -qy +
1 6 6 6 32 32 40 32 8 32 D

+4-—-q3+4-—-q;+5- =, +6-—q;=—q; +—(q, +—q3=—+—q3 =2—, 0 jei jis vado-
7 q3 7 qi 7 q2 7 d3 7 q; 7 q2 7 q3 7 7Q3 7 jer

vautysi grynaja strategija Sx=(0; 1; 0), tai realus vidutinis jo iSlo$is biity U =4q;+5q,+6q;=4+q,1+2q3>4.
Taigi garantuotas vidutinis lo$¢jo A isloSis buty didesnis tada, kada lo$éjas vadovautysi miSriaja

maksiminine strategija Sp= (%;2;0] , 0 ne tada, kada jis vadovautysi i§ Valdo kriterijaus taikymo

iSplaukiancia grynaja strategija Sx=(0; 1; 0). Analogiska iSvada gautume ir nagrinédami loSimus su
»gamta®, kurivos vaizduoja 406 ir 407 pav., nes ty loSimy matricos taip pat neturi balno tasky.
Rekomenduodiau skaitytojui pabandyti irodyti Sios i§vados teisinguma bendruoju atveju, t.y. visiems
losimams su ,,gamta®, kuriy matricos neturi balno tasky.

Reikia skirti didziausia minimaly garantuoty vidutinj iSlo§j, nepriklausant] nuo ,,gamtos
&jimy” tikimybiy, ir faktiSkaji vidutinj iSlosj, kuris jau priklauso nuo ,,gamtos ¢jimy“ tikimybiy q;.
Poriniame loSime su ,,gamta, kurio matrica neturi balno tasko, los¢jo A faktiskasis vidutinis i$loSis
(skirtingai nuo garantuoto vidutinio maksiminio islosio) ne visada biina didesnis tuo atveju, kai los¢jas
A naudojasi miSria maksiminine strategija, negu tuo atveju, kai jis naudojasi grynaja strategija,
iSplaukiancia i§ Valdo principo. Pavyzdziui, lo§ime su ,,gamta®, kurio matrica vaizduoja 370-oji lentelé,
faktiskasis vidutinis loséjo A iSloSis, gautas vadovaujantis miSrigja maksiminine strategija

Su = (7;7;0], bus didesnis uz faktiskaji vidutini i$losi, gauta, vadovaujantis Valdo principu, tik tais
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atvejais, kai §+§q3 >q, +2q;, t.y., kai 7q,+6q;<4. Atvejais, kai 7q, +6q; > 4, didesni faktiSkaji

vidutinj i$losi duos Valdo kriterijus.

Tais atvejais, kai loSimo matrica turi balno taska, bandymas pereiti nuo grynosios strategijos,
i§plaukiancios i§ Valdo kriterijaus taikymo, prie misriosios maksimininés strategijos, kuri biity optimali
atitinkamame antagonistiniame lo§ime, apraSomame minétaja loSimo matrica, turin¢ia balno taska, jau
nebepadidinty lo$éjo A garantuoto vidutinio i$loSio.

Pavyzdziui, jei lo§ime su ,,gamta“, kuri apra$o 367-oji lentelé, turinti balno taska (i’ j")=(4; 3),
pereitume prie misriosios strategijos, optimalios atitinkamame antagonistiniame lo$ime, tai los¢jo A
garantuotas vidutinis i$losis, lyginant su balno taska atitinkanciu i§losiu v=6, nepadidéty. [rodysime §i
teiginj.

Jei Siame loSime, vadovaudamasis Valdo kriterijumi, lo§éjas A pasirinkty grynaja strategija
SAa=(p1; p3; pa)=(0; 0; 1), tai, kaip jau esame gave anksCiau, jo vidutinis realus i§losis bty lygus
© =8q;+7q>+6q3+8q4=6+2q;+qx+2qs. Sis vidutinis i§logis, esant bet kokiam »gamtos &jimui®, nebiity
mazesnis uz garantuota islosj, lygu 6, o faktiskasis vidutinis i§losis neretai buty didesnis uz ji, kartais
siekdamas net 8.

Jei loSé¢jas A sudaryty 367-osios lentelés matrica atitinkandio antagonistinio loSimo

optimizacini modelj su apribojimais x1=& >0, x3=& >0, x4=p—4 >0, X520, X620, X720, X520, Xo>0,
v V) V)

Xl()ZO, X“ZO, X1220, X9:1—(5X1+9X3+8X4_X5), X10:1_(8X1+4X3+7X4—X6), X11:1_(6X1+5X3+6X4—X7),
X1p=1—(6%,+9x;3+8x4—xg) ir tikslo funkcija F(x;, X3, X4)=0—(—X;—X3—X4)—min bei pagalbine tikslo

funkcija W(x;, X3, X4, X5, Xg, X7, Xg)=4—(25%1127x31+29%4—X5—Xs—X7—Xg)—>min, tai, naudodamasis

. . . . .. 1 1
simplekso algoritmu, gauty toki optimaly sprendini: x{°P" =5 x{ =0, x{ T x© =0,

1 TR
x{P =0, x{e =5 xPP =0, x{® =0, x¥ =0, x{$ =0. Minimali tikslo

E}

o) _ 5
1

. 1 1 1 . . . 1 L .
funkcijos F(x;, Xs, x7):g+gx3 + 0x +gx7 reik§mé $iuo atveju biity lygi 5’ todél maksimali loséjo

A vidutinio i§logio ©" reik§mé biity V" =6, t.y. lygiai tokia pati, kaip ir garantuotas i§losis, taikant
Valdo kriterijy ir naudojantis grynaja strategija Sx=(pi; p3; p+)=(0; 0; 1). Kadangi optimaly sprendinj

atitinkancioje tikslo funkcijos iSraiskoje F(x3, Xs, x7)—%—£—%x3 + 0x —éx7] koeficientas prie
laisvojo kintamojo xs yra lygus O ir x5 gali keistis segmente {0;%}, tai bazinio kintamojo x; optimali

reikime x () = % - (—éxS + % X5 — g x7) gali keistis segmente {O;%} , 0 optimali bazinio kintamojo

x4 reik§meé xﬁ{’pt) 2%—(%x3 —%xs +%x7] gali keistis segmente [%,%} . Kai xs=0, tai,

2

(opt)=* (opt) G*=—.6=2 =xP . 5* =0
3 s p3 3 s

naudodamiesi lygybémis pi=x;""’0", gautume, jog p; =X

O | —

— 1 o . e . PSR L
P4 = xﬂfpt) ‘0 = 3’ i§ kur iSplaukty, jog faktiskasis lo§éjo A vidutinis i§losis, naudojantis maksiminine

miSriaja strategija Sa=(p1; p3; pa)= @;O;%j, bty lygus U=§(5q1+8qz+6q3+6q4)+%(8q1+7qz+6q3+

+8q4) = 6+§q2 +§q4. Jei priimtume, kad x5=§, tai gautume, jog x§°pt) =0, x(3°pt) =0, xf{’pt) :%,

pi® =0, p{®) =0, p{°™ =1, t. y. gautume ta pacia grynaja strategija, kaip ir vadovaudamiesi Valdo
principu.

o . 2 1 . . .. -
Misri strategija SA=(p1; P3; Pa)= (E;O;gj , biidama ekvivalenti grynajai strategijai Sy=(0; 0; 1)

vidutinio garantuoto maksiminio iSlosio atzvilgiu, buty faktiSkai geresné uZz grynaja strategija
SA=(0; 0; 1) tik tais atvejais, kai ,,gamtos &jimy“ dazniai buty tokie, jog bity tenkinama nelygybé
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%qz + §q4 >2q1+qo1+2qs, t. y. nelygybé q;>3q11t2q4. Atveju qp<3q;+2q4 1§ Valdo kriterijaus iSplaukianti

grynoji strategija Sy=(0; 0; 1), vidutinio garantuoto maksiminio i$loSio atzvilgiu biidama ekvivalenti
simplekso algoritmu naudojantis apskaiCiuotai miSriajai strategijai Sx= [%;0;%), biity faktiskojo

vidutinio iSloSio atzvilgiu net geresné uz ja. Pavyzdziui, jei visuy ,,gamtos ¢jimy tikimybés q; buity
vienodos, tai grynoji strategija S,=(0; 0; 1) biity optimali.

Kintamojo xs reikSmei kei€iantis intervale O;E , gautume tarpines miSrigsias maksiminines
. 2 1 2 . o e ot s
strategijas Sa=(pi1; p3; pa)= E—a;O;§+a , kur ae O;E . Tas strategijas atitikty lo$¢jo A iSlosio

. L= 2 . . .
vidurkis U, =6 +§q2 +§q4 + OL(3q1 —-q, + 2q4) , t.y. visos tos strategijos garantuoty vienoda

maksiminini lo§éjo A islosio vidurki, lygu 6, tatiau skirtysi faktiskuoju vidutiniu ilogiu. Sis islogis, kai
q2>3q112q4, didéty, mazéjant o, ir bty didZiausias, kai a=0, kas atitinka miisy jau minétaja misriaja

maksimining strategija SA=(§;O;%). Kai qy<3q;+2q4, faktiskasis loséjo A iSloSio vidurkis didéty,

. . e . 2 .. _ . o .
didéjant «, ir tapty didziausias, kai 0c=§, kas atitikty miisy jau nagrinétaja strategija S,=(0; 0; 1).
Atveju kai q,=3q;1t2qs, visos naudojantis simplekso algoritmu surastos maksimininés strategijos
2 1 . . . . o . .
Sa= (—— oc;0;§+ oc] biity ekvivalencios ne tik loséjo A garantuoto maksiminio iSlosio vidurkio, bet ir

jo faktiskojo islosio vidurkio atzvilgiu.

Sis pavyzdélis rodo, kad tuo atveju, kai loséjui A ,gamtos é&jimy“ tikimybés q; néra
Zinomos ir loSimo matrica turi balno taska, grynoji loséjo strategija, atitinkanti ta taska, gali buti
laikoma optimalia ne tik antagonistiniame losime. Ji gali biiti laikoma ,,optimalia® ir loSime su
»gamta“, nes ji leidzia gauti didZiausia garantuota vidutinj i§losj. Zodis ,joptimali &ia pavartotas
kabutése todél, kad loSime su ,,gamta“ $i strategija, garantuodama, jog minimalus i§loSis bus pats
didziausias (maksimalus pralosis bus pats maziausias), negarantuoja jog faktiskasis iSlosis bus pats
didziausias. Tais atvejais, kai loSimo su ,,gamta* matrica neturi balno tasko, didZiausia garantuota
minimaly vidutinj iSlosj, kaip jau matéme i§ ankstesniy pavyzdziy, loSéjas A gali pasiekti,
naudodamasis miSriaja strategija, kurios apskaiCiavimui galima pasinaudoti simplekso algoritmu,
arba, kai (s=2)v(k=2), — ir grafiniu metodu. Tokiu budu surasta miSrioji strategija atitinkamame
antagonistiniame loSime bty optimali tikraja to zodzio prasme.

Baigiant §j skyrelj, reikéty pazyméti, jog garantuota minimaly i$lo$j loSime su ,,gamta* daznai
galima biity reikSmingai padidinti, jei pavykty atspéti bisimy ,,gamtos &jimy* tikimybes g;.

1.16.2.5. Aktyvis ,idealis” ir ,,neidealiis“ eksperimentai.
Statistiniy sprendimy teorija ir jos taikymai

Zymiai daugiau ir dazniau lodéjas A galéty islosti ne spéliodamas, o pasistenges
gauti daugiau informacijos apie galimus ,gamtos ¢jimus®, t.y. sumazindamas
situacijos, kurioje jis priima sprendima, neapibréztuma. Viena i§ tokiy biidy mes jau
minéjome. Tai — statistinés informacijos apie jau buvusius ,,gamtos €jimus* surinkimas
ir jos apdorojimas, apskaiCiuojant taip vadinamasias apriorines ,,gamtos éjimy*
tikimybes q;. TaCiau ne visada tos tikimybés ¢; yra pakankamai stabilios, t.y.
nebitinai blisimy ,,gamtos ¢jimy‘ tikimybés dabar tiksliai sutampa su apriorinémis
tikimybémis, apskai¢iuotomis naudojantis informacija apie tai, kaip ,,gamta* ,,elgési*
anksc¢iau. Tod¢l daznai biina tikslinga, prie§ darant atsakinga €jima, neapsiriboti vien
tik apriorine informacija, o paeksperimentuoti, bandant nustatyti dabarting ,,gamtos*
biisena (jos ,,&jima™ dabar) ar bent jau patikslinti galimy ,,gamtos ¢jimy* tikimybiy
reikSmes, nustatant taip vadinamas aposteriorines tikimybes.

Kad skaitytojas geriau suvokty aprioriniy ir aposterioriniy tikimybiy esmeg ir vaidmeni
prognozése, pateiksiu toki pavyzdéli. Daugiameciai meteorologiniai stebéjimai leidzia nustatyti ne tik
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viduting temperatiira bei vidutini krituliy kieki Vilniuje kiekvieno ménesio kiekvienai dienai, bet ir
ivertinti ty dydziy pasiskirstymo tikimybes. Prognozuojant temperatiiros ir krituliy kiekio pasiskirstyma
ateinan¢iam meénesiui, minétosios tikimybés vaidins aprioriniy tikimybiy vaidmeni. Taciau tos
tikimybés charakterizuoja temperattiros ir krituliy pasiskirstyma tik vidutiniskai ir, vadovaujantis tik
jomis, negalima tikétis labai patikimy trumpalaikiy prognoziy, prognozuojant, lis ar nelis Siandien po
vidurdienio bei kokia tada bus temperatiira. Zymiai patikimesnes trumpalaikes prognozes mes
gausime, jei apriorines tikimybes papildysime aposteriorinémis, kurias mes galésime apytikriai nustatyti
tos dienos ryta i$¢je i balkong ir pazvelge i dangy bei pasiziiiréje, ka rodo prie lango i§ lauko pusés
pritvirtintas termometras bei barometras.

Nenoréciau, kad kai kurie skaitytojai, nepakankamai jsigiling i $i pavyzdéli, nuvertinty
aprioriniy tikimybiy reik§me.

Visy pirma, ty tikimybiy Zinojimas gali biiti labai vertingas ilgalaikéms atsitiktiniy dydziy
vidurkiy prognozéms, kai tuo tarpu aposterioriniy tikimybiy Zinojimas toms prognozéms ne visuomet
yra vertingas.

Antra, aprioriniy tikimybiy pasiskirstymo Zzinojimas svariai papildo ta informacija, kuria
gauname i§ aposterioriniy tikimybiy Zinojimo, ir neretai padeda iSvengti apmaudziy klaidy. Pavyzdziui,
i§ ilgalaikiy stebéjimy zinodami, kokie nepastoviis yra orai Lietuvoje, lyginant su orais vietovése,
kurioms buidingas kontinentinis klimatas, mes, net matydami, kad i$ ryto Sviecia saulé, kartais vis dél to,
eidami { darba, pasiimtume lietsargi, kuomet tokiu atveju to nedaryty Salies su kontinentiniu klimatu
gyventojas.

Taigi, gali buti naudingas ir aprioriniy, ir aposterioriniy tikimybiy Zinojimas.

Eksperimentai, skirti aposterioriniy tikimybiy nustatymui, reikalauja tam tikry
iSlaidy, taciau kai eksperimento kaina c biina mazesné uz ta papildoma islosi, kuri
gauna los¢jas, pasinaudodamas eksperimento metu gauta papildoma informacija, tai
eksperimentuoti apsimoka. Eksperimento kaina priklauso ne tik nuo eksperimento
sudétingumo, bet ir nuo to, ar eksperimentas yra aktyvus, ar pasyvus.

Aktyviais eksperimentais vadinami eksperimentai, kurie atlieckami specialiai,
siekiant gauti atsakyma 1 iSkilusi klausima.

Pasyviu eksperimentu vadinamas jau turimos informacijos registravimas ir
apdorojimas, siekiant patvirtinti ar paneigti iSkeltas hipotezes. Statistinés informacijos
rinkimas ir apdorojimas — pasyvaus eksperimento pavyzdys.

Eksperimentus, kuriy metu mums pavyksta pilnai issiaiSkinti ,,gamtos* biisena,
t. y. tiksliai suzinoti jos ,,&jima‘, vadinsime ,,idealiais*, o visus kitus — ,,neidealiais®.
»Neidealiy™ eksperimenty metu mes gauname papildoma informacija, kurios dar
nepakanka visiSkam situacijos neapibréztumo ,,nuémimui®, taiau ta informacija
leidzia apskaiciuoti (ar bent apytikriai {vertinti) aposteriorines ,,gamtos ¢&jimy
tikimybes, adekvaciau apraSancias galima ,,gamtos* ,,elgesi” dabar negu apriorinés
tikimybés, apraSancios ,,vidutinj* ,,gamtos* ,,elgesi‘.

Apskai¢iuosime, koki papildoma iSloSi galéty duoti ,,idealus* eksperimentas,
kurio kaina yra c. Ivykde ,idealy” eksperimenta, mes kiekviena karta, zinodami
konkrety ,,gamtos €jima* j, stulpelyje j iSsirinktume ta eilutg, kurioje miisy iSloSio aj;
reikSmé yra didziausia, ir iSloStume max a;;. PaZymésime ta iSloSj Bj. Atsizvelgdami |

1

»idealaus* eksperimento kaing, gautume, kad grynas iSloSis tuomet biity lygus Bi—c.
Laikydami, kad ,,gamtos &jimai* j pasiskirstg su apriorinémis tikimybémis qj, gautume,

jog to iSloSio vidurkis, eksperimentuojant pakankamai daug karty, bity lygus
k k k k

Z;(BJ_C)qJ:Z;BJqJ_CZ}qJ:Z;BJqJ_C' Jei neeksperimentuotuméme, o, naudoda-
= = = =

miesi zZinomomis apriorinémis ,.gamtos ¢&jimy* tikimybémis, iSkart rinktumémeés

strategija 1 , maksimizuojancia iSlo$io matematinj vidurki, tai, kaip jau esame 1.16.2.4.

k
skyrelyje apskaiCiavg anksCiau, gautume vidutini i§losi EZmaXZaijquéi*.
i =1
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k k k
Lygindami galimus vidutinius i§lo§ius Z}B d; —c:Zl:qj maxa;—c ir a = miaxz;aijq i

= = =
iSvedame, jog ,idealus eksperimentas apsimoka, jei tenkinama nelygybé

k k
Zquj —c>miax2aijqj, t.y., jei eksperimento kaina ¢ yra mazesné uz skirtuma
=1 =

k k k k k
Zquj _mﬂxzaijqj :miln{ZquJ' _Zaijqj:| :minZ(Bj _aij)qj =
j=1 = = j=1 |

k k
= man(m;axaij —a,)q; :mianrijqj =minf, .
=1 =1

Taigi, jei c<mint,, t.y., jei ,idealaus* eksperimento kaina yra maZesné uz
1

minimalia viduting duotojo loSimo su ,gamta* rizika, tai eksperimentuoti
apsimoka, nes tuomet mes gauname papildoma vidutinj iSlo§j mint, —c, lyginant su

tuo vidutiniu i§losiu, kurj gautume, jei naudotumémés tik apriorinémis ,,gamtos &jimy
tikimybémis q; ir nesinaudotuméme ,,idealiu® eksperimentu.

Pailiustruosiu $ia i$vada konkreciu pavyzdziu. LoSime su ,,gamta®, kurio informacinis modelis
yra 367-0ji lentelé, loséjas A, naudodamasis jam zinomomis ,,gamtos €jimy* apriorinémis tikimybémis
q;, kaip jau matéme, buty pasirinkes strategija i'=1 ir gauty vidutinj i§lodj a =a, =7,1. Jei lo%¢jas biity
naudojgsis  ,,idealiu“ eksperimentu, tai matematinis jo iSloSio vidurkis buty lygus

k k
Zquj -c= qu rn?x a;; —¢=0,1.9+0,6-8+0,2-6+0,1-9—¢=7,8—¢. Jei ,idealaus® eksperimento kaina
j=1 j=1

¢<7,8-7,1=0,7, tai eksperimentuoti apsimokéty. Tq pacia iSvada bitume gave, pasinaudodami 369-aja
lentele, vaizduojancia lo§imo rizikos matrica, nes mint; = min(t,T,,1;) =min(0,1-4+0,6-0+0,2-0+0,1-3;
i=1

0,1-0+0,6-4+0,2-1+0,1-0; 0,1-1+0,6-1+0,2-0+0,1-1)=min(0,7; 2,6; 0,8)=0,7.

Pereisime prie eksperimento, kuris néra ,,idealus®, nagrin¢jimo. Tarkime, jog
toks eksperimentas gali duoti w skirtingy rezultaty E,, E,, ..., E,, ..., Ey, priklausanciy
nuo to, kokioje busenoje z; buvo ,,gamta“ to eksperimento metu. Laikysime tuos
rezultatus skirtingais nesuderinamais jvykiais, nes vienas ir tas pats eksperimentas
negali vienu ir tuo paciu metu duoti ir rezultata E;, ir, pavyzdziui, E,. Tarkime taip pat,
kad mes i§ ankstesniy specialiy eksperimenty jau Zinome salygines tikimybes
p(E\/z;), nusakancias, kaip priklauso tikimybé gauti eksperimento rezultata E, nuo to,
kokioje biisenoje z; yra ,,gamta‘.

Kaip jau zinome 1§ 1.5.17 ir 1.16.1.2.6. skyreliuy, p(AAB)=p(A)-p(B/A)=
=p(B)-p(A/B), tod¢l salyging aposterioring tikimybe p(z/E,), t.y. tikimybg, kad,
gavus eksperimento rezultata E,, ,gamta* bus biisenoje z, galima apskaiCiuoti,
naudojantis lygybémis p(EyAz)=p(E.)-p(z/E\)=p(z)p(E\/z) ir p(zj)=q;, 1§ kuriy
gauname formule

p(Zj/Ev)Zp(Zj)'p(Ev/Zj)= p(zi)'p(Ev/Zj) _ qj‘p(Ev/Zj)

p(E,) ilp(zj).p(Ev/zj) ilqj -p(Ev/Zj).

Zinodami apriorines ,,gamtos éjimy* tikimybes p(z)=q; bei salygines tikimybes
p(E\/z)) ir naudodamiesi ka tik iSvestaja formule, vadinama Bejeso (Th.Bayes)
formule, mes nesunkiai galime apskaiciuoti salygines aposteriorines ,,gamtos ¢jimy‘
tikimybes p(zj/E,).

Gavg ,,neidealaus* eksperimento rezultata E,, mes galime priimti gana natiiralia
prielaida, jog duotuoju momentu ,,gamtos ¢jimy“ j tikimybés yra lygios salyginéms
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aposteriorinéms tikimybéms p(z/E,) ir pasirinkti ta savo ¢&jima i=i;v , kuri padare,

k
galétume gauti maksimaly i§losio salygini matematini vidurki max )’ a; -p(z i / EV):
i il

k
"2 ol /E, ).
Kadangi eksperimento rezultatai E, pasiskirste su tikimybémis p(E,)=
k
=>q; -p(EV /z j), kurias, zinodami apriorines ,,gamtos ¢&jimy* tikimybes gi=p(z;) ir
=

salygines tikimybes p(E,/z;), taip pat galime lengvai apskaiciuoti, tai gauname toki
bendrajj iSloSio, naudojantis ,,neidealiu® eksperimentu, matematinj vidurkj

s3]t ot ]3] S ol ) oS e .-

v=l| j=1

W L. E . W
=> ‘k qj'p(Ev/zj)-miaXiaij qu p( V/ZJ) :Zmiax ‘k aij‘Qj'P(Ev/Zj)
v=l| j=1 j=1 ij . p(Ev/Zj) v=I j=1

=1

w k k
Kai skirtumas a—azém?xgaﬁ.qj.p(Ev/zj)—miax;aij-qj yra didesnis
uzZ ,neidealaus“ eksperimento kaing c, tai naudotis ,,neidealiu“ eksperimentu
apsimoka, o jei maZesnis — neapsimoka.

Tuo atveju, kai ,neidealus™ eksperimentas apsimoka ir juo naudotis tenka
kiekviena karta prie§ pasirenkant éjima i=i, naudinga i§ anksto iSsivesti ir
suformuluoti taisykles, nurodandias, kaip turéty priklausyti optimalaus éjimo =i
pasirinkimas nuo eksperimento rezultato E,.

Pailiustruosiu visa tai konkre¢iu pavyzdziu.

Tarkime, kad loSimo su gamta iSlo$iy matrica vaizduoja 371-0ji lentelé, o salygines tikimybes
p(E,/z;), nustatytas dar anksCiau, prie§ pradedant taikyti ,neidealy” eksperimenta, vaizduoja 372-oji
lentelé.

371. lentelé 372. lentelé
1\_] 1 2 3 4 EV\Z]' VA Zy Z3 Zy
1(114(5]9 E, (02]109(04]03
213181413 E, (0,110,1{0,5]0,3
3141662 E; (0,7] 0 {0,104

Tarkime taip pat, kad apriorinés ,,gamtos &jimy* tikimybés q;=p(z;) yra tokios: q;=0,1, q>=0,2,
q3:0,5, q4:0,2.
Jei nesinaudotume ,neidealiu” eksperimentu, tai optimalia loSimo strategija gautume
maksimizuodami matematinj i$losio vidurki, apskaiciuojama naudojantis apriorinémis ,,gamtos &jimy‘
k
tikimybémis. Tas maksimalus matematinis vidurkis biity maqu i =max(5,2; 4,5; 5,00=5,2 ir
j=1
atitikty éjima i =1.
Apskai¢iuosime dabar salygines aposteriorines tikimybes p(z i / E, ), naudodamiesi
apriorinémis tikimybémis qj, 372-aja lentele ir Bejeso formule:

oz JE; )= p(z,) p(E/z) _ 0.1-0.2 002 0 0435 o046
VU™ k 01-02+02-09+0,5-04+02-03 046 T
> olz;)-plE1/2)
=
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0209 _ , 0504 , _02:03 _ .
p(z,/E;)= 045 0,3913; p(z;/E,)= 046 - 0,4348; p(z,/E,) 046 0,1304;
p(zi /)= )-oEy/z) _ O.L0. = OO 00204 p(Ea=0.34;

) ©0,1:0140,2-01+0,5-0,5+0,2-03 0,34

Sob ol

plzs /B, )= 220 £ 0,058 plzs /E, )= % ~0.7353; plzg JE,) = 2293 L 01765 ;
p(z1/E5)= -2 @) plEs/2) O.L0.7 S OL0T 635, p(Es)=0.20;
01-0,7+02-0+05-0,1+02-0,4 02
2P Zj)'P(E3/Zj)
i=1
02-0 ~05-01 . _02-04
P(Zz/E3)—0—’2—O’ P(Za/Ea)——sz =0,25; p(z4/E3)——0)2 =04.

Tuo atveju, kai eksperimentas duoda rezultata E,, apskai¢iuojame, naudodamiesi salyginémis
aposteriorinémis ,,gamtos ¢&jimy” j tikimybémis p(z i /El), kiekvienam ¢&jimui i i$loSio salyginius

k
matematinius vidurkius Zaij -p(z j / El) ir i$sirenkame ta éjima i*, kuris atitinka didziausia salygini
j=1

4

matematinj vidurkj. Gauname, kad maxZaij -p(z j /El)zmax(4,9563; 5,3913; 5,3914)=5,3914, i$ kur
1 _]:l

iSplaukia taisyklé: jei eksperimentas davé rezultata E,, reikia rinktis éjima i=3 (nors, zinoma, &jimo i=2

rezultatas tik dél skaic¢iavimy paklaidos atrodo truputi blogesnis, o i§ tikryjy abu rezultatai yra lygis

52 ~5.3913).
23

Kai eksperimentas duoda rezultata E,, tai loséjo A iSloSiy salyginiy matematiniy vidurkiy
apskaiCiavimui naudojamés salyginémis aposteriorinémis tikimybémis p(z/E,). Gauname, jog

4
m'axZ:aij -p(z i /Ez)zmax(5,5296; 4,1093; 5,2352)=5,5296, i§ kur i$plaukia taisyklé: jei eksperimento
i =

rezultatas yra E,, tai reikia rinktis é¢jima i =1.
Kai eksperimentas duoda rezultata E;, tai iSloSiy salyginiy matematiniy vidurkiy
apskai¢iavimui naudojamés salyginémis aposteriorinémis tikimybémis p(zi/Es;). Gauname, jog

4
maxZaij ~p(z i / E3):max(5,2000; 3,2500; 3,7000)=5,2000, i$ kur iSplaukia taisyklé: jei eksperimento
i =

rezultatas yra Es, tai reikia rinktis &jima i =1.

Apibendrindami visas tris ka tik i§vestas taisykles, gauname tokia bendraja optimalios loSimo
su ,,gamta“ strategijos iSsirinkimo taisykle, kuria galima trumpai pavadinti optimalia duotojo loSimo
su gamta strategija: kai eksperimento rezultatas yra E,, reikia rinktis ¢jima i =2 arba i =3, o visais
kitais atvejais — ¢jima i =1.

Naudodamiesi Cia apraSytuoju ,,neidealiu“ eksperimentu ir $ia taisykle, gausime bendra (be-

salyginj) iSlodio matematinj vidurkj & :ip(Ev)miaka:aij plz; /E, )~5,3913.0,46+5,5296.0,34+
v=l j=1
+5,2000-0,20~5,4001=~5,4, 1§ kurio, kad gautume grynaji iéljoé’,i, dar reikia atimti eksperimento kaing c.
Jei ta kaina mazZesné uz imaxiaij “q; -p(EV /z j)— maxiaij -q;j =5,4-5,2=0,2, tai eksperimento
] =
taikymas ,,atsiperka®, o jei ne, tai ;ksperimentuoti pries pasirjenkant ¢jima i* neapsimoka ir optimalios
strategijos iSsirinkimui pakanka pasinaudoti apriorinémis gamtos é&jimy tikimybémis, apskai¢iuojant

4
mf‘xij A -
=

Eksperimento rezultaty matematini apdorojima galima buvo atlikti Zzymiai paprasciau ir
greiiau, jei butume naudojgsi galutine grynojo iSloSio besalyginio matematinio vidurkio,
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W k

naudojantis ,,neidealiu“ eksperimentu, apskai¢iavimo formule ZmaxZaij “qj op(Ev / z j)— c, kur
v=l ' el

¢ — ,,neidealaus* eksperimento kaina.

3 4
Tada biitume gave: a = z:miaxZ:aij “q; ~p(EV/zj ):max[(l -0,1-0,2+4-0,2-0,9+5-0,5-0,4+
v=1 j=1

+9-0,2.0,3); (3-0,1-0,2+8-0,2-0,9+4-0,5-0,4+3-0,2-0,3); (4-0,1-0,2+6-0,2-0,9+6-0,5-0,4+2-0,2-0,3) ]+
+max[(1-0,1-0,1+4-0,2-0,1+5-0,5-0,5+9-0,2-0,3); (3-0,1-0,1+8-0,2-0,1+4-0,5-0,5+3-0,2-0,3);
(4-0,1-0,1+6-0,2-0,1+6-0,5-0,5+2-0,2-0,3) |+max[(1-0,1-0,7+4-0,2-0+5-0,5-0,1+9-0,2-0,4);
(3-0,1-0,7+8-0,2-0+4-0,5-0,1+3-0,2-0,4); (4-0,1-0,74+6-0,2-0+6-0,5-0,1+2.0,2-0,4) ]=max(2,28,; 2,48;
2,48)+max(1,88; 1,37; 1,78)+max(1,04; 0,65; 0,74)=2,48+1,88+1,04=5,40. Tuomet a —c=5,4—.

Sie apskai¢iavimai biity ne tik paprastesni, bet ir be skai¢iavimo paklaidy, nes, jais naudojantis,
jau nebereikéjo pradzioje dalinti i§ p(E;)=0,46, p(E,)=0,34 ir p(E3)=0,20 ir po to vél dauginti i§ ty paciy
dydziy. Optimalius ¢jimus taip pat lengva nustatyti skai¢iavimy eigoje (zidir. ty skai¢iavimy metu gautas

4
paryskintas maxZaij “qj- p(Ev /z j) reik§mes: jos rodo, prie kokiy i=i" reik§miy pasickiami i§logio
1 .
j=1

vidurkiy maksimumai).

IeSkant loSimuose su ,gamta” optimaliy sprendiniy realiose situacijose,
neiSvengiamai susiduriama su jy nepakankamu apibréztumu, ir | tai tenka atsizvelgti,
vertinant ty sprendiniy tiksluma bei ju optimalumo patikimuma. Taciau daugelyje
atveju galima, surinkus ir apdorojus papildoma informacija (pavyzdziui, atlikus
atitinkamus aktyvius ar pasyvius eksperimentus), sumazinti to neapibréztumo laipsni ir
gauti papildoma nauda. Jei papildomos informacijos surinkimo ir apdorojimo
kaina yra maZesné negu tas papildomas iSloSis, kurj galima bity gauti
pasinaudojus ta informacija, ir, jei aplinkybés leidZia sprendimo priémimg atidéti
iki to laiko, kol bus surinkta ir apdorota papildoma informacija, nepatiriant dél
to atidéjimo papildomy nuostoliy, virSijan¢iy papildomo isloSio ir informacijos
surinkimo bei apdorojimo kainos skirtuma, tai tikslinga rinkti papildoma
informacija ir mazinti situacijos neapibréztumas.

Sias mintis pailiustruosiu konkrediais pavyzdziais, nagrinédamas ivairias
galimas tipines situacijas ,,loS§ime su gamta® ir interpretuodamas zod; ,,gamta‘“ pacia
plaCiaja prasme, t.y. laikydamas, kad ,,gamtoje* gali veikti ne tik stichinés, bet ir
samoningos jégos, o taip pat, kad pastarosios gali turéti ne tik nenuspéjamuy, bet ir
nuspéjamy interesy.

Nagrin¢jamas situacijas pagal jy neapibréZtumo laipsnj ir jo maZinimo
galimybes suskirstysiu | kelias tipiniy situacijy grupes:

1) ,,gamtos éjimy“ tikimybés yra neZinomos ir néra galimybés gauti
papildoma informacija, leidZianc¢ia sumaZinti situacijos neapibréZztuma
(pavyzdziui, dél laiko ar 1éSy stokos néra galimybiy atlikti eksperimenta, i§ kurio
rezultaty galima biity spresti apie ,,gamtos biisima ,,&jima‘ ar bent jau apie galimy jos
»ejimy* tikimybes; gamtos ¢jimy tikimybés gali buti nezinomos ir dél ,,gamtos*
elgesio stochastinio nestabilumo);

2) ,,gamtos éjimy* apriorinés tikimybés néra Zinomos, tafiau galima atlikti
eksperimentg, 1§ kurio rezultaty biity galima spresti, koks bus biisimas ,,gamtos
¢jimas® (,,idealus eksperimentas®), ar bent jau apytikriai jvertinti galimy ,,gamtos
¢jimy” tikimybes (,,neidealus eksperimentas‘);

3) apriorinés ,,gamtos éjimy“ tikimybés yra Zinomos, bet dabartiniu metu
néra galimybés atlikti eksperimenta, kurio rezultatai leisty apskaiciuoti
aposteriorines ,,gamtos ¢jimy" tikimybes;
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4) yra Zinomos apriorinés ,,gamtos éjimy“ tikimybés ir yra galimybé
atlikti tokius eksperimentus, kuriy rezultatai leisty apskaiciuoti aposteriorines ty
»ejimy* tikimybes.

Pirmoji ir trecioji situacijos buvo iSnagrinétos 1.16.2.4. skyrelyje. Ten buvo
pateikti ir ty situacijy pavyzdziai, ir sprendimo priémimo tose situacijose pavyzdziai.
Buvo pademonstruoti jvairiy principy ir metodu taikymai jvairiais atvejais: ir kai
loSiama su protingu lo$¢ju — antragonistu, ir kai loSiama su indiferentiSka ,,gamta®; ir
kai loSimo mokéjimy (iSloSiu ar nuostoliy) matricos turi balno taskus, ir kai jos tokiy
tasky neturi. Buvo pateikti grafiniai namogramy ir simplekso metodo taikymo
pavyzdziai, ieSkant sprendimuy pirmojoje situacijoje, ir statistiniy metody taikymo
treciojoje situacijoje pavyzdys.

Ketvirtoji situacija buvo nagrin¢jama Siame — 1.16.2.5. — skyrelyje. Buvo
iSnagrinéti ,,idealaus® ir ,,neidealaus* eksperimenty taikymo pavyzdziai, iSvesta Bajeso
formul¢, leidzianti apskaiCiuoti aposteriorines ,,gamtos* €jimy tikimybes, parodyta,
kaip ketvirtojoje situacijoje, atsizvelgiant i atlikty eksperimenty rezultatus, yra
sudaromos sprendimuy priémimo taisyklés ir kaip jomis naudojamasi. Ten pat buvo
pateiktas sprendimy priémimo taisykliy taikymo rezultaty, gauty treciojoje ir
ketvirtojoje situacijose, palyginimas, esant tokioms pac¢ioms mokéjimy matricoms ir
toms pacioms ,,gamtos* ¢jimy tikimybéms. Buvo iSsiaiskintos salygos, kada ,,idealtis*
bei ,,neidealiis* eksperimentai apsimoka, kada — neapsimoka.

Man atrodo, jog Sios mokymo priemonés skaitytojui joje pateikty Ziniy turéty
pakakti bent jau tam, kad jis galéty suprasti, kaip randami racionaliis sprendiniai
nepakankamai apibréztose pirmojoje, treciojoje ir ketvirtojoje tipinése situacijose.

Belieka panagrinéti antraja situacija. Si situacija ypatinga tuo, kad joje, prie$
pradedant eksperimentus, neapibréZtumo lygis yra pirmosios situacijos neapibréztumo
lygis. Todél triksta informacijos, reikalingos ne tik sprendimo priémimui, bet ir
biisimo eksperimento suplanavimui, taip pat jau pravesto eksperimento rezultaty
galimy interpretacijy ir i§ juy iSplaukianciy hipoteziy pagristumo {vertinimui. Juk
antrojoje situacijoje informacijos pradzioje turime tik tiek, kad galime sudaryti loSimo
mokéjimy matrica, taiau nezinome ne tik aprioriniy ,,gamtos* éjimy tikimybiy, bet ir
to, ar ,,gamtos* elgesys yra stochastiSkai pakankamai stabilus, kad galima bty bent
apytikriai apskaiCiuoti ty tikimybiy reikSmes ir jomis naudotis ,, gamtos™ elgesio
prognozavime.

Tik atliekant vis daugiau eksperimenty ir kaupiant statisting informacija,
palaipsniui iSaiSkéja, ar gali nagrinéjamoji antrojo tipo situacija biiti pervesta 1 treciaji
tipa, kuomet bus galima teigti, jog ,,gamtos” elgesys bent jau stochastiSkai yra
pakankamai stabilus ar, jei néra stabilus, tai keiciasi pakankamai désningai, kad galima
bty prognozuoti ,,gamtos* &jimy tikimybiu reikSmes.

Juk gali atsitikti ir taip, kad ,,gamtos* elgesyje nebus aptikta net stochastiniy
désningumuy, leidzianc¢iy kalbéti apie apriorines ,,gamtos* &jimy tikimybes. Tuomet
peré¢jimas i treciojo tipo situacija biity neimanomas ir statistinés informacijos kaupimas
bei naudojimasis ta informacija neturéty prasmés. Tekty naudotis tik eksperimento
metu gauta informacija, charakterizuojancia ,,gamtos‘ biiseng §iuo momentu, visa laika
pasiliekant antrojoje tipinéje situacijoje.

Antrosios situacijos specifika ir sprendimy priémimo joje metodus bandysiu
parodyti, nagrinédamas konkrety pavyzdi, kurj aiskumo délei Siek tiek supaprastinau
kai Siek tiek schematizavau. To pavyzdzio nagrin¢jimo metu pademonstruosiu vieng i$
galimy tokios situacijos tyrimo metody taikyma ir pabandysiu gauti kai kurias iSvadas,
turincias ir teoring, ir prakting verte.
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Tarkime, jog viename rutuliniy guoliy gamyklos ceche veikia automatiniai irenginiai,
gaminantys rutuliukus, reikalingus rutuliniy guoliy surinkimui. Per pamaina tie irenginiai gali pagaminti
net kelias deSimtis tikstanc¢iy tokiy rutuliuky. Rutuliuky skersmenys d turi tenkinti salyga a<d<b.
Skirtumas b—a yra gana mazas, todél darbo metu automatinius jrenginius tenka gana daznai pareguliuoti,
kad jie nepradéty gaminti rutuliuky, turin¢iy pirmojo tipo defekta d<a ar antrojo tipo defekta d>b.

Bet net ir pakankamai gerai sureguliavus jrenginius, tarp pagaminty rutuliuky retkarciais
pasitaiko rutuliuky, turinCiy to ar kito tipo defekta. Nuo to, kaip buvo atliktas pareguliavimas, priklauso,
kurio tipo broko bus daugiau. Todél vienais atvejais automatinis jrenginys pradeda gaminti rutuliukus,
kuriy tarpe pasitaiko Siek tiek daugiau rutuliuky, turinciy pirmojo tipo defekta, negu rutuliuky, turinciy
antrojo tipo defekta, o kitais atvejais atsitinka atvirk$ciai: rutuliukai, turintys pirmojo tipo defekta,
pasitaiko reciau ar bent jau ne dazniau negu rutuliukai, turintys antrojo tipo defekta. Todél pagaminty
rutuliuky srautai gali priklausyti vienam i§ dviejy ¢ia iSvardinty tipy. Pirmojo tipo srautu vadinsime
srauta, kuriame daZniau pasitaiko rutuliukai, turintys pirmojo tipo defekta, o antrojo tipo srautu — ,,
atvirkstinj“ srauta.

Buvo pastebéta, kad laiko tarpuose tarp gretimy automatinio jrenginio pareguliavimy
gaminamy rutuliuky srauto tipas savaime beveik nesikeicia, taciau, tam laiko tarpui ilgéjant, gali pradéti
didéti broko procentai. Reguliavimo metu gaminamy rutuliuky srauto tipas gana daznai keiciasi {
»atvirkstini, nes reguliuotojas, norédamas sumazinti to tipo broko, kuris vyravo iki reguliavimo, dali,
neretai persistengia: tiek sumazina vyravusio tipo broko dalj, kad reikSmingai padidéja kito tipo broko
dalis.

Taciau taip biina ne visada, todél i§ anksto patikimai atspéti, kokio tipo srauta pradés gaminti
tas ar kitas automatinis ijrenginys po reguliavimo, néra imanoma. Jokiy patikimy rezultaty nedavé ir
statistiniai tyrimai, nes pasirodé, jog net vienas ir tas pats reguliuotojas kartais ,,nureguliuoja“ tai i viena,
tai i kita puse.

M.. _ M.
O stai srauty defektiskumo lygiu Xij :F” vidurkius kij :?” specialiy statistiniy tyrimy metu

pavyko nustatyti, atlieckant rutuliuky partijy, turinéiy po N rutuliuky, kokybés iStising kontrole ir
skai¢iuojant kiekvienoje partijoje, priklausancioje i-jo tipo srautui (i=1, 2), rutuliuky, turinéiy j-jo tipo
(=1, 2) defekta, skaicius M;.

Buvo nustatyta, jog A;; 0,02, A;,~0,005, &, 20,005, A,,~0,045.

Ty paciy statistiniy tyrimy metu buvo nustatyta, jog atsitiktiniy dydZiy Mj tikimybiniai
skirstiniai gana artimi polinominiams skirstiniams, charakterizuojantiems tikimybémis p11=xll,

Pi2=A1p, pis=l= Ay =Ry, P=2Ay1, P=2yy, P3=1-2y = Ay

Pagaminti rutuliukai, prie§ perduodant juos rutuliniy guoliy surinkimo cechui, partijomis po
N=1000 rutuliuky siunc¢iami rutuliuky gamybos cecho kontrolieriams, kurie atlicka jiems atsiysty partijy
atranking kontrole.

Tos kontrolés metu kontrolieriai i§ kiekvienos partijos, turinc¢ios po N=1000 rutuliuky, atrenka
atsitikting negraZintine imtj, susidedancia i$ n rutuliuky, ir tikrina, ar rutuliuky skersmenys d tenkina
salyga a<d<b.

Cia a§ nenurodau imties dydzio n konkre¢ios reikimés, nes antrosios situacijos pradzioje dar
néra informacijos, reikalingos imties dydZio n nustatymui. Optimalaus imties dydzio n‘® nustatymas —
vienas i§ svarbiausiy ,neidealaus® eksperimento planavimo uzdaviniy. Apie jo sprendimo metodus
pakalbésime Siame skyrelyje Siek tiek véliau.

Vadovaudamiesi | imti patekusiy rutuliuky kokybés tikrinimo rezultatais (skaiciais m; ir my,,
rodanciais, kiek rutuliuky imtyje turi pirmojo ir kiek — antrojo tipo defektus) bei sprendimy priémimo
taisyklémis, apie kurias kalbésime Siame skyrelyje Siek tiek véliau, kontrolieriai gali pasirinkti vieng i8
trijy Zemiau aprasomy ¢&jimy: A; — rutuliuky partija pripazistama tenkinancia kokybés kontrolés
reikalavimus ir perduodama rutuliniy guoliy surinkimo cechui, papildzius ja iki dydzio N tikrai
kokybiskais rutuliukais; A, — pripazistama, jog tikrinamos rutuliuky partijos kokybé yra abejotina ir
todél visg ta partija, susidedancia i§ N—n dar nepatikrinty rutuliuky, reikia patikrinti, taikant istisinés
kontrolés metoda; A; — partija pripaZistama labai nekokybiska ir yra brokuojama.

Pasirinkus éjima A, | rutuliniy guoliy surinkimo cecha patenka ne tik kokybiski rutuliukai, bet
ir tam tikras atsitiktinis skai¢ius nekokybisky. Tokiy rutuliuky defektai paaiskéja ne isSkart, o tik
rutuliniy guoliy surinkimo ir ju kokybés tikrinimo metu, retkarciais gi — dar véliau, dél ko gamykla
patiria nemazus nuostolius. Buvo apskaiCiuota, kad vidutiniai nuostoliai, kurie atsiranda vienam
nekokybiskam rutuliukui patekus i rutuliniy guoliy surinkimo cecha, kelis kartus virSija rutuliuko
savikaina.
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Cia salyginai priimsime, jog vieno rutuliuko savikaina yra s=2 Lt, o vidutiniai nuostoliai,
atsirandantys vienam nekokybiSkam rutuliukui patekus i rutuliniy guoliy surinkimo cecha, yra lygus
c=10 Lt. Todél pilni vidutiniai gamyklos nuostoliai, atsirandantys vienam rutuliukui, turin¢iam pirmojo
tipo defekta, patekus i rutuliniy guoliy surinkimo cecha, yra ¢;=2 Lt+10 Lt=12 Lt.

Rutuliukai, turintys antrojo tipo defekta, yra remontuojami: jie perduodami i rutuliuky
Slifavimo bara, kuriame jie nuslifuojami iki reikiamo dydzio. Priéme, jog vieno rutuliuko nuslifavimas
vidutiniskai kainuoja r=0,4 Lt, gauname, jog pilni vidutiniai gamyklos nuostoliai, atsirandantys vienam
rutuliukui, turin¢iam antrojo tipo defekta, patekus i rutuliniy guoliy surinkimo cecha, yra lygis
c,=10 Lt+0,4 Lt=10,4 Lt.

Todél vidutinés papildomos islaidos, atsirandancios, padarius éjima A;, kai rutuliuky partija
priklauso pirmojo tipo srautui, yra v,; = N(&,,¢, + A;,¢, ) =1000-(0,02-12+0,005-10,4)=292 litai.

Kai rutulivky partija priklauso antrojo tipo srautui, tai vidutinés papildomos islaidos,
atsirandancios padarius éjima A, yra lygios v, =N(221c1 +x2202) =1000-(0,005-12+0,045-10,4)=528
litai.

Apskaiciuosime vidutines papildomas iSlaidas, atsirandancias, padarius éjima A,, kurio metu
atlickama visos partijos istisiné kontrol¢ ir rutuliukai suriSiuojami i tris grupes: 1) kokybiski rutuliukai,
2) rutuliukai, turintys pirmojo tipo defekta, 3)rutuliukai, turintys antrojo tipo defekta. Kokybiski
rutuliukai, kaupiami ir partijomis po N=1000 rutuliuky perduodami i rutuliniy guoliy surinkimo cecha.
Paprastumo délei priimsime, jog tikrinimas vyksta taip, kad kontrolieriai nedaro klaidy. Todél Siuo
atveju i rutuliniy guoliy surinkimo cecha nekokybisky rutuliy nepatenka ir ten papildomy islaidy
neatsiranda. Priimsime, kad atliekant tokia kontrol¢ vieno rutuliuko patikrinimo vidutiné kaina yra
c;=0,3 Lt. Tode¢l visos partijos patikrinimo vidutiné kaina yra lygi Nc;=300 Lt.

Rutuliukai, turintys pirmojo tipo defekta, siun€iami i broko izoliatoriy, o rutuliukai, turintys
antrojo tipo defekta, — i Slifavimo bara. Todél pilnos vidutinés islaidos, reikalingos tiriamos partijos
atstatymui iki N kokybisky rutuliuky, padarius &jima A,, kai tikrinamy rutuliuky partija priklauso
pirmojo tipo srautui, yra lygios v, = N(c; +Ayys + Aj,r) =1000-(0,3+0,02-2+0,005-0,4)=342 litams, o
kai partija priklauso antrojo tipo srautui, — V,, =N(c; +X21s+x22r)=1000~(0,3+0,005-2+0,045~0,4)=
=328 litams. Padarius &jima Aj ir visa partija pasiuntus | broko izoliatoriy, atsiranda nuostoliai todél,
kad iSmetama { broka gana daug kokybisky rutuliuky, o taip pat ir tam tikras skaicius rutuliuky, kuriuos
bty galima, paslifavus, paversti kokybiSkais. Vidutiniai nuostoliai, atsirandantys padarius ¢jima A;, yra
lygﬁs V}i :N[(1—)\11—7»12)8+7bi2(5—r)].

Kai rutuliuky partija priklauso pirmojo tipo srautui, tai vidutiniai nuostoliai yra lygis
V3, =1000[(1-0,02—-0,005)2+0,005(2—0,4)]=1958 litai, o kai rutuliuky partija priklauso antrojo tipo
srautui, tai tie nuostoliai yra v;; =1000[(1-0,005-0,045)2+0,045(2-0,4)]=1972 litai.

Dabar jau galime sudaryti loSimo su ,,gamta“ mokéjimy

373. lentelé 374.lentelé  1naricy, atitinkandia pirmaja situacija, kuri tuo padiu metu yra

j j »1Ssigimusi‘ antrojo tipo situacija, gaunama, kai n=0.
i Gi | G i G| G Si loSimo mokéjimy matrica turi tris eilutes, atitinkancias

A, | 292528 A, [292|528| kontrolieriu &jimus A;, A, ir As, bei du stulpelius, atitinkanCius

A, | 342328 A, |342[328| ngamtos éjimus®, kuriuos pazymésime G; ir G, (zidr. 373-aja

A, [1958[1972 lentelg).

Nagrinédami 373-aja lentelg, pastebime, jog é&jimas Aj
visais atvejais yra blogesnis uz ¢jimus A ir A,. Todél éjima A; galima eliminuoti i§ &jimy, galinéiy biti
racionaliais, saraso. Tuomet nagrinéjamo lo§imo mokéjimy matrica tampa 374-0ji lentelé.

Kai turime tik loSimo mokéjimy matrica, kuria Siuo atveju vaizduoja 374-o0ji lentelé, ir
nezinome ne tik to, kokioje biisenoje — G; ar G, — dabar yra ,,gamta“, bet ir to, kokios yra ,,gamtos"
¢jimy tikimybés® P{G=G,}=q; ir P{G=G,}=q,=1—q,, tai esame kol kas dar tik pirmojoje tipinéje
situacijoje.

Joje, norédami pasirinkti loSimo su ,,gamta“ strategija, galétume vadovautis kokiais nors
principais, miisy jau apraSytais 1.16.2.4. skyrelyje.

* Neatlike statistiniy tyrimu, mes ne tik neturime duomenu tokioms tikimybéms apskaiciuoti, bet
nezinome net to, ar ,,gamtos* elgesys yra stochastiskai stabilus, t. y. neZinome net to, ar tokios tikimybés
kaip pakankamai pastoviis dydziai i§ viso egzistuoja.
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Jei vadovautumés Valdo principu, tai apskaiiave vidutines minimaksines islaidas
minmax v;; =min(528;342)=342=V,,, pasirinktume ¢jima A,, garantuojantj, jog vidutines islaidos, visa
i
laika darant §j ir tik §i ¢jima, niekada nebus didesnés uz 342 litus vienai rutuliuky partijai.
Nesunku isitikinti, jog ta pacig loSimo strategija, t.y. strategija S(0;1), pasirinktume ir
vadovaudamiesi kitu krastutinio pesimizmo principu — SevidZo principu.
Ta pati gautume ir taikydami Laplaso principa.
Pastebéje, jog losimo mokéjimy matrica, kurig vaizduoja 347-oji lentelé, neturi balno tasko, nes
minmaxv;; =342 néra lygus maxminV; =max(292;328)=328, mes galime ieSkoti miSrios
i i
minimaksinés strategijos, t.y. ieSkoti éjimy A, ir A, kartojimy dazniy p=p] ir p,=p,=1-p;,
garantuojanciy, jog vidutinés i§laidos nebepriklausys nuo ,,gamtos* &jimy ir bus pastovios.
Rasime tuos daZnius p; ir p5 bei tas pastovias vidutines islaidas: V" =292p;q, +528 p;q, +
+342p;q, +328p3, =292p;q; +528 py (1-q;) +342(1-p;)q; +328(1-p)a,(1-q)) =
=328+200p; +q;(14-250p)).

Kad vidutinés islaidos V" nepriklausyty nuo ,gamtos é&jimuy, biitina ir pakanka, kad
koeficientas prie q; buty lygus 0, t. y. bitina ir pakanka, kad lo§éjo A éjimo A, daznis p; buty lygus

pfz%:0,056. Tuomet p,=1-p; bity lygus 0,944, o vidutinés los&¢jo A islaidos biity lygios

v*=328+200 p; +0=328+200-0,056=339,2 lito vienai rutuliuky partijai.

Kadangi 339,2<minmaxV;; =342, tai virSutinés galimy vidutiniy iSlaidy ribos atzvilgiu misrioji
i

strategija S(p; ; p5 )=(0,056;0944) yra pranasesné¢ uz grynaja strategija S(0;1), isplaukiancia i§ Valdo ir
Sevidzo principy.

Taciau reikia pazymeéti, jog faktiSkyju islaidu atzvilgiu misrioji strategija S(0,056;0944) ne
visada yra pranasesné uz grynaja strategija S(0;1).

Pavyzdziui, jei ,,gamtos® &jimy dazniai q; ir q, buty 0,8 ir 0,2, tai vidutinés iSlaidos Viis
budamos lygios 292p;-0,8+528p;-0,2+342(1—p;)-0,8+328(1-p;)-0,2=339,2, nepriklausyty nuo loséjo A
&jimy ir biity vienodos ir lygios 339,2 lito vienai rutuliuky partijai, tick darant éjima A, tick &jima A,,
tiek taikant bet kokias misrias strategijas.

Jei ,,gamtos™ éjimo daznis q; biity didesnis uz 0,8, pavyzdziui, jei q; biity lygus 0,8+9,
kur 6>0, tai vidutinés iSlaidos Vv buty lygios 292p;-(0,8+38)+528p;-(0,2—0)+342(1—p;)-(0,8+8)+
+328(1-p1)-(0,2—6)=339,2+5(14-250p,), t. y. priklausyty nuo p; ir 6.

Taikant strategija  S(p:’; p» )=S(0,056;0944), Sios islaidos tuomet baty lygios 3392+
+5(14-250 p; )=339,2+0=339,2.

Taikant strategija S(0;1) Sios islaidos buity lygios 339,2+5(14-250-0)=339,2+146>339,2, nes
8>0, t.y. §iuo atveju strategija S(p’; p> )=S(0,056; 0944) buty geresn¢ uz strategija S(0;1) ne tik
virSutinés galimy vidutiniy iSlaidy ribos atzvilgiu, bet ir vidutiniy faktiskyju islaidy atzvilgiu. Taciau
Siuo atzvilgiu dar geresné biity grynoji strategija S(1;0), nes visuomet darant tik ¢jimus Ay, t. y. laikant,
kad p,=1, gauname, jog v=339,2+5(14-250-1)=339,2-2366<339,2, nes 6>0.

Jei ,,gamtos* &jimo Gj=G, daznis q; bty mazesnis uZz 0,8, pavyzdziui, jei q, bty lygus 0,8-5,
kur 6>0, tai, kaip nesunku isitikinti, gautume, jog geriausia biity strategija S(0;1), nes vidutinés islaidos
tuomet bty lygios 339,2+1438<339,2, o blogiausia — strategija S(1;0), nes tuomet vidutinés i§laidos bty
lygios 339,2-2366>339,2.

Taciau pirmojoje tipinéje situacijoje mes nezinome ,,gamtos ¢jimy* tikimybiy q; ir q, ir net
nezinome, ar tokios tikimybés i§ viso egzistuoja, nes ,,gamtos &jimy“ dazniai gali ir nebiiti pakankamai
stabilis ir gali keistis chaotiskai, t. y. biiti nenuspéjami.

Todél atsargus loséjas, norédamas iSvengti dideliy vidutiniy iSlaidy, pasirinkty misriaja
strategija S(0,056;0944), kuria taikant vidutinés faktiSkosios iSlaidos biity pastovios ir mazesnés uz
virSuting vidutiniy i$laidy riba, gaunama taikant krastutinio pesimizmo kriterijus. Ir tik tuo atveju, kai
loséjas galéty tikétis, kad ,,gamtos &jimy* G, pasikartojimo daznis q; yra mazesnis uz 0,8, jis rinktysi ne
strategija S(0,056;0944), o strategija S(0;1).

Turédamas galimybe atlikti eksperimentus, pavyzdziui, atlikti rutuliuky partiju kokybés
atranking kontrole, lo$éjas A galéty pereiti i$ pirmosios tipinés situacijos i antraja.

Jei egzistuoty ,,idealus* eksperimentas, leidziantis absoliuciai tiksliai nustatyti ,,gamtos* biisena
Gj (8iuo konkreciu atveju tai reikSty nustatyma, kuriam rutuliuky srauto tipui priklauso kontrolieriams
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$iuo metu pateikta rutuliuky partija), tai loséjas A, atlikgs ,,idealy” eksperimenta, galéty vadovautis tokia
optimaliy sprendimy priémimo taisykle: kai G=G,, tai rutuliuky partija reikia iSkart perduoti {
rutuliniy guoliy surinkimo cecha, t.y. daryti ¢jima A, o kai G=G,, reikia atlikti visos pateiktos
rutuliuky partijos iStising kontrolg, t. y. daryti &jima A,. Taikydami $ia taisykle, atveju G=G, gautume
vidutines i§laidas v;;=292, o atveju G=G, — iSlaidas v,, =328. Bendros vidutinés islaidos biity lygios

292q;+328q,=328-36q;. Vadinasi, taikant ,,idealy” eksperimenta, vidutiniai nuostoliai (neiskaitant
»idealaus® eksperimento kainos) nickada nevir§yty 328 ir gana daznai blit maZesni, nors, zZinoma,
niekada negaléty tapti mazesni uz 292 litus vienai rutuliuky partijai. Pavyzdziui, kai q; biity lygus 0,75,
tai pilni vidutiniai nuostoliai buity 301 litas vienai rutuliuky partijai plius ,,idealaus‘ eksperimento kaina.

Net paciu nepalankiausiu atveju vidutinés islaidos v (neiskaitant ,idealaus” eksperimento

kainos) biity gerokai maZesni uz vidutines islaidas V*=339,2, gaunamas taikant strategija
S(0,056;0944). Islosis siekty 339,2-328=11,2 lito vienai rutuliuky partijai. O paciu palankiausiu atveju
tas iSlosis siekty 339,2-292=47 2 lito vienai rutuliuky partijai.

Vidutinis iSlo$is, kuri gautume, taikydami ,idealy eksperimenta, lyginant su vidutinémis
iSlaidomis, gaunamomis taikant minimaksing strategija S(0;1), iSplaukiancia i§ Valdo principo, buty
lygus 342q,+328q,(292q,+328q,)=50q; ir, keiciantis q;, galéty keistis nuo 0 iki 50 lity vienai rutuliuky
partijai.

Gaila tik, kad, kaip jau buvo minéta anksCiau, ,,idealus” eksperimentas §iuo konkreciu atveju
néra jmanomas, nes nejmanoma tiksliai atspéti, kokio tipo rutuliuky srauta pradés gaminti tas ar kitas
automatinis irenginys po eilinio pareguliavimo.

Taciau yra jmanomas ,,neidealus” eksperimentas — atsitiktiniy negrazintiny im¢iy émimas i$
tikrinimui atsiystuy rutuliuky partijy. Kaip pamatysime véliau, i§ tokio ,neidealaus eksperimento
rezultato tyrimo iSplaukianciy prognoziy tikslumas, didéjant imties apimciai kai n, didéja ir tuo atveju,
kai n pasiekty N, galéty pasiekti ,,idealaus” eksperimento tiksluma. Taciau tuomet toks eksperimentas
tapty éjimu A, o tai, kaip jau esame apskaiCiave anksciau, gana brangiai kainuoty ir tais atvejais, kai
q:>0,8, neatsipirkty. Vadinasi, turéty egzistuoti optimali n reik§mé n’, priklausanti intervalui (O;N),
kuriai esant, ,,neidealaus* eksperimento duodamo islo$io ir to eksperimento kainos skirtumas biity pats
didziausias.

Antrojoje tipinéje situacijoje (bent jau jos pradzioje) mes neturime informacijos, kuri leistu i§
anksto apskaigiuoti optimaly imties dydi n” ir pradéti ,,neidealy* eksperimenta, atrenkant i§ tikrinimui
atsiystos rutuliuky partijos dydzio n=n" negrazintina imt{. Tod¢l imties atrinkimo, jos tyrimo ir i§ to
tyrimo rezultaty iSplaukianciy strategijy nustatymo matematini modeliavima pradésime nuo imties n=1.
Galimy losimo strategiju efektyvumo vertinimui pasinaudosime sprendimy priémimo teorijos specialisto
H. Vagnerio (H. M. Wagner) pasitilytu metodu, aprasytu knygoje [149].

[sivesime Zymenis galimiems eksperimento n=1 tyrimo rezultatams y:

1) atveji, kai i imti n=1 patekes rutuliukas defekty neturi, Zzymésime zZymeniu y=yo;

2) atveji, kai | imti n=1 patekgs rutuliukas turi pirmojo tipo defekta, Zymésime y=y.

3) atveja, kai { imtj n=1 patekes rutuliukas turi antrojo tipo defekta zymeésime y=y,.

Kadangi pirmojo ir antrojo tipo defektai nesuderinami, tai jokiy kitokiy imties n kokybinio
tyrimo rezultaty biiti negali.

Zinoma, jei imtis buty tiriama ne tik kokybiskai, bet ir kiekybiskai, pavyzdziui, jei biity
matuojami rutuliuky skersmenys, tai ¢ia pateiktos imties tyrimo rezultaty zyméjimo sistemos nepakakty.
Bet Siame skyrelyje mes nagrinésime tik kokybinés atrankinés kontrolés pavyzdi. Skaitytojams, kurie
panoréty susipazinti su kiekybinés atrankinés kontrolés pradmenimis, galima parekomenduoti jau
minétaji operaciju tyrimo teorijos vadovelj [149]. Placiau su kiekybinés atrankinés kontrolés
metodais mes susipaZinsime operacijy tyrimo ir im¢iy teorijos kursuose.

Sudarysime 375-3ja lentelg, vaizduojancia galimas (hipotetines) sprendimy priémimo
strategijas Sy, ir tas strategijas bei loséjo A éjimus A;, o taip pat ir eksperimento n=1 rezultatus yy
atitinkancias specialaus indekso I, reikSmes, reiskiancias atitinkamo éjimo A; pasirinkima, kai Iip =1,
ir to &jimo atsisakyma, kai I;x=0. Indekso I, reikSmés pateiktos 357-osios lentelés langeliuose.

357. lentelé

Sh So S S, S3 Sy Ss Se S7

vi Ai A | Ay | A A A A A A A A A A A A A A
Yo 1 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 1
Y1 1 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 0 1 0 1
Y2 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1
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Sioje lenteléje pavaizduotos visos jmanomos strategijos Sy, atitinkancios atveji n=1. Kai n=2,
tai galimy eksperimento rezultaty yy buity jau ne 3, o 6, biitent yoo, Yo1, Yo2, V11> Y12, Y22. Tuomet galimy
strategiju Sy, skai¢ius biity jau nebe 2°=8, 0 2°=64. Didéjant n, galimy strategijy S, skai¢ius labai spariai
augty.

Naudojantis metodais, kurie buvo taikomi i§vedant Sios mokymo priemonés 1.5.11. skyrelio
formules, nesunku jrodyti, kad kintamojo y galimy reikSmiy skaiciaus (t. y. indekso k galimy reikSmiy

s . i VI +2)(n+1 . .
skai¢iaus priklausomybe) nuo imties dydzio n i3reiskia formule C7,, _(@+2)n+l) ;(n ) , 0 galimy strategiju
Sy, skaiCiaus priklausomybe nuo n, kai loSéjas A turi tik du galimus ¢&jimus, iSreiSkia formulé

(+2)(n+1)

2 =p 2 . Vadinasi, kai n=3, tai skirtingy galimy strategiju S, skai¢ius bus lygus 2'°=1024. O
juk imtys praktiskai gali turéti deSimtis ir net Simtus elementy!

Jei 374-0ji lentelé bty turéjusi ne du, o tris galinCius biiti racionaliais éjimus (pavyzdziui, jei
éjimas Aj, pavaizduotas 373-ojoje lenteléje, biity pasirodgs racionalus), tai galimy strategiju S,

vaizduojamy 375-ojoje lenteléje, skaicius biity buves ne 2Cie , 0 3G Bendruoju atveju, kai 374-oji

lentelé turéty s eiluciy, vaizduojanciy loséjo A galimus éjimus, tai 375-0ji lentelé vaizduoty sCin2
galimy strategijy Sy,

Dar daugiau galimy strategiju Sy, atsiranda, kai tikriname sudétingy gaminiy kokybg, nes
tuomet tikrinamas ne vienas parametras (kaip miisy nagrin¢jamu atveju — rutuliuko skersmens d dydis),
o zymiai daugiau, kartais — net kelios deSimtys. Pavyzdziui, Panevézio gamykloje ,,Ekranas* spalviniy
kineskopy iSleidZiamosios atrankinés kontrolés metu buvo tikrinami net 27 kineskopo parametrai. Kai
tikrinama gaminj pagal jo parametry tikrinimo rezultatus galima priskirti vienai i§ galimy r skirtingy
klasiy (miisy ¢ia dabar nagriné¢jamy rutuliuky atveju tokiy klasiy buvo 3: 1) d<a ; 2) d>b; 3) a<d<b), tai

-1

galima gauti C;;,_, =Cj,,_, imties, susidedancios i§ n gaminiy, tyrimo skirtingy rezultaty, kitaip tariant,

375-0ji lentelé gali turéti Cf;rlr_l eilu¢iy. Tokiu atveju egzistuoty §Chrr skirtingy grynyjuy strategiju Sy

ir ¢!

r-1 -1
Tl ,S,Scnﬂ—l :S1+Cr+n71 _Cr_l
n+r—

ner— indekso I; x reikSmiy langeliy.

O juk tais atvejais, kai loSimy mokéjimy matrica neturi balno tasko, taikomas ne tik grynosios,
bet ir misriosios strategijos, kurios sudaromos kaip aktyviy grynuyju strategiju S, kombinacijos. Todél
misriyju galimy strategijy egzistuoja dar daugiau negu grynyjy.

Dar didesné galimy sprendiniy jvairové atsiranda, kai atliekama ne tik kokybiné gaminio
parametry kontrolé, atsakanti | klausima, patenka ar nepatenka tikrinamo parametro reik§me i leistiny
reikSmiy srit, bet ir kiekybiné gaminio parametry kontrolé, atsakanti i klausima, kokie yra
kiekybiniai tikrinamy parametry iverciai, t. y. kai kontrolés rezultatai yra parametry reik§miy matavimo
rezultatai. Tokia kontrolé kainuoja brangiau, taciau ji leidzia gauti daugiau informacijos.

Ar gerai, ar blogai, kad egzistuoja tokia didelé galimy loséjo A strategiju {vairové antrojoje
tipinéje situacijoje? Ir gerai, ir blogai.

Atsizvelgdami | ESbio suformuluota pakankamos sprendiniy jvairovés principa, teigianti,
jog, norint organizuoti efektyvy valdymo procesa, biitina, kad valdymo subjekto galimy
sprendiniy jvairové biity ne mazZesné uz valdymo objekto elgesio jvairove, galétume teigti, kad
lo$éjui A yra naudinga turéti daug leistimy loSimo strategijy S;.

Taciau, atsizvelgdami | tai, kad, norint i§ galimy strategiju iSrinkti geriausiaja, neretai
neegzistuoja kito budo, kaip kiekvieng i$ ty strategijy jvertinti ir po to jas tarpusavyje palyginti, turime
pripazinti, jog, gauséjant galimy strategiju skaiCiui, gana daZnai taip spariai didéja skai¢iavimy,
reikalingy geriausios strategijos i$sirinkimui, apimtys, kad toks pasirinkimas, net pasitelkus greitacige
kompiutering technika, tampa sunkiai realizuojamas. Tuo netrukus isitikinsime ir Siame skyrelyje.

GrisSime prie 375-osios lentelés. Kai kuriems skaitytojams gali pasirodyti, kad ne visos toje
lenteléje pavaizduotos strategijos yra racionalios. Pavyzdziui, daugeliui skaitytoju kelia abejoniy
strategija S4. Jiems nesuprantama, kodél imties tikrinimo rezultatas (y=y;)v(y=y,) kartais gali buti
geresnis uz rezultata y=y,, t. y. todél gali biti tokiy atvejy, kad, kai pirmasis i§ 1000 rutuliuky partijos
atsitiktinai paimtas rutuliukas turi defekta, visa rutuliuky partija reikia pripazinti kokybiska ir perduoti {
rutuliniy guoliy surinkimo cecha, o kai tas pirmasis rutuliukas defekty neturi, visa likusiy rutuliuky
partija reikia pripazinti abejotina ir tikrinti kiekvieno jos rutuliuko kokybe individualiai. Juk kaip tik taip
elgtis rekomenduoja strategija S,.

AS sutinku su Siais skaitytojais, kad strategija S;, kuri yra atvirkStiné strategijai Sy, atrodo
gerokai priimtinesné uz strategija S, ir daugumoje atvejy strategijos S; taikymas duos geresnius
rezultatus negu strategijos S, taikymas. Taciau reikia nepamirsti, kad tuo atveju, kai imtyje,
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susidedancioje i§ n elementy, randame m elementy turinéiy defektus, likusioje partijoje, susidedancioje
i8 N—n elementy, skai¢ius ty elementy, kurie turi defektus, sumazéja nuo M iki M—m. Todél likusios

partijos defektyvumo lygis %, didéjant santykiui m , mazéja ir tuo atveju, kai m>n% , likusios
-n n

partijos defektyvumo lygis I\Ii[I m tampa mazesnis uz buvusiji visos partijos defektyvumo lygi %, t.y.

imties émimas kartais gali pagerinti tikrinamos partijos kokybg.

Misy nagring¢jamu atveju, kai n=1, retkarciais galéty nutikti, pavyzdziui, taip, kad rutuliuky
partijoje, susidedancioje i§ N rutuliuky, visi rutuliukai, i§skyrus viena, neturéty defekty. Tuomet, imties
émimo metu atsitiktinai i§traukus kaip tik ta vienintelj nekokybiska rutuliuka, likusi partijos dalis tikrai

tapty absoliuciai kokybiSka, nes jos defektyvumo lygis M

-m 1-1
ta Iygus ————=0. Aisku, kad
T T

tokia partija deréty priimti kaip kokybiska be jokios abejonés. Taciau, zinoma, toks atsitikimas biity
CiCoClaoos _1000!

0.02-0.005°(1-0.02-0.005)" +
110999!

labai — labai retas. Jo tikimybé bty lygi

C}000
.\ CICIClobos  1000!
0111999!

1 0.02°-0.005-(1-0.02-0.005)"*° =L~1000~(0.02+0.005)-o.975999 =
Cooo 1000

5999 ~

=0.025-0.975"% ~3 : pirmojo tipo rutuliuky srauto atveju ir 0.05-0.9 antrojo tipo

5913 8523

rutuliuky srauto atveju.

Be to, akivaizdu, jog tokia partija, kurioje i§ 1000 rutuliuky biity tik vienas rutuliukas, kuris
turéty defekta, bet kuriuo atveju (nepriklausomai nuo to, kokius rezultatus beduoty imtis) labiau
apsimokéty priimti be tikrinimo negu tikrinti kiekviena jos rutuliuka. Visa béda tik tame, kad antrojoje
tipinéje situacijoje mes nezinome, kiek partijoje, susidedancioje i§ 1000 rutuliuky, i§ tikryjy yra
kokybisky rutuliuky. Todél ir atlickame eksperimentus, imdami imtis. Ir nors imties n émimas kartais
gali pagerinti gaminiy partijos likusios dalies N-n kokybg, taciau imties émimas skiriamas ne tam, o
tam, kad gautume informacijos, leidziancios pakankamai patikimai prognozuoti atsitiktinio dydzio M—m
galima pasiskirstyma ir, remiantis tokia prognoze, pasirinkti bent jau vidutiniSkai geriausia gaminiy
partijos priémimo strategija, kuria taikydami pakankamai ilgai gautume maziausias vidutines iSlaidas.

Tai, kokiomis sprendimy priémimo taisyklémis deréty vadovautis bei kokia strategija reikéty
pasirinkti, labai priklauso nuo to, kaip pasiskirstgs atsitiktinis dydis M, reiskiantis defektiniy gaminiy
skaiciy ty gaminiy partijose, turin¢iose pastovy dydi N.

Statistiniais tyrimais buvo nustatyta, jog egzistuoja tokie atsitiktinio dydzio M skirstiniai, kuriy
dispersija DM=E[M?]<(E[M]) yra lygi binominio skirstinio B(N,q) dispersijai Nq(1—q), kur q :% .
Tokie skirstiniai buvo pavadinti ekvibinominiais. Ekvibinominiams skirstiniams bidinga, kad
kovariacija tarp imtyje n surasty defektiniy gaminiy skaiCiaus m ir likusioje partijos dalyje likusiy
defektiniy gaminiy skai¢iaus M—m yra lygi nuliui. Todél, kai a.d. M skirstinys priklauso ekvibinominiy
skirstiniy klasei, neegzistuoja tiesinés priklausomybés tarp dydziy m ir M—m, nors, Zinoma, netiesiné
priklausomybé tarp dydziu m ir M—m kartais gali ir egzistuoti (apiec tai mes galétume suZinoti
apskaiciave koreliacini santyki pmm-m), Ekvibinominio skirstinio atveju dydZio m Zinojimas nesuteikia
mums tiek informacijos, kad galétume pakankamai patikimai prognozuoti likusios partijos dalies,

N-n+my 5% m ~n-m
susidedancios i§ N—n gaminiy, defektiskumo lygi E{M} = M —mCy Oy P
N-n| =, N-n Cy

Juk antrojoje situacijoje mes daznai dar neturime tiek informacijos, kad jau zinotume a.d. M
skirstin{ ir galétume bent apytikriai jvertinti tikimybes P{M=M"} visoms M’ reik§méms, galint¢ioms
priklausyti segmentui [O;N].

Atsitiktinio dydzio M skirstiniai, kuriu dispersija DM yra didesné uz binominio skirstinio

=M},

dispersija Nq(1—q), kur qu[%}, vadinami hiperbinominiais. Pazyméj¢ Siy dispersiju skirtumo
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DM -Ng(1-q)
Nq(1-q)

Dm=nq(1_q) (1 N 11\11_—11 5) , D[M—m]=(N-n)q(1-q) (1 + NI\_I—HI_ISJ ir cov(m,M—m)=nq(1-q) —II\\I]_ rll 5.

santyki Zymeniu § ir atlike atitinkamas matematines operacijas,” gauname, jog

Kadangi hiperbinominiy skirstiniy atveju santykis 6 yra didesnis uz nulj, tai ir cov(m, M—m)
yra teigiama, o tai reiSkia, jog tarp dydziy m ir M—m egzistuoja teigiama tiesiné koreliacija: tikétina, jog
didesnes m reik§mes dazniau atitinka didesnés M—m reikSmés.

Vadinasi, hiperbinominiy skirstiniy atveju 375-osios lentelés strategija S; biity pranasesné uz
strategija Sy, kuri $iuo atveju biity neracionali.

Atsitiktinio dydzio M skirstiniai, kuriy dispersija DM yra maZesné uz binominio skirstinio

N —

B(N,q) dispersija Nq(1—q), kur q:E[M}:l ZM*P{M:M*}:M, vadinami subbinominiais
N| N N

skirstiniais. Tokiems skirstiniams santykis 6 yra neigiamas. Todél i§ ¢ia ka tik pateikty formuliy, skirty

dispersiju Dm bei D(M—m) ir kovariacijos cov(m,M—m) apskai¢iavimui, iSplaukia, jog subbinominiy

skirtiniy atveju Dm<ngq(1—q), D(M—m)<(N-n)q(1—q) ir cov(m, M—m)<0.

Tai reiskia, jog subbinominiuose skirstiniuose dydziai m ir M—m suri$ti neigiama tiesine
koreliacija: tikétina, kad didesnes m reikSmes dazniau atitinka mazesnés M—m reikSmés.

Vadinasi, subbinominiy skirstiniy atveju neiprastai atrodanti 375—osios lentelés strategija Sy yra
ne tik leistina, bet ir net pranaSesné uz atvirksSting jai strategija S;. Pastaroji subbinominiy skirstiniy
atveju yra neracionali.

Kadangi antrojoje tipinéje situacijoje (bent jau pradiniuose etapuose) mes dar nezinome
atsitiktiniy dydziy, nuo kuriy priklauso nagrinéjamos partijos defektiSkumo lygis, skirstiniy (miisy
nagring¢jamy rutuliuky atveju mes nezinome, kurio tipo srautui priklauso atrankinei kontrolei pateikta
rutuliuky partija), tai negalime i§ anksto zinoti, kuriai skirstiniy grupei (ekvibinominiy, hiperbinominiy
ar subbinominiy) tie skirstiniai priklauso. Todél negalime i§ anksto nuspresti, kurios strategijos bus
racionalios, kurios — neracionalios.

Kaip tik dél Sios priezasties 375-joje lenteléje mes paliekame ir strategija Ss, ir atvirksting jai
strategija S, ir visas kitas galimas strategijas, kad tolimesnio tyrimo eigoje atmestume tas strategijas,
kurios konkreéiu nagrinéjamu atveju pasirodys neracionalios, ir paliktume tas strategijas, kurios
pasirodys esancios racionalios.

Baigdamas 375-osios lentelés aptarima, rekomenduociau skaitytojams pabandyti iSsivesti
dispersiju Dm, D(M—m) bei kovariacijos cov (m, M—m) apskai¢iavimo formules, kurias a$ ¢ia pateikiau
iSkart, ju neiSvedinédamas. Tiems, skaitytojams, kurie nesugebés Siy formuliy savarankiskai iSvesti,
galiu rekomenduoti darba [306].

Norint priimti pagrista sprendimg antrojoje situacijoje, vien tik 375-osios lentelés,
vaizduojancios hipotetines strategijas Sy, bei indeksus Iy, dar nepakanka. Bitina jvertinti kiekvienos ty
strategijy efektyvuma konkrecioje nagrinéjamoje situacijoje ir nustatyti, kaip tas efektyvumas priklauso
nuo ,,gamtos ¢jimy”. Kitaip tariant, reikia gauti loSimo mokéjimy matrica, analogiska 374-ajai lentelei,
taciau zymiai platesng: vaizduojancia ne du éjimus A, ir A,, o aStuonias strategijas (So, Sy, S», S3, S4, Ss,
Se, S7).

Norédami sudaryti tokia lentelg, mes turime apskaiciuoti vidutines ilaidas v, , kurios galéty
atsirasti, naudojantis strategijomis Sy, h=0, 1,2,3,4,5,6, 7.

Vidutiniy iSlaidy v, apskai¢iavimui mums prireiks salyginiy tikimybiy f{y=y,/G=G;}, kurias
sutrumpintai zymésime P(yi/G;).

Tas tikimybes mes galime apskaiciuoti, pasinaudodami jau turima informacija apie atsitiktiniy
dydziu My;, My,, My, My, skirstinius, nustatytus ankséiau atiliktuose statistiniuose tyrimuose, apie
kuriuos jau ragéme.

Kadangi, kaip jau buvo anks¢iau minéta, kieckvieno tipo rutuliuky sraute, rutuliuky, turinéiy
pirmojo arba antrojo tipo defektus, bei rutuliuky, neturinciy defekty, skaiCiai yra pasiskirstg

M.
polinomiSkai su tikimybémis p; =Xj; :?”, tai tikimybée, kad partijoje, paimtoje i$ pirmojo tipo srauto

ir susidedancioje i§ N=1000 rutuliuky, bus lygiai M, rutuliuky, turin¢iy pirmojo tipo defekta d<a, M},

* Studentams, studijuojantiems matemating statistika ir jau studijavusiems iméiy teorijos pagrindy kursa,
rekomenduoju pabandyti patiems atlikti tas operacijas ir iSvesti ¢ia pateiktas formules.
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rutuliuky, turin¢iy antrojo tipo defekta d>b, ir N-M;j,—~Mj, rutuliuky neturin¢iy defekty, P{M; =M,

)N*MTFMTZ _

. . N! o = (= =
Mi=My, } yralygi ——— . o AR '(1_7‘11 A
M !M,!{(N=Mj; =My,)!

- 1000!
M}, IM5,1(1000— M}, —M?,)!

0’02MT1 O,OOSMTZ .0’975(1000—MT1—M72) .

Analogiskai gauname tikimybés P{M,,;= M3, , My=M3, } apskai¢iavimo formulg rutuliuky
partijoms priklausan¢ioms antrojo tipo srautui: P{M,;=M>,, My=M5>, }=
B 1000!

M35, IM3,1(1000—M35; —M>,)!

Galima jrodyti, jog ir imtyse, paimtose i§ partiju, kuriose rutuliukai, turintys pirmojo ar antrojo
tipo defektus, yra pasiskirste polinomiskai, rutuliuky, turinéiy pirmojo ar antrojo tipo defektus, skaiciai
bus pasiskirste taip pat polinomiSkai su tomis paciomis tikimybémis pj, t.y. galima jrodyti, jog

! e — — \emtem?
P {my =i amya= i J=— e A (T T
my,!mp, (n—my; —my,)!

-O,OOSM;1 .()’()45M§z .0,95(1000_M;1_M;2)_

n!

——.0,02™1.0,005™2 -0,975" ™1™ i P{my=m}; ,my=m}, }=

* * *
my!mp,!(n—m;; —mp,)!
n! . . T
=— ” ” -0,005™2t .0,045™22 .0,95" MM |
myImpy,!(n—m,; —m,,)!

Tas jrodymas yra gana gremézdiSkas ir todél, kaip rodo déstymo praktika, nemaza dalis
studenty jame sunkiai besusigaudo. Ta pati praktika parode, kad studentai Zymiai geriau supranta to
irodymo esmg, kai pradzioje pailiustruoji to irodymo metodo idéja, irodydamas skirstinio partijose ir
skirstinio imtyse, paimtose i§ ty partijy, sutapima binominiy skirstiniy atveju, o po to Sio teiginio
teisinguma polinominiam skirstiniui parodai, nagrinédamas konkrety pavyzdj.

Tarkime, jog atsitiktinio dydzio M skirstinys yra binominis skirstinys B(N, q), t.y., jog

tikimybé P{M=M"} yra lygi CM -qM -(1—-@) ™", kur qu{%}:—E[M N ZM PMM=M"}.
M*=0
Kai partijoje sudarytoje i§ N gaminiy defektiniy gaminiy skaicius M yra lygus kokiam nors
fiksuotam skai¢iui M", priklausan¢iam segmentui [O;N], tai salyginé tikimybé, jog { negrazinting 1mt1,
sudaryta i§ n gaminiy, patekusiy defektiniy gaminiy skai¢ius m bus lygus fiksuotam skaiGiui m’,
Cm Cn lTl
M*N-M*
cy
Sioje formuléje M" negali bati dydis, maZesnis uz m” ir didesnis uz N—(n-m’)=N-n+m". Tai
akivaizdu, nes imtyje negali biiti daugiau defektiniy gaminiy negu ju buvo visoje partijoje, ir jei
n-m">0, tai visoje partijoje esantis defektiniy gaminiy skai¢ius negali vir§yti N—(n—m"), kadangi $iuo
atveju n—m’ gaminiy tikrai neturi defekty. Vadinsi, kai m=m’, tai M"e [m* ;N—n+m*].

priklausanéiam segmentui [0;n] yra lygi P{m=m'|M=M"}=

m n-— m
Si teigini galima buvo gauti ir formaliai i§ formulés P{m=m*|M=M*}=M—FM nes C7,
N

turi prasme tik tada, kai M">m", o C; “;A turi prasme tik tada, kai N-M">n—m’, t. y., kai M"<N-n+m".

Todé¢l, pasinaudodami pilnos tikimybés formule peréjimui nuo salyginés tikimybés
P{m=m" |M M’} prie pllnos tikimybés P{m=m"}, dydzio M" galimo kitimo sritj turime imti ne nuo 0 iki
N, o nuo m’ iki N-n+m".

Nelygybes 0<M'<N gausime i§ nelygybés m <M '<N-n+m’, keisdami m" nuo 0 iki n, nes, kai
m =0, tai nelygybé M >m" tampa nelygybe M >0, o kai m=n, tai nelygybé M"<N-n+m" tampa nelygybe
M'<N.

Atsizvelgdami { $ias pastabas, apskai¢iuosime tikimybe P{m=m'} tuo atveju, kai atsitiktinis
dydis M yra pasiskirstgs binomiskai.
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N-n+m" N-n+m" m” ~n-m"

P{m=m"*}= ZP{m m*[M=M"}-PM=M"}= > M NMWGM (_g)NM -
M*=m" M*=m" CN

N’ M*I(N—M")INIn!(N—n)lq™ (1-q)¥™ ~

Moos m*!(M*—m*)!(n—m*)'(N—M*—n+m*)!M*!(N—M*)!N!

. N-n+m” M*-m"* N-M"-n+m"
nem® N-—n)! 1-
M "a-q) Z ( )!q (1-9) _

m” ( m")! Mo MT=m")I(N-M"-n+m")!
* * * N_n+m * * * * * * * * *
:C;n qm (l_q)n—m Z CII\\]A,;m qM -m (l_q)N—n—(M -m ):Cnm qm (l_q)n—m ,
M"=m"
N-n+m" " . . .
nes suma Z cM M (o N M)
M*=m"
Tuo nesunku 151t1k1nt1 pakei¢iant kintamaji M, t. y. 151vedant naujq kintamaji u=M"—m".
Kai M'=m tai u=0, 0 kai M'=N-n+m’, tai u=N-n. Todél
N-n+m" N-n
Z CM -m" M -m (l_q)N—n—(M*—m*) _ Zcu _nqu(l_q)N—n—u :(q+1_q)N—n :1N—n -1
u=0

Vadinasi, kai P{M=M"}=CM g™ (1-q)" ™", tai P{m=m"}=C™ q™ (1-¢)"™ . Kitaip tariant,
kai gaminiy partijose, susidedanciose i§ N gaminiy, defektiniy gaminiy skai¢iai M yra binomiSkai
pasiskirste atsitiktiniai skaiGiai, kuriy vidurkis M yra \/a , tai ir bet kurioje imtyje, turinioje po n

gaminiy atsitiktinai paimty i§ ty partijy, defektiniy gaminiy skai¢iai m yra binomiskai pasiskirste

atsitiktiniai skaiciai, kuriy vidurkis yra nq =nE| — = ZM PM=M"}.
N] N =
Analogiskai galima jrodyti, jog Siuo atveju ir atsitiktinis dydis M—m, nusakantis defektiniy
gaminiy skai¢iy likusiy gaminiy partiju dalyse, susidedanciose i§ N—-n gaminiuy, taip pat bus pasiskirstes
binomiskai su ta pacia q reikSme. Rekomenduociau skaitytojui pabandyti tai irodyti savarankiskai, t. y.

pabandyti irodyti, jog tuo atveju, kai P{M=M"}= Clg,d*qM* 1- q)N"M* , tai tikimybé P{M—m=M"—m"} yra

CM -m" M -m" (1 N-n-M"+m .

-9
Pere151u prie pavyzdzio, parodancio, kad analogiska savybe turi ir polinominis skirstinys.
Tarkime, jog gaminiy partijose, turiniose po N=6 gaminiy, tose partijose gaminiy, turinéiy

pirmojo tipo defekta, skai¢iai M; ir gaminiy, turin¢iy antrojo tipo defekta, nesuderinama su pirmojo tipo

defektu, skai¢iai M, yra pasiskirst¢ polinomiskai, kitaip kalbant, tarkime, jog tikimybe, kad partijoje,

lygi

sudarytoje i N gaminiy, rasime M| gaminiy, turin¢iy pirmojo tipo defekta, ir M5 gaminiy, turin¢iy
antrojo tipo defekta, nesuderinama su pirmuoju, galima apskaiCiuoti, naudojantis polinominio skirstinio
formule

* * N' \A* [\/[* re re -M]-M;
P{Mi=M; ; M)=M, }=—— Pa— 'Xll‘kzz'(l_kl_Kz)N M Mz,
MIIMAI(N—M! —M3)!

— M 1 — M 1
A =E| —L |=—E[M,] ir A, =E —2 |=—E[M, ].
1 {N} N[ TR {N} N[ 2]

. .= 1 .. . . . .
Tarkime, jog A, :%, Ay :§. Tuomet gaminiy, neturin¢iy defekty, dalies vidutiné reikSmé

o= o= 1
biity lygi 1-4; -2, :E

ISnagrinésime visus galimus skirtingus tokiy partijy sudéciy variantus, apskaic¢iuodami
kiekvieno varianto pasitaikymo tikimybe P{M;=M;];M,=M5}, sutrumpintai pazymédami ja
P(M{;M3).

& . . 87
Siuo atveju egzistuos CTZ\] = C§ 15" =28 skirtingi variantai, o bendruoju atveju, kai partijos

turéty po N elementy ir jose galéty pasitaikyti defektiniy gaminiy, priklausanciy r skirtingiems tipams,
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dél ko gaminius biity galima suklasifikuoti | r+1 skirtingy gaminiy grupiy, skirtingos sudéties partijy
galéty biiti CL,, =CX,, .
Apskai¢iuodami tikimybes P(M; ; M3 ), gausime:

6' 10 1 0 1 6 1 1
1) P(0;0 =] =] =—==—;
T (6 MJ (2) 20 64
5
6 1(1 1
) POD 0!1!5!3(2} 716
1
3) P02
) POD=Com [3) (

1 1
0 ol @
1

1 1
)P )‘w@ @ Flivehe

o 1 1 1
6) P(0:5 - - =
) PO3)= ot (3)

o1
06101 36

0 5
6 11 1 1 1
) P0= 1'0'5'6(3j (2j 2% 32
4

6 111 5 5
9) P(Ljl)=—— I
) ()1'1'4'63() .

2 3
6 1 (1) (1
10) P:2)=——.~[ =] [ 2] = _5.
) PU2) 1!2!3!6(3) (2 2232 36

7)  P(0;6)=

11
11) P = B e
) BD)= 182! 6 (

4
12) P(1;4):£.l.(lJ 2o 54:i;
2

141 6

o 11
13) P(:5)=—>.2.[ 2
) P) 1!5!0!6(3 2
' 0 4
14y p:0y=—2 (L) (L) (L) 35
204 \6) \3) (2) "26.3 192
2

|
15 .
) =g (d]
2 2
o (1
16) P(2: Iy Ly
» ra2sa () (5
| 2 3
17) P3)=—2. lj (l) 1.5 5.
wnle) 3) 2 23 162
18) P(2;4 )—_12.14.10_ 5 5.
2400 \6) \3) (2) 22.3% 972°
3 0 3
6l (1Y (1Y (1 5 5
19) P(3; Iy (LY (1) _5.
) PO 303! [6j (3j [ZJ 24.3% 432
2

3
1Y 1 (1 5 5
20 N N _0 .
) PeD= 32! [6j 3(2j 23.33 216
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21)

22)

4 0 2
6 (1Y (1) (1 5
23) P(4:0)=——.|=| |2| [=] =—2—= :
) PR 410!2!() (3] (2] 20.33 1728

24) P(431) =ﬂ-(

4 2 0
6 (1) (1) (1 5
25) P42)=——- || |=| | 2| =T =—"—;
) e 412101 (6j (3 (ZJ 24.3% 3888
5 0
6 (1Y (1) 1 1
26 PS,O =] — = —= - -
) PE0) 510! (6) (3) 2 2°.3% 2592

5 0
6 (1) 1(1 1 1
27) PS)=—— | = | = = = ———;
) PG 510! (6) 3(2) 2%.3% 3888
6

6 (1 1 1
28 P6,0 —_—| ] =F—— ;
) e 6!010! [6j 20.3°% 46656

Skai¢iavimy patikrinimui surasime visy $iy tikimybiy suma: 2—6+

1 1 1 5 5 5 5 1 5

i+ > + > + > +
24 3.2% 2.3% 2233

5 5 5

t—t—t—+

+ + + +—+ + + + + + +
3% 3% 2% 243 22.32 2.30 2.3*% 35 20.3 23.32 23.32 2.3% 22.35 2433

5 5 5 5 5 5 5

+ + + + + + + + + =
23.3% 22.3% .36 96.33 94.3% 9435 5.3 94.35 26.36

30422.30422.3%.54+25.33.5424.33.5420.32 426 4 2.30 42235 .54 2% 3% .54

20.3°

+2°.3%.5425.32.5426.343%.542%.34.542%.34.542°.32.542% .3.542% .3 54

20.36

+2%.3°.542%.32.542°.543%.5422.3%.542%.3.542.3%.542% 341 _

46656

26.36

36 =1, kaip ir turéjo buti.

Tarkime, jog Siose partijose mes imame atsitiktines negrazintines imtis, susidedancias i§ n=3

gaminiy.

Galimus rezultatus zymésime trimaciais vektoriais, kuriy pirmoji koordinaté rodys, kiek
gaminiy, turiniy pirmojo tipo defekta, pateko | imtj, antroji — kiek gaminiy, turinéiy antrojo tipo
defekta, pateko i imti, trecioji — kiek gaminiy, neturini¢iy defekty, pateko i imtj.

Kadangi miisy nagrinéjamu atveju partijos, turincios po 6 gaminius, gali priklausyti bet kuriai

i miisy ¢ia ka tik iSnagrinéty 28 skirtingy klasiy, kuriy pasitaikymo tikimybes P(M],M3) mes jau

apskai¢iavome, tai galimus im¢iy émimo ir tyrimo rezultatus gali vaizduoti C% ., =10 skirtingy trimacio
vektoriaus reikSmiy: 1) (0;0;3); 2) (0;1;2); 3) (0;2;1); 4) (0;3;0); 5) (1;0;2); 6) (1;1;1); 7) (1;2;0);

8) (2;0;1); 9) (2;1;0); 10) (3;0;0).

Apskaiciuosime kiekvienos klasés imties gavimo tikimybes p(m;,m,,n—m;,—m,), zymédami tas
tikimybes mazosiomis raidémis p, kad atskirtume nuo ivairios sudéties partijy pasitaikymo tikimybiy

P(M,M,), kurias zymé&jome didziosiomis raidémis P.

Tikimybiy p(m;,m,,n—m;,—m,) reik§mes apskaiciuosime naudodamiesi pilnosios tikimybés

formule, t.y. daugindami atitinkamos partijos pasitaikymo jau apskai¢iuotas tikimybiy P(M],M3)

reik§mes i§ atitinkamos imties gavimo tikimybés toje partijoje, kuria, esant fiksuotoms M;=M; ir

M, =M} reiksméms, galima apskaiciuoti, naudojantis dvimacio hipergeometrinio skirstinio formule, o

po to sumuodami gautas sandaugas:
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09300 0.0 300 c0.cl.c3o
=0 2 602

1) p(0,0,3)=P(0;0)-—0—0_=6=0=0 . p((;]). =0 =L_=6=0=1 1 p(0;2
) p(0,0,3)=P(0;0)- a (031 o (0;2)- o
-0 0 0 0 0 3-0-0 0 0 -0
+P(0:3): —CO C33C 3+ P(1;0)- —C COSC &+ P(L;1)- SGCon 3Cé+1 +P(1;2)- GG Caty 3C 2+
Ce Cs 6 Cs
0 0 3-0-0 0 0 3-0-0 0 0 3-0-0
+p(z;o).M+p(2;l).L3c6—2—3+p(3;0),C3 Co 3C6—3—0+0+'“+:L‘1+_.l+

51511151515 515 1

+— —t—— d +0+...+O=l;
485 5420 322 485 3620 1925 72 20 432 20 8

1 0 1 3-1
2) p(o;l;z):P(o;l)-—C0 C13 C6—1+P(o;2)-—c° C23 C6‘2+P(O;3)~—C° C33 Couy
6 6 C6
0 1 0 1 0 1 0 1 3-1
+P(0:4)- Co-Ci-Cly +P(1;1)- €6 3C6 2+ P(1;2)- —C C2Cosy +P(1;3)- LG Cony C33C6*4 +
C6 Cé Cé 6
0 0 0 1 3-1 2
+P(2;1)- —C €1-Ce 34+ P(2;2) —C €2-Ce 4+P(31)-—C C13C6 4 %-L 54 34 53 3 +
C, . C; 242 3.2 5 2.3% 225

> s 3,5 3, s 3 s s
22.3% 5 3.2% 2.5 2%2.3%2 2.5 2.3° 2%.5 2°.3% 2%.5 23.3%2 2.5 23.3% 2%.5
27+54+36+8+27+36+12+9+6+1 216 l
2°.33 S
0 2 3-2 0 2 3-2 0 2 3-2
LoGCoy C"2+P(O3) €065 Cos C63+P(o4) CoCaCos C43C"—4+
6 6 6

cl.c2. c6 2 cY. c3 c? C?-Ci-c2:§+
C3

3) p(0;2;1)=P(0;2)-

0 2
+P(0;5)- %+P(l :2)- +P(133)- +P(1:4).
C6 6 6 :
0.¢c2.c¥2 0.2, 32 0 2 32 )
+P(2;2).L3(:6—4+P(2;3)_C2 C33 Cos G C3C65 541 53 :j .
Cs 6 C; 3.2 5 2.3% 225
5 3 1 1 5 3 5 3 5 3 5 1 5 3 5 1

22335 342 2%.32 225 2.3 2.5 23425 233225 2.3 225 2234 225
_27+54+36+8+27+36+12+9+6+1_ 216 1

+P(3;2)-

2434 24 34 g’
3 3 3 3 3 3
4) p(0:3:0) = P(03) 2+ P(0:4)- 4+ P(0:5)- S5 + P(0:6) =& + P(1:3) 2 + P(1:d)- 4+
C6 C6 C6 C6 C() C6
3 3 3 3
FP(155) 24 PR3) 24 PiA)- C—+P(33) G5 L, 5 L1l Ly
s 1,5 1115 15 1.5 1

T3 225230535 2 23 225 22355 230 225
_27+54+36+8+27+36+12+9+1_ 216 _ 1
23.30 T3.36 27
2 1 2
5) p(1;0;2) =P(1;0)- s =2 +P(L;D)- C—+P(1 :2)- ¢ —2+P(1;3)- C2+P(2 :0)- €2-C =2 24 L P(2y))- Cy- C3
C6 C6 C6 C6 C6 6
ch-C3 C}-C? (o c2 c,-c: 11
+P(2;2) 224+ P(3;,0)- —=—2+P(3;])- 2 P(4;0)—2+ =2 3 ——5~—+4i~i+ 25 N 23 +
c; c: : c;  2°2 2*325 2%2.3% 225
2.3 22.5 20.35 2%.32 2.5 2%.32 2.5 2%.3% 22.5 23.3% 22.5 20.3% 5
27+54+36+8+27+36+12+9+6+1 216 1
20.3° T26.33 8

B
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1y 20 C 1212 CC 13- CC gy Coy iy S
6) p(l,l,l)=P(1,1)~§+P(1,2)~ P +P(1;3)- 3 +P(1,4)-§+P(2,1)~T+

6 6 6 6 6
1 1 1
+P(222)- —CZ €29 1 pe3) &2 C3+P(3 e C2+P(3 2).GC2 pigy).Ci S U B .
c: c c cl C 235 2R s

53 51 5 3 S5 2 5 3 5 3 5 3 5 1

+ ._+ ._+ ._+ ._+ ._+ ._+ ._+ —_——
2.33 2.5 2.3% 5 23.32 2.5 23.32 5 2.3% 2.5 23.33 2.5 22.3% 2.5 2434 5
27+54+36+8+27+36+12+9+6+1 216 l

24.34 243t 6
1 2 1 2 1 1 2
< C 2 +P(1;3)- ¢ C3+P(14) S C 4 1 P(15)- Sk C5+P(22) C2 C
6 6 6 6 6
1 2 1 1 2 1 2 1 2
+P(2;3)- €2:G 2 3 1 P(2:4)- ! C4+P(32) S Cz+P(33) SRS =3 1 P(42)- C4 3C2: 35 = 21 +
c; c; c; c; cC, 2°.3% 25

5 3 5311 5 1 535 3 532 5 1

B

7) p(1;2;0)=P(1;2)-

T30 25 23925 352 2337 25 22355 2238 225 230 22.5 24.35 5
27+54+36+8+27+36+12+9+6+1 216 1

243 XL
2 1
8) p(2:0;1)=P(2;0)- Ci- C“ +P(2;])- C3- C3 +P(2;2)- Ci- C2 +P(2:3)- 2 C +P(3;0)- C:- C3
6 6 6 6 6
ci.c} ci.c| ci.ch ci.cl ci.c| 1
+P(3l) 2 4 P(3;2) =L 4 P(4;0)- +P(4])- +P(5; 0)-—:%._+
C Cs (o5 Ce c: 2035
5 3 5 1 5 1 5 37 5 3 5 3 5 3

+ . + —t . + . + —t : +
2%.32 22.5 23.32 2.5 2.3* 22.5 2%.3% 22.5 2%.33 2.5 22.3% 22.5 20.3°
5 3 1 1 27+54436+8+27+36+12+9+6+1 216 1

+ ._+ —_—— = = N
24_34 25 25.34 2 26.34 26_34 24
2 1 2 1 2 1 2 1
9) p(2:1;0)=P(2;])- G =2 L p(2;2)- €2:G =222 1 p(2;3)- ¢ C 34 P(2;4)- €2:Cy =2 4L p3il)- c:- Cl
Cé C6 6 C6 6
C3-C C3-C} C;-C C;-C) ciCp 51
+P(3;2)- +P(3;3)- +P(41)- +P(4;2)- +P(51)-

. +
c: c: c: c: c: 23 2%
2°.3%2 2.5 2.3% 225 2%2.3° 5 23.3%° 2.5 22.3% 2.5 2.3% 225 2%.3% 2.5
5 3 1 I 27+54+36+8+27+36+12+9+6+1 216 1
+ R —= —;
24355 2%.35 2 2°.3° T25.3° 36
cs c3 c3 c3 c3 c3
10) p(3;0;0)=P(3;0)- =3+ P(3;)- =3+ P(3;2)- ==+ P(3;3)- =3+ P(4,0) —++ P(4])-—F +
C6 C6 C6 Cé C6 C6
3 3 3 3
+P(4;2)- C—+P(50) C—+P(51) C—+P(60) C—= 45 3 21 + 35 3 21 + 25 T 21 +
c; C; c; c; 2%.3° 2%2.5 2°.3% 22.5 27.3% 225
230 2%.5 2633 5 2%.3% 5 24355 25.3% 2 24.3% 2 26.36
27+54+36+8+27+36+12+9+6+1 216 1
26.36 T26.36 216
Patikrinsime, ar skai¢iavimuose nepadaréme klaidy. Rasime apskai¢iuoty tikimybiy suma:
p(0;0;3)+p(0;1;2)+p(0;2;1)+p(0;3;0)+p(1;0;2)+p(1;1;1)+p(1;2;0)+p(2;0;1)+p(2;1;0)+p(3;0;0)=
L b b b L 27454436+8427+36+12+9+6+1 216_1 Kair
8 4 6 27 8 6 18 24 36 216 216 216
turéjome gauti.
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Turédami tiesioginiu bidu apskaifiuotas tikimybiy p(m;,m,,n—m;—m,) reik§mes, galime
patikrinti teisinguma teiginio, jog ty tikimybiy skirstinys, sutapdamas su tikimybiy P(M;,M,,N-M;—M,)
skirstiniu, turéty biiti polinominis, t. y., kad tikimybiy p(m;,m,,n—m;—m,) reikSmes galima apskaiciuoti

!
naudojantis formule p(m;,m,,n—-m,—-m,)= T pypy (1=p;—py) MM =
m;!m,!(h—m; —m,)!

31 (1jm| (ljmz (1 1 1j3m1m2
Cm!'m,!(3-m, —-m,)! (6 3 6 3 '

Atliksime tokius apskaiCiavimus ir palyginsime gaunamus rezultatus su rezultatais jau
apskaiciuotas tiesiogiai:

0w
D) p0:0:3)= 0'3:3' [é) Gj G) :é;
2 pOED =000 [éj (;j Gj i
3) p(0;2;1) O,T'.I.(% @ @
4) p(0:3:0)= W:O.@ @ @ 27
5) p(1:0:2) = m@ @ @ 8

1 1

6) p(lll)— 3t l_l

ENATAYANEE
D pLz0=10 (6} [5) [Ej BTN
ENAYATATEE
w31 ()15

AN AR
9 PEO0=350 [6) (Ej (EJ “216°

Tikimybiy p(m;,m,,n—m;—m;,) reikSmés, apskaiciuotos abiem biidais, visiskai sutapo, tuo paciu
patvirtindamos anksc¢iau suformuluoto teiginio teisinguma polinominiams skirstiniams.

Logiskai ir sistemiskai mastant, $io teiginio teisingumas ne tik binominiams ir polinominiams,
bet ir visiems kitiems skirstiniams yra akivaizdus, o ¢ia atlikti skaiiavimai tik patvirtina ta fakta, kad
loginis sisteminis mastymas gana daznai leidzia gauti rezultatus, kuriems gauti §iaip jau reikéty gana
ilgy ir sudétingy skaiciavimy.

Minétasis akivaizdumas iSplaukia i$ to fakto, kad, turédami partija, sudaryta i§ N gaminiy, ir

pasidarydami visy gaminiy skirtingy imé&iy kopijas, mes gautume aibe, sudaryta i§ C} -n gaminiy, |
n

kuriag kiekvienas pradinis partijos gaminys jeity lygiai po I;\IH:C§_11 karty, t.y. aibé gaminiy,

patekusiuy i visas galimas skirtingas imtis, pakartoty prading gaminiy aibg, sudaryta i§ N gaminiy, lygiai
_ N-1)! . . . . o

el =m karty. Todél visos proporcijos, egzistavusios pradinéje gaminiy aibéje — partijoje,
sudarytoje i§ N gaminiy, i§likty ir aibé&je, sudarytoje i§ visy skirtingy imeiy kopijy ir turingioje Cy -n
gaminiy. Sutapty ir visy vidurkiy bei analogisky tikimybiy reikSmés pradinéje aibéje ir jos kopijy aibéje.

Kitaip tariant, atlikdami pakankamai daug imciy, jei ty im¢iy émimo metu tiriamoji aibé
nepasikeisty, mes galétume gauti apie tiriamajq aibg visg informacija, kurig biity galima gauti atliekant
tos aibés istisini tyrima.

Todél situacija, kuria mes pavadinome antraja tipine situacija, kai tiriamas procesas yra
stochastiSkai stabilus, egzistuoja tik tyrimo pradzioje. Tyrimui tgsiantis ir kaupiantis stochastinei
informacijai, kai tiriamoji sistema priklauso stochastiniy ar determinuoty sistemy klaséms ir Zymiai bei
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netikétai nesikeicia laikui bégant, mes apie tiriamaja bei valdomaja sistema suzinome vis daugiau ir tai
leidzia mums priimti vis racionalesnius valdymo sprendimus.

Bet norétysi, kad miisy sprendimai biity racionallis ir teisingi ne tik statistiSkai, bet ir
individualiai, t.y., kad ne tik miisy sprendimy rezultaty vidurkiai biity geriausi, bet geriausi bty ir
individualts rezultatai. Juk konkrec¢iam gydomam pacientui svarbu ne tik tai, kad jam taikomas gydymo
metodas biity statistiskai efektyvus, bet ir tai, kad tas gydymo metodas padéty ir jam asmeniskai.

Su panasia situacija susiduria ne tik gydomas pacientas ir ji gydantis gydytojas, bet ir konkrecia
byla tiriantys teis¢jai bei joje dalyvaujantys ieskovai ir atsakovai, taip pat istatymuy leidéjai ir pilieciai,
kurie privalés tiems jstatymams paklusti, ir t. t., ir t. t.

Todél svarbu i§mokti kurti tokias sprendimy priémimo taisykles, kurios maksimaliai i§naudoty
net vieno atskiro eksperimento rezultaty teikiama informacija, ir taip organizuoti eksperimentus, kad
misy priimami sprendiniai bity, kiek imanoma, geresni ne tik statistiskai, t.y. vidutiniSkai, bet ir
individualiai. Juk, gerindami kiekvieno individualaus sprendimo rezultatus, mes automatiskai
pagerinsime ir ty rezultaty vidurkius. Gimstamumas Salyje negali padidéti, nedidinant gimstanciy vaiky
skaiciaus atskirose Seimose.

GriSime prie miisy nagrinéjamy rutuliuky ir prie iSvedimo tokiy taisykliy, kurios leisty,
pasinaudojant vieno ,neidealaus” eksperimento — imties n=1 tyrimo — rezultatais, pasirinkti
racionaliausia (t. y. pasiteisinancia dazniausiai) rutuliuky partijy priémimo strategija.

Dabar, kai jau isitikinome, kad defektiniy gaminiy skirstinys, kuris egzistuoja gaminiy
partijoje, iSlieka ir i§ tu partiju sudaryty imciy aibéje, galime apskaiCiuoti salyginiu tikimybiu p(yi/G;j)
reikSmes, laikydami, kad defektiniai gaminiai ne tik partijose, bet ir imtyse pasiskirste polinomiskai su
tomis padiomis tikimybémis py=2;; =0,02, pja= A, =0,005, pai=~,;=0,005, pyr=2A,, =0,045, kaip jie
yra pasiskirste rutuliuky partijose pirmojo ir antrojo tipo srautuose.

Gauname, jog

| | _ _ _
P(YO/G1)=P(0;O;1)=W (A )O'( Ao )0'(1_7”11 —App)=1=2; =2y, =1-0,02-0,005=0,975;
o _ _ _
P(Y1/G1):P(1;0;0)=m () (=2, = Ryp) =2y, =0,020;
o _ _ _
P(Yz/Gl):P(O;l;O)Zm (M) Mg (1= = Ap5)'=%1,=0,005;

p(yo/G2)=p(0;0;1)=1— Ky, — X,, =1-0,005-0,045=0,950;
p(y1/G2)=p(1;0;0)= A5,=0,005;

p(y2/G2)=p(0;1;0)=1,, =0,045.

Zinodami tikimybiy P(y,/G;) reik¥mes ir naudodamiesi indeksy I, reik§miy lentele (Zidir. 375-
aja lentelg), mes galime apskaicCiuoti salygines €jimuy A; tikimybes P(Ai/Sy,G;j), t. y. tuos vidutinius &jimy
Ai(i=1, 2) darymo daZnius, kuriuos pasirinkty loSéjas A, pasirinkes strategija Sy ir atsizvelgdamas i
imties tyrimo rezultatus yy, gautus esant ,,gamtos &jimui* G;.

Akivaizdu, kad tikimybiu P(Ai/Sy,Gj) reikSmes galima apskaiCiuoti, naudojantis formule

2
P(Ai/Sh,Gj)=ZIi,hjk ‘P(yx/Gj), nes indeksai Iiyy yra lygs 1, kai, pasirinkus strategija Sy ir esant
k=0
imties tyrimo rezultatui y=yy, daromas éjimas A, ir lygus 0, kai tas ¢jimas takart nedaromas (daromas
kitas éjimas).
Pavyzdziui, pasirinkus strategija Sy, €¢jima A; tekty daryti, esant bet kuriam imties tyrimo
rezultatui, todél tikimybé P(A/Sy,G;) turéty buti lygi 1. Taip pat turéty buti lygi 1 ir tikimybé

2
P(A1/S¢,G5). Ta pati rezultata gautume ir naudodamiesi formule P(Ay/S,,Gj)= Zli’h,k Py /Gj)

k=0
P(A1/S(),G1)=I17070‘P(yO/G1)+11’0’1'P(Y]/G1)+117072‘P(yZ/G1)=1'0,975+1'0,020+1'0,005=1,000,
P(A1/S(),G2)=I17070‘P(yO/G2)+11’0’1'P(Y]/Gz)"’l17072'P(yZ/G2)=1'0,950+1'0,005+1'0,045=1,000.

Abi tikimybés P(A/Sy,G1) ir P(A1/Sy,G,) biity lygios nuliui, nes biity lygios nuliui visy indeksy
I2,0,k(k=09 1, 2) reikSmeés.

Analogiskai gautume, jog tikimybé P(A,/S,,G;) buty lygi sumai I, P(yo/Gi)+
+Il4,1P(yl/G])"‘I]]zP(YQ/G]):l0,975+1 0,020+00,005=0,955, tlklmybe P(A[/S],Gz) bfltl]_ lygl sumai
1-0,950+1-0,005+0-0,045=0,955, tikimybé P(A,/S;,G;) biity lygi sumai 0-0,975+0-0,020+1-0,005=0,005,
o tikimybé P(A,/S,,G,) — sumai 0-0,950+0-0,005+1-0,045=0,045.
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Apskai€iave visy salyginiy tikimybiy P(Ai/S,G;) reikSmes, gautume 376-ajq lentelg.

376. lentele

Sk So S S, Ss S, Ss Se S,
Al | Ay | AL | Ay | AL | A | AL | A | A A A AL A A | A A

G, [1,000/0,000]0,995]0,005/0,980]0,020(0,975|0,025]0,025]0,975|0,020]0,980/0,005]0,995/0,000]1,000
G, [1,000/0,000]0,955]0,045|0,995]0,005]0,950(0,050]0,050/0,9500,005]0,995|0,045]0,955/0,000]1,000

Dabar jau galima apskaiciuoti vidutines iSlaidas v, ;, atsirandanCias pasirinkus strategija Sy ir
»gamtai* padarius ¢€jima G;. Jas apskaiCiuosime pasinaudodami vidutiniy iSlaidy v;; reikSmémis,
pateiktomis 374-ojoje lenteléje, ir tikimybiy P(Ai/Sy,G;) reikSmémis, pateiktomis 376-ojoje lenteléje,

. . . . 2 . . . e .
istatydami tas reikSmes i formulg Ty = Z T P(A;184.,G ) kuri yra vidurkio apskaic¢iavimo formulé:

i
i=1

vidutinés iSlaidos, kurios atsiranda padarius &jima A;, dauginamos iS to ¢jimo A; tikimybés ir surandama
visy tokiy sandaugy suma, turinti tiek démeny, kiek yra galimy éjimy (Siuo konkreciu atveju galimy
éjimy A; yra tik du: A; ir Ap).

Gauname tokius rezultatus:

1) s, 6, =011 -P(A;80,G1)+ 0y -P(A; Sy, Gy) = 292:1,000+342:0,000 =292 ;

2) Ts, 6, =02 -P(A[S0,G2)+ Oy -P(A, 80, G,) = 528-1,000+328-0,000=328 ;

3) Bs, G, = 292-0,995+342-0,005=292,25 ;

4) BS] Gy = 528-0,995+328-0,045=519,00,

5) BSZ,G] =292-0,980+342-0,020 =293,00,

6) Bsz’Gz =528-0,995+328-0,005=527,00

7) 653,61 =292-0,975+342-0,025=293,25;

8) 683,62 =528-0,950+328-0,050=518,00;

9) Vg, g, =292-0,025+342-0,975=340,75 ;

10) g, g, =528-0,050+328-0,950=338,00;

11) USS,G] =292.0,020+342-0,980=341,00;

12) v, g, =528-0,005 +328-0,995=329,00 ;

13) Os, g, =292-0,005+342-0,995=341,75 ;

14) g, =528-0,045+328-0,955=337,00;

15) Og, g, =292-0,000+342-1,000 =342 ;

16) 687,G2 =528-0,000+328-1,000=328.

Gautas vidutines i$laidas, atsirandancias pasinaudojus strategijomis S ir ,,gamtai” padarius
¢jima Gj, jraSome { 377-3ja lentelg.

377. lentelé

G Silg, S S, Ss S Ss S S

1
G, 292 1292,25]293,00|293,25|340,75[341,00 | 341,75| 342
G, 528 1519,00(527,00]518,00]338,00|329,00|337,00] 328

377-0ji lentelé — tai nauja loSimo su ,,gamta“ vidutiniy iSlaidy matrica, atsiradusi
atsizvelgiant j imties n=1 tyrimo galimus rezultatus ir pakeitusi lo§imo su ,,gamta* vidutiniy
iSlaidy matrica, kuria turéjome pirmojoje tipinéje situacijoje, t. y. iki ,,neidealaus® eksperimento
(zitr. 374-aja lentelg).

Si lentelé suteikia lodéjui A (rutuliuky partijos kokybés kontrolieriams) jau daugiau galimybiy
pasirenkant strategija, uztikrinancia, jog net blogiausiu atveju vidutinés papildomos islaidos nevirSys
tam tikros ribos — vidutiniy i$laidy minimakso, nes vietoj dvieju &imy A, ir A,, kuriuos loséjas A turéjo,
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naudodamasis 374-aja lentele, dabar galimas pasirinkimas tarp astuoniy strategijuy S,. Todél galima
tikétis, jog galima rasti geresng rutuliuky partijy priémimo strategija.

Analizuodami 377-aja lentelg, galime pastebéti, jog strategija S, yra blogesné uz strategija S;
visais atvejais, o strategija S¢ yra visais atvejais blogesné uz strategija Ss. Todél strategijas S, ir S¢ i8
377-osios lentelés galima eliminuoti kaip Siuo konkreciu atveju akivaizdziai neefektyvias. Belieka
palyginti SeSias likusias strategijas Sy,.

Kadangi §i losimo mokéjimy matrica neturi balno tasko, nes mhin max vy, ; =340,75 néra lygus

i

maxminvy, ; =328, tai minimaksiné strategija bus misri, o minimakso taSkas bus dvieju tiesiy,
i b

vaizduojanciy dvi aktyviasias grynasias strategijas Sy, susikirtimo taskas.

Tas dvi aktyvigsias strategijas ir ta taska galima rasti dviem biidais, kuriuos jau taikéme
1.16.2.4. skyrelyje: grafiniu biidu ir taikant simplekso algoritma.

Taikant jau mums Zinoma grafinj bidg, galima nustatyti, jog aktyviosios grynosios strategijos
yra strategijos S; ir Ss. Jas vaizduojanciy tiesiy susikirtimo taska galima rasti sprendziant lygciy sistema

Vs, 6,41+ Vs, 6,92 = Vs, G, T Vs, G, > o 292,25q, +519q, =341q, +329q,, .
t. y. lygéiy sistema kur q; ir
ql +q2 = 17

ql + q2 = 15
qp yra ,,gamtos &jimy“ G ir G, tikimybés.
Spresdami $ia lygciy sistema, randame, jog 292,25q;+519(1—q;)=341q;,+329(1—q,),
190

519-226,75q,=329+12q;. 238,75q,=190, q; =———
qQi qQi Qi q1 238.75

~0,795811518~0,80, B3, 5, =329+12q] ~

~338,5497382~338,55.

Kaip matome, garantuotas vidutiniy minimaksiniy nuostoliy lygis yra mazesnis uz garantuota
minimaksini lygi v ~339,2, kuri buvo galima pasiekti pirmojoje situacijoje, naudojantis miSriaja
strategija S(p1,p2)=S(0,056;0,944), t.y. darant &jima A, su dazniu p; =0,056 ir é&jima A, su dazniu
p5=0,944.

Atlike ,,neidealy” eksperimenta n=1, gavome papildomos informacijos, kuri leido pasirinkti
racionalesng strategija, sumazinan¢ia minimakso lygi iki 338,55, t. y. i§loSiant 329,20-338,55=0,65 lito
kiekvienai rutuliuky partijai. Kadangi eksperimento kaina c.=n-c;=1-0,3 lito, tai eksperimentu n=1
naudotis apsimokéty, nes leisty gauti vidutini grynaji i§losi 0,65-0,30=0,35 lito kiekvienai

Intarpo i 1442 p. tesinys 22 (dar nesuvestas studenty arba negavau failo)
1.16.2.6. Daugiakriterijinis optimizavimas

Su nepakankamu probleminés situacijos apibréztumu, atsirandanciu dél toje
situacijoje veikian¢iy subjekty tiksly neapibréztumo, tenka susidurti formuluojant ir
bandant spresti taip vadinamus daugiakriterijinius optimizavimo uZdavinius.
Tokiems uzdaviniams biidinga, kad juose figliruojanc¢iy valdymo subjekty tikslai yra
charakterizuojami ne vienu, o keliais efektyvumo rodikliais, ir todé¢l, ieSkant
optimalaus sprendinio, stengiamasi gerinti ne tik kurio nors vieno, o, kiek tai
imanoma, kartu visy ty efektyvumo rodikliy reik§Smes, siekiant gauti labiausiai
pageidauting galimg ty reikSmiy kombinacija.

Kartais daugiakriterijini optimizavimo uzdavini charakterizuojantiems
efektyvumo rodikliams Fy, F,, ..., F, ..., F, pavyksta surasti bendra mata (pavyzdziui,
ty rodikliy reik§méms) ir tokiu biidu suvesti visus tuos efektyvumo rodiklius j viena
bendrg visus juos atstovaujanti optimalumo rodikli. Tuomet daugiakriterijinis
optimizavimo uzdavinys susiveda { vienakriterijini optimizavimo uZzdavini, kurio
matematinio modelio sudarymo ir sprendimo bei gauto sprendinio stabilumo ir
jautrumo analizés metodus mes jau esame nagrinéj¢ 1.15. skyriuje. Sprgsdami tokius
uzdavinius mes ieSkojome atsakymo i klausima, kokias reikSmes reikéty parinkti
subjekto valdomiems kintamiesiems xj, X, ..., X,, esant duotoms (t. y. Zinomoms ar
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prognozuojamoms) nevaldomyjy kintamyjy ©;, 2, .., ©n reikSméms, kad
nagrin¢jamoje sistemoje vienas jos funkcionavimo efektyvumo rodikliy, miisy
parinktas to funkcionavimo optimalumo rodikliu, igyty labiausiai pageidauting
(optimalia) reikSme.

Taciau tokia daugiakriterijinio optimizavimo uzdavinio, galima sakyti,
objektyvaus suvedimo i vienakriterijini optimizavimo uzdavinj galimybé¢ pasitaiko ne
taip jau daznai, nes daugelyje atvejy skirtingus tikslus nepavyksta suvesti j vieng.

Siame skyrelyje mes nagrinésime kaip tik tokius daugiakriterijinius
optimizavimo uzdavinius, kuriuose i8spresti tiksly neapibréztumo bei nesuderinamumo
problema, objektyviai suvedant visus ta uzdavini charakterizuojancius efektyvumo
rodiklius 1 viena, nepavyksta ir kuriuose, gerinant vieny efektyvumo rodikliy
reikSmes, kai kuriy kity efektyvumo rodikliy reik§més neiSvengiamai blogéja.

Susidoroti su tokia prieStara jmanoma tik priimant kompromisinj sprendinj,
remiantis jau ne vien tik griezta dedukcine logika bei matematiniais metodais, bet ir
negrieztai apibréZztais subjektyviais Kkriterijais. Todé¢l tokiy daugiakriterijiniy
optimizavimo uZdaviniy sprendiniy radimo procediira jau negali biiti grynai
matematiné ir todél joje biitinai turi dalyvauti asmenys, atsakingi uZ priimama
kompromisinj sprendinj. Jie, atsizvelgdami i apibendrinta informacija apie
formalizuojamus faktorius, o taip pat i faktorius, kuriy formalizuoti nepavyksta, ir
nusprendzia, koks turi biiti tas kompromisinis sprendinys. AiSku, kad toks
kompromisinis sprendinys negali biiti pilnai objektyvus, negali nepriklausyti nuo
asmeny, atsakingy uZ priimama sprendinj, subjektyvios nuomonés.

Reikia pripazinti, kad net sprgsdami tradicinius vienakriterijinius optimizavimo uzdavinius,
apraSytus 1.15. skyriuje, mes ty uzdaviniy matematiniy modeliy sudarymo stadijoje irgi daznai
susiduriame su tiksly nepakankamo apibréZtumo problema ir bliname priversti ja jveikti,
i§sirinkdami i§ keliy efektyvumo rodikliy, galin¢iy pretenduoti i optimalumo rodiklio vaidmeni, tik kuri
nors vieng ir priimdami ji nagrinéjamos sistemos optimalumo rodikliu. Ne visada tas vieno
optimalumo rodiklio pasirinkimas yra paprastas ir vienareikSmis. Gana daznai tas pasirinkimas
priklauso nuo eilés aplinkybiy, charakterizuojanciy nagrinéjama probleming situacija, ir gali buti labai
subjektyvus.

Pavyzdziui, net tokioje, atrodo, nesudétingoje situacijoje, kada ka tik baigusiam universiteta
jaunam specialistui tenka rinktis vieng i§ dvieju galimy darbovieCiy, kai vienoje biisimas darbas gana
idomus, bet darbo uzmokestis néra toks didelis, kokio norétysi, o antrojoje — darbo uzmokestis Siek tiek
didesnis, bet darbas — gerokai maziau patrauklus, susiduriame su biisimo sprendimo neapibréztumu. Juk
pilnai gali atsitikti (o realiame gyvenime taip ir atsitinka), kad §ioje situacijoje vieni jaunuoliai rinktysi
pirmaja, o kiti — antraja darboviete. O tai kaip tik ir reiSkia, jog skirtingi jaunuoliai gali pasirinkti
skirtingus optimalumo rodiklius. Ir tas pasirinkimas, priklausydamas nuo ivairiy aplinkybiy (jaunuolio
vertybiy skalés, jo polinkiy ir gabumy, jo isivaizduojamos ateities vizijos, jo Seimos sudéties bei jos
materialinés padéties ir t.t.), kurios skirtingiems Zzmonéms gali baiti skirtingos bei gali keistis laikui
bégant, negali biiti visiems Zzmonéms ir visiems laikams vienareik§miskai apibréztas.

Taigi, net spresdami taip vadinamus vienakriterijinius optimizavimo uZdavinius, mes
galime susidurti su nepakankamu probleminés situacijos apibréztumu, atsirandanciu dél valdymo
subjekty tiksly nepakankamo apibréztumeo, ir galime biti priversti priimti ne tik objektyvius, bet ir
subjektyvius sprendimus. Taciau vienakriterijinio optimizavimo uzdavinio sprendimo metu visa tai
daroma pradingje fazéje, dar ruoSiantis optimizavimo uzdavinio matematinio modelio sudarymui, o pats
tokio vienakriterijinio optimizavimo uzdavinio matematinio modelio sudarymas ir taikymas, uzdavinio
sprendimo algoritmo sudarymas ir taikymas, kai nevaldomyjy kintamyjy reik§més yra determinuotos ir
zinomos, vyksta jau vienareikSmiskai apibréztai. Todél kartais ir susidaro ispiidis, kad sprendziant taip
vadinamus vienakriterijinius optimizavimo uzdavinius, kai nevaldomyjy kintamyjy reikSmés laikomos
determinuotomis ir yra mums duotos, neapibréztumo lyg ir néra.

Vienakriterijiniuose ~ optimizavimo uzdaviniuose tradiciS$kai pripazistamas tik tas
neapibréztumas, kuris atsiranda dél nevaldomyjy kintamyjy nepakankamo apibréztumo.
Priklausomai nuo to neapibréztumo lygio bei nuo tikslo funkcijos priklausomybés nuo nevaldomuju
kintamyjy tiesiskumo ar netiesiskumo, o taip pat nuo to, ar nagrinéjamas optimizavimo uzdavinys, laikui
bégant, bus sprendziamas ir gautas sprendinys bus taikomas pakankamai daug karty, ar tik viena karta,
galimi skirtingi atvejai ir taikomi skirtingi optimizavimo uzdavinio sprendimo algoritmai.
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