Be to, sistema P5 skiriasi nuo sistemos P4 dar ir tuo, kad i sistema P5 A.Praioras nejtrauké
sistemos P4 aksiomos FFm3nFnpodnFmFnp analogo. Jei sistemos PS5 aksiomy sarasa papildytume
aksioma FUt'VtUtp<VtUtp, tai gautume laiko logikos sistema, ekvivalencia laiko logikos sistemai,
kuria N. Reseris (N. Rescher) pavadino SI.

Cia paminétos laiko logikos sistemos (tame tarpe ir A. Praioro sistemos P4 ir
P5 bei N. ReSerio sistemos SI ir SII) dar nesudaro stratifikuotos laiko logikos
sistemy sistemos, kurioje, pradedant nuo kokios nors minimalios sistemos, papildant
ja naujomis aksiomomis, galima biity gauti vis stipresnes formalios laiko logikos
sistemas, apibréziancias bei patikslinancias laiko savoka, kuriai biity priskiriama vis
daugiau savybiy.

Paminésiu viena bandyma sudaryti tokia stratifikuota laiko logikos sistema.

E. Lemonas (E. J. Lemmon) pasiiilé minimalia nemetrizuoty laiko logikos sistema, kurioje
dar néra jokiy prielaidy apie laiko diskretuma ir tolyduma, jo ribotuma ar neribotuma ateityje ir
praeityje, apie laiko tiesiSkuma ar netiesiSkuma, t.y. jo galimybg ar negalimybeg ,,Sakotis* ir pan.
Minimali laiko logikos sistema, kuriag E. Lemonas pavadino sistema K, ir kuria laiko minimalia taip pat
ir jau minétasis A. Praioras, gaunama, prijungus prie klasikinio teiginiy skaiCiavimo aksiomy
papildomas aksiomas

1.1. ?=F—(p>q)>(FpoFq),

1.2. 7-P—=(p>q)>(PpoPq),
ir prie klasikinio teiginiy skai¢iavimo iS§vedimo taisykliy (superpozicijy ir atskyrimo) — papildomas

: ir A .

taisykles

def
Operatoriai G ir H Sioje minimalioje logikoje apibréziami taip, kaip ir anks¢iau: Gp = —F—p
def

ir Hp = —P—p. Prijungdami prie sistemos K; aksiomuy aksioma ?FFp>Fp, mes ivestume laiko
tranzityvumo savybg, o prijungdami aksioma ?FpoFFp — jvestume teiginj, kad laikas — tolydus, nes
aksioma ?FpoFFp reiskia, jog tarp momento ,,dabar” ir to ateities momento, kurj atitinka teiginys Fp,
visada egzistuoja laiko momentas, kuris yra ateityje, lyginant su ,,dabar®, taciau anksCiau negu tas
momentas, kurj apraso teiginys Fp. Kitaip tariant, tarp bet kuriy dviejy laiko momenty t;<t, tuomet
visada egzistuoty laiko momentas t', tenkinantis salygas t;<t'<t,. Tai reiSkia, jog laiko tolyduma ateityje
galima apibrézti aksioma ?Fp>FFp, o laiko tolyduma praeityje — aksioma ?PpoPPp.

Laiko nepabaigiamumo ateityje savybé gali buti jvesta { laiko logikos sistema, papildant
minimalios sistemos K, aksiomas aksioma ?—Fpo>F—p, o laike pradZios nebuvimas — isivedant
aksioma ?—Pp>P—p. Pirmoji aksioma reiskia, jog jei ateityje nebus p, tai tuomet ateityje bus —p, t. y.,
kiek toli mes benusikeltume | ateiti — visuomet kas nors bus: jei nebus ,,p*“, tai bus ,,—p®, ir nickad
neatsitiks taip, kad nieko nebebiity. Antroji aksioma analogiskai reiskia, kad niekad negal¢jo biti taip,
jog nieko nebuvo: jei nebuvo ,,p®, tai buvo ,,—p“, t. y. laikas neturéjo pradzios.

Papildoma aksioma ?FpAFqoF(pAq)VE(pAFq)VF(qaFp) reiksty, kad laiko logikos sistemoje,
turincioje savo aksiomy sarase Sia aksioma, laikas ateityje turi ir iSlaiko tiesiSkumo savybe, t.y.
negali ,,Sakotis“, o analogiska aksioma ?PpAPq>P(pAq)vP(pAPq)VvP(qAPp) reiskia laiko tiesiSkuma
praeityje.

Papildydami minimalios sistemos aksiomy sarasa naujomis aksiomomis, mes papildytume
jomis apibréziama laiko sgvoka naujomis savybémis, o analizuodami tokias aksiomatines sistemas,
galétume nagrinéti loginius rysius tarp ty ar kity laiko savybiy.

Analogiskai gali buiti konstruojama ir stratifikuota metrizuoto laiko logiky sistema.

Jos pagrinda galima gauti, prijungus prie klasikinio predikaty skaifiavimo (zidr. 1.16.1.5.4.
skyrelj) su jo aksiomomis ir i§vedimo taisyklémis §ias papildomas aksiomas

A.1.1. 7-Fn—(p>q)>(Fnp>Fnq),

A.1.2. 7-Pn—(p>q)>(PnpoPnq);

A.2.1. 7Fn—Pn—pop,

A.2.2. 7Pn—Fn—pop;

A.3.1. 7Fm(3In)Fnp>(In)FmFnp,

A.3.2. ?Pm(3n)Pnp>(3In)PmPnp;

A.4.1. ?Fm(3n)Pnp>(3In)FmPnp,
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A.4.2. ?2Pm(3n)Fnp>(3In)PmFnp;
A.5.1. ?F(m+n)poFmFnp,
A.5.2. ?P(m+n)poPmPnp
7A R2. 7A .
?7—Fn—-A ?7—-Pn—A

Jei priimama prielaida, kad $i metrizuota laiko logika apima ir realiy skaiCiy teorija su jos
désniais, tai galima jrodyti, jog Sioje laiko logikoje laikas turi bati tolydus.

Sia loging sistema galima iSplésti, prijungiant prie jos aksiomuy aksioma ?FmFnp>F(m+n)p,
kurios nemetrizuotas analogas yra aksioma ?FFpoFp. Sios aksiomos isreiskia santykio ,anks¢iau —
véliau® tranzityvuma.

Taip i$pléstoje metrizuotoje laiko logikoje iSvedama ir teorema ?PmPnp>P(m-+n)p.

Norédami jvesti prielaida apie laiko nepabaigiamuma ateityje, ¢ia apraSomaja metrizuotos laiko
logikos sistemos iSvedimo aparatg turétume papildyti aksioma ?—Fnp>Fn—p. Taip iSpléstoje sistemoje
galétume iSvesti tos aksiomos nemetrizuota analoga — teorema ?—Fp>F—p, taciau negalétume iSvesti
formulés, teigianCios laiko pradzios nebuvimg. Priimdami tokig prielaida, privalétume isivesti
atitinkama papildoma aksioma ?—Pnp>Pn—p. Taigi, kaip tai iSplaukia i§ aksiomatiniy sistemy analizés,
laiko pradzios ir pabaigos buvimas ar nebuvimas — yra nepriklausomos galimybés.

A. Praioras turima aksiomy sistema papildo dar ir aksioma ?Fn—p>—Fnp, kuri, jo manymu,
reiskia laiko nesisakojima (jo tiesiSkuma) ateityje. [sivedus tokia aksioma, galima i§vesti teoremas:

?Fnpo>—Fn—p,

?PnFnpop,

?PnF(n+m)p>Fmp,

?PFpo(pvPpVvFp),

?Fnp>(Fng>oFn(pAq)),

2FpAFq)o[F(pAq)VE(pAFq)VE(gAFD)].

Sios teoremos yra absoliuciai teisingos tik tada, jei laikas ,nesiSakoja®, t.y., kai negali
egzistuoti ,.kelios skirtingos nepriklausomos ateitys®, o i§ vienareikSmiskai apibrézty priezasCiy, esanciy
dabar, gali iSplaukti tik ,,vienintelé ateitis“. Jei laikas galéty ,8akotis™, Sios teoremos jau nebebity
absoliuciai teisingos. Rekomenduociau skaitytojui paanalizuoti tokias situacijas, nes tai padéty jam
suprasti, kam reikalingas aksiomatinés laiko savokos nagrinéjimas ir ka jis duoda.

Reikeéty pazymeti, kad anksciau nagrinéto laiko logikos sistemos P4 ir P5 néra stratifikuotos,
nes jose jungiami teiginiai, besiremiantys ijvairiomis nestratifikuotomis prielaidomis, turin¢iomis

bei dvi papildomas iSvedimo taisykles R1.

skirtingas prigimtis. Pavyzdziui, taisykle ir aksioma ?—Fnp>Fn—p remiasi prielaida, jog laikas

?FnA
ateityje nesibaigia, aksioma ?Fn—p>—Fnp remiasi prielaida apie ateities vienatiSkuma (,,laiko
nesiSakojima‘), o aksioma ?FmFnp>(m-+n)p — prielaida apie santykio ,,anks¢iau — véliau* tranzityvuma.

Rekomenduociau skaitytojui grizti prie ¢ia aprasyty laiko logikos sistemuy pavyzdziy ir
paanalizuoti, kokiomis prielaidomis remiasi ty sistemy aksiomos ir i§vedimo taisyklés.

Reikia taip pat pazyméti, kad Cia pateiktas stratifikuotos laiko logikos sistemos pavyzdys, kuris
buvo gautas pleciant minimalig Lemono sistema, néra vienintelis. Gali egzistuoti ir daugiau stratifikuoty
laiko logikos sistemy. Tac¢iau mes ¢ia jy jau nebenagrinésime, kaip nebenagrinésime ir kity laiko logikos
sistemy, besiremianciy skirtingomis operatoriy F, P, G ir H interpretacijomis, bei sistemy, kuriose
naudojamasi ir kitokiais laiko logikos operatoriais (pavyzdziui, fon Raito operatorium ,,ir po to* bei
pan.). Sistemotyros kurso klausytojams pakaks ty ziniy apie laiko logikas, kurios buvo ¢ia ka tik
i8déstytos, o norintys gilintis | $ia sriti gali pasinaudoti specialia literatlira, nurodyta gana i§samiame
literatliros sarase, pateiktame knygoje [296] (zilr. toje knygoje A. A.Ivino straipsnj, skirta laiko
logikai).

Apie laiko logikos taikymus kompiuteriniy programy verifikavimui galima pasiskaityti knygoje
[297]. Tam tikslui geriau tinka sekvencinés laiko logikos sistemos, nes tokiy sistemy taikymas gali bti
automatizuotas. Sioje knygoje skaitytojas ras ir naujesnés literatiiros, skirtos laiko ir kitoms
neklasikinéms logikoms, sarasa.

Pereisiu prie veiksmy logikos apzvalgos. Veiksmy logikai budinga tai, kad,
vykstant veiksmams, gali Keistis nagrinéjamoji situacija, i ka butina atsizvelgti,
darant tas ar kitas logines iSvadas, priimant sprendimus apie darytinus naujus
veiksmus. Tai reiSkia, jog veiksmy logikai biidingas griZtamojo (atbulinio) rySio
buvimas. Tokius rySius galima aprasyti loginémis funkcijomis, kurias
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D. A. Pospielovas (D. A. Pospelov) savo knygoje [126] pavadino rekurentinémis
Bulio funkcijomis (RBF).

RBF D. A. Pospielovas apibrézia kaip loging laiko funkcija y(t)=f(x;(t), xa(t),
ey Xn(t), X1(t=1), X2(t=1), ..., Xp(t=1), x1(t=2), ..., Xp(t-1+1), X;(t=T), X2(t-1), ..., Xn(t-1),
y(t=1), y(t=2), ..., y(t-k)), priklausan¢ia nuo loginiy argumenty (loginés schemos
1¢jimy) X, X2, ..., X, dabartiniu momentu (dabartiniame takte) t ir nuo ty argumenty
reikSmiy prie§ tai buvusiose taktuose nuo t-1 iki t-r, kur r>0 — koks tai sveikas
teigiamas skaiCius, o taip pat nuo pacios funkcijos reikSmiy y(t-1), y(t-2), ..., y(t-k)
(t. y. nuo loginés schemos i§¢jimy) pries tai buvusiuose taktuose t-1, t-2, ..., t-k, kur
k>0 — teigiamas sveikas skaiCius, o kintamasis t, vaizduojantis diskreciai besikeicianti
laika, prabéga sveiky reikSmiy seka: 0, 1, 2,....

Nors, kaip matyti i§ Sio apibrézimo, funkcija y apibréziama lyg ir rekursyviai
(t.y. per pacios saves reikSmes), taciau ja D. A. Pospelovas pavadino rekurentine
todél, kad jos reik§meés (is¢jimo trajektorijos y(t) taskuy koordinaciy reik§més) gali bati
apskaiciuotos rekurentiSkai: zinant i¢jimo trajektorijas ir ankstesnes iSé¢jimo y(t)
reikSmes taktuose t<0, galima, naudojantis rekurentiSku funkcijos y(t) apibrézimu,
apskaiciuoti tolesnes tos funkcijos y(t) reikSmes.

Pavyzdziui, jei RBF apibréziama lygybe y(t)=x(t)y(t-1)vx(t-1), kur y(0)=1, tai, esant tokiai
iéjimo trajektorijai {x(t)}=0; 0; 0; 1; 0; 0; 0; 1; 0; 0; 0; 1; 0; 0; 0; 1; O; ..., kai t=0, 1, 2, ..., gauname, jog

y(1)=x(1)y(0)vx(0)=0A1v0=0,

y(2)=x(2)y(1)vx(1)=0A0v0=0,

y(3)=x(3)y(2)vx(2)=1A0v0=0,

y(4)=x(4)y(3)vx(3)=0A0v1=1,

y(5)=x(5)y(4)vx(4)=0A1v0=0,

y(6)=x(6)y(5)vx(5)=0A0v0=0,

y(7)=x(7)y(6)vx(6)=1A0v0=0,

y(8)=x(8)y(7)vx(7)=0A0v1=1,

y(9)=x(9)y(8)vx(8)=0A1v0=0,

Gana daznai tenka nagrinéti logines schemas, su griztamaisiais rysiais,
turinciais ne viena, o kelis i§¢jimus, t. y. nagrinéti RBF sistemas.

yi()=x() vy, (t-1),
Tokios sistemos pavyzdziu gali buti sistema <y, (t)=X(t)y,(t-D)vy,(t-2),
y3() =y (t=Dy;(t =D vy, (t-1), esant
pradinéms salygoms

y1()=0, kai t<0,

v2(t)=0, kai t<0,

y3(t)=1, kai t<0
ir {¢jimo trajektorijai {x(t)}=0; 1; 0; 1; 0; 1; 0; 1; 0; 1;..., kai t=0; 1; 2; 3; 4; ....

Apskai¢iuosime sistemas i$éjimus momentais t=1; 2; 3; ...

yi(D=x(1)vy2(0)=1v0=1;

Y2a(D=X (Dy2(0)vyi(-D)=T A0V 0=1;

Y3(D=y1(0) 75 (0)vy2(0)=0 A T v 0=0;

y1(2)=x(2)vy,(1)=0v0=0;
Y2(2)=X (2)y2(1)vy1(0)=0 A0V1=1;
y3(2)=y1(1) 5 (Dvys(1)=1A0v0=1;

y1(3)=x(3)vy(2)=1v1=l;

¥23)=X B)y:)vyi()=1 Alv1=1;

¥33)=y1(2) V3 @vya(2)=0 A T v 1=1;

Tokiy sistemy realizavimui loginémis schemomis reikalingi ne tik invertoriai,
disjunktoriai ir konjunktoriai, bet ir vélinimo blokai, kurie, budami jjungti i
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griZtamyjy rySiy grandines, gali realizuoti tai, ka galima biity pavadinti sistemos
atmintimi. Tod¢l RBF tinka ir baigtiniy automaty — loginiy schemy, galinciy
imituoti procesus, turinéius atmintj — apraSymui. Pavyzdziui, autonominiy RBF,
kuriy argumentais gali biiti tik paciy funkcijy ankstesnés reikSmeés, sistema

yit+D)=0,(y,(1), y, (1), ..., (1)),
Y,(t+ 1) =0,(y,(1), y, (1), ..., ¥, (1)),

Y (t+1) = 0,(y,(1), 5 (1), ... ¥, (1))

apraso baigtini automata, vadinama autonominiu, t.y. tokj baigtini automata, kuris
neturi iSoriniy i¢jimy ir kurio funkcionavimas todél priklauso tik nuo automato vidinés
busenos ir jos kitimo, apibréziamo jau minétomis RBF.

Automato vidinés busenos kitima galima apraSyti ir lentele, iSreiSkiancia
automato naujy i$éjimy y;(t+1), y2(t+2), ..., ys(t+1) (o tuo paciu — ir automato nauju
biiseny) priklausomybg nuo automato seny i8¢jimy yi(t), ya(t), ..., ys(t) (t.y. nuo
automato seny busenuy).

Baigtinio autonominio automato funkcionavima tokiu btidu aprasancios lentelés pavyzdziu gali
buti 354-0ji lentelé, kurioje s=3.

354. lentelé

yi) | yo(®) | ys®) | yit+D | vo(t+D | ya(t+1)
0 0 0 0 1 0
0 0 1 1 0 1
0 1 0 1 1 1
0 1 1 0 1 1
1 0 0 1 1 1
1 0 1 1 1 0
1 1 0 0 0 0
1 1 1 0 1 0

Isreiske §i automata aprasancias RBF tobulojoje DNF ir po to minimizave gautgja loginiy
funkcijuy sistema (sidilau tai padaryti paCiam skaitytojui savarankiskai), rastume, jog y,(t+1)=
=Y, (Oly; (O Vy;(OIvy Dy, (Dy; (1), vy (t+D)=y3(Oly; (OVy,(OIvy; Oy (Dvy, (D] ir
Y3 (t+D =y, (Oly, (O vy;(O]vy ()Y, (Dy;5(D).

Norint sudaryti §i automata realizuojancia schema, prireikty trijy vélinimo bloky (vélinimo
linijy), uzlaikanciy elektrinius signalus, vaizduojancius i$¢jimo funkcijy (ir automato biiseny) reikSmes,
vieng laiko takta 1, lygy 1 laiko vienetui.

Vélinimo blokai gali biiti konstruojami jvairiai, pasinaudojant ivairiais fiziniais reiskiniais, dél
ju inercijos trunkanciais tam tikra fiksuota laika. Egzistuoja indukcinés, akustinés, magnetostrikcinés
ir pan. uzlaikymo (vélinimo) linijos. Vélinimo blokais gali biiti ir elektromagnetinés bei elektroninés
relés (taip vadinamos kiprelés, kuriose, keisdami varza R ir talpa C, galime reguliuoti uzlaikymo
(uzdelsimo, vélinimo) trukme¢ t=kRC, kur k—proporcingumo koeficientas). Apie vélinimo blokus jau
esame kalbéje 1.11. skyriuje ir su jais dar susidursime antrojoje Sios mokymo priemonés dalyje, kurdami
imitacinius modelius, imituojanius ty ar kity modeliuojamy procesu trukme. Cia nagrinéjamo baigtinio
automato atveju mus domins ne tiek klausimas, kaip tokie blokai konstruojami, kiek klausimas, kaip
tokius blokus reikia jjungti | loging schema, kad gautume baigtinio automato schema.

Atsakyma i §i klausima iliustruoja 405 pav., kuriame pateikta baigtinio automato, kurj apraso
354-0ji lentelé, schema loginiy elementy stratoje.

Sioje schemoje Zymenimis VB,, VB, ir VB; pazyméti vélinimo blokai, uzlaikantys schemos
i8¢jimo signalus vienu taktu. Tuo momentu, kai bloko VB, iéjimu tampa y,(t+1), jo i$¢jimas yra lygus
vienu taktu prie§ tai buvusiam iéjimui, t.y. y(t). Analogiskai veikia ir kiti du vélinimo blokai. I$
vélinimo bloky i$¢je signalai, vaizduojantys y(t), y»(t) ir y3(t) reikSmes, modeliuojamo takto t+1 metu
peréje loginés schemos elementus, tampa signalais y(t+1), y,(t+1), y3(t+1) ir patenka | vélinimo bloky
i€jimus, kad, uzdelsg juose viena takta, momentu t+2 iSeity i$ ju ir patekty | loging schema kaip funkcijy
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Yi(EF2)=0i(y(EF 1), ya(tH1), Yot 1)), ya(tH2)=@a(yi(tH1), ya(t+1), ya(t+1) ir ya(E2)=ps(ya(t+1), ya(t+1),
y3(t+1)) argumentai.

Rekomenduodiau skaitytojui isigilinti { 405 pav. pavaizduota schema ir gerai i$siaiskinti, kaip ji
veikia.
Yi(t+1) Yo(t+1) Ys(t+1)

v []
ya(t)
(A ]

N ) D] D] [A]
(A /\1\ \ v \/ A

}fh\éjgﬁg% T

ya(t) y3(t)
ya(t) ya(t)
yi(®) yi(t)

yi(t) ya(t)

e ] V] o] [
| |

IA] [

405 pav.

Bity naudinga, jei skaitytojas, analizuodamas schemos veikima, pabandyty sudaryti automato
funkcionavimo (jo peréjimy i§ vienos biisenos | kita) portreta, analogiska tiems portretams, kurie buvo
sudaryti 1.3. skyriuje ten nagrinétiems automatams (zitir. 15-ji ir 16-ji paveikslélius).

Pazyméjes automato busena Z(t) koordinaciuy ys(t), ya(t), yi(t) reikSmémis, skaitytojas galés
nesunkiai isitikinti, jog Sio automato faziné trajektorija priklauso nuo pradinés biisenos ir anksCiau ar
véliau tampa periodine. Jei momentu t=0 automato pradiné biusena buty z(0)=(y3(0), y(0), y;(0))=
=(1; 0; 0), tai iki momento t=1 automatas pereity i busena z(1) =(y3(1), y2(1), y1(1))=(1; 0; 1), po to — i
biisena z(2)=(0; 1; 1), dar po to — | basena z(3) =(0; 0; 0), po to — i biisena z(4) =(0; 1; 0), po jos — i
biiseng z(5)=(1; 1; 1), po ko momentu t=6 vél grizty i biisena (0; 1; 0) ir toliau testy cikla (0; 1; 0)=
2(1;1; 1).

[ ta pati nepabaigiama cikla (0; 1; 0)=(1; 1; 1) automatas patekty i§ bet kurios i$ jau i§vardinty
baseny ((0; 0; 0), (1; 05 0), (1; 0; 1), (0; 15 1)), o taip pat ir i§ blisenos Zz(t) =(y3(t), y2(t), yi(t))=
=(0; 0; 1), taciau i§ busenos z(0)=(z3(0), z,(0), z;(0))=(1; 1; 0) musy nagrinéjamasis autonominis
automatas i cikla (0; 1; 0)=2(1; 1; 1) jau nebepatekty: jis iSkart paklifity i iSsigimusi cikla (1; 1; 0)=
2(1; 1; 0), t.y. visa laika biity vienoje ir toje pacioje stabilioje biisenoje. Bet kuriuo atveju miisy
nagrinéjamas automatas busenose (0; 0; 0), (0, 0, 1), (0; 1; 1), (1; 0; 1) pats savaime galéty pabuvoti ne
daugiau negu viena karta, o gana daZznai — ir né vieno karto. Jei pradiné §io automato biisena buty

parenkama atsitiktinai su vienodomis tikimybémis, lygiomis e tai po kai kurio pakankamai ilgo laiko
mes ta automata rastume arba biisenoje (1; 1; 0)su tikimybe, lygia %, arba vienoje i§ buseny (0; 1; 0) ir

(1; 1; 1) su vienodomis tikimybémis, lygiomis % (ir tos dvi biisenos pastoviai kaitaliotysi, dél ko ir

susidaryty periodinis procesas).

Autonominius automatus, panasius 1 ka tik iSnagrinétaji, 1.4.6. skyrelyje, mes
buvome pavading taisyklingais (arba Muro) automatais. Nesunku irodyti, kad tokiy
automaty funkcionavima visada galima apraSyti RBF, priklausan¢iomis tik nuo savo
paciu ankstesniy reik§miy ir kad tokiy automaty funkcionavimas visuomet yra
periodinis, priklausantis nuo pradinés buisenos ir nuo RBF sistemos.

Pasitelk¢ RBF, priklausancias ne tik nuo paciy saves, bet ir nuo iSoriniy iéjimuy,
mes galétume sudaryti schemy, vadinamy sekvencinémis maSinomis bei Milio
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automatais (zidir. 1.4.6. skyreli), apraSymus. Rekomenduociau skaitytojui, naudojantis
tokiomis RBF, apraSyti dvejetainiy trigeriy, turin€iy vieng (,,skaitiklini*“), du (,,nulini*
ir ,,vienetini®) ir tris (,,nulini, ,,skaitiklini* ir ,,vienetini*) i€¢jimus, funkcionavima. Jei,
atlikdamas Sia uzduoti, skaitytojas susidurty su kokiais nors sunkumais,
rekomenduociau jam pastudijuoti gana aiskiai ir paprastai parasytas knygas [50, 101,
102 ir 126], nagrin¢jancias taisyklingy baigtiniy automaty ir sekvenciniy masiny
analizés ir sintezés klausimus. Tokiy knygy studijos padéty jam suvokti, kaip
konstruojamos automatinés sistemos ir robotai, sugebantys orientuotis ir veikti
besikeifiancioje aplinkoje, kai aplinka gali keistis ne tik nuo iSorés veiksniy, bet ir
paciy roboty veiklos.

Tai taip pat padéty jam suprasti, kaip sprendziamos problemos, su kuriomis
susiduriama konstruojant aksiomatines veiksmy logikos sistemas. O tos problemos
iSkyla todel, kad tokiy sistemy pagrinda sudarancios aksiomos ir iSvedimo taisyklés
jau néra pastovios kaip klasikiniuose teiginiy bei predikaty skai¢iavimuose, o gali
keistis priklausomai nuo nagrinéjamoje sistemoje bei jos aplinkoje jvykusiy
poky¢iy, dalis kuriy galéjo buti iSSaukti nagrinéjamos sistemos subjekty jvykdyty
veiksmy. Todé¢l 1.15. skyriaus pradzioje ir 1.16.1.3.5. bei 1.16.1.2.4. skyreliuose
mingétieji situaciniai, normatyviniai ir motyvaciniai modeliai veiksmy logikos
sistemose buty jau nebiitinai pastovis: jie galéty Kkeistis jvykdyty veiksmy
pasekoje. Todé¢l buty butina atsizvelgti | egzistuojancius griztamuosius rysius, juos
atitinkamai matematiSkai apraSyti ir iSreiksti (kad ir naudojantis jau minétomis RBF
bei schemomis, vadinamomis automatais su atmintimi, sugebanc¢iomis fiksuoti bei
kaupti patirtj ir i§ jos mokytis).

Pavyzdziui, konstruojant robotus ir programuojant ju veiksmus, tenka
atsizvelgti | tai, kad robotas, sutikgs savo kelyje klititi, sugebéty nuspresti, ar reikia ja
apeiti, ar paSalinti, ar atidaryti uzdarytas duris, ar reikia sienoje grezti skyle, pasidarant
reikalingg 1$¢jima ir tokiu biidu pakei¢iant esama situacija.

Veiksmy logikai budingu matematiniu aparatu tenka naudotis ir sudarant
kompiuterinius Zaidimus, kuomet tenka imituoti jvairius virtualios aplinkos
pasikeitimus, atsirandancius zaidimo dalyviy ivykdyty bei vykdomy veiksmy pasekoje.

Pavyzdziui, lektuvo skrydZio simuliatoriuose bei kompiuteriniuose Zaidimuose,
imituojanciuose léktuvo virazus, reikia sugebéti pakankamai greitai ir pakankamai
tiksliai apskaiciuoti, kaip keiciasi vaizdas, matomas i§ léktuvo, kokios to vaizdo dalys
pasidaro matomos, kokie nauji vaizdai iSnyra, kaip keiciasi matymo kampai, Seséliy
ilgiai ir t. t. ir t. t. Kad visa tai néra taip jau paprasta, tuo nesunkiai isitikintume,
pabandg visus tuos pasikeitimus numatyti, apskaiciuoti ju charakteristikas ir sudaryti
juos imituojancia programa.

Veiksmu logikoje kartais susidaro situacijos, kada net elementarios klasikinio
teiginiy skaiiavimo aksiomos, tokios kaip pagq—p, pasirodo, jau esancios
nebegaliojanciomis.

AnalogiSkos situacijos gali susidaryti ir mikropasaulio logikoje, kurioje
galioja kvantinés mechanikos désniai ir gali negalioti kai kurie klasikinés mechanikos
désniai (kaip, pavyzdziui, reliatyvistinéje mechanikoje, esant dideliems greiciams, jau
nebetinka tos paprastos grei¢iy sudéties taisyklés, kurios taikomos klasikinéje
mechanikoje, o tenka naudotis jau zymiai sudétingesnémis reliatyvistinémis
formulémis).

Visa tai patvirtina mintj, iSsakyta Sio skyrelio pradzioje, kad neklasikinés
logikos atstovy jau nebestebina ta aplinkybé, jog skirtingose srityse, kuriose galioja
skirtingi désniai, gali buti taikomos skirtingos loginés sistemos, besiskiriancios
viena nuo kitos savo aksiomatika. Juk dabar ir matematiky bei fiziky jau nebestebina
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ta aplinkybe, kad skirtingose erdvése, besiskirian¢iomis savo charakteristikomis, gali
egzistuoti skirtingos geometrijos.

Taciau, i§ kitos pusés, §i aplinkybé dar nereiSkia, jog skirtingos loginés
sistemos (ir skirtingos geometrijos) negali turéti bendry bruoZy ir negali tapti
sudétinémis kokios nors didesnés sistemos dalimis, kad sistemotyros mokslo
atstovai negali ir neturi déti pastangy tokiy sistematizuojanciy sistemy paieSkoms
bei konstravimui. Kod¢l, pavyzdziui, negaléty egzistuoti geometriniy erdviy teorija,
apibendrinanti jvairias geometrijas, arba, pavyzdziui, kodél negaléty biiti sukurta tokia
loginiy sistemy teorija, kurioje jvairios loginés sistemos (su kuriy dalimi mes jau
susipazinome ir kuriy dar daugiau liko neapzvelgta) sudaryty antrojo tipo sistema?
Kartu su diferenciacijos procesu logikoje, kaip ir visuose kituose moksluose, turi
vykti (ir vyksta) taip pat ir integracijos procesas.

1.16.1.5.7. Modalinés logikos

Modalinés logikos skiriasi nuo beveik visy iki Siol nagrinéty logiky, daznai
vadinamy asertorinémis, tuo, kad modalinése logikose jvedami papildomi

operatoriai, iSreiSkiantys modalumus: biitinuma, galimuma, negalimuma ir pan.

Modalines logikas buvo galima nagrinéti ir skyrelyje, skirtame neklasikinéms logikoms,
nes intensyvus modalinés logikos désniy apra§ymo formalizavimas ir formalizuoty modaliniy loginiy
sistemy konstravimas vyko kaip tik tuo paciu laikotarpiu, kai formavosi neklasikinés logikos. Be to
modalinés logikos turi ta bendra bruoza su neklasikinémis logikomis, kad yra daugiareikSmés: jos
gali buti interpretuojamos modaliniy teiginiy loginiy reikSmiuy lentelémis, kuriose teiginiams
priskiriamos daugiau negu dvi loginés reikSmeés — trys, keturios ir daugiau, gana daznai — net be galo
daug loginiy reikSmiy.

Taciau modaliniy logiky apraSymui Sioje mokymo priemonéje isskirtas atskiras skyrelis. Taip
buvo padaryta dél dviejy priezasciy.

Pirmoji priezastis — istoriné. Modalinés logikos Saknys, galima sakyti, beveik tokios pat
senos kaip ir klasikinés logikos. Modalumais doméjosi jau Aristotelis, kuris, nagrinédamas logikos
problemas, ne taip jau retai naudojosi savokomis ,biitina“ ir ,gali buti“, o taip pat iSreikstinai
formulavo bei neisreikstinai vartojo kai kurias modalinés logikos iSvedimo bei prieSpastatymo (neigimo)
taisykles. Aristotelis net kiiré silogistika su modaliniais universaliais ir daliniais teiginiais.

Tiesa, savoka ,,gali buiti“ Aristotelis vartojo ne kokia nors viena grieztai apibrézta prasme, o
suteikdavo jvairiose situacijose jai jvairias prasmes, kurios intuityviai Siek tieks skyrési. Bet juk ir dabar,
Siuolaikinése modalinése logikose, modalumus ,,gali biiti* ir ,,blitina“ kai kurie logikai interpretuoja ne
visai vienodai. D¢l to ir atsirado tiek daug skirtingy modalinés logikos sistemy. Vienas jy yra klasikings,
kitos — neklasikines.

Modaline logika ir jos problemomis doméjosi ne tik Aristotelis, bet ir jo pasekéjai, pavyzdziui,
Teofrastas ir Eudemas, kurie skirtingai nuo Aristotelio, nagrinéjusio fakty modalumg (,,modalis de
re“), nagrinéjo kalbos modalumus (,,modalis de dicto®). Modalinés logikos raidos istorijoje
pazymétinas ir 1.16.1.5.6. skyrelyje jau minétasis Diodoras bei eilé viduramziy mokslininky.

Taigi, modalinés logikos istorinés Saknys yra Zymiai senesnés negu neklasikiniy logiky ir
todél modalinés logikos raidos istorija sutapatinti su neklasikiniy logiky raidos istorija biity
neteisinga.

Antroji priezastis — modaliniy logiky specifika, iSskirianti jas | atskira gana savarankiska
logikos mokslo sritj, kuria galima biuity interpretuoti kaip klasikinés logikos (ir kai Kkuriy
neklasikiniy logiky, pavyzdZziui, intuicionistinés) plétinj. Tokios specifinés srities nagrinéjimui buvo
tikslinga iSskirti atskira skyreli, kas ir buvo padaryta, nors Siuolaiking matemating modaline logika
tikrai biity galima priskirti neklasikiniy logiky aibei. Kai kurie logikai laikosi kaip tik tokios
nuomones.

Modaling logika galima nagrinéti tradicine — taip vadinamaja ,,siaurgja“ —
prasme, kuomet apsiribojama modaliniais operatoriais ,,butina® (,,h*, arba ,,N* nuo
lotynisko zodzio ,necesse”) ir ,gali biiti“ (,,0, arba ,,P* nuo lotynisko Zodzio
,possible”, t.y. ,,galima®) bei ju neiginiais ir ju kompozicijomis (,,hh*, ,.0h0*,
,~N0~N* ir pan.), ir taip vadinamaja ,,pla¢iaja prasme*, kuomet nagrinéjami ne tik
ka tik minétieji aletiniai, bet ir deontiniai, episteminiai, aksiologiniai ir kiti modalumai.
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Neklasikiniy logiky skyrelyje miisy nagrinétasias laiko logikas irgi galima priskirti
prie modaliniy logiky ,placiaja prasme“, nes operatorius ,,F* ir ,,P* galima
laikyti modalumo operatoriais.

Istoriskai pradzioje susiformavo modaliné logika ,,siaurgja“ prasme — aletiné
modaliné logika. Tod¢l modaliniy logiky nagringjima pradésime nuo jos ir tik skyrelio
pabaigoje pereisime prie modalinés logikos ,,placigja‘ prasme.

Aletinius modalumus ,,gali biiti“ ir ,,bitina* bei juy neiginius ir iteracijas bei
kitas kompozicijas galima nagrinéti jvairiais aspektais, kadangi tie modalumai bei ju
kompozicijos gali turéti daug Siek tiek skirtingy interpretacijy.

Visu pirma, galima iSskirti taip vadinamus loginius ir ,fizinius*
(ontologinius) modalumus. Tokia aletiniy modalumy klasifikacija remiasi dar
Leibnico jvestu teisingy teiginiy skirstymu | fakto ir logikos tiesas. Pirmyju
teisingumas nustatomas eksperimentaliai nagrin¢jant mus supanti pasauli, antrieji yra
arba logikos bei matematikos désniai, kuriuos Kantas laiké teisingais apriori, arba i
ty désniy deduktyviai iSplaukiantys teiginiai. Loginis modalumas ,,btitina* reiskia
»logisSkai ijrodoma®, o ,gali buti“ — ,logiSkai nepaneigiama®. Fizinis modalumas
,butina* vartojamas tada, kai kalbama apie gamtos désnius, o fizinis modalumas ,,gali
buti*“ priskiriamas teiginiams, kurie teigia tai, kas fiziSkai biiti gali, taciau ne visada
bitinai jvyksta.

Leibnicas laiké biitinais tik logiSkai biitinus teiginius, ju neiginius — negalimais,
o visus kitus teiginius — tik galimais. PanaSios nuomonés laikosi ir kai kurie Siy laiky
logikai, priklausantys filosofinei neopozityvizmo krypciai. Taciau dauguma logiky yra
Siek tiek kitokios nuomones ir skiria dvi butinumo ir galimybés riasis — logine ir
fizing. Apie loging ir fizing galimybes ir negalimybe¢ mes jau kalbéjome 1.15.3.
skyrelyje.

Kartais modalumai ,,butina“ ir ,,gali biti*, vartojami dar ir taip vadinamaja
deontine (normatyvine) prasme. Tuomet modalumas ,,biitina* reiskia ,,privalu®, o
modalumas ,gali buti“ suprantamas Kkaip ,leidZiama“, t.y. nedraudziama
juridinémis, moralinémis ir kitokiomis normomis.

Laiko logikos interpretacijoje modalumas ,biitina* suprantamas Kkaip
poZymis to, kas biitinai biina visada, o modalumas ,,gali buiti“ — kaip tai, kas biina
kai kada, bet ne biitinai biina visada.

Reikéty skirti ir jau minétuosius ,,de re* ir ,,de dicto* modalumus, kurie daznai
labai artimi savo prasme. Kai modalumo operatorius vartojamas ,,de dicto*, kaip
tai daroma Siuolaikinéje modalinéje logikoje, tai jis priskiriamas visam teiginiui
(veikia visa teiginj), o kai modalumas vartojamas prasme ,de re“, tai jis
priskiriamas tik teiginio predikatui. Siuo atzvilgiu modalumy ,,de dicto” ir ,.de re“
vartojimas yra panasus | iSorinio ir vidinio neiginiy vartojima. Modalumy vartojima
»de dicto® ir ,,de re* prasme pailiustruosiu fon Raito pavyzdziu. Teiginys ,,Gali biti,
kad Dzonsas negyvas® reiSkia modaluma pavartota ,.de dicto* prasme, o teiginys
»DZonsas gali buti negyvas“ — modaluma ,,de re*“. Daugelis logiky laiko, kad Sie
teiginiai ekvivalentiis. Taciau Petro Ispano, jau minéto 1.16.1.5.5.2. skyrelyje,
pavyzdys ,,Sédintis Zmogus gali vaiksc¢ioti“ rodo, jog modalumus ,,de dicto* ir ,,de re*
vis délto reikeéty skirti. Juk jei Siame sakinyje galimybés modaluma vartoti ,,de dicto® ir
priskirti visam teiginiui, tai Sis teiginys bus neteisingas, nes sédint vaik§cioti
neimanoma. Taciau jei §§ modaluma interpretuoti ,,de re* ir priskirti teiginio predikatui,
tai Petro Ispano teiginys tampa teisingu, nes sédinCiam Zmogui iSlieka galimybé
vaikscioti.
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Atsizvelgiant { tai, ar teiginio teisingumo biitinybé bei galimybé priklauso ar
nepriklauso nuo kity teiginiy teisingumo ar neteisingumo, skiriami santykiniai
(salyginiai) ir absoliutlis modalumai.

Absoliutiis modalumai priskiriami teiginiams, kurie yra bitinai teisingi arba
gali buti teisingi nepriklausomai nuo kity teiginiy. Pavyzdziui, logikos ir matematikos
désniai yra biitinai teisingi absoliu¢iaja prasme.

Taciau pasitaiko atvejuy, kuomet kokio nors teiginio p teisingumo biitinumas ar
galimumas priklauso nuo kito teiginio q teisingumo ar neteisingumo. Tokie modalumai
vadinami santykiniais (reliaciniais, salyginiais) ir zymimi h(p\q) bei O(p\q), kai tuo
tarpu absoliutlis modaliniai teiginiai zymimi hp bei 0q.

Santykines modalines funkcijas nagrinéjo jau minétasis fon Raitas (von Wright
G.H.). Mes ¢ia ju nenagrinésime, apsiribodami tik absoliuciais modalumais, todél juos
nagrinédami trumpumo délei nevartosime zodzio ,,absoliutus®.

Modaliniy logiky ,siaurgja“ prasme istorijoje priimta iSskirti tris etapus: 1) Antikos ir
viduramziy, 2) modalinés logikos formalizavimo ir formaliy modaliniy sistemy konstravimo, 3) aletiniy
modaliniy sistemy interpretavimo, ju semantinés analizés ir sistematizavimo etapa, sutampanti su
Siuolaikiniu modalinés logikos ,,placigja“ prasme sistemuy konstravimo, analizés ir sistematizavimo
etapu.

Pirmajam etapui, kurio pradzia zymi jau minétieji Aristotelio bei stoiky darbai, yra biidinga,
kad jo metu formavosi modalinés logikos pagrindinés savokos ir vyko neformalus juy savybiy
nagrinéjimas.

Antikos logikai ir scholastai ne tik ivedé ir naudojo modalumus ,,biitina®, ,,galima®, ,,nebGtina“
ir ,,negalima“ (Aristotelis — ,,de re®, o Teofrastas ir Eudemas — ,,de dicto® prasme), bet ir suformulavo
kai kuriuos modalinés logikos désnius (pavyzdziui, tokius, kuriuos, naudodamiesi dabartine simbolika,
uZraS§ytume formulémis: hA—A, A—>0A, hA&~0~A, OAe~h~A).

XIII a. viduramziy logikas U. Servudas nagrinéjo $eSias modalumy riisis: teisinga, neteisinga,
galima, negalima, atsitiktina, batina. Vélesniy laiky logikai (U. Okamas, Z. Buridanas) pagrindiniy
modalumy skai¢iy sumazino iki trijy, suvesdami juos { modalumus ,,biitina* (,,neiSvengiama“), ,,galima“
(,,gali buti“) ir ,,negalima® (,,nejmanoma-).

XVIII a. Zymus filosofas E.Kantas (1724-1804), gyvenes ir dirbgs Karaliaudiuje, visus
teiginius pagal ju modalumo pozymius suskirsté | asertorinius (t.y., tuos, kuriuos dabar nagrinéja
klasikinés ir neklasikinés nemodalinés logikos), apediktinius (t.y. teiginius, turincius batinumo
pozymi) ir problematinius (t. y. teiginius, turin¢ius galimumo modaluma).

Taciau nei XVIII, nei XIX a. ypatingo susidoméjimo modaline logika kaip galima savarankiska
logikos sritimi nebuvo. Todél taip ir nebuvo sukurta nei viena modalinés logikos sistema.

Formaliy modalinés logikos sistemy kiirimas prasidéjo tik antrajame modalinés logikos
raidos etape, kuomet tokios sistemos buvo pradétos taikyti ne tik tam, kad biity galima atskirti dvi
tiesas — biitingja ir galimaja, bet ir bandant sukurti tokia matematinés logikos sistem3a, kurioje
biity iSvengta materialinés implikacijos paradoksy, apie kuriuos mes jau kalbéjome 1.16.1. poskyrio
pradzioje.

Sio etapo pradzia laikoma XX a. pirmoji pusé, kai 1918 m. pasirodé miisy jau keleta karty
minéto JAV logiko K.Luiso, lietuviskoje literatiroje daznai vadinamo K. E.Luju (C.I. Lewis),
pionieriskas darbas ,,A Survey of symbolic logic, pateikes aksiomatinés modalinés loginés sistemos,
véliau pavadintos S3, apraSyma. Tiesa, kai kurios idéjos, susisaukiancios su Siuo Luiso darbu, buvo Siek
tiek anksciau i§sakytos Mak Kaloko darbe, bet tuomet jos nebuvo pastebétos ir ivertintos.

1920 m. irgi jau ne karta miisy minétas lenky logikas J. Lukasievicius sukonstravo trireik§me
modaling logika, o 1953 m. — keturiareikSme.

Tas pats K. Luisas kartu su K. Lengfordu (C. H. Langford) 1932 m. darbe ,,Symbolic Logic*
apra$é modalinés logikos sistema, kuri dabar vadinama Luiso sistema S2 ir yra maziau grieZta negu S3.
Véliau buvo sukonstruotos ir kitos modalinés Luiso sistemos: S1, S4, S5 ir S6 bei eilé tarpiniy sistemy,
o taip pat ir silpnesniy uz S1.

Luiso ir Lukosievi¢iaus modalinés sistemos skiriasi visy pirma tuo, kad Luiso sistemose
naudojamasi  grieZtosios implikacijos, apibréZiamos modalinés logikos operatoriais,
modifikacijomis, o Lukasievicius sistemose — daugiareik§mémis materialiosiomis implikacijomis.

1956 m. vokie¢iy logikas V. Akermanas (W. Ackermann) savo darbe ,,Begriindung einer
strenger Implikation* pasitlé dar viena modaliniy sistemy klasg, kurioje naudojamasi taip vadinamaja
Akermano stiprigja implikacija. V. Akermano nuomone stiprioji implikacija adekvaciau apraSo
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loginiy i§vady gavimo procediira negu Luiso gri€ztosios implikacijos. Stipriosios ir grieztyjy implikacijy
palyginimg Akermanas pateiké savo straipsnyje ,,Uber die Beziehung zwischen strikten und strenger
Implikation®. Kai kurie logikai (pavyzdziui, Andersonas, Belnapas) laikosi nuomonés, kad Akermano
stiprioji implikacija pakankamai adekvaciai apraso logini iSvedamuma, taciau dauguma logiky tos
nuomonés nepalaiko. Todél paieskos Sioje srityje tgsiamos, apie ka jau buvo rasyta 1.16.1.5.6. skyrelyje,
kalbant apie A. Zinovjevo ir jo bendradarbiy sukonstruotas loginio i§vedimo sistemas S°, S¥, S™, S° ir
pan.

Buvo sukonstruota ir daugiau aletiniy modaliniy sistemy (Giodelio, fon Raito, Feiso, Karnapo,
Tarskio, Brauerio, Gzegorciko ir kity).

Modalinés sistemos gali biiti konstruojamos aksiomati§kai bei naudojantis sekvencijomis,
o taip pat naudojantis ty sistemy loginius operatorius apraSanciomis charakteristinémis
daugiareik§mémis matricomis. Tiesa, ne visoms sukonstruotoms modalinéms sistemoms tokios
matricos sudarytos. Dviem paskutiniais biidais sudarytose sistemose teoremy iSvedimo buidas gali biti
automatizuojamas.

Skaitytojui gali kilti klausimas, kodél atsirado (ir vis dar atsiranda) tiek daug skirtingy
modaliniy sistemy. Tam yra keletas priezasciy.

Visy pirma, modaliniai operatoriai gali buti interpretuojami gana jvairiai, ir todél
skirtingos modalinés sistemos, besiskirian¢ios viena nuo kitos savo stiprumu, skiriasi ir modaliniy
operatoriy ,,biitina“ ir ,,gali biiti* interpretacija — ,,silpnesne® ar ,,stipresne®.

Antra, skirtingos modalinés loginés sistemos, besiskirdamos modaliniy operatoriy
interpretacija, gali skirtingai spresti modaliniy operatoriy iteracijos problema, t.y. gali skirtingai
suvedinéti teiginius su keliais modaliniais operatoriais (pavyzdZiui, teiginius 00p, hhhp, ¢hop,
hohp, O~hp ir pan.) | paprastesnius teiginius, turin¢ius maZiau modaliniy operatoriy. Kadangi
intuityviai tampa jau sunku spresti, kaip turéty biiti interpretuojami teiginiai, turintys daug modaliniy
operatoriy, ir kaip juos suvesti | paprastesnius teiginius, tai ir tenka konstruoti bei nagrinéti jvairaus
stiprumo formalias aksiomatines modalines sistemas, besiskiriancias savo aksiomatika bei modaliniy
operatoriy (o tuo paciu — ir tokiy loginiy operatoriy kaip implikacija ar neigimas) interpretacija.

Modalinés logikos sistemos gali skirtis ir savo formalia kalba, t.y. tuo, kokie loginiai
operatoriai (tame tarpe — ir modaliniai) priimami kaip pagrindiniai, kuriais naudojantis apibréziami visi
kiti loginiai operatoriai. Pavyzdziui, Luiso modalinése sistemose pagrindiniais operatoriais gana daznai
pasirenkami operatoriai ,,A“ (konjunkcija), ,,~“ (loginis neigimas) bei ,,0¢ (modalinés galimybés
operatorius) ir, jais naudojantis, eksplicitiSkai apibréziami visi kiti operatoriai: disjunkcija ,,v* kaip

def def def
»Pvq < ~(~pA~q)“, grieztoji implikacija ,,<* (arba ,,=) kaip ,,p<q< ~0(pAr~q)“ (arba ,,p=>q <
def def
< ~0(pA~q)*), butinumo modalinis operatorius ,,h* kaip ,,h < ~0~“, grieztasis ekvivalentumas ,,<*

def def
kaip ,,(p=q) < [(p=9)A(q=p)]“, materialioji implikacija ,,o% kaip ,,(p>q) & ~(pA~q)“ ir t. t.

Zinoma, pagrindiniais operatoriais gali biiti pasirinkti (ir neretai pasirenkami) ne tik minétieji,
bet ir kiti operatoriai. Pavyzdziui, neretai pagrindiniais operatoriais pasirenkami operatoriai ,,v*, ,,~,
»h“ arba A%, ~“ ir ,,h“, o po to, jais naudojantis, eksplicitiskai apibréziami ir visi kiti loginiai
operatoriai, tame tarpe ir modalinés galimybés operatorius ,,0“, kuris tuomet apibréziamas formule

def
,,0 & ~h~.

Gali biiti pasirinktos ir kitos pagrindiniy loginiy operatoriy kombinacijos, kurios gaunamos
papildZius kuria nors nemodaliniy loginiy operatoriy sistema nors vienu modaliniu operatorium (nors,
zinoma, galima jvesti ir abu modalinius operatorius kaip pagrindinius ir nebitinai iSreiSkiamus
eksplicitiSkai viena per kita).

Pagrindiniai loginiai operatoriai (tame tarpe — ir modaliniai) gali biiti apibréZti lentelémis
(charakteristinémis matricomis), tafiau daZniausiai yra apibréziami implicitiSkai, t.y.
suformuluojant atitinkamas aksiomas bei iSvedimo taisykles (zitr. 1.5.5., 1.16.1.5.2. ir 1.16.1.5.4.
skyrelius).

Kartais implicitiniai ir eksplicitiniai apibréZimai taip sujungiami, kad pasirodo net
nebesvarbu, kuriuos loginius operatorius laikyti pagrindiniais, o kuriuos — iSvestiniais.

Kaip pavyzdi pateiksiu modalinés sistemos S1°, kuri yra Siek tiek silpnesné uZ jau minétaja
Luiso sistema S1, iSvedimo aparata. Ji sudaro penkios aksiomos, keturios iSvedimo taisyklés ir Sesi
eksplicitiniai apibrézimai.

Sistemos S1° aksiomos:

Al. pAgq=p,
A2. )pAq=qAp,
A3. ?[(pAgAr]=[pA(gAan)],
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A4. 7p=pAp,

AS. [(p=A(q=1)[=(p=1).
Sistemos S1° i§vedimo taisyklés:
2A(p)

————, teigianti, jog istaCius { bet kurig i§vedama formule A
T T

1) superpozicijos taisyklé
visur vietoj i ja jeinanc¢io bet kurio elementaraus teiginio p bet kuria formule £, gautoji tokiu badu i$
formulés 2 formulé S;f [A(p)] i8lieka iSvedama,;

N, 2B
UAB’
N,A =B
2B ’
4) pakeitimo grieztai ekvivalen¢ia formule taisyklé, teigianti, jog jei A<Y, tai bet kuri

2) sujungimo taisyklé

3) atskyrimo taisyklé

iSvedama formulé, pakeitus bet kurioje vietoje i jos sudétj jeinancia formule 2( jai grieztai ekvivalencia
formule B, gautoji po tokio pakeitimo formulé islieka iSvedama.
Sistemos S1° eksplicitiniai apibrézimai:

1) A o ~(AnB),

2) (UsB) S [~AUA-B)],

3) UL S (USB)AES),
1) (U=B) s [~0QAUn-B)],

5) (USE) S (AmBHABoA),

def

6) hA < ~0~2.

Taip aprasytoje sistemoje S1° visiskai nesvarbu, kuri i§ operatoriy (,= ar ,,0%) laikyti
pagrindiniu, kuri — i$vestiniu. Taciau, atsizvelgiant i tai, kad sistemai S1° (kaip ir visoms kitoms Luiso
modalinéms sistemoms), biidingi grieztosios implikacijos ,,= paradoksai, galima teigti, kad Sioje
sistemoje grieztoji implikacija dar néra ekvivalenti intuityviam loginiam iSvedamumui, o todél
modalinés galimybés operatorius ,,0“, budamas suriStas su grieztaja implikacija, negali biiti pilnai
ekvivalentus intuityviai suvokiamai tokio operatoriaus prasmei. Sistema S1° implicitidkai apibrézia tik
viena i§ galimy operatoriaus ,,0° interpretacijy, taciau ne biitinai pacia priimtiniausia.

Sistemoje S1°, naudojantis jos i§vedimo aparatu, galima i§vesti be galo daug ivairiy teoremuy.
Stai kai kurios i§ ju, kuriy i$vedima palieku skaitytojui, kaip pratima, lavinant jo igiidZius naudotis
modalinés logikos aksiomatiniu i§vedimo aparatu:

7~~p&p,

p=(pV ),
Ap=>q)=h(-pVq),
~p=(po~p),

?hp=(~-p=p),
Ap=q)=(hp>hq),
(p=0p]=0q,
?h[(pva)=>(qvp)],

20 {(poq)o[(rvp)o(rvq)]} irt. t.

Jei prie sistemos S1° postulaty pridétume dar viena aksioma A6. 2p=0p, tai gautume sistema,
sutampan¢ia su Luiso sistema S1.

Toje sistemoje biity i§vedamos visos sistemos S1° teoremos ir be to galima biity papildomai
idvesti eile naujy, nei§vedamy sistemoje S1°.

Stai keletas specifiniy sistemos S1 teoremy:

?~0p=~p,

?hhp=p,

?hp=90p,

?hp>op,

A(p=9)=(p>q),

?2Jei ? A=Y, tai ? A=V ir t. t.
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Jei prie sistemos S1° postulaty pridétume papildoma aksioma ?0(pAq)=p, tai gautume
modaline sistema, kuria vadina S2°.

Pridéje ta aksioma A7. 20(pAq)=p prie sistemos S1 aksiomy, gautume sistema, ekvivalenc¢ia
Luiso sistemai S2, apraSytai jau minétojoje ,,Symbolic Logic*.

Sistemoje S2, kuri yra stipresné uz S1 ir S2°, galima papildomai i§vesti eile naujy teoremuy,
pavyzdziui, teoremas:

?hp=(p A hp),
(p=(a=1]=[(prg)=1],
20(pv~p)=(pv~p),
20~(OpA~p),
WpvO~pirt.t.

Sistemoje S2 iSvedamos ir taip vadinamos Bekerio taisyklés:

1) jei A=Y, tai ?hA=N DB,

2) jei A=W, tai 20A=0B.

Sistemg S2 Luisas laiké labiausiai atitinkan¢ia intuityviai modaliniy operatoriy ,,h* ir ,,0*
interpretacijai, taciau ne visi logikai su tuo sutinka. Pavyzdziui, Karnapas laiko vienintele pilnai tinkama
modalinés logikos sistema zymiai stipresng sistema S5, o Mak—Kinsis ir Tarskis labiau tinkama laiko
sistema S4 su jos redukcine aksioma ?hp=hhp (,jjei p yra bitina, tai bitina, kad p buty btina®).

Pridéjg prie sistemos S2 postulaty dar viena aksioma ?[(p=>q)=(~0q=~0p), gausime
modaling sistema, ekvivalencig Luiso sistemai S3, aprasytai jau minétajame ,,A Survey of symbolic
logic*. Sistema S3 galima gauti ir papildZius sistema S1 aksioma ?[(p=q)=>(~0p=~0q).

Sistemoje S3 iSvedamos taip vadinamos suvedimo (redukcijos) teoremos, pavyzdziui,
?hhpehhhp, 200p=0ddp, ?hp=hohp, 0hop=0p, ?h0éhép=hdp, ?0hohpeOhp,
20hho0p=90p, 7?hhddp=hhop, 200hhp<00hp ir pan.

Todél sistemoje S3 visus galimus modalumus su besikartojanciais modalumo operatoriais
galima suvesti | 42 skirtingus modalumus, kai tuo tarpu visose silpnesnése sistemose S2, S2°, S1,
S1° egzistuoja be galo daug skirtingy modalumy su besikartojan&iais modalumo operatoriais.

Papilde sistemos S3 postulaty sistema aksioma ?00p=0p (arba, kas yra tas pats, aksioma
?hp=hhp), gausime modaling sistema S4. Joje galima iSvesti eile papildomy (tame tarpe —
redukcijos) teoremy, todél sistemoje S4 egzistuoja jau tik 12 skirtingy modalumuy, | kuriuos gali buti
suvesti visi kiti modalumai su besikartojan¢iais modaliniais operatoriais. Stai tie dvylika modalumy:
1) hp, 2) hop, 3) hohp, 4) ~hp, 5) ~hop, 6) ~hohp, 7) Op, 8) Ohp, 9) Ohop, 10) ~0p, 11) ~Ohp,
12) ~0hop.

Papilde sistemos S4 postulaty sistemg aksioma ?0p=hop (arba aksioma ?h(p=h?p)),
gausime modaline sistema, ekvivalen¢ia Luiso sistemai S5, kuri yra formaliai pilna modalinéje
teiginiy logikoje ir kurioje visi modalumai su besikartojanciais modaliniais operatoriais susiveda tik
i keturis skirtingus modalumus: hp, Op, ~hp ir ~Op.

Jei sistemos S2 postulatus butume papilde aksioma ?00p, tai biitume gave sistema S6, kuri yra
nesuderinama nei su sistema S3, nei su S5.

Papildg Luiso sistema S3 aksioma ?00p, gautume sistema S7, kuri nesuderinama nei su S4, nei
su S5.

Jei sistema S3 bitume papilde aksioma ?hd0p, tai biitume gave sistemg S8, kuri taip pat
nesuderinama nei su S4, nei su S5.

Cia apraSytasis Luiso modaliniy sistemy gavimo biidas néra vienintelis. Gana daZnai
naudojamasi Giodelio aksiomatizacija, kuomet modalinés sistemos gaunamos, prijungiant prie
klasikinio teiginiy bei predikaty skaiciavimo papildomas aksiomas ir i§vedimo taisykles, implicitiskai
apibréziancias modalumo operatorius.

Pavyzdziui, sistema S4 gaunama i§ klasikinio teiginiy skaiCiavimo, papildzius ji iSvedimo
ir aksiomomis: 1) ?h(p>q)>(hp>ohq), 2) ?hpop, 3) ?hpohhp.

taisykl
aisykle Tl

Jei treCiaja aksioma ?hpohhp pakeistume aksioma ?~hpoh-~hp, gautume modaling
sistema, ekvivalencia S5.

Papilde klasikini teiginiy skai¢iavima aksiomy schema ?h(U>B)>(hA>hB) bei N

ivedimo taisykle , gautume taip vadinamaja K sistema, prie kurios prijunge aksiomy schema

A
2hA
?h AU, gautume T sistema, turintia dar be galo daug skirtingy modalumy.

Papilde T sistema aksiomy schema ?A(>h02(, gautume taip vadinamaja B sistemgq.
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Neretai naudojamasi fon Raito modalinémis sistemomis M, M’ ir M"', kuriose naudojamasi
loginiais operatoriais: ,,~“ — loginiu neigimu, ,,v* — disjunkcija, ,,»‘ — materialigja implikacija, ,,<>* —
materialiuoju ekvivalentumu, ,,M*“ — modalumo operatorium, reiSkianciu galimybe ir ,,N“ — modalumo
operatorium, reiSkian¢iu butinuma. Sistemos M iSvedimo aparatas gaunamas papildzius teiginiy
skai¢iavima aksiomomis: 1) ?p-Mp, 2) ?M(pvq)~(MpvMq) bei iSvedimo taisyklémis:

2R > D) N . S — . . .
1) ,2) —— . Sistema M, kaip jrodé Sobocinskis, yra ekvivalenti sistemai T.
MU <~ MDB) INUA

Jei sistemos M teoremy iSvedimo aparata papildytume aksioma ?MMp—Mp, tai gautume
sistema, kuria fon Raitas pavadino M'. Tas pats Sobocinskis jrodé, jog ji ekvivalenti Luiso sistemai S4.

Jei sistema M papildytume aksioma ?M~Mp—~Mp, tai gautume sistema M', kuri yra
ekvivalenti sistemai S5. To ekvivalentumo jrodymas taip pat priklauso Sobocinskiui.

Egzistuoja eilé kity Luiso modaliniy sistemy aksiomatizacijy (Smidto, Saimonso ir kit.), kuriy
¢ia nebenagrinésime.

Nuo visy ty sistemy zymiai skiriasi Akermano modaliné sistema, kurioje naudojamasi
stiprigja implikacija ,,—*, disjunkcija ,,v*, konjunkcija ,,A“, loginiu neigimu ,,—* (arba ,—) ir logine
konstanta ,,$* reiSkiancia absurdiska teigini (jo loging reik§me).

Akermano sistemos aksiomy schemos:

Al NUSA,
A2.2A-B)>(B->C)>A-EC)),
A3. 2> B)>(EU)—>(E-D)Y),
A4 A A->RA-B)>A-D),
A5 2UAB-UA,
A6. UAB—-D,
AT 2AUSBIAAU-C)>A->BAC),
A8. NAUAVD,
A9. 2B-AUVD,
A10. 2(U—- N (B> C) > AVB-E),
AlL 2AA(BVE)-»BVv(AAEC),
A12. 2(AU—-B)—>(—B->-2),
A13. 2UABAQU—>-D),
Al4. A=A,
A16. 2(A—-B)—>—-A,
Al17. UA-U-S.
Akermano sistemos teoremy i§vedimo taisyklés:
A, A —->B
1) - a0 b
B

A, B

AL’

A, <A v P

:% b
2B, A > (B> E6)
A->CE ’
U->B, A->B)AE > PH)
C->% '
Akermano modalinés sistemos eksplicitiniai apibréZimai:

def
1) 0A = —(A->F)

2)

3)

4)

5)

def
2) hA < 0.
I8 ka tik apraSytos Akermano sistemos galima gauti jai ekvivalencia, ta¢iau labiau artima savo
forma jprastoms modalinéms sistemoms, Akermano ir Belnapo sistema E. Tereikia i§ Akermano
sistemos eliminuoti A16. ir A17., logine konstantg ,,$*, treciaja ir penktaja i§vedimo taisykles bei abu
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eksplicitinius apibréZimus, pakei¢iant visa tai { naujg aksiomy schemag A16." 2(hAAhB)—>h(AAB) ir {

def

eksplicitini modalinio operatoriaus ,,n* apibrézima h < [(A—U)—A].

Lukasievi¢iaus modalinés sistemos apibréziamos naudojantis teiginiy loginiy reikSmiy
matricomis—trireik§me ir keturiareik§me. Taciau ir $ios sistemos gali biiti aprasytos aksiomatiSkai.

Papildant predikaty skai¢iavima (klasikini ir intuicionistini) ivedamus modalumus bei grieztaja,
stipriaja ar daugiareik§Smg¢ materialiaja implikacijas implicitiskai apibrézianiomis aksiomomis,
iSvedimo taisyklémis bei eksplicitiniais apibréZimais, gaunamos predikatinés modalinés sistemos,
analogiskos auks¢iau aprasytoms teiginiy modalinés logikos sistemoms.

A. Zinovjevas, naudodamasis modaliniais operatoriais ,,M* — ,,gali buti“, ,,N“ —  biitina“ ir ,,C* —

»atsitiktina® sukonstravo modaling sistema S;"l, apraSyta jau minétoje jo knygoje ,,Kompleksiné

logika® [249], kartu iSnagrinédamas ir klasikini tokios sistemos atveji s;“l . Naudodamasis modaliniais

operatoriais, fiksuojanciais teiginio teisingumo tikimybg p, A.Zinovjevas sukonstravo modalinj
tikimybinés logikos varianta — modaling sistema, kurig jis pavadino tikimybinés logikos sistema
ST, Si sistema nesutampa su teiginiy tikimybinés algebros sistema, kuria mes nagrinéjome
1.16.1.1. ir 1.16.1.2.6. skyreliuose ir minéjome 1.16.1.5.6. skyrelyje, kalbédami apie galimybe
»permesti tilta™ tarp dedukcinés ir indukcinés logiky.

Treciajame modalinés logikos ,,siaurgja prasme raidos etape, kurio pradzia laikoma XX a.
antrosios pusés pradzia, kuomet pasirodé S. Kripkés (Kripke S. A.) darbai, skirti modaliniy sistemy
pilnumo ir iSsprendZiamumo bei neiSsprendZiamumo problemoms, daugiausia démesio skiriama
semantinei modaliniy sistemy analizei ir bandymams jas sistematizuoti. Naudodamasis ,,virtualiy
pasauliy® nagrinéjimo metodu, kuomet butinai teisingais teiginiais laikomi tokie ir tik tokie, kurie
teisingi visuose ,virtualiuose pasauliuose” (tame tarpe — ir ,realiame pasaulyje”, priklausanciame
,»virtualiy pasauliy® aibei), o galimai teisingais — tokie teiginiai, kurie teisingi nors viename ,,virtualiame
pasaulyje®, S. Kripké irodé, kad modaliné Luiso sistema S5 yra pilna, o vienaviefiame modaliniame
predikaty skaifiavime neegzistuoja baigtinio universalaus algoritmo, leidZiancio nustatyti, ar bet
kuri duotoji modaliné predikatiné formulé yra iSvedama ar neiSvedama duotojoje modalinéje
sistemoje, kai tuo tarpu nemodaliniame vienavieciy predikaty skaiiavime visuomet galima
nustatyti bet kurios duotosios formulés iSvedamuma.

Cia a§ nenagrinésiu modalinés logikos raidos tre¢iojo etapo pagrindiniy pradininky S. Kripkés,
K. Siutés ir kity logiky darby, skirty modaliniy sistemy semantinei analizei, nes tre¢iasis modalinés
logikos ,,siaurgja“ prasme raidos etapas dar tesiasi ir pasirodo vis naujy darby, skirty Siai temai. Su
pagrindiniais S. Kripkés ir K. Siutés darbais skaitytojas gali susipaZinti knygoje [248]. Jie pateikti tos
knygos papildymuose kartu su tos knygos redaktoriaus G. E. Minco apzvalginiu darbu, o pagrindingje
tos knygos dalyje pateiktas R. Feyso knygos vertimas, kuriame apraSytos visos miisy ¢ia paminétos
modalinés logikos sistemos. Knygoje [248] skaitytojas ras ir gana i§samy literatiiros, skirtos modalinéms
logikoms, sarasa. Informacijq apie naujus darbus modalinés ir, apskritai, neklasikinés logikos srityje
skaitytojas gali rasti knygose [297, 298]. Jose galima susipazinti su hibridinémis ir deskriptyvinémis
logiskomis, taikomomis dirbtinio intelekto ir ekspertinése sistemose reliaciniy struktiiry ir loginiy rysiy
ziniy bankuose aprasymui (zidr. Sios mokymo priemonés 1.16.3. poskyri), taip pat su naujais darbais
dinaminés ir laiko logiky srityje ir ty logiky taikymais kompiuteriniy programiniy sistemy veikimo
analizéje ir verifikavime. Gaila tik, kad Siose knygose, nors jos pavadintos vadovéliais, naujos zinios
pateikiamos fragmentiskai ir kartais per daug abstrak¢iai, nors vienas i§ autoriy anks¢iau sugebéjo rasyti
mokymo priemones studentams suprantama kalba (zitir. [299]).

Pereisiu prie modalinés logikos ,,placiaja“ prasme apzvalgos.

Modalinéje logikoje ,,placigja* prasme, kaip jau buvo minéta, nagriné¢jami ne
tik aletiniai, bet ir episteminiai, deontiniai, aksiologiniai bei kitokie modalumai, o taip
pat bandoma nagrinéti apibendrintaja modaline sistemg, tinkancia bet kurio tipo
modalinei sistemai.

Tokioje apibendrintoje modalinéje sistemoje vartojami trijy riiSiy modalumai:
1) stiprusis teigiamas, kurj Zymésime V, 2) stiprusis neigiamas, kurj Zymésime Y,
ir 3) silpnasis, kurj Zymésime W.

Stipriyjy teigiamy modalumy V pavyzdziai: ,logiSkai bitina®“ — logingje
modalinéje sistemoje, ,,ontologisSkai (,,fiziSkai*) biitina“ — ontologingje (,,fizin¢je*)

modalinéje sistemoje, ,,irodoma“ — episteminéje ziniy sistemoje, ,,isitikings™
epistemingje isitikinimy sistemoje, ,,privaloma* — deontin¢je sistemoje, ,,gerai —
absoliuc¢ioje aksiologinéje sistemoje, ,geriau“ — palyginamojoje aksiologinéje
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sistemoje, ,,visada“ — laiko logikos absoliu¢ioje modalinéje sistemoje, ,,anks¢iau® —
palyginamojoje laiko logikos sistemoje.

Stipriyjy neigiamy modalumy Y pavyzdziai: ,JogiSkai neimanoma* — logingje
modalingje sistemoje, ,,ontologisSkai nejmanoma‘“ — ontologinéje modalin€je sistemoje,
»paneigiama® — episteminéje ziniy sistemoje, ,,atmetama‘ — episteminéje isitikinimy
sistemoje, ,,draudziama‘® — deontinéje sistemoje, ,,blogai‘ — absoliu¢ioje aksiologin¢je

sistemoje, ,blogiau*“ — palyginamojoje aksiologinéje sistemoje, ,niekada™ -
absoliucioje laiko logikos sistemoje, ,,véliau“ — palyginamojoje laiko logikos
sistemoje.

Silpnyjy modalumy W pavyzdziai: ,,logiskai atsitiktina“ — login€je modalingje
sistemoje, ,,ontologiSkai atsitiktina® — ontologinéje modalin¢je sistemoje,
,hepatikrinama® (,,neiSsprendziama®) — episteminéje Ziniy sistemoje, ,,abejoja“

(,,abejotina“) — epistemingje isitikinimy sistemoje, ,,normatyviai vis tiek* — deontinéje
sistemoje, ,,aksiologiSkai vis tiek® — absoliucioje aksiologinéje sistemoje, ,,vienodai
vertinga® — palyginamojoje aksiologinéje sistemoje, ,.tik kai kada“ — absoliucioje laiko
logikos sistemoje, ,,tuo paciu metu* — palyginamojoje laiko logikos sistemoje.

Gana daznai kartu su ¢ia iSvardintais modalumais V, Y ir W, vartojamas dar ir
papildomas modalumas U, kuris gali biti iSreikStas per pagrindinius modalumus:

def
Up< VpvWp.

Papildomas modalumas U ne visose sistemose turi ji atitinkanc¢ius Zodzius, nes
lietuviy kalboje (o taip pat ir kitose natiiraliose kalbose) ne visada pavyksta rasti zodj,
pilnai atitinkanti savoky V ir W disjunkcija. Taciau tai nereiskia, jog savoka U negali
egzistuoti ir negali biiti iSreikSta formalioje kalboje.

Papildomo modalumo U pavyzdziai: ,,logiSkai gali biiti“ — loginéje modalinéje
sistemoje, ,,ontologiskai gali buti“ — ontologiné¢je modalinéje sistemoje, ,,jmanoma* —
epistemingje sitikinimy sistemoje, ,,leidziama‘ — deontinéje sistemoje.

Cia i§vardintus pavyzdzius patogiau apzvelgti patalpinus juos i lentele (Zitr.
355-ja lentelg).

355. lentele

Loginiai modalumai| Ontologiniai modalumai Episteminiai modalumai

Ziniy Isitikinimy
V| logiskai butina ontologiskai biitina 1.rodon.1a isitikings (1§1k0s1
(verifikuojama) nuomoneés)
N N paneigiama
Y |logiSkai neijmanomal| ontologiSkai nejmanoma (falsifikuojama) atmeta
W | logiSkai atsitiktina | ontologiSkai atsitiktina |neiSsprendziama|abejoja (abejotina)
U logiskai gali bti ontologiskai gali biiti laiko jmanomu

(logiskai imanoma)| (ontologiskai imanoma)

Deontiniai Aksiologiniai modalumai Laiko logikos modalumai
modalumai Absoliutiis |Palyginamieji|  Absoliutiis Palyginamieji
\Y privaloma gerai geriau visada ankscCiau
Y draudziama blogai blogiau niekada véliau
W |normatyviai visvien ak51910g1ska1 vieno dai tik kai kada tuo paciu metu
visvien vertinga
U leidziama

Modalumo operatorius V, Y, W ir U galima laikyti tam tikrais kvalifikatoriais,
kurie Siek tiek panasus i kvantorius, taciau skiriasi nuo ju tuo, kad kvantifikuodami
teiginius bei predikatus mes patiksliname kiekybe (vartojamy sgvoky apimtj), o
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naudodamiesi kvalifikatoriais patiksliname kokybe (rySio tarp S ir P charakterj).
Kvalifikavima ir kvantifikavima galima kombinuoti. Taip gaunami teiginiai
(predikatai): ,,logiSkai butina, kad kiekvienas S buty P*, ,,gerai, kad kai kurie S yra P*
ir pan. Kombinuojant kvalifikacija ir kvantifikacija modaliniame predikaty
skaiCiavime, iSkyla daug ivairiy problemy. Kai kuriais atvejais tampa net sunku
atskirti, kur Cia kvalifikacija, o kur kvantifikacija, nes kai kuriais atvejais kai kurie
kvalifikatoriai gali biti iSreiksti per kvantorius.

Ivesti kvalifikatoriai V, Y ir W minimalioje bendrojoje modalinéje teorijoje,
kuri galéty buti taikoma bet kokioms modalinéms sistemoms, biidami neiSreiSkiami
vienas per kita, turi tenkinti kai kuriuos reikalavimus. Atsizvelgiant i tuos reikalavimus
galima suformuluoti artutini minimalios bendrosios modalinés teorijos apibrézima —
apraSyma, nurodantj pagrindines tos teorijos savybes.

Minimali bendroji modaliné teorija, budama asertorinés logikos antstatu
(asertorinio teiginiy bei predikaty skai¢iavimo plétiniu), privalo turéti savo sudétyje ne
maziau kaip visus tris pagrindinius kvalifikatorius (V, Y ir W), kurie turi tenkinti Siuos
reikalavimus:

1) kvalifikacijos, duodamos stipriaisiais  kvalifikatoriais, turi  biti
nesuderinamos su kvalifikacija, duodama silpnuoju kvalifikatorium, t.y. turi buti
tenkinama salyga ~(VpAWp)A~(YpAWD);

2) 18 teiginio asertorinio teisingumo ar neteisingumo neturéty vienareikSmiskai
iSplaukti iSvada, koki pagrindini kvalifikatoriy galima tam teiginiui taikyti, t.y.
formalioje modalinéje teorijoje neturéty buti galima iSvesti teoremas: p—>Vp, p—>YDp,
p—>Wp, ~p—>Vp, ~p—>Yp, ~p—>Wp;

3) 1S teiginio, kvalifikuoto silpnuoju kvalifikatorium, neturéty iSplaukti nei to
teiginio asertorinis teisingumas, nei neteisingumas, t. y. formalioje modalinéje teorijoje
neturéty buti galima iSvesti teoremas: Wp—p ir Wp—~p;

4) jei koks tai teiginys gali buti kvalifikuojamas silpnuoju kvalifikatorium, tai
juo turéty biuti kvalifikuojamas ir to teiginio neiginys, t.y. bendrojoje modalingje
teorijoje turéty buti iSvedama teorema Wp—>W~p.

Implicitiskai apibrézdami loginiy jungciy ,,—, ,,A* ir ,,v* bei kvalifikatoriy V,
Y ir W savybes, galime suformuluoti dar keleta aksiomy ir i§vedimo taisykliy, kurios
turéty galioti bendrojoje minimalioje modalingje sistemoje.

Tokia sistema, kaip galima jsitikinti, galéty biiti sistema, kurig pavadinsime M1
ir ¢ia apraSysime.

Minimaliosios modalinés teiginiy logikos sistemos M1 aksiomy sistema
sudaro Sios aksiomos:

AQO. Teiginiy skai¢iavimo aksiomos;

Al. 2~(VpAWP)A~(YpAWD);

A2. ?Wp—>W~p;

A3. ?VpaVg—>V(pAq);

A4.2V(pvq)vW(pvq)<>VpvVqvWpvWq;

AS.?7Y(pvq)eYpAYq.

Sistemos M1 i§vedimo taisyklés:

RAp) .
2S, [A(P)]’
A, A > B

R ;

1) superpozicijos taisykleé:

2) atskyrimo taisyklé:
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3) egzistencialumo taisykle, leidzianti i§ bet kurios iSvedamos formulés,
pakeiciant joje vienoje ar keliose vietose bet kuria i tos formulés sudét] jeinancia
formulg jai ekvivalencia, gauti iSvedama formulg:

NUA, B, .., B, B, ), "B C
A, €, .., B, B, ..) '
Pagalbinis modalinis operatorius U sistemoje M1 apibréziamas (isreiSkiamas

def
per pagrindinius modalinius operatorius) formule Up < VpvWp.

Nesunku isitikinti, kad naudodamiesi bet kuria 355-joje lentel¢je pateikta
kvalifikatoriy ,,V*, ,,Y*, ,,W* ir ,,U* interpretacija bei teiginiy skaifiavime priimta
loginiy jungéiy ,,~*, ,,A“, ,,> ir ,,<>* interpretacija, mes gausime, jog sistemos M1
visos aksiomos yra tapaciai teisingos formulés, o taip pat, jog sistemos M1 iSvedimo
taisyklés leidzia gauti i§ tapaciai teisingy formuliy tik tapaciai teisingas formules. Tai
reiskia, jog sistema M1 yra kontensyviai (,,inhaltlich*) nepriestaringa. Nesunku jrodyti,
kad §i sistema yra ir formaliai neprieStaringa.

Sistema M1 — gana silpna.Joje negali biiti iSvesta eil¢ formuliy, iSvedamy
stipresnése logikos sistemose.

Sistemoje M1 negali biiti iSvestos formulés Vp—p, p—Up, Up—>~V~p,
~V~p—Up, Vp—>~U~p, ~U~p—>Vp, laikomos teisingomis ir iSvedamomis daugelyje
stipresniy modaliniy sistemy. Pavyzdziui, net tokioje silpnoje sistemoje, kokia yra
misy $iame skyrelyje iSnagrinétoji sistema S1°, laikoma, jog teiginys hp yra
ekvivalentus teiginiui ~0~p, t.y. toje sistemoje galioja formulé¢ Vp<>~U~p. Kadangi
Luiso sistemos S1, S2, S3, S4 ir S5, kaip jau matéme, gali biiti gautos i§ sistemos S1°,
papildant ja naujomis aksiomomis, tai formulé Vp<>~O~p galioja ir visose tose
sistemose. Taciau Si formulé dar negali buti iSvesta sistemoje M1. Sistemoje S1
formulé¢ p—Op yra teorema, todél toje sistemoje ir visose gautose i§ jos stipresnése
sistemose yra iSvedama formulé p—Up, kuri taciau dar néra iSvedama sistemoje M1.

Skaitytojui gali kilti klausimas, kam reikalinga tokia silpna sistema kaip M1.
Ar nebity tikslinga pradéti bendrosios stratifikuotos modaliniy sistemy sistemos
kiirima nuo stipresnés sistemos? Taciau pasirodo, jog norint sukurti bendraja
formalizuota modalinés logikos sistema, kuri aprépty visus 355-ojoje lenteléje
pateiktus atvejus, tenka pradéti nuo pakankamai silpnos sistemos, nes stipresnes
sistemos jau nebegaléty atitikti kai kuriy interpretacijy, kurios toje lenteléje intuityviai
priskiriamos kvalifikatoriams V, Y, W ir U. Pavyzdziui, sistema, kurioje biity
iSvedamos formulés Vp—p ir p—Up, jau nebegaléty buti formaliu deontinés
logikos modeliu, nes toje logikoje iS tos aplinkybés, jog privaloma ivykdyti veiksmus,
kad teiginys p tapty teisingas, ne visada ir ne butinai iSplaukia, kad tokie veiksmai
tikrai bus jvykdyti ir teiginys p tikrai taps teisingas. Teiginys Vp — tai tik normatyvinis
reikalavimas, kuris kartais taip ir lieka nerealizuotas. Deontingje interpretacijoje negali
biiti teorema ir formulé p—Up, nes i§ to fakto, kad jvyko ivykis, kurio rezultate
teiginys p tapo teisingas, ne visada iSplaukia, jog toks ivykis biitinai priklauso
leidziamy (leistiny) jvykiy aibei, t.y., jog 1§ p teisingumo biitinai turéty iSplaukti
teiginio Up teisingumas.

Taigi, norint sukurti bendraja formalia modalinés logikos sistema, kuri galéty
buti bet kurios konkrefios modalinés placigja prasme sistemos modeliu, tenka
apsiriboti tik tokiomis aksiomomis, kurios bty teisingos bet kurioje konkrecioje
sistemoje. Formalios sistemos M1 aksiomos, kaip jau buvo minéta, $ig salyga tenkina.
Rekomenduociau skaitytojui tai patikrinti, naudojantis 355-0joje lenteléje pateiktomis
kvalifikatoriy V, W, Y ir U interpretacijomis.
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Taciau nors sistema M1 ir gana silpna, vis dél to ir joje gali biiti iSvestos
teoremos, kuriy tarpe pasitaiko ir ne visai trivialiy.

Pailiustruosiu keliy teoremy iSvedima sistemoje M1. Laikysiu, kad skaitytojas
gerai iSstudijavo 1.16.1.5.2. skyreli, o taip pat kitus skyrelius, skirtus teoremy
iSvedimui formaliose sistemose, ir jau moka iSvedinéti teoremas teiginiy skaiciavime.
Tode¢l, iSvedinédamas teoremas sistemoje M1, kai kuriy elementariy i§vedimo zingsniy
jau nebevaizduosiu, iSkart perSokdamas per kelis tokius Zzingsnius, to detaliai net
nekomentuodamas, o tik pazymédamas komentaro ,, Teiginiy skaiiavimas® santrumpa
{TS}.

Pavyzdziui, i§ aksiomos AS. ?Y(pvq)<>YpAYq, naudojantis teiginiy skai¢iavimo matematiniu
aparatu, beveik iskart gaunama teorema ?Y(pvq)—>Yp, reiskianti, jog, pavyzdziui, episteminéje
isitikinimy sistemoje (zitir. 355-aja lentelg) i§ teiginio pvq atmetimo iSplaukia teiginio p (o taip pat ir
teiginio q) atmetimas (kai tuo tarpu i§ konjunkcijos pAq atmetimo ne biitinai iSplaukia, jog reikia atmesti
ir atskira teigini p, nes konjunkcija pAq gali biiti atmesta ne tik todél, kad neteisingas teiginys p, bet ir
del kity priezasciy, kada teiginys p atskirai gali biti ir teisingas).

def
Pasinaudojant aksioma A4, kvalifikatoriaus U apibrézimu Up < VpvWp ir egzistencionalumo

taisykle, iSvedama teorema ?U(pvq)<>UpvUq, reiskianti, kad, pavyzdziui, deontinéje sistemoje i$ to,
kad leidziama pvq, iSplaukia, jog leidziama arba p atskirai, arba q atskirai (nors nedraudziamas ir
atvejis, kai bus ir p, ir q).

ISvesime Siek tiek sudétingiau gaunama teorema ?Wp—>~Vpa~Yp, reiskiancia, pavyzdziui,
absoliucioje laiko logikoje, jog iS to, kad p biina teisingu teiginiu tik kai kada, iSplaukia, kad teiginys p
negali biiti nei visada teisingu, nei visada neteisingu:

1) 2~(VpAWDP)A~(WpAYD) {Al.};

2) 7~(VpAWp) {TS};

3) ?%~Vpv~Wp {TS};

4) ?Wp—>~Vp {TS};

5) 7~(WpAYp) {TS, Al.};
6) ?Wp—>~Yp {TS};

7) "Wp—>~VpA~Yp {TS: (4),(6)}.

Nors sistemoje M1 neiSvedama teorema ?Vp—p, taCiau iSvedama teorema ?Vp—Up,
atitinkanti aletinés logikos teorema) ?hp—0p:

?A—>AvB {TS};
7Vp—>VpvWp {superpozicija};
?Vp—-Up {egzistencionalumo taisyklé ir Up apibrézimas}.

ISvesime jau be komentary dar ir teorema ?Wp—UpAU~p, kuri aletinéje modalinéje logikoje
interpretuojama kaip teiginys, kad iS to, jog p — atsitiktinai teisingas teiginys, iSplaukia, kad tas teiginys
p gali buti teisingas, bet gali biiti ir neteisingas:

1) PA—>AVB;

2) ?Wp—>WpvVp;
3) ?Wp—Up;

4) "W~p—>U~p;
5) "Wp—>W~p;

6) "W~p—>W~~p;
7) "W~p—>Wp;

8) "WpoW~p;

9) "Wp—->U~p;

10) ?Wp—>Upa~Up.

Daugumoje modaliniy sistemy stiprieji modaliniai kvalifikatoriai V ir Y néra
nepriklausomi, bet gali buti iSreiksti vienas per kita formulémis, kurias galima laikyti
vieno 1§ ty kvalifikatoriy apibrézimu, naudojantis kitu kvalifikatorium kaip

def

def
pagrindiniu: Yp<> V~p, Vp< Y~p.
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def
Santykinése modalinése logikose Sias formules atitinka formulés pVq< qYp ir
def
pYq< qVp, kuriose teiginiai pVq, qYp, pYq, qVp reiSkia ta pati kaip ir teiginiai
V(p/q), Y(q/p), Y(p/q) ir V(g/p). Lyginamojoje aksiologin¢je modalingje logikoje
teiginys pVq interpretuojamas kaip ,,p geriau nei q°, teiginys qYp — kaip ,,q blogiau
nei p“irt. t.
def def

Priémus apibrézima Yp < V~p (arba apibrézima Yp < V~p), galima sumazinti
pagrindiniy modaliniy operatoriy (o kartu ir aksiomy) skaiciy sistemoje.

Pavyzdziui, sistemoje M1 aksioma A5 tuomet galima pertvarkyti | aksiomag ?V~(pvq)<>
©V~pAV~q, o $ia — 1 ?V(~pA~q)¢>V~pAV~q. Pasinaudodami superpozicijos ir egzistencionalumo
taisyklémis, gauname tokia nauja aksiomos AS redakcija ?V(pAq)<>VpaVq. Kaip matome, Sioje
redakcijoje aksioma AS padengia aksioma A3 ir todél ta aksioma i§ sistemos M1 galima biity tuomet
eliminuoti. Ir atvirk§¢iai, jei sistemoje M1 pavykty irodyti teorema ?VpAVq—V(pAq).tai remiantis
apibrézimu ng V~ p ir aksioma A3 bei teiginiy skai¢iavimo teoremomis, bity galima eliminuoti
aksioma AS.

def def

Gaila tik, kad formalis apibrézimai Yp<> V~p ir Vp<> Y~p ne visur pilnai
atitinka tikrove ir intuityvy kvalifikatoriy V ir Y suvokima. Pavyzdziui, aksiologinéje
absoliuciojoje logikoje vargu ar galima kategoriSkai teigti, kad visa, kas néra géris,
bitinai yra blogis, o visa, kas néra blogis, yra géris (matyt, Sioje modalinéje logikoje
kvalifikatoriai V ir Y néra apibréziami vienas per kita ir Y~p reiskia ne Vp, o
VpvWp). Todél bendroji modaliné sistema M1, kuri turéty tikti bet kuriy modalumy
(tame tarpe — ir aksiologiniy) apraSymui, pateikiama pradzioje be apibrézimy

def def
Y~p < Vp bei V~p < Yp. Tik veliau, stiprinant §ig sistema (o tuo paciu metu — ir Siek
tiek siaurinant jos taikymuy sritj), vienas i§ ty apibrézimy gali biiti prijungtas prie tos
sistemos matematinio teoremy iSvedimo aparato, paliekant pagrindiniu tik viena kurj 1§
stipriyju modaliniy operatoriy.

Sistemos M1 iSvedimo aparata galima stiprinti jvairiai, sudarant naujas
modalines sistemas.

Papildg¢ sistemos M1 aksiomas naujomis aksiomomis ?~(VpAV~p) ir
?~(YpAaY~p), 1iSreiskianCiomis taip vadinamuosius silpnuosius modalinio
neprieStaringumo principus, gausime jau Siek tiek stipresng bendraja modaling
sistema, pavadinta sistema M2.

Sioje sistemoje jau i§vedama Zymiai daugiau turiningesniy teoremu.

Papildg sistema M1 aksiomomis ?~(Vpa~p) ir ?~(YpAp), iSreiSkian¢iomis taip
vadinamuosius stipriuosius modalinio neprieStaringumo principus, gausime
sistema, vadinama sistema M3.

Prijungg prie sistemos M1 aksiomy papildoma aksioma ?VpvWpvYp,
reiSkiancia taip vadinamaji modalinio pilnumo principa, gausime sistema, vadinama
sistema M4.

Jei priimame, kad stiprieji modaliniai operatoriai V ir Y iSreiSkiami vienas per

def def
kita, naudojantis jau minétomis formulémis (Y~p< Vp arba V~p< Yp), tai
modalinio pilnumo principa galima iSreiksti ir trumpiau— viena i$ $iy triju formuliy:

1) 7~V~p—Up, 2) ?~Yp—Up, 3) ?UpvU~p.

Papildg sistema M2 aksioma, iSreiSkiancia modalinio pilnumo principa, ir
laikydami, kad stiprieji modaliniai operatoriai V ir Y yra apibréZiami vienas per kita,
gauname sistema, vadinama sistema MS5.
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Sistemoje M5 jau yra iSvedama teorema ?Up<>~V~p, kuria modalingje
logikoje siauraja prasme atitinka formulé ?0p<>~h~p, galiojanti daugumoje tos
logikos sistemuy.

Reikeéty pazyméti, kad $i formulé néra iSvedama ne tik sistemoje M1, bet ir
sistemose M2, M3 bei M4. Todé¢l tik sistemoje M5 papildomas modalinis operatorius
U gali vaidinti pagrindinio operatoriaus vaidmeni, t.y. tik sistemoje M5 visus
modalinius operatorius galima isreiksti per operatoriy U.

Sistemos M5 teoremy iSvedimo aparata atvejui, kai visi kiti modaliniai

def def def
operatoriai iSreiSkiami per operatoriy U (Vp < ~U~p, Yp < ~Up, Wp < UpaU~p) ir
naudojamasi tik tuo vienu operatorium, galima gauti, prijungus prie klasikinio teiginiy
skaiCiavimo aksiomy dvi specialias modalinés logikos aksiomas Al. ?UpvU~p ir A2.
2U(pvq)<>UpvUq bei tris iSvedimo taisykles, sutampancias su sistemos M1 i§vedimo
taisyklémis.

Atitinkamai interpretuodami kvalifikatorius V, Y, W ir U, sistemas M1, M2,
M3, M4, ir M5 bei juy teoremuy iSvedimo matematinj aparata galime taikyti jvairioms
konkrecioms modalinéms sistemoms, tame tarpe ir sistemoms iSvardintoms 355-0joje
lenteléje.

Modaliniais operatoriais ir juos apibréZianiomis modalinés logikos
aksiomomis bei iSvedimo taisyklémis galima papildyti ne tik asertorini teiginiy
skai¢iavima, bet ir predikaty skaifiavima gaunant tokiu biidu modalines predikaty
skaiciavimo sistemas. Tokiose sistemose susiduriama su papildomomis problemomis,
ypatingai su problemomis, iSkylan¢iomis nustatant modaliniy operatoriy ir kvantoriy
saveikavimo rezultatus, kur jvairiy logiky nuomonés ne visada sutampa.

Pavyzdziui R. Barkan (R. Barcan) ir R. Kanapas (R. Carnap) laiké iSvedama formulg IxP(x)—
—3IxOP(x), kuria dabar daznai vadina Riitos Barkan aksioma. I§ jos tiesiogiai iSplaukia formulés
03xP(x)>IxOP(x), hVP(x)>VxhP(x), ©VxP(x)—>Vx0P(x) ir 3IxhP(x)—>h3xP(x).

Tuo tarpu daugelis logiky (Kvainas, fon Raitas, Hintika, Kripke ir kiti) nelaiko ty formuliy
absoliu¢iomis loginémis tiesomis, pateikdami konkre¢iy pavyzdziy, kelianciy abejones ty formuliy
nepriekaiStingumu, ir konstruoja logines sistemas, kuriose Barkan formulé ir i§ jos iSplaukiancios
iSvados negaléty biiti ty sistemy teoremomis.

Modalines logikas galima turtinti ir turtinant ju kalba, t.y. jvedant | tose
logikose konstruojamas ir iSvedamas formules papildomas komponentes (pavyzdziui,
komponentes, vaizduojancias veiksmus, tuos veiksmus privalan¢ius bei galinCius
vykdyti subjektus ir pan.).

Kaip konkrety tokio modaliniu logiky formaliosios kalbos ir i§vedimo aparato
praturtinimo pavyzdi pateiksiu vieng tokiu biidu praturtintos normatyvinés veiksmy
logikos varianta, leidziant] formalizuoti subjekty normatyvinio elgesio aprasymg ir
tokiu budu kurti Siek tiek turiningesnius formalius normatyvinius pareigliny modelius,
lyginant su tais, kuriuos nagrinéjome 1.16.1.2.4. ir 1.16.1.3.5. skyreliuose.

Siame normatyvinés logikos variante veiksmus Zymésime mazosiomis graikiSkosiomis
raidémis a, B, y, ..., tu veiksmy subjektus — mazosiomis lotyniskosiomis raidémis x, y, z, ..., O
modalinius kvalifikatorius ,,privalo daryti, ,,gali daryti ir nedaryti, ,turi teis¢ daryti“ — didZiosiomis
lotyniskosiomis raidémis P, G ir T. Kitas didziasias lotyniSkas raides (su indeksais ir be juy) vartosime
vienvieciy predikaty zymeéjimuose, pavyzdziui: Q(x), Q(x), Qx(x),....

Nagrinésime penkias normatyviniy veiksmy o rosis:

1) veiksmus, kuriuos subjektai x privalo daryti, formaliai aprasydami juos formule Pxa;

2) veiksmus, kuriuos subjektai x privalo nedaryti, apraSydami juos formule Pxa ;

3) veiksmus, kuriuos subjektai x gali daryti, bet gali ir nedaryti, apraSydami juos formule
Gxa;

4) veiksmus, kuriuos subjektai x turi teis¢ daryti, aprasydami juos formule Txa;

5) veiksmus, kuriuos subjektai x turi teise nedaryti, apraSydami juos formule Txa .
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Formulés Pxa, Pxa , Gxa, Txa , Txa yra dvivieciai pastovis predikatai, priklausantys nuo
objektiniy kintamyjy x ir o.. Kai ty kintamyju reikSmés fiksuojamos, t. y., kai x ir a reiskia konkrecius
subjektus (individus ar ju grupes) ir konkrec¢ius veiksmus bei kai x ir a suriSami kvantoriais Vx, 3x, Va,
Jo, minétosios formulés tampa pastoviais teiginiais — teisingais ar neteisingais (pavyzdziui, ziiir. 356-ja
lentele, kuri taps Jums suprantama, kai perskaitysite visa iki tos lentelés pateikta teksta).

Subjekty x tarpe galima iSskirti subjektus, turinCius koki tai pozymi (savybg) Q, t.y. iSskirti
subjektus, tenkinancius predikating lygti Q(x)=1. Tuomet i§ formulés Pxa galima gauti formule PQ(x)a,
reiSkianCia, jog subjektai x, turintys pozymi Q (t.y. priklausantys aibei <Q(x)>), privalo vykdyti
veiksma a. AnalogiSkai galima gauti formules PQ,(x)a, GQ,(x)a, TQ;(x)a, TQ,(x)ax .

Veiksmy o tarpe taip pat galima isskirti veiksmus, turin¢ius kokj tai pozymj R (t.y.,
tenkinanCius predikating lygti R(a)=1). Tuomet i§ formulés PQ(x)a gausime formule PQ(x)R(a),
reiSkiancCia, jog subjektai x, turintys pozymi Q, privalo vykdyti veiksmus o, turin€ius pozymi R.
AnalogiSkai gali buti sudarytos formulés PQ,(x)R;(a), GQ,(x)R,(a), TQ;(x)R;(a),
TQ4(x)R4(a).

Visas Sias formules galima kvantifikuoti. Tuomet formulé VxVaPQ;(x)R;(a) vaizduos
teigini, kad visi subjektai x, priklausantys aibei <Q;(x)>, privalo vykdyti visus veiksmus a,
priklausancius aibei <Rz(o)>, o formulé FJaVxTQ,(x)R (o) — teigini, jog egzistuoja toks veiksmas a,
priklausantis aibei <R4(a)>, kurio nevykdyti turi teis¢ kiekvienas i§ priklausanciy aibei <Qu(x)>
subjekty x. Nesunku jsitikinti, kad formulé¢ JaVxTQ,(x)R,(a)ne visada sutampa su formule
VxdaTQ,(X)R,4 ().

Kvalifikatorius P priklauso stipriyju modaliniy operatoriy klasei, ir formulé¢ Pxo priklauso
stipriyjy teigiamy modaliniy formuliy Vp tipui, o formulé Pxo — stipriyju neigiamy modaliniy formuliy
Yp tipui.

Kvalifikatorius G priklauso silpnyju modaliniy operatoriy klasei, ir formulé Gxo atitinka
silpnaja modaling formulg Wp.

Todél normatyvinius veiksmus, priklausanCius pirmosioms trims raSims ir apraSomus
formulémis Pxa, Pxa ir Gxo, galima laikyti pagrindiniais normatyviniais veiksmais, nes,
naudojantis $iomis formulémis ir atitinkamais loginiais operatoriais, galima apraSyti visus Kkitus
normatyvinius veiksmus.

Veiksmus, apraSomus formulémis Txa ir Txal, tuomet galima laikyti pagalbiniais, o formules
Txo ir Txa priskirti formuliy Up tipui. Kadangi veiksmuy, kuriuos subjektai x turi teisg daryti, aibg
sudaro visi tie veiksmai, kuriuos tie subjektai privalo daryti, ir visi tie veiksmai, kuriuos subjektams x
leidziama daryti ir nedaryti, tai Txa <> Pxo v Gxa . Analogiskai gauname, jog Txa <> Pxa v Gxo
t. y., jog pagalbinés formulés Txo ir Txo gali biiti iSreikStos per pagrindines Pxa, Pxa ir Gxo.

Sioje normatyvinéje logikoje logini neigima, kurj Zymésime horizontaliu brik$niu virs
formulés ar vir§ kurio nors | ta formulg jeinancio identifikatoriaus, galima vartoti gana
ivairiai.Pavyzdziui, formuléje PQ(x)a:

1) neigimas gali veikti visa formulg ir tokiu biidu gali buti gaunama formulé¢ PQ(x)a , kuria
reikéty skaityti ,,Netiesa, jog subjektai x, turintys pozymi Q, privalo daryti veiksmus o.*;

2) neigimas gali veikti kvalifikatoriy P ir tokiu biidu gali buti gauta formulé PQ(x)o, kuri
reiskia, jog subjektai x, turintys pozymi Q, neprivalo vykdyti veiksmy a.;

3) neigimas gali veikti predikata Q(x) ir gali bati gauta formulé P@a, reiskianti, jog
veiksmus o privalo vykdyti subjektai x, neturintys pozymio Q;

4) neigimas gali veikti veiksmus o, tuomet gaunama jau mums zinoma formulé¢ PQ(x)a,
kuria interpretuojame kaip fraze ,,subjektai x, turintys pozymi Q, privalo nedaryti veiksmy o, nors,
skaitydami formule¢ PQ(x)a pazodziui, gautume sakinj ,,Subjektai X, turintys pozymij Q, privalo
vykdyti veiksmus, kurie yra ne a*.

5) Panasiai konstruojami ir interpretuojami neiginiai GQ(x)a, GQ(x)a, GQ(x)a, GQ(x)a,

TQ(x)a, TQ(x)ar, TQ(x)o. ir TQ(x)a, o taip kombinuoti neiginiai PQ(x)a, PQ(x)o, PQ(x)a ,

PQ(x)a, PQ(x)&, PQ(x)a, PQ(x)a, PQ(x)a, PQ(x)a&, PQ(x)a, PQ(x)a, GQ(x)a, GQ(X)a,
GQ(x)a irt. t.
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Sudétingesnése formulése galima dar didesné neigimy ivairové. Pavyzdziui, i§ formulés
PQ(x)R(c), naudojantis neigimo operacija, galima gauti formules PQ(x)R(a), PQ(X)R(a),

PQ(x)R(a), PQ(x)R(ar), PQ(x)R(@) ir t. t. Formulés PQ(x)R(a), PQ(X)R(Q) ir PQ(x)R(ax) yra
skirtingos: pirmoji formulé teigia, jog tie subjektai x, kurie turi pozymi Q, privalo vykdyti veiksmus,
neturinc¢ius pozymio R, antroji — kad tie subjektai privalo nedaryti veiksmy, turin¢iy pozymi R, o trecioji
— jog tie subjektai privalo nedaryti ty veiksmy a, kurie neturi pozymio R.

Formul¢je PQ(x)R(a)mes iSbandéme visus neigimo variantus, iSskyrus tuos, kada neigvimo
zenklas dedamas vir$ raidés x. Panagrinésime, kaip galima biity interpretuoti formule PQ(X)R(a). Sios
formulés interpretacija galéty biti tokia ,,Ne tie subjektai x, kurie turi pozZymi Q, privalo vykdyti
veiksma «, turinti pozymi R*. Klasikiniu atveju Q(X) <> @ , todél formulé PQ(X)R(a) klasikingje
logikoje susiveda i formulg P@R(Q), kurios interpretacija jau nagriné¢jome. Kadangi subjekty x
neigimas klasikingje logikoje neduoda nieko naujo, tai formuliy su neigimo zenklu vir§ raidziy x, y, z ir
t. t. mes Cia toliau jau nebenagrinésime.

Formulés Pxa, Pxa , Gxa, Gxa , Txa, Txo, ?xon, ﬁxa, Gxon, Gx&, Txa, Txa, Pxao.,
Pxo ir t.t. klasikingje logikoje reiskia pastovius dvivieCius (dvieju kintamuyjy x ir o) predikatus.
Konkreciose situacijose, kai jvardijami konkretiis subjektai x ir konkretlis normatyviniai veiksmai a, tie
predikatai tampa pastoviais teiginiais turinciais logines reikSmes ,,1% (,,tiesa®) arba ,,0 (,,netiesa®).

Nesunku 151t1k1nt1 jog klas1k1neje logikoje, nesk1r1anc10Je vidinio neigimo nuo iSorinio, yra

teisingos formulés Pxo, <> Pxa, Pxa <> Pxa, Gxo, <> Gxo, Gxao < Gxa, Txo <> Txo.,

Txa <> Txa , o taip pat formulé Gxo. <> Gxa bei i§ jos iplaukianti formulé Gxa <> Gxa .

Todél, norint aprasyti elementariy teiginiy, gaunamy i§ nagrinéjamos normatyvinés logikos
elementariy predikaty Pxa, Pxa , Gxo ir t. t., logines reik§mes, kurias jie gauna konkrecioje situacijoje,
pakanka iSnagrinéti tris pagrindines situacijas, kada subjektai x privalo daryti veiksmus a, kada jie
privalo ty veiksmy nedaryti ir kada tie subjektai tuos veiksmus gali daryti ar nedaryti, ir nustatyti tose
situacijose formuliy Pxa, Pxa, Pxa, Pxa, Gxa ir Gxa logines reik§mes. Jos pavaizduotos 356-joje
lenteléje. Toje lenteléje pavaizduotos ir pagalbiniy formuliy Txo, Txo, Txo ir Txa loginés
reikSmés, nors pastargsias buvo galima apskaiCiuoti, naudojantis jau minétomis formulémis
Txo <> Pxa v Gxa. ir Txo <> Pxa v Gxa bei i§ jy iplaukian¢iomis formulémis Txo <> Pxol A Gxo
ir Txal <> Pxa A GXO .

356. lentelé

Konkreti situacija Pxa | Pxa | Pxa | Pxa | Gxa | Gxa | Txo | TXa | Txa | Txa

x privalo daryti a
X privalo nedaryti a
x gali daryti ir nedaryti o

—|o|o
o|l—]|—
—_— o —
— =

0 1
1 0
0 0

(el e} B
(el Bl Ken)
—|—=]o
— o] —

Analizuodami S§ia lentele galime nustatyti eile papildomy priklausomybiy tarp elementariy
modaliniy normatyvinés logikos predikaty: Pxa <> Txol, Pxa <> Txo., Pxo <> Txal, Pxa <> Txal,
Gxo>(TxanTxa@ ), Gxo <> (Pxav Txa) <> (Pxa v Txa), Pxa—Txa, Pxa — Txa, Gxa—Txa,

Gxa — Txa, Pxa — Pxa, Pxa — Pxa , Pxa—> Gxa , Pxa—> Gxa 5 Txo — Txa 5 Txa — Txa .
Taip pat galime nustatyti, kad visada yra teisingos Sios formulés: Txov Txo, PxoavTxa,
Pxa v Txa, PxavPxa, PxavGxa, PxavTxa, PxavTxa, PxoavGxa, PxavTxa,
Pxa v Txo.. Visada teisingos ir formulés, tiesiogiai i$plaukiangios i3 tretiojo negalimo désnio, t.y.
formulés: Pxo v Pxa, Pxa v Pxa, Gxa v Gxa, Txa v Txo, TXa v TXO .

Rekomenduoju skaitytojui pabandyti interpretuoti visas €ia pateiktas visada teisingas formules
ir isitikinti, kad intuityviai visos Sios formulés gali biti tik teisingos ir iSreiskia atitinkamus logikos
désnius, galiojan¢ius normatyvinéje veiksmy logikoje.

Taip pat rekomenduoCiau i§ $iy formuliy atrinkti tas, i§ kuriy, naudojantis predikaty
skai¢iavimo teoremy i§vedimo aparatu (aksiomomis ir i§vedimo taisyklémis), biity galima i$vesti visas
likusias teisingas normatyvinés veiksmy logikos formules. Atrinktasias formules biity galima laikyti
normatyvinés veiksmy logikos specifinémis aksiomomis, kurias prijungg prie predikaty skaic¢iavimo
teoremy iSvedimo aparato bei atitinkamai papildg kai kurias predikaty skaiciavimo iS§vedimo taisykles
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(pavyzdziui, superpozicijos, suri§imo kvantoriais) gautume aksiomating normatyvinés veiksmy
logikos sistemq.

Naudodamiesi formalizuota tokios logikos kalba, galétume tos kalbos formulémis aprasyti
visa eil¢ juridiniy ir moralés normy, o po to, naudodamiesi normatyvinés veiksmy logikos
matematiniu aparatu, nagrinéti i ty normy iSplaukiancias iSvadas, tikrinti juridiniy ir moralés
normy neprieStaringuma ir pilnumg. Normatyvine veiksmy logika, kaip jau buvo minéta, galima
naudotis ir konstruojant pareigiiny normatyvinius modelius.

Susipazinus su normatyvinés veiksmu logikos pavyzdziu, biity naudinga
susipazinti ir su normatyvinés saveikavimo logikos pavyzdziu, iliustruojanciu, kaip
galima formaliai apraSyti {vairiu subjekty (,,juridiniy asmeny®) saveikavima
reglamentuojancias juridines normas bei i8 jy iSplaukiancias i§vadas.

Juridiniy subjekty, kuriuos sutrumpintai vadinsime tiesiog subjektais (jais gali bati ir atskiri
individai ir jy grupés —“juridiniai asmenys*) ir Zymésime mazosiomis lotyniskomis raidémis x, y, z (be
indeksy ar su jais), saveikavima, koks sudétingas jis bebiity, galima (bent jau salyginai) dekomponuoti |
elementarius aktus, sudarytus i vieno subjekto tam tikro poveikio i kita subjekta ir i§ pastarojo reakcijos
(atoveiksmio) i pirmojo subjekto poveiki. Tuomet dvieju subjektuy saveikavima galima laikyti tokiy
elementariy akty, sudaryty i§ poveikio ir atoveiksmio, grandinés grandimi.

Pirmojo subjekto (subjekto x) juridiniai poveikiai | antraji subjekta, kurj vadinsime subjektu y,
gali pasireiksti dviem biidais:

1) subjektas x veikia subjekta y, reikalaudamas, jog pastarasis ivykdyty subjekto x
pageidaujama veiksma, charakterizuojama tuo, kad tokio ivykdymo pasekoje atitinkamas teiginys p
tampa (arba iSlieka) teisingu teiginiu;

2) subjektas x veikia subjekta y stengdamasis apriboti pastarojo veikla ir galimybes taip, kad
§is neivykdyty veiksmo, kurio nepageidauja subjektas x, ir to pasekoje susidaryty situacija,
charakterizuojama tuo, jog atitinkamas teiginys p islieka (ar tampa) teisingu teiginiu.

Pirmojo tipo poveikius priimta vadinti reikalavimais. Jy formaliu modeliu laikysime
nehomogening loging funkcija — pastovy trivieti predikata Rxy(p), priklausanti nuo dviejy objektiniy
kintamyjy x ir y bei nuo propozicinio kintamojo p. Formulé Rxy(p) reiskia frazg: ,,Subjektas x
reikalauja i$ subjekto y ivykdyti veiksma, kurio pasekoje teiginys p tampa (islicka) teisingu teiginiu‘.
Pirmojo tipo poveikio pavyzdys: ,,Kreditorius reikalauja i skolininko y, kad §is nustatytu laiku grazinty
skola“. Cia reikalaujamas veiksmas yra skolos grazinimas nustatytu laiku, o teiginys p yra teiginys
»Skolininko y skola kreditoriui x grazinta nustatytu laiku®.

Antrojo tipo poveikius vadinsime apribojimais, o ju formaliu modeliu laikysime formule
Axy(p), reiskiancia, kad subjektas x stengiasi taip apriboti subjekto veikla bei galimybes, kad
atitinkamas teiginys p islikty (tapty) teisingu teiginiu. Antrojo tipo poveikio pavyzdziai: 1) ,,Policininkas
x areStuoja nusikaltélj y nusikaltimo vietoje, kad Sis negaléty pasislépti bei sunaikinti nusikaltimo
ikalCiy®; 2) ,,Teisiamasis x praSo nusalinti teiséja y nuo bylos nagrinéjimo, kad §is, blidamas asmeniu,
suinteresuotu neobjektyviu bylos sprendimu, negaléty SaliSkai paveikti bylos nagrinéjimo eiga“.
Pirmuoju atveju subjekto y veikla apribojama taip, kad $is negaléty pasislépti bei sunaikinti nusikaltimo
ikalCiy, o teiginys p yra teiginys ,,Nusikaltélis negali pasislépti ir sunaikinti nusikaltimo ikalCiy®.
Antruoju atveju subjekto y veikla ir galimybes stengiamasi apriboti taip, kad Sis negaléty saliskai
paveikti bylos eigos ir jos svarstymo rezultato — teismo nuosprendzio. Teiginys p Siuo atveju yra
teiginys ,,Salidkas teis¢jas negali paveikti nagrinéjamos bylos eigos ir jos svarstymo rezultato.

Subjekto y reakcija (atoveiksmis) i pirmojo tipo poveiki,apraSoma formule Rxy(p), gali
pasireiksti dvejopai:

1) subjektas y gali patenkinti subjekto x reikalavima, ivykdydamas pastarojo pageidaujama
veiksma, kurio rezultate teiginys p tampa (iSlieka) teisingu teiginiu;

2) subjektas y gali pasielgti ir atvirks¢iai — nepatenkinti subjekto x reikalavimo, ji atmesdamas
ar ignoruodamas, t. y. nejvykdyti to veiksmo, kurio pageidauja subjektas x.

Pirmaja subjekto y atoveiksmio i poveiki Rxy(p) rusi, kuria galima laikyti ir subjekto y
poveikiu | subjekta x, vadinsime tenkinimu. Jo formaliu modeliu laikysime predikata Tyx(p),
reiskiantj, jog subjektas y, tenkindamas subjekto x reikalavima, vykdo jo pageidaujama veiksma, kurio
pasekoje teiginys p tampa (islieka) teisingu teiginiu. Atoveiksmio Tyx(p) pavyzdys: ,,Skolininkas y
laiku grazina kreditoriui x savo skola ir todél teiginys p, teigiantis, kad skola grazinta laiku, tampa
teisingu teiginiu®.

Antraja atoveiksmio | poveiki Rxy(p) rusi, kaip prieSinga pirmajai atoveiksmio risiai,

vadinsime netenkinimu. Ja galima aprasyti formule Tyx(p), reiskiancia, kad subjektas y netenkina

subjekto x reikalavimo ir nevykdo jo pageidaujamo veiksmo. Dvireik§méje logikoje formulé Tyx(p)
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yra ekvivalenti formulei Tyx(p), todél ir §ia formule galima laikyti galimu atoveiksmio i poveiki
Rxy(p) modeliu. Dvireik§méje logikoje jokiuy kity atoveiksmiy (iSskyrus jau minétus — Tyx(p) ir
Tyx(p) ) i poveiki Rxy(p) biiti negali. Atoveiksmio Tyx(p) pavyzdys: ,,Skolininkas y neatsizvelgia i
kreditoriaus x reikalavima ir laiku negrazina jam savo skolos®.

Subjekto y reakcija | antrojo tipo poveiki Axy(p) taip pat gali pasireiksti dvejopai:

1) subjektas y gali sutikti su subjekto x jam primetamais apribojimais ir, priimdamas juos,
nevykdyti to veiksmo, kurio pastarasis nepageidauja;

2) subjektas y gali pasielgti ir prieSingai — ignoruoti tuos apribojimus, kuriuos subjektas x
stengiasi jam primesti, nesutikti su jais, atmest juos.

Pirmuoju atveju atoveiksmi i poveiki Axy(p) vadinsime sutikimu (apribojimy priémimu) ir
vaizduosime formule Syx(p), reiskiancia, kad subjektas y sutinka su subjekto x primetamais
apribojimais ir nevykdo to veiksmo, kurio pastarasis nepageidauja, o todél teiginys p islieka (tampa)
teisingu teiginiu. Atoveiksmio Syx(p) pavyzdziai: 1) “Nusikaltélis y paklista policininko valiai ir
leidziasi areStuojamas, tuo paciu prarasdamas galimybe pasislépti ir sunaikinti nusikaltimo ikalCius®;
2) ,,Teis¢jas y priima teisiamojo x pareiskimg ir sutinka biti nuSalintas nuo dalyvavimo bylos eigoje, tuo
paciu prarasdamas galimybg Saliskai paveikti bylos svarstyma bei teismo nuosprendj®.

Antruoju atveju atoveiksmj | poveiki Axy(p) tenka vadinti nesutikimu ir vaizduoti formule
Syx(p) (arba formule Syx(p)). Atoveiksmio Syx(p) pavyzdziai: 1) ,Nusikaltélis nesutinka biiti
areStuojamas ir prieSinasi policininkui, bandydamas pabégti ir pasislépti®; 2) ,,Teiséjas y nesutinka su
teisiamojo x pareikStais teiginiais, argumentuojanciais teis¢jo nuSalinimo tikslinguma, ir stengiasi
apeliuoti { kitus teismo narius, kad $ie atmesty teisiamojo x pretenzija kaip nepagrista“.

Formulés Rxy(p) ir Axy(p) taip pat gali turéti savo neiginius Rxy(p) ir Axy(p), dvireikSméje

logikoje ekvivalenéius formuléms Rxy(p) ir Xxy(p), reiskiancioms (atitinkamai), kad subjektas x
nepateikia subjektui y reikalavimo vykdyti veiksma, kurio pasekoje teiginys p tapty (iSlikty) teisingu
teiginiu, ir kad subjektas x nesistengia taip apriboti subjekto y veiklos bei galimybiy, jog pastarasis
neivykdytuy subjektui x nepageidaujamo veiksmo, o palieka jam (t.y. subjektui y) galimybe elgtis
nevarzomai.

Kaip jau buvo minéta, formules Rxy(p), Axy(p), Txy(p), Sxy(p), Syx(p), Tyx(p), o taip pat
formules Rxy(p), Axy(p), Tyx(p) ir Syx(p) galima laikyti nehomogeninémis loginémis funkcijomis —
savo riiSies pastoviais trivieciais predikatais, kuriy loginés reik§més priklauso nuo objektiniy kintamyjy
X ir y bei nuo propozicinio kintamojo p. [staCius vietoj x ir y konkrec¢iy subjekty vardus,
vienareikSmiskai identifikuojancius tuos subjektus, o vietoj p — atitinkamus konkreéius teiginius, i$
minétyjy trivieciy predikaty bity gauti pastoviis lokallis teiginiai, kurie tam tikrose situacijose ir tam
tikrais momentais galéty buti teisingi, o kitose situacijose bei kitais momentais — neteisingi. Minétus
predikatus galima paversti pastoviais teiginiais ir suriSant kintamuosius X, y ir p bendrumo bei
egzistavimo kvantoriais.

I formuliy Rxy(p), Axy(p), Ayx(p) ir Tyx(p) galime gauti sudétingesnes formules
RQI()Q:(y)(P), RQ(X, Y)(p)s AQI()Q:(¥)(P)s AQ(x,y)(p) ir t. t., i¥skiriantias i subjekty x ir y aibiu ju
poaibius <Q(x)>, <Q,(y)>, <Q(x,y)> pagal ty poaibiy elementy pozymius Q,, Q, ir Q, galin¢ius reiksti
tam tikras subjekty x ir y savybes bei santykius tarp jy. Pavyzdziui, formulé RQ;(x)Q.(y)(p) reiskia, jog
subjektas x, priklausantis poaibiui <Q(x)>, t.y. tenkinantis predikating lygti Q,(x)=1, reikalauja i$
subjekto y, priklausancio poaibiui <Q,(x)>, kad pastarasis jvykdyty toki veiksma, kurio ivykdymo
pasekoje teiginys p taptu (iSlikty) teisingu teiginiu. AnalogiSkai gali biiti interpretuojama ir formulé
RQ(x, y)(p), kurioje Q gali reiksti ne tik kokia nors bendrg subjekty x ir y savybe, bet ir kokj tai santykj
tarp ju. Panasiai gali bti interpretuojamos ir visos kitos subjekty saveikavimo logikos formulés, kuriose
subjektai charakterizuojami tam tikromis savybémis bei santykiais, panaudojant tam predikatus.
Teiginiai p tose formulése taip pat gali bti ne tik elementartis bet ir sudétingi, t. y. gali biiti sudaryti i$
elementariy teiginiy, sujungty loginémis jungtimis. Pavyzdziui, formulé TxQ(y)(p—qAT ) reiskia, jog
subjektas x tenkina subjekto y, priklausancio poaibiui <Q(y)>,reikalavimus ir daro tokj veiksma, kad
teiginys p—>qAT tapty (iSlikty) teisingu teiginiu.

Atkreipsiu démesi i dar viena Siek tiek sudétingesni subjekty saveikavima aprasanciy
sudétingesniy formuliy konstravimo biida — konstravima tokiy formuliy, kurios vaizduoja atvejus, kada
vieni saveikavimo operatoriai patenka i kity saveikavimo operatoriy veikimo sfera. Pailiustruosiu tai
tokiu budu gauty formuliy pavyzdziais: Axy(Tyz(p)), Sxy(Ayz(Tzx,(p))) ir pan.

Formulé Axy(Tyz(p)) reiskia, jog subjektas x, apribodamas subjekto y veikla, uzdraudzia
pastarajam tam tikra veiksma, kad to pasekoje formulé Tyz(p) tapty teisinga, t.y., kad subjektas y,
tenkindamas subjekto z reikalavimus, padaryty tokj veiksma, kuris uztikrinty teiginio p teisinguma.
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Antroji formulé, t. y. formulé Sxy(Ayz(Tzx;(p))), isSifruojama taip: subjektas x sutinka su jam
subjekto y primestu apribojimu, nedarydamas subjektui y nepageidaujamo veiksmo, ir to pasekoje
formulé Ayz(Tzx,(p)) iSlicka (arba tampa) teisinga, o tai reiskia, jog tuo atveju subjektas y apriboja
subjekto z veikla bei galimybes taip, kad iSlieka (arba tampa) teisinga formule Tzx,(p), reiskianti, jog
subjektas z, tenkindamas subjekto x; reikalavima, padaro toki veiksma, kad teiginys p tampa (arba
iSlieka) teisingu teiginiu.

Panasiu budu gali biiti sudarytos ir interpretuotos dar sudétingesnés formulés, aprasancios dar
sudétingesnj didelés subjekty grupés saveikavima, kuri aprasyti natiiralios kalbos zodziais biity jau gana
sunku, nes tekty konstruoti gana gremézdiskas sakiniy grandines. Palyginkite ka tik nagrinétaja formulg
Sxy(Ayz(Tzx,(p))) su tais sakiniais, kuriy prireiké tos formulés i$§ifravimui, ir pabandykite padaryti i§
to palyginimo iSplaukiancias i§vadas. Manau, jog sutiksite, kad gana daZnai formuliy kalba biina ne
tik vienareik§miSkesné (apibréztesné), bet ir kompaktiSkesné bei aiSkesné (lengviau apZzZvelgiama
ir greifiau suprantama) uZ natiiraliaja kalba. Todél ir kuriami sudétingy sunkiai apzvelgiamy
situacijy formaliis modeliai ir su jais eksperimentuojama (pavyzdzZiui, vykdomi matematiniai
eksperimentai su sudétingais imitaciniais modeliais), nes tai leidZia lengviau ir greiiau pamatyti
tai, kas toje sunkiai apZvelgiamoje situacijoje mums galéty biiti aktualu. Dar rySkiau formalios
kalbos ir formalaus matematinio aparato bei matematinio modeliavimo (tame tarpe — ir imitacinio
modeliavimo) pranaSumai, lyginant su nataraliomis kalbomis ir mastymo procesais, vykstanciais
natiiraliomis kalbomis, pasireiskia tada, kai susiduriama su neapZvelgiamomis situacijomis, kuriy
formaliis modeliai gali buti sudaryti jau tik kolektyvinémis pastangomis ir per gana ilga laika.
Tacdiau tai nereiskia, kad formalus modeliavimas pajégus iSstumti induktyvaus mastymo poreikj ir
nustelbti induktyvy mastyma bei intuicija. Neretai induktyvus mastymas ir intuicija leidZia
pastebéti ir rasti tai, ka gauti formaliais dedukciniais metodais biity Zymiai sunkiau ar i§ viso
nejmanoma. Ir tai ne tik pasitaiko, bet, kaip tai iSplaukia i§ jau daug karty minétos Giodelio
teoremos apie sudétingy formaliy sistemy nepilnuma, yra neiSvengiama. Todél labai svarbu
mokéti derinti formaliy ir neformaliy metody naudojimg, mokéti sudétingoje situacijoje
pasirinkti tuos metodus, kurie tuo atveju yra efektyvesni, o taip pat nuolat lavinti dedukcinio ir
indukcinio mastymo jgiidZius bei intuicija.

Taciau grizkime prie subjekty saveikavima aprasanciy formuliy. Kadangi tos formulés yra
predikatai, tai su jomis galima daryti ivairias logines operacijas: neigima, konjunkcija, disjunkcija,
galima jas jungti implikacijos, Vebo funkcijos, Seferio $tricho ir t. t. Zenklais, ju argumentus galima
suriti egzistavimo ir bendrumo kvantoriais.

Jau anksciau buvo pazyméta, kad visos formulés Rxy(p), Axy(p), Syx(p) ir Tyx(p) neigima

dvireikSméje logikoje galima pakeisti sarySio operatoriy R, A, T ir S neiginiu, t. y. formulg¢ Rxy(p)
galima pakeisti jai ekvivalen¢ia formule Rxy(p) ir t. t.

Taciau galimi ir kitokie sgveikos formuliy neigimo variantai. Pavyzdziui, i§ formulés
RQi(x)Quy)(p) galima gauti ne tik formule RQ,(x)Q,(y)(p), bet ir formules RQ,(x)Q,(y)(Pp),
RQ()Q;(M)(P), RQIMQM(P), RQ()Q:(1(P) . RQ()Q(M(P) . RQ(x)Q;(¥)(P). o taip pat
ir  formules  RQ()Q(M(P), RQ()QLM(P), RQ()IQ(LM(D),  RQ()Q (D),

ial x)Q,(¥)(®P), ﬁQl (X)Q_z(y)(ﬁ) R KGI(X)Q_Z(y)(ﬁ) . Analogiskai transformacijas galima daryti ir su

formule AQ;(x)Q.(y)(p) bei su kitomis subjekty saveikavima aprasanciomis formulémis. Tokiu biidu
gauty formuliy interpretavima palieku skaitytojui.

Saveikavimo logikos formuliy jungimas loginémis jungtimis | sudétingesnes formules niekuo
nesiskiria nuo jau mums jprasto teiginiy ir predikaty jungimo i sudétingus teiginius ir predikatus. Taip
pat niekuo nesiskiria ir saveikavimo formuliy kintamyjy suriSimo kvantoriais operacijos.

IS to, kas ¢ia buvo pasakyta apie subjekty saveikavima apraSancias formules ir logines
operacijas su jomis, iSplaukia, jog gali egzistuoti speciali predikaty algebros dalis — saveikavimo
logikos algebra, kurioje galioja visi predikaty algebros désniai, o be to dar gali galioti ir specifiniai

saveikavimo  logikos  algebros  désniai,  pavyzdziui, tokie  kaip ny(p)(—)ﬁxy(p),

Rxy(p) = (Tyx(p) v Txy(p)) ir pan.

[vesdami modalumo operatorius V, Y, W ir U i predikaty algebra bei predikaty skai¢iavima,
t. y. kvalifikuodami tais operatoriais tuos ar kitus predikatus bei teiginius, mes gauname modaline
predikaty algebra bei modalinj predikaty skaiciavimg. [vesdami minétuosius operatorius {
saveikavimo logikos algebra, mes gauname specifing modalinés predikaty algebros dali — modaling
saveikavimo logikos algebra.
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Suteikdami modaliniams operatoriams deonting interpretacija, t. y. interpretuodami operatoriy
»V kaip ,,privaloma®, operatoriy ,,Y* — kaip ,,draudziama®, operatoriy ,,W* — kaip ,normatyviai
neutralu® (t. y. ,,nei privaloma, nei draudziama“), o operatoriy ,,U* — kaip ,,normatyviai leidziama® (t. y.
tai, ka ,,subjektai turi teis¢ daryti*), mes i§ bendrosios modalinés saveikavimo logikos algebros gauname
jos specifing ris] — normatyvinés saveikavimo logikos algebra. Toje algebroje galioja ne tik visi
bendrosios modalinés predikaty algebros désniai (t.y. visi asertorinés predikaty algebros désniai +
specifiniai modaliniai désniai, t. y. specifinés bendrosios modalinés predikaty algebros teoremos), bet ir
eile specifiniy normatyvinés saveikavimo logikos désniy, tokiy kaip URxy(p)<->VTyx(p),

UAxy(p)<>VSyx(p),  VRxy(p) <> UTyx(p),  VAxy(p) <> USyx(p),  URxy(p) = YTyx(p),

YRxy(p) > UTyx(p) , UAxy(p) > ngx(p) irt. t.

Parodysiu, pavyzdziui, kad formulé URxy(p)<>VTyx(p) visada yra teisinga, t.y. teisinga
visiems subjektams x ir y, visiems jy veiksmams bei ty veiksmy pasekmes apiblidinantiems (i§ ty
veiksmy i§plaukiantiems) teiginiams p.

Formulé URxy(p) reiskia, jog subjektas x turi teis¢ reikalauti i§ subjekto y, kad pastarasis
ivykdytuy veiksma, kurio pasekoje teiginys p tapty (arba islikty) teisingu teiginiu. Istate i Sia formule
konkrecias x, y ir p reikSmes, gausime teiginj, kuris vienais atvejais bus teisingas, kitais — neteisingas.
Taip yra todeél, kad visada egzistuoja tai, ko tas ar kitas subjektas neturi teisés reikalauti i$ kity subjektu,
ir visada egzistuoja tai, ko koks nors konkretus subjektas turi teis¢ reikalauti i§ kito konkretaus subjekto
y (tame tarpe ir i§ paties saves, kai y sutampa su x).

Pavyzdziui, koks nors taksi stotelé¢je laukiantis keleivis turi teis¢ reikalauti i§ sustojusio
stoteléje taksi vairuotojo, kad $is nuvezty minétaji keleivi i kuria nors $io miesto dalj keleivio nurodytu
adresu. Siuo konkre¢iu atveju formulé URxy(p) pavirsta teisingu teiginiu, kuriame teiginys p yra
teiginys ,,keleivi x taksistas y atvezé | ta miesto vieta, kurig nurodé keleivis®.

Taciau minétasis keleivis neturi juridinés teisés stabdyti bet kuria pravaziuojancia masina ir
reikalauti i§ tos masinos vairuotojo, kad §is nuvezty ji jo nurodyty adresu. Jis galéty to vairuotojo tik
prasyti tokios paslaugos, ir jau vairuotojo valia tenkinti ar netenkinti tokj keleivio praSyma. Taigi, Siuo
konkreciu atveju formulé URxy(p) pavirsta neteisingu teiginiu.

Analogiskai galima isitikinti, kad ir formulé VTyx(p), reiskianti, jog subjektas y privalo
tenkinti subjekto x reikalavima ivykdyti toki veiksma, kad teiginys p tapty (ar islikty) teisingu teiginiu,
konkreciose situacijose gali tapti kaip teisingu, taip ir neteisingu teiginiu.

Pavyzdziui, jau nagrinétu keleivio ir taksi vairuotojo atveju taksi vairuotojas y privalo
patenkinti keleivio x reikalavima ir nuvezti pastaraji nurodytu adresu. Taigi, Siuo atveju formulé
VTxy(p) pavirsta teisingu teiginiu. O tuo atveju, kai keleivis uzsimano to reikalauti i§ bet kurio
pravaziuojanc¢io automobilio vairuotojo, neuzsiimancio keleiviy veziojimu, formulé VTxy(p) tampa
neteisingu teiginiu.

Nesunku pastebéti, kad formulés URxy(p) ir VTxy(p) abi kartu tampa arba teisingais arba
neteisingais teiginiais, todél jos ir yra logiskai ekvivalencios. Galima jsitikinti, kad taip yra bet kuriuo
atveju, kokie x, y ir p bebuty. Taip yra todel, kad egzistuoja pastovus rysys tarp teisés reikalauti ir
prievolés tenkinti ta reikalavima: subjektas x turi teis¢ ko nors reikalauti i$ subjekto y tada ir tik
tada, kai subjektas y privalo tenkinti ta reikalavima. Si teiginj galima performuluoti ir atvirkstine
tvarka: subjektas y privalo tenkinti subjekto x reikalavimag tada ir tik tada, kai subjektas x turi
teise to reikalauti i$ subjekto y. Abi Sios formuluotés yra ekvivalencios.

Galéty pasirodyti, kad formulé URxy(p)<>VTyx(p) isreiskia labai jau trivialia tiesa, apie kuria
net kalbéti neverta. IS tikryjy, Si tiesa néra jau tokia triviali. Pavyzdziui, teisé praSyti jau skiriasi nuo
teisés reikalauti, nes teisé praSyti neimplikuoja biitinumo (prievolés) tenkinti ta prasyma,
panasiai, kaip ir teisé tenkinti tg ar kita praSyma neimplikuoja prievolés prasyti.

Pana8y pastebéjima galima i$sakyti ir teisés dovanoti atzvilgiu: subjekto x teisé apdovanoti
subjekta y neimplikuoja subjekto y prievolés biitinai priimti i§ subjekto x ta apdovanojima.

Kad ¢ia ne viskas taip jau paprasta, kaip galéjo pasirodyti i§ pirmo Zvilgsnio, nesunkiai galime
isitikinti, panagringjg subjekto x teis¢ ka nors dovanoti subjektui y ir subjekto y teis¢ priimti ar nepriimti
ta dovang. Ar subjektas x visada turi juriding teis¢ ka nors dovanoti kokiam nors subjektui y ir ar
subjektas y visada privalo ir turi juriding teis¢ priimti ta dovana? Juk teigiamas atsakymas i §i klausima
juridiskai iteisinty kySiy davima ir émima.

Rekomenduociau skaitytojui pabandyti formaliai aprasyti toki subjekty x ir y saveikavima, kaip
dovanos davima ir jos émima ir, naudojantis modalumo operatoriais, iSreiksti priklausomybes, tuomet
atsirandancias tarp ty subjekty teisiy ir prievoliy. Manau, tai padés skaitytojui isitikinti, jog §i uzduotis
neéra triviali.
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O stai, jsitikinti, jog kitos ka tik iSraSytos normatyvinés saveikavimo logikos formulés
(UAxy(p)«>VSyx(p) ir t. t.) yra visada teisingos, i§ tikryjy néra sunku. Sitlyciau skaitytojui patikrinti
tas formules.

Sitlyciau taip pat isitikinti, jog subjekto x teisés subjekto y atzvilgiu atvejais UTxy(p),
USxy(p), UAxy(p) ir URxy(p) neimplikuoja su biitinumu atitinkamos subjekto y prievolés
(isipareigojimo) subjekto x atzvilgiu, taip pat kaip subjekto x prievolés(isipareigojimas) subjekto y
atzvilgiu atvejais VRxy(p), VAxy(p), VTxy(p) ir VSxy(p) neimplikuoja su bitinumu atitinkamos
subjekto y teisés subjekto x atzvilgiu.

O tuo tarpu subjekto x teis¢ subjekto y atzvilgiu atvejais URxy(p), UAxy(p), UTxy(p),
USxy(p) batinai implikuoja subjekto y prievole (isipareigojima) subjekto x atzvilgiu, kaip ir subjekto x
prievolé (isipareigojimas) subjektui y atvejais VTxy(p), VSxy(p), VRxy(p) ir VAxy(p) biitinai
implikuoja atitinkama subjekto y teis¢ subjekto x atzvilgiu. Rekomenduodiau skaitytojui tuo isitikinti,
interpretuojant Sias formules ir analizuojant jvairius juy taikymo atvejus.

Naudodamiesi kai kuriomis absoliuciai teisingomis ¢ia nagrinétomis normatyvinés saveikavimo
logikos formulémis ir bendrosios modalinés predikaty logikos (modalinio predikaty skaiciavimo)
teoremy iSvedimo matematiniu aparatu (aksiomomis ir i§vedimo taisyklémis), galima sukonstruoti ir
aksiomating normatyvinés saveikavimo logikos sistema.

Viena i$ tokiy sistemy gautume Siek tiek modifikave modalinio predikaty skai¢iavimo i§vedimo
taisykles, kad jas (pavyzdziui, superpozicijos, egzistencionalumo, atskyrimo, suri§imo kvantoriais) biity
galima taikyti ir normatyvinés saveikavimo logikos formuléms, ir prijunge prie predikaty skaic¢iavimo
aksiomy Sias SeSias papildomas aksiomas:

Al. ?V(prq)(VpAVQ),
A2. ?U(pvq)<>(UpvUq),
A3. ?Vp-Up,

AS. 7URxy(p)<>VTyx(p)

A6. 7UAXy(p)<>VSyx(p).
def def
Naudojantis apibrézimais Yp<> V—p ir Wp<>—VpA—-V—p, | Sia sistema galima jvesti ir
modalinius operatorius Y ir W.
Naudojantis Sios sistemos teoremy iSvedimo aparatu, galima iSvesti kickviena i$ anksciau
nagrinéty absoliuciai teisingy normatyvinés saveikavimo logikos formuliy.
Rekomenduociau skaitytojui pabandyti Cia pateiktoje formalioje normatyvinés saveikavimo
logikos sistemoje iSvesti teoremas:

? VRxy(p) <> UTyx(p),
?VAxy(p) <> USyx(p).
?URxy(p) = YTyx(p),
? YRxy(p) = UTyx(p),
2 UAxy(p) = YSyx(p) .

Tuo ir baigsiu modaliniy logiky apzvalga. Tiems skaitytojams, kurie
susidoméjo modaline logika ir noréty suzinoti apie ja daugiau, galima parekomenduoti
jau minétas knygas [248, 58, 289], o taip pat [296+298] bei [300], nes laiko bei
normatyvinés logikos sistemas irgi galima laikyti modalinémis sistemomis. Daugumos
¢ia iSvardinty knyguy bei straipsniy pabaigoje pateikta gana turtinga bibliografija, kuria
pasinaudodamas skaitytojas galés susipazinti su visais pagrindiniais darbais Sioje
srityje.

Sis — 1.16.1.5.7. — skyrelis — paskutinis 1.16.1. poskyrio, skirto logikos désniy
matematiniam modeliavimui ir taikymui, skyrelis. Vienas pagrindiniy Sio skyrelio
tiksly buvo — parodyti skaitytojui, kad matematinés logikos kalba ir jos matematinis
aparatas gali biiti taikomi ne tik loginiy iSvady gavimui, bet ir sudétingy situacijy
bei procesy modeliavime, kad egzistuoja ne tik samprotavimy logika, bet ir
veiksmy bei saveikavimo logikos.
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Sioje mokymo priemonéje matematinei logikai ir jos taikymams skirta gana
daug démesio. Tam buvo kelios priezastys.

Pirmoji priezastis — daugumos aukstyju mokykly mokymo programose logikai
ir loginiy procediry modeliavimui daznai neskiriama reikiamo démesio, kai tuo tarpu
ne tik sisteminis, bet ir bet koks teisingas mastymas privalo biiti logiskas, bet kokie
modeliai ir projektai privalo neprieStarauti logikos désniams. Studijuojant matematinés
sistemotyros kursa buvo bitina uzpildyti $ia auksStyju mokykly programy spraga.

Antroji priezastis: Kuriant sudétingy sistemy ir sudétingy procesu, kuriuose
dalyvauja mastantys ir svarbius sprendimus priimantys Zmonés, sisteminius modelius
ir projektus bei kompiuterines sistemas, skirtas tokiy modeliy ir projekty
funkcionavimo imitavimui ir analizei, nepakanka vien tik kiekybinés matematikos
metody ir modeliy. Kiekybinés matematikos aparata tikslinga (o daznai ir biitina)
papildyti matematinés logikos aparatu. Tuo tikslu kuriamos deskriptyvinés ir
normatyvines logikos sistemos, padedancios pilniau aprasyti sudétingas situacijas ir jas
analizuoti, pasitelkiant kompiutering technika.

Tredioji priezastis: Siame — 1.16. — skyriuje (jo 1.16.3. ir 1.16.4. poskyriuose)
bus nagrin¢jamos ekspertinés, dirbtinio intelekto ir kolektyvinio proto sistemos bei ju
taikymai. Tokiy sistemy ir juy funkcionavimo nagrin¢jimui taip pat bitinos
matematinés logikos Zinojimas.

Net ir to zinojimo, kuris i8déstytas 1.16.1 poskyryje, nepakaks. Teks ji papildyti
Ziniomis apie negrieztai apibrézta matematika bei apie negrieztai apibrézta logika. Tam
skiriami §i0s mokymo priemonés 1.16.2. poskyrio skyreliai. Juose skaitytojas bus
supazindinamas su difuzinés matematikos, difuzinés logikos, loSimy teorijos,
statistinés sprendimuy priémimo teorijos bei daugiakriterijinio optimizavimo teorijos
pradmenimis.

1.16.2. Negrieztai apibrézta (L. Zadeh) matematika.
Neapibréztiniai modeliai

Jau §io — 1.16-0jo — skyriaus pradzioje buvo pazymeéta, kad ne visy reiskiniy
apraSymui tinka grieztai apibrézta klasikinés matematikos kalba, nes yra
reiSkiniy, kuriy matematiniai modeliai neturéty buti griezZtai vienareikSmiSkai
apibrézti, kadangi patiems tiems reiSkiniams i§ esmés biidingas neapibréZtumas.
Ten buvo pateiktas ir vieno tokio reiskinio pavyzdys. Tokiy reiSkiniy gana daug, todel
aktualu panagrinéti neapibréztuma detaliau. Pradésime nuo aibiy.

1.16.2.1. NegriezZtai apibréZiamo aibés ir negrieztai apibréZiami predikatai

Klasikinéje matematikoje nagrin¢jamos tik grieztai apibréztos aibés. Joje
kiekviena aibé apibréziama taip, kad bet kurios realios ar virtualios esybés atzvilgiu
kiekvienas tos esybés ir tos aibés nagrinétojas gali vienareikSmiskai ir objektyviai
nustatyti, priklauso ar nepriklauso ta esybé tai apibréziamai aibei. Pavyzdziui,
nelyginiy naturaliyjuy skaiciy aibé apibréziama taip, kad kiekvieno natiiralaus skaiciaus
atzvilgiu kiekvienas subjektas vienareik§miskai ir vienodai (nepriklausomai nuo to, kas
nustato) gali nustatyti, ar tas nattiralusis skai¢ius priklauso tai aibei, ar nepriklauso. Tas
sprendimas bus vienareikSmiskas ir objektyvus ne tik kiekvieno nattralaus skaiciaus,
bet ir bet kurios kitos esybés, nesancios naturaliu skai¢iumi, atzvilgiu, nes tokia esybé
néra natiiralus nelyginis skaicius.

Taciau ne visos realios aibés gali buti taip grieztai apibréztos. Panagrinékime,
pavyzdziui, nepadoriy politiky aibg. Daugybe fakty rodo, jog §i aibé néra tuscia, nes
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gana daznai ne tik dauguma visuomenés nariy, bet ir jvairios specialios komisijos
pripazista vieno ar kito politiko elgesi nepakankamai padoriu. IS kitos pusés, néra
pagrindo atmesti hipotezg, jog gali egzistuoti (ir, matyt, egzistuoja) ne tik nepadors,
bet ir pakankamai padoris politikai. Juk nemazai politiky laiko save padoriais, o kai
kuriy i$ ju atzvilgiu ir visuomené laikosi panaSios nuomonés. Taigi, galima teigti, jog
nepadoriy ir padoriy politiky aibés néra tuscios, taciau nejmanoma vienareikSmiskai
nustatyti griezta riba tarp Siy aibiy, kuri leisty kiekvienam i§ miisy vienareikSmiskai ir
vienodai spresti bet kurio konkretaus politiko atzvilgiu, padorus jis ar ne. Kad tuo
isitikintume, pakanka, palyginti padoriy ir nepadoriy politiky sarasus, kuriuos sudare
atsitiktinai parinkti skirtingi Zmonés: kai kurie sarasai dalinai ar net pilnai sutaps,
taciau pilno visy sarasy sutapimo negausime.

Su panasia situacija susidursime ir bandydami skirstyti zmones | pakankamai
protingus ir nepakankamai protingus, pakankamai sveikus ir nepakankamai sveikus,
géles — 1 labai grazias ir maZziau grazias, knygas — | {domias ir nejdomias ir t. t.

Visy panaSiy aibiy ribos néra grieztai apibréZtos, tod¢l tas ribas vadina
»iSblukusiomis“, o pacias tas aibes — ,negriezZtai apibréziamomis“, arba
»difuzinémis“. Tokiy aibiy nagrinéjimo pradininkas — JAV mokslininkas L. Zadeh —
jas pavadino ,,Fuzzy Sets* (ziiir. pav. [301, 302]).

Aprasant grieztai apibrézta aib¢ A={x}, pakanka nurodyti ta aibg apraSantj
klasikinés logikos predikata P(x), kurio reikSmé tampa lygi loginiam vienetui, kai
xeA, ir lygi loginiam nuliui, kai xg¢ A. Naudojantis 1.5. skyriuje jvestais ternarinés
TSF kalbos zyme¢jimais, tuomet galima uzrasyti, jog A=(P(x)) (arba A=((x)P)).

Kai grieztai apibrézta aibé yra baigting, tai, apibréziant tokia aibe, vietoj ta aibg
apraSancio predikato P(x) galima pateikti ta aibg¢ sudaranciy elementy sarasa {x},
iSvardijant visus ta aibg sudarancius elementus, t. y. nurodant juy vardus ar kokius nors
kitus ju identifikatorius, o kartais — tiesiog parodant pacius tuos elementus.

ApraSant negrieztai apibréziamas baigtines aibes, paprasto ju elementy
iSvardijimo ar parodymo jau nebepakanka, nes tokio iSvardijimo ar parodymo net ir
padaryti, vienareikSmiskai atskiriant esybes, priklausanéias ir nepriklausancias
nagrin¢jamai aibei, yra nejmanoma.

L. Zadeh pasiiilé negrieztai apibréziamos aibés A elementus x charakterizuoti
ju priklausomybés apraSomai aibei funkcijomis pa(x), kuriy reikSmés tenkina
salyga O<pa(x)<I.

Jei pa(x)=0, tai reiskia, jog esybé x tikrai nepriklauso aibei A, o jei pa(x)=1, tai
esybe x tikrai priklauso aibei A. Visais kitais atvejais, kai apie esybés x priklausomybg
ar nepriklausomybe aibei A mes galime spresti tik apytikriai (negrieztai),
priklausomybés funkcijos pa(x) reikSmé yra didesné uz 0, taciau mazesn¢ uz 1.
Priimama, kad pa(x) turi bti tuo didesné, kuo stipriau mes isitiking, jog x€A.

Pati funkcijos pa(x) reikSmés nustatymo procediira tokiais atvejais taip pat néra
grieztai apibrézta ir skirtingi stebétojai, stebédami ta pacia esybg x ir ta pacia aibe A,
kartais gali priskirti funkcijai pa(x) skirtingas reik§mes. Taip atsitinka gana daznai, kai
pa(x) reikSmé gaunama kaip ekspertinis jvertis, vadovaujantis principu: kuo labiau
mes jsitiking, jog duotoji esybé x priklauso nagrinéjamai aibei A, tuo didesng
reikSme priskiriame funkcijai pa(x). Kartais, kai esybiy x, kurios galéty priklausyti
aibei A, elgesys priklausomybés aibei A pozymiy atzvilgiu yra statistiSkai stabilus,
priklausomybés aibei A funkcija pa(x) galima interpretuoti kaip tikimybe, jog esybé x
priklauso aibei A, t.y. apibrézti pa(x) kaip pa(x)=P(x€A). Tuomet, turédami
pakankamai statistiniy duomeny bei kitos informacijos apie aibg A ir esybes X, ivairus
stebétojai galéty gauti beveik objektyvius ir todél vienodus ar beveik vienodus
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funkcijos pa(x) reikSmiy ivercius. Taciau, kai galimybés gauti objektyvius jvercius
néra, tai ir subjektyvis jverciai yra naudingi, nes jie vis délto duoda Siokia tokia
informacija apie aibe A ir jos elementus x, o taip pat ir apie patj stebétoja, tuos
ivercius pateikusj. Todél ir vykdomos {vairios apklausos visuomeng¢je.

Tuo atveju, kai negrieztai apibréziama aibé A yra baigtiné ir galimiems jos
elementams x nustatytos funkcijos pa(x) reikSmes, tai tokia aib¢ A L. Zadech apraso

formule A = U u, (x,)/(x;), kurioje ,,U* — aibiy bei ju elementy sajungos (sasajos)
i=1
zenklas, ,.x; — esybiy, esan¢iy aibés A elementais, identifikatoriai, ,,pua(X;)/(Xi) — aibés
A elementy zymejimai, susidedantys i§ elemento x; priklausomybés aibei A funkcijos
reik§més (kokio nors skai¢iaus, ne mazesnio uz 0 ir ne didesnio uz 1) ir to elemento
identifikatoriaus (pavadinimo, Zymens, atvaizdo ir pan.), patalpinto i skliaustelius.
Pavyzdziui, negrieztai apibréziama aibe ,.keli“ (t.y. ,.keli elementai®) apraso

def
taip: {,.keli“} = 0,5/(3)U 0,8/(4)U 1/(5)U 1/(6)U 0,8/(7)U 0,5/(8).

Sis uzrasas reiskia, kad tais atvejais, kai turime 5 arba 6 elementus, visiskai
apibréztai (su pa(x)=1) galime teigti, jog turime ,kelis elementus™, o jei elementy
maziau arba daugiau negu 5 ar 6, tai misuy isitikinimas, kad toki ju skai¢iy galima
ivertinti kaip ,keli“, tolstant nuo 5 bei 6 i viena ar i kita pusg, laipsniSkai mazéja,
pavyzdziui, sumazédamas du kartus, kai ty elementy lieka tik trys arba tampa net 8.

Zinoma, toks aibés ,keli elementai apibréZimas yra gana salyginis ir
subjektyvus, taciau jis tuo pacdiu yra gana informatyvus, nes leidzia susidaryti
gana pilng vaizda, kaip to apibréZimo autorius (Siuo atveju — L. Zadeh)
isivaizduoja savokg ,keli“.

Kai aibés A elementy yra ar gali buti be galo daug, vietoj Zenklo ,,U
naudojamas Zenklas ,,b* — Zenklo ,,lU « ir integralo Zenklo |« hibridas.

Pavyzdziui, negrieztai apibrézta aibg ,,jauni zmonés®, kurioje ,,x* yra zmogaus

13

.. . ey W x5y
amzius, galima apibrézia taip: {,,jauni Zzmones*} = /01/(X)U |1+ 5 x)"

0 25

Si formulé reiskia, jog, L. Zadeh nuomone, kai zmogaus amzius x priklauso
intervalui nuo 0 iki 25 mety, tai toks Zmogus turéty biiti visada laikomas jaunu, ir tai
pazymima tuo, kad tuomet pa(x)=1, o tuo atveju, kai Zzmogaus amzius virSija 25m., jo
amziui x didé¢jant, isitikinimas, kad jis dar yra jaunas, turéty mazéti, ka ir rodo

S S
(x—zﬂz'
1+
5
1

1
X)= 35)=——=0,2, o kai x=85, tai 85)=——_ Tokj L. Zadeh jvert]
Ha(X) =1, (35) Trd H,(85) 125 ! iverti

funkcijos pa(x) reikSmé pa(x)= Pavyzdziui, kai x=35 metai, tai

galétume laikyti praktiskai teisingu, jeigu tarp tikstanc¢io zmoniy, kuriy amzius — 85
m., vidutiniSkai pasitaikyty apie septyneta tokiy, kuriy sveikata, iSvaizda ir elgesys
tikrai biity jaunatviski.

5
def

0
Aibg ,,seni zmonés®“ L. Zadeh apibrézia formule {,,seni Zmonés*“} = %O/(x) U
0

v x—50\2 |
Ui{“{ 5 j} /éf
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Zmones, kuriy amZius x virsija 100 mety, L. Zadeh priskiria prie ,,labai seny®,
nejtraukdamas { ,,seny Zmoniy“ aibe.

Noréciau atkreipti skaitytojo démesi i tai, kad formulés, kuriomis L. Zadeh bando ,,apibrézti
negrieztas jauny ir seny zmoniy aibes, ¢ia pateiktos ne tam, kad L.Zadeh (arba a$) bandytuméme
patikslinti skaitytoju suvokima, ka deréty laikyti jaunu, o ka — senu Zmogumi. Juk pacios tos formulés
daug kam gali pasirodyti abejotinos, nes skirtingy zmoniy subjektyvios nuomonés ir negrieztai
apibréziamy savoky subjektyviis koncepciniai modeliai gali ne tik nesutapti, bet ir Zymiai skirtis. Ir tai
yra ne tik tikétina, bet ir désninga, nes tai iSplaukia i§ savoky ,,negrieztai apibréziama aibé“ bei
»hegrieztai apibréziama sgvoka“ esmeés.

Tas formules L. Zadeh pateikia ne kaip apibrézimus, o kaip galimybés matematiSkai apraSyti
subjektyvias nuomones bei subjektyvius negrieztai apibréziamy aibiy koncepcinius modelius iliustracija.

L. Zadeh nuopelnas ne tame, kad jis sudaré keliolika formuliy, subjektyviai apibrézianciy kai
kurias negrieztai apibréziamas aibes, o tame, kad jis, jvesdamas j matemating kalba negrieZtai
apibréziamo aibés, negrieZtai apibréZiama predikato, negrieZtai apibréZiamo algoritmo,
lingvistinio kintamojo sgvokas ir ty savoky formalaus Zyméjimo bei operacijy su jomis technika,
Zymiai praplété matematikos ir matematinés sistemotyros taikymo sritj, suteiké ekspertiniams
vertinimams ,,matavimy®, o apytikriams neformalizuoty procediiry apraSymams — ,algoritmy*
statusus, permesdamas ,tiltuka* tarp tiksliyjy ir ,,netiksliyjy*“ moksly, tarp objektyviy fakty ir
subjektyviy nuomoniy apie juos aprasymy.

Ivestos priklausomybés funkcijos ir ju Zzyméjimai (pa(x), ps(y) ir pan.) leidzia
formaliai apibrézti negrieztos aibés A poaibius B, t.y. formaliai aprasyti negrieztos
aibés ir jos poaibiy santykius: (BCA)—>Vx[up(x)<pa(x)]. Atvirkstiné implikacija
neteisinga, nes ne visada 1§ pug(x)<ua(x) iSplaukia, jog BCA.

Su negrieztai apibréZziamomis aibémis galima vykdyti sankirtos ,,( ], sajungos
(sasajos) ,,UU“ ir papildymo ,, 7 operacijas lygiai taip pat, kaip ir su grieztai
apibréztomis aibémis. TaCiau negrieztai apibréziamy aibiy atveju atsiranda papildoma
procediira — elementy x priklausomybés naujai aibei — aibei rezultatui — funkcijy
reik§miy apskai€iavimas ir rySium su tuo iSkyla klausimas, kaip, Zinant p, (x) ir
p,, (x), apskaiCiwoti p, -, (x) ir p, , (x), o taip pat, kaip, Zinant p,(x),
apskai€iuoti pca(x).

Kad galétume atsakyti { Siuos klausimus, isivesime negrieztai apibréziamo
predikato savoka.

NegrieZtai apibréziamu predikatu P(x) vadinsime predikata, galinti turéti
loging reikSme, priklausancia segmentui [0,1], nustatoma kaip ekspertinj ar statistinij
teiginio ,konkreti esybé x priklauso aibei <P(x)>“ teisingumo jvertj. Negrieztai
apibréziami predikatai gali biiti ne tik vienvieciai, bet ir daugiavieciai: P(x, y), P(x, y,
Z) ir pan.

Apibréze predikata Pa(x) kaip predikata Pa(x)<>(x€A), gauname, kad
priklausomybés funkcijos pa(x) reikSmé yra lygi negrieZtai apibréZziamo
predikato P4(x) teisingumo reikSmei, t. y. gauname, jog PA(x)<> pa(x).

Kitaip tariant, pacia priklausomybés funkcija pa(x) galima laikyti negrieztu
vienvieciu predikatu.

Su negrieztais predikatais galima vykdyti visas logines operacijas, kurios
atlickamos su klasikinés logikos grieztai apibréztais predikatais, o taip pat su
tikimybinés logikos predikatais.

NegrieZtai apibréZziamg predikata galima laikyti ne tik klasikinio grieZtai
apibrézto, bet ir tikimybinio predikato apibendrinimu, o klasikinj grieztai
apibreéztajj ir tikimybinj predikatus — negrieZtai apibréziamo predikato daliniais
atvejais.
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Kai negrieztai apibréziamam predikatui Pa(x) suteikiama tikimybiné
interpretacija, t. y., kai laikoma, kad pa(x) yra lygi tikimybei, jog x priklauso aibei A,
tai galima naudotis jau mums Zinomomis tikimybinés logikos formulémis:

P () ARy () = 1,y () By, (%) = (%), (),

P, (X) Vv Py(x) = Py (X) + pp(x) =, (X) - H%(X) )

—P,(x)=1-p,(x).
Kai aibés A ir B yra nepriklausomos, tai Hly (x) =pg(x) ir HA/ (x)=p,(x),
A B

todeél tokiu atveju Po(X)APs(X)=pa(X)-us(X) ir PA(X)VPp(X)=pa(X)+us(X)—Ha(X)- s (X).
Kadangi, kaip jau matéme 1.5. skyriuje, <PA (x) APy (x)> = <PA (x)>ﬂ<PB(x)> ,

(P, () v P, (x)) = (P, )U(Py(x) it (=P, (x))=7(P,(x)), o (P, () (Py(x)) =
= (P (¥))» (PLCONJ(P (X)) = (P, (X)) ir 7(P,(x))=(P,,(x)), tai gauname, jog
tikimybinés interpretacijos atveju: pAmB(x)ZuA(x)-u% (x) ZuB(x)-u% (x), paus(x)=
= Ha (X) + Hp(X) —pa (X)- H%(X) s Moa(X)=1—p, (x).

Kai aibés A ir B yra nepriklausomos, tai gauname, jog pa~p(X)=pa(X)-us(x) ir
HauB(X)=Ha(X)+uB(X)—Ha(X)-pB(X).

Taikant tikimybin¢ negriezty predikaty interpretacija, galioja visos
klasikinés logikos algebros formulés (de Morgano, suklijavimo, absorbcijos ir t. t.),
ir rekomenduotina, dar prie§ pereinant nuo loginiy prie aritmetiniy tikimybinés
logikos formuliy, maksimaliai supaprastinti logines formules klasikinéje logikoje,
jvykdant visus tam reikalingus formuliy pertvarkymus, apie kuriuos buvo
kalbéta 1.16.1.4. poskyrio skyreliuose. Tai leidzia ne tik Zymiai supaprastinti
velesnius skai¢iavimus, bet ir iSvengti galimu klaidy, atsirandanciy, kai pamirStama,
jog tarp sudétingy predikaty, sudaryty i§ elementariy nepriklausomy predikaty, gali
atsirasti priklausomybes, 1 kurias biitina atsizvelgti, taikant peréjimo nuo logikos prie
aritmetikos formules.

Pavyzdziui, apskaiCiuojant sudétingo predikato P, (x)v (—|PA (x) /\—|PB(X)),
sudaryto 1§ negrieztai apibréziamy nepriklausomy predikaty Pa(x) ir Pp(x), loging
reikSme taske x=x, kai zinoma, kad Pa(x )=0,8, o Pg(x )=0,3, tikslinga pradzioje,
naudojantis klasikine logine algebra, §i sudétinga predikata pertvarkyti 1 jam
ekvivalenty paprastesnj predikata P, (x)v —Py(x) ir tuo atveju, kai aibés A ir B yra
nepriklausomos, gauti, jog P,(x)Vv —Py(X)=p,(x)+1—pz(x) -1, (x)(l — uB(x)) =
=1—pp(x) +p, (%) - pp(x).

Tai reitkia, jog P, (x") v (=P, (x") A—=Py(x"))=1-03+0,8-0,3 = 0,94.

Jei biitume nesupaprasting predikato PA(X)\/(—.PA(X)/\—PB(X)) ir pabandg
igkart apskaiGiuoti jo logine reik§me taske x=x, apskaiiuodami pradZioje
konjunkcijos —P, (x") A—P5(x"), 0 po to ir visos disjunkcijos PA(X*)\/(—lpA(X*)/\
A =Py (x*)) reik§me, tai butume gave:

1) (1=, ()= py(x))=0.2-0,7 = 0,14,

2) 0,8+0,14-0,8-0,14 =0,828.

Kaip matome, biity teke atlikti daugiau skai¢iavimy ir, kas svarbiausia, bitume
gave neteisingg rezultata. Taip atsitiko todel, kad, nors Pa(x) ir Pp(x) — nepriklausomi
predikatai, taciau predikatai Po(x) ir (—Pa(x)A—Pp(x)) jau néra nepriklausomi, o todél
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antrajame veiksme, ivertinant konjunkcijos PA(X*)/\(—|PA(X*)/\—|PB(X*)) loging verte,
negalima buvo laikyti, jog ji yra lygi Pa(x') ir (=Pa(x )A—Ps(x")) loginiy veréiy 0,8 ir
0,14 sandaugai 0,8-0,14=0,112. Reik¢jo PA(X*) teisingumo tikimybing verte 0,8
dauginti ne i§ predikato (=Pa(x)A=PE(x)) teisingumo tikimybinés vertés 0,14, o 1§
salyginio predikato (—Pa(x )A—Pg(x"))/Pa(x’) teisingumo tikimybinés vertés, kuri yra
lygi 0, nes kai predikatas Pa(x) yra teisingas tai konjunkcija (—Pa(x)A—Pg(x)) yra
bitinai neteisinga. Tuomet antrajame veiksme btitume gave: 0,8+0,14-0,8-0=0,94, t. y.
teisinga atsakyma.

Kadangi salygines tikimybes apskaiciuoti ne visada yra taip paprasta, o taip pat
ne visada yra pastebimos visos priklausomybés, atsirandancios tarp sudétingy
predikaty, tai racionalu stengtis nagrinéjamg logine predikating formule jau
pacioje pradzioje taip supaprastinti, kad tokiy priklausomybiy likty kuo maZziau
ar net i$ viso nelikty.

Tikimybing¢ priklausomybés funkciju pa(x) interpretacija pa(x)=p(xeA),
leidzianc¢ia ty funkcijy konjunkcija, disjunkcija ir logini neigima iSreikSti ka tik
minétomis tikimybinés logikos formulémis, L.Zadeh pavadino ,,minkStaja“, kad
pagal ta pavadinima ja biity galima atskirti nuo kitos interpretacijos, kuria jis pavadino
HKietgja“.

»Kietaja* priklausomybés funkcijy interpretacija (o kartu ir ,kietgjj*
negrieZtai apibréztos logikos varianta) L. Zadeh apibrézia formulémis:

P, (x) A Py(x) = min(p, (x),pp(X)) ,

P, (x) v Py(x) = max(p, (x), up(x)) ,

P, () =11, (x).

Kaip matome, ,,kietajame* variante neatsiZvelgiama j skirtuma, kuris gali
atsirasti tarp rezultaty, gauty operuojant su nepriklausomais ir priklausomais
predikatais.

Be to, nors ,kietasis® variantas ir tenkina ta atotykio principo (zidr.,
pavyzdziui, 1 1.9.1.2. ir 1.13.3. skyrelius) reikalavima, kad ribiniu atveju ,,naujoji* ir
,»S€Nnoji* teorijos turéty sutapti, nes ribiniu atveju, kai pa(x) gali biti lygi tik loginiam
vienetui ir loginiam nuliui, ka tik iSraSytos ,kietojo* varianto formulés iSlieka
galiojanCiomis, tafiau negrieZtosios logikos ,kietasis“ variantas vis délto jau
nebeaprépia visos klasikinés matematinés logikos kaip, pavyzdziui ja aprépia
»minkS$tasis“ negriezZtosios logikos variantas. [rodysiu §i teigini.

,MinksStajame* variante visos klasikinés logikos formulés islieka
galiojandiomis, tame tarpe ir, pavyzdziui, tapatybé X, X, v X,X, =X, o tuo tarpu
»Kietajame* negrieztosios logikos variante formulés (Pa(x)APg(X))V(Pa(x)A—P5(X)) ir
PA(x) jau néra tapacios.

Tuo nesunku jsitikinti, nagrinéjant konkrety atveji, kai, kintamajam x igijus
fiksuota reikime x, predikatai Pa(x) ir Pg(x) tampa teiginiais Pa(x) ir Pg(x),
turinciais logines reikSmes atitinkamai 0,8 ir 0,3.

Apskai¢iuodami sudétingo teiginio (PAx APE(X )V(Pa(Xx )A—Ps(x ")) loging
reikime, naudodamiesi ,kietaja“ interpretacija, gausime formule max[min(pa(x)),
up(x)), min(pa(x’), 1-pp(x))], kurios reikimé Siuo konkreGiu atveju yra lygi
max[min(0,8; 0,3), min(0,8; 0,7)]=max(0,3; 0,7)=0,7, o tai nesutampa su pa(x)=0,8,
kurj turétume gauti, jei laikytume, jog X, X, v X, X, = X.

Ir tai — ne vienintelis atvejis. Tokiy atvejy yra labai daug. Pavyzdziui, formulé
PA(X)V(—PA(x)APg(X)) ,kietajame* variante ne tapati formulei Pa(x)vPp(x), kuri
gaunama klasikinés logikos algebroje, supaprastinus formulg Pa(x)v(—Pa(x)APg(X)).
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Tai lengvai irodoma, priémus, kad PA(X*)=0,6, PB(X*):O,& Tuomet ,kietajame*
negrieztosios logikos variante gauname, kad PA(X*)V(—|PA(X*)/\PB(X*))ZmaX[0,6;
min(1-0,6; 0,8)]=max(0,6; 0,4)=0,6, kai tuo tarpu PA(X )VPg(X ))=max(0,6; 0,8)=0,8.

Taigi, negrieztoji matematiné logika ,kietajame* variante tikrai neaprépia
klasikinés matematinés logikos kaip savo dalinio atvejo, kitaip tariant, klasikiné
matematiné logika néra negrieztosios matematinés logikos ,kietajame* variante
dalinis atvejis, jos sudétiné dalis.

Treciasis ,,kietojo* varianto trikumas: tame variante konjunkcijos Pa(x)APp(x)
loginé reikSmé nepriklauso nuo didesniojo ,daugiklio“ pokyciu intervale
[,,mazesnysis“ daugiklis; 1], o disjunkcijos Pa(x)vPp(x) loginé reikSmé nepriklauso
nuo mazesniojo ,,démens* pokyc¢iy intervale [0; didesnysis ,,démuo‘]. Praktikoje tokie
atvejai pasitaiko (pavyzdziui, aukcione rezultatas priklauso tik nuo didZiausios
pasitlytos sumos ir nepriklauso nuo to, kiek mazesniy sumy buvo pasitlyta ir kokios
jos buvo), taciau ne taip jau daznai, todél, vargu, ar negrieztosios logikos ,,kietasis“
variantas yra pakankamai universalus. Manau, kad , kietaji“ varianta galima taikyti
tik specialiais atvejais.

Visy triju minétyjy trilkkumy neturi ,,minkStasis“ (t. y. tikimybinis) negrieztosios
logikos variantas. Jis galéty pretenduoti ir | universalios negrieztosios logikos statusa.
Taciau tuomet negrieztoji logika lyg ir susivesty i tikimybing logika, t.y. abi tos
logikos formaliai sutapty, ir negrieztoji L. Zadeh logika, lyginant ja su jau Zinoma ir
anksCiau susiformavusia tikimybine logika lyg ir nebepateikty nieko naujo. Tuomet
priklausomybés funkcijos pa(x) taptu tikimybiniais predikatais, kuriy reikSmiy jverciai
ua(x’) konkredioms esybéms x  biity nustatomi arba statistiskai (t.y. apdorojant
statistinius duomenis), arba propensityviai (t.y. apmastant nagrin¢jama situacija,
susikuriant jos koncepcini modelj ir ,,pasveriant® jvairius ,,uz‘ ir ,,pries* ta ar kita
hipotetinj varianta). NegrieZtosios logikos lygc€iy ir ju sistemy sprendima tokiu atveju
taip pat biity galima suvesti | tikimybinés logikos lyg€iu ir ju sistemuy sprendima,
aprasyta 1.16.1.2.6. skyrelyje.

Taciau 1§ to, kas Cia pasakyta, nederéty daryti iSvados, kad negrieztosios
logikos predikatai ir teiginiai ,,minkStojoje* interpretacijoje semantiskai visada
sutampa su tikimybinés logikos predikatais ir teiginiais, kad sutampa ir juy loginiuy
reik§miy nustatymo biidai.

Pagrindinis skirtumas tarp negrieZtosios logikos teiginiy ir tikimybinés
logikos teiginiy net ir tuo atveju, kai pirmieji interpretuojami tikimybiskai, gladi
tame, jog negrieztosios logikos atveju nevienareikSmiSkumas atsiranda todél, kad mes
negalime grieztai ir tiksliai atsakyti { klausima, kuriai negrieZtai apibréztai aibei
turéty buti priskirta esybé x, o tikimybingje logikoje nevienareik§miskumas
atsiranda tod¢l, kad mes negalime grieztai ir tiksliai atsakyti { klausima, j kurig
grieZtai apibrézta aibe pateks esybé x, veikiama aplinkybiy, kurias mes nepilnai
zinome ar nepilnai suprantame. PavyzdZiui, mes galime abejoti, kuriai i§ anksciau
minéty negrieztai apibrézty aibiy reikéty priskirti kurj nors konkrety politika ir tuomet
mes, pasvére eile ,,uz* ir ,,pries* galime suformuluoti negrieztai apibrézta teiginj,
priskirdami priklausomybes funkcijai pa(x) ,taske® x  ta ar kita reik§me, kuria
galétume interpretuoti ir kaip tikimybe. Taciau S$i tikimybé semantiSkai skirsis
nuo tikimybés, kuria mes priskiriame teisingumui tikimybinés logikos teiginio,
kad metama moneta ar loSimo kauliukas po metimo pateks | tam tikra grieztai
apibréZzta busena (moneta guls herbu i virSy, kauliuko virSutingje sienoje pamatysime
SeSis taskus ir pan.).

Todél negrieztosios logikos teiginiy ir predikaty tikimybinés
interpretacijos galimybé neveda prie Sios mokslo Sakos absorbavimo tikimybine
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logika: negrieZtoji logika turi savo specifika ir negali biiti pilnai sutapatinta su
tikimybine logika, nors grieztosios ir negrieztosios logiky formuliy loginés reikSmés
gana daznai gali buti interpretuojamos naudojantis tikimybinés logikos sagvokomis.

Zitrint i§ ¢ia ka tik i§sakyty pozicijy, pasaulyje stebimus reiskinius bty galima
klasifikuoti i determinuotus, stochastinius (tikimybinius) ir neapibréZtinius, ka mes jau
esame dar¢ 1.2. skyriuje.

Determinuotais reiskiniais vadinsime reiSkinius, kuriuos galima adekvaciai
apraSyti  vienareikSmiskai apibréztomis klasikinés matematikos funkcijomis.
Determinuoty sistemy reakcija (i$€jima, biisenos pokyti) 1 ta ar kita vienareikSmiskai
apibrézta aplinkos poveiki, galima tiksliai prognozuoti, t. y. deduktyviai iSvesti i§ tos
sistemos ir to poveikio modeliy. Nors realiame pasaulyje tokiy idealiy sistemy, kurias
buty galima laikyti pilnai determinuotomis, ir nesutinkame, taiau nemazai sistemy
galima laikyti pakankamai artimomis determinuotoms ir jas pakankamai adekvaciai
apraSyti determinuotais klasikinés matematikos modeliais, kuriy kiekybinés
charakteristikos gali biiti apraSytos determinuotais dydziais. Tokiy modeliy pavyzdzius
mes nagrin¢jome 1.4., 1.10., 1.11., 1.12. ir 1.13. skyriuose. Determinuoto pastovaus
dydzio pavyzdziu gali biiti apskritimo ilgio ir jo skersmens santykis m, o praktiSkai
determinuoty kintamy dydziy pavyzdziais gali biiti dienos ir nakties trukmés tam
tikrame miisy planetos taske tam tikra mety para, nes mes jas galime i§ anksto
apskaiciuoti su praktiskai reikalingu tikslumu.

Stochastiniais (tikimybiniais) reiSkiniais vadinsime tokius reiSkinius, kurie
néra determinuoti, ta¢iau galima laikyti determinuotais ju stochastines charakteristikas
(statistinius momentus, tikimybiniy skirstiniy parametrus). Tokie reiSkiniai apraSomi
tikimybiniais modeliais, leidzianciais prognozuoti tokiy sistemy evoliucija tik su tam
tikromis tikimybémis.

Su stochastiniais reiskiniais, ju modeliais, ju analizés ir prognozavimo metodais
mes taip pat jau buvome susidirg (ziur. 1.2., 1.4. ir 1.14. skyrius). Stochastiniy
reiSkiniy individualios charakteristikos daznai vadinamos atsitiktiniais dydZiais.
Atsitiktiniy dydziy pavyzdziai: 1) kokio nors pastovaus ar determinuotai kintancio
fizikinio dydzio matavimo rezultatai; 2) kokios nors populiacijos demografiniai
duomenys, charakterizuojantys ta populiacija tam tikru jos egzistavimo periodu;
3) brokuoty gaminiy skaicius pagaminty gaminiy partijoje.

Neapibréztiniais reiskiniais vadinsime reiSkinius, kuriu nedeterminuotumo
laipsnis dar aukstesnis negu stochastiniy: neapibréZtiniams reiSkiniams budinga, kad
jie nedeterminuoti ne tik individualiai, bet ir statistiSkai, t.y. jie neturi
determinuoty statistiniy charakteristiky. Jei mes pabandytume analizuoti tokius
reiSkinius matematinés statistikos metodais (kaip kartais daro, pavyzdziui, kai kurie
biologai, medikai bei kai kurie ekonomistai ir kiti, nepatikring, ar nagrinéjami
reiSkiniai tikrai priklauso stochastiniy reiskiniy klasei), apskai¢iuodami ju ,,statistines
charakteristikas®, tai susidurtume su tuo, kad tos ,charakteristikos® pacios néra
determinuotos. Su tokiais reiSkiniais ankstesniuose Sios mokymo priemonés skyriuose
mes dar nebuvome susidiire, iSskyrus 1.6.4.9. skyrelj. Tokiy reiSkiniy pavyzdziu gali
buti maduy (toms ar kitoms aprangos, Sukuosenos, laikysenos ir pan. formoms,
akustinio ir vizualinio meno apraiSkoms bei kryptims ir t. t.) formavimasis, plitimas ir
evoliucija, o taip pat ir eilé¢ kity pana$iu reiSkiniy, kuriuos galima biity laikyti savo
risies epidemijomis. Prie tokiy reiSkiniy priskirtini ir tai ar kitai veiklai talentionigy
bei genialiy Zzmoniy gimimai.

Neapibréztiniy  reiSkiniy prognozavimas dar labiau nepatikimas negu
stochastiniy reiSkiniy prognozavimas.
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Cia pateiktas reiskiniy ir sistemy klasifikavimo budas (Zifr. taip pat 1.6.4.9.
skyreli) yra salyginis, nes, nagrinédami realius procesus ir realias sistemas,
susiduriame ne su grynais determinuotais, stochastiniais ar neapibréZtiniais reiskiniais,
bet su ju miSiniais. Filosofai iki Siol vis dar gincijasi dél ¢ia iSvardinty reiSkiniy
prigimties. Kaip jau buvo minéta 1.2. skyriuje, egzistuoja filosofy grupé¢, kuriuos
galima biity pavadinti ,,deterministais®. Jie teigia, jog visi reiSkiniai yra determinuoti,
ir mes tik todél kai kuriuos reiSkinius laikome nedeterminuotais, jog nesugebame
apzvelgti visy ryS$iu tarp ju, iSnagrinéti visy saveikavimo grandiniy erdveéje ir laike.
Kiti filosofai, remdamiesi kvantin¢je mechanikoje suformuluotu neapibréztumo
principu (zitur. 1.9.1.2. skyreli), teigia, jog visi procesai yra neapibrézti, ir tik todél,
kad tas neapibréztumas pasireiSkia nevienodai, kai kuriuos reiSkinius mes galime
laikyti praktiSkai determinuotais. Egzistuoja ir filosofai, kuriuos galima bty pavadinti
»dualistais®. Jie teigia, kad egzistuoja ir tokie procesai, kurie yra determinuoti, ir tokie,
kurie yra nedeterminuoti.

Bet kuri $i filosofiné kryptis gali buti iSvystyta { logiSkai neprieStaringa teorija,
todél logiSkai yra galimi jvairaus tipo ,,virtualiis pasauliai“. Kuriam tipui priklauso
misy realus pasaulis, atsakyti dabar vienareikSmiskai nejmanoma ir vargu ar bus
Imanoma bent jau artimiausioje ateityje. Todél praktikoje visas sistemas ir reiSkinius
tenka skirstyti { jau minétas tris klases ir jose taikyti atitinkamus metodus bei modelius
taip, kad jie duoty praktiSkai teisingus rezultatus nepriklausomai nuo galimy
filosofiniy interpretacijy. Kitaip tariant, reikia kurti toki matematini aparata, kuris tikty
ir determinuotiems, ir stochastiniams, ir ,neapibréztiniams®, ir ,,dualistiniams®
»virtualiems pasauliams®, kuriuose yra galimi ir determinuoti, ir stochastiniai, ir
neapibréztiniai reiSkiniai bei jy miSiniai. Tokios matematinés kalbos ir toki
matematinio aparato kiirimas yra vienas matematinés sistemotyros tiksly.

1.16.2.2. Lingvistiniai kintamieji ir lingvistiniai neapibréZztumai

Lingvistiniais kintamaisiais L. Zadeh vadina Kkintamuosius, Zymimus
natiiralios kalbos Zodziais bei ZodzZiy grupémis ir turindius reikSmes,
priklausancias negrieZtai apibréZiamoms aibéms, iSreiSkiamas ZodZiais bei juy
grupémis.

Pavyzdziui, kintamasis ,,0gis* tuo metu, kai to kintamojo galimos reikSmés
imamos i$ negrieztai apibréziamy aibiy ir iSreiSkiamos Zodziais ,,aukstas®, ,,vidutinis®,
»zemas®, | labai aukStas®, ,labai labai auksStas®, ,,labai mazas“ ir pan., yra lingvistinis
kintamasis.

Lingvistiniy kintamyjy aibei priklauso ir kintamasis ,,amzius®, kai jo reikSmés
imamos 1§ negrieztai apibréziamy aibiy ir iSreiSkiamos Zodziais ,,senas®, ,,labai senas®,
»senyvas®, ,,vidutinio amziaus®, ,,apyjaunis‘, ,,jaunas‘, ,,labai jaunas* ir pan.

Kai tokiy kintamyju galimos reikSmés imamos i§ grieztai apibrézty aibiy,
pavyzdziui, yra pakankamai tiksliy matavimy, iSreikSty skaiciais, rezultatai, tai tokie
kintamieji jau nebepriskiriami lingvistiniy kintamyjy aibei ir laikomi grieZtai
apibréztais kintamaisiais, t.y. tradiciniais kintamaisiais, nagrin¢jamais tradicinéje
matematikoje.

Pavyzdziui, kintamasis ,,iigis x“, kai x priklauso skaiciy aibei (x=185,5 cm,
x=191 cm, x=168,5 cm ir pan.) jau yra jprastas tradicinis (o ne lingvistinis) kintamasis.
PanaSiai galima pasakyti ir apie kintamaji ,,amzius® bei kitus kintamuosius, kurie gali
bati ir lingvistiniais, ir grieztai apibréztais kintamaisiais.

Lingvistiniy kintamyjy ir jy reik§miy panaudojimas leidZia kurti sistemy
ir procesy modelius tais atvejais, kai griezZtai apibréZto matematinio modelio
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sukurti nepavyksta, bei tais atvejais, kai grieztai apibréZtas matematinis modelis
néra pakankamai adekvatus modeliuojamam negrieztai apibréZtam procesui ar
sistemai.

Natiralu, kad toks kintamasis kaip ,,kokybé priklauso lingvistiniy kintamyju
aibei, taCiau ir toks kintamasis kaip ,kiekybé“ (,kiekis*) gali tapti lingvistiniu
kintamuoju, kai jo galimos reikSmeés iSreiSkiamos zodziais: ,,daug®, ,labai daug®,
,visiSkai nedaug®, ,keli*, ,labai labai daug®, ,,neiSpasakytai daug®, ,,siek tiek* ir pan.
reikSmés, visada priklauso negrieztai apibrézty predikaty ir teiginiy klaséms.

Lingvistiniy kintamyjy reikSmes, t.y. negrieztai apibréziamas aibes, galima
modifikuoti, paveikiant jas lingvistiniais neapibréZtumais. Tokio poveikio rezultate
gaunamos naujos negrieztai apibréztos aibés — naujos galimos lingvistiniy kintamyju
reikSmés.

Lingyvistiniy neapibréZtumy pavyzdziai: ,labai“, ,daugiau-maziau®, ,,vos-
vos®, ,.silpnai®, ,,vidutiniskai, ,,daugiau®, ,,labai labai®, ,,beveik* ir pan.

Prijungdami lingvistinius neapibréztumus prie lingvistiniy kintamyju reikSmiy,
gauname modifikuotas jy reikSmes — naujas negrieztai apibréziamas aibes.
Pavyzdziui, lingvistinio kintamojo ,,amzius* pagrindines reik§Smes: ,,jaunas®, ,,senas®,
,vidutinio amziaus“ (,,nei senas, nei jaunas‘), galima modifikuoti ir gauti naujas
reikSmes: ,,labai senas®, ,,labai labai senas®, ,,beveik jaunas®, ,,apyjaunis* ir t. t.

Predikatai bei teiginiai, j kuriy sudétj jeina lingvistiniai neapibréztumai,
visada yra negrieZtai apibrézti. Lingvistiniai neapibréztumai atlicka vaidmeni,
panasy 1 modalumo operatoriy vaidmen;.

1.16.2.3. Negrieztai apibréziamos funkcijos ir negrieztieji algoritmai

Isivedg negrieztai apibréziamy aibiy, predikaty ir teiginiy, o taip pat lingvistiniy
kintamyjy savokas, galime isivesti ir negrieztai apibréziamos funkcijos savoka.

Negrieztai apibrézta funkcija pladiaja prasme vadinsime bet kokia kokio tai
kintamojo, vadinamo funkcija, priklausomybe nuo kity kintamyjy, vadinamuy tos
funkcijos argumentais, kai ta priklausomybé néra grieZtai apibrézta, kitaip tariant, kai
ta priklausomybé néra funkcija klasikinés matematikos prasme (klasikinés
matematikos funkcijos apibrézima zitr., pavyzdziui, 1.9.1.5. skyrelyje).

Negrieztai apibréztos priklausomybés gali egzistuoti ir tarp kintamyju, kuriy
reikSmeés priklauso grieZtai apibréZtoms aibéms. Tokios priklausomybés pavyzdziu
gali biiti koreliacinis rysys tarp dviejy atsitiktiniy dydziy. Tai reiskia, jog stochastinius
rySius (stochastines priklausomybes) mes irgi priskirsime prie negrieztai
apibréziamy funkcijy placigja prasme.

Taciau tokios priklausomybés yra nagrinéjamos tikimybiy teorijoje ir
matematinéje statistikoje, kurios jau seniai egzistuoja kaip susiformavusios
savarankiSkos mokslinés disciplinos, nepriklausancios L. Zadeh sitlomai negrieztai
apibréztai matematikai, atsiradusiai Zymiai véliau.

Todel tikslinga Siek tiek susiaurinti funkcijos, nagrinéjamos negrieztoje
matematikoje, savoka ir isivesti negrieztai apibréziamas funkcijas siauraja prasme —
specifines difuzinés (negrieZztai apibréztos) matematikos funkcijas.

Negrieztai apibréZziama funkcija siauraja prasme vadinsime negrieztai
apibréziamo kintamojo, vadinamo funkcija, priklausomybe nuo kity kintamyjy,
vadinamy tos funkcijos argumentais. Negrieztai apibréziamy funkcijy siauraja prasme
argumenty reikSmeés gali priklausyti bet kokioms aibéms: ir grieztai apibréZiamoms, ir
negrieztai apibréziamoms.
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Negrieztai apibréziamos funkcijos siaurgja prasme pavyzdziu gali buti
priklausomybé tarp kokiy nors lingvistiniy kintamuyju (na, kad ir tokio lingvistinio
kintamojo kaip ,,zmogaus svoris*, kurio reikSmémis gali biiti Zodziai ,,labai didelis®,
»didelis®, ,,vidutinis*, ,,mazas®, ,,labai mazas‘ ir panasiai, priklausomybé nuo jau misy
nagrinétyjy lingvistiniy kintamyjy ,,zmogaus tgis*“ ir ,,Zmogaus amzius“; tokia
priklausomybé, kaip rodo stebéjimai, tikrai egzistuoja, ir jos aprasymas kaip tik ir bus
Sios negrieztai apibréZiamos funkcijos siauraja prasme ,,apibréZimas*).

Skaitytojui gali kilti klausimas, kam tokios funkcijos reikalingos bei kokia
nauda 1§ ju galima gauti. Juk negrieztai apibréZiamos funkcijos Zymiai maziau
informatyvios negu klasikinés matematikos funkcijos.

Galima sutikti, kad negrieztai apibréziamy funkcijy tikrai nereikéty, jei visas
mus dominancias priklausomybes sugebétume iSreikSti klasikinés matematikos
funkcijy kalba. Taciau mes ne visada sugebame tai padaryti dabar, o eiléje atvejy to i$
viso padaryti nejmanoma. Todél visais tokiais atvejais negrieZtai apibréZiamos
funkcijos vis délto yra geriau negu nieko, nes jos vis délto suteikia Siokia tokia
informacija apie nagrinéjamus reiskinius.

Siek tiek jdémiau paanalizave mokslines knygas, nepriklausancias tiksliesiems
mokslams, o taip pat miisy buitinius samprotavimus, mes gana greitai isitikinsime, jog
jau nuo seniausiy laiky Zmonés naudojasi negrieztai apibréZiamomis funkcijomis
ir jos néra L. Zadeh ar kity mokslininky iSradimas. L. Zadeh nuopelnas ne tame, kad
jis atrado neapibréZtumo reiskinj, o tame, jog jis atkreipé | juos démesj,
iSskirdamas bei suformuodamas atitinkamas savokas ir suteikdamas joms
pavadinimus, leidZian¢ius mums apie tas savokas mastyti, apie jas kalbéti, jomis
operuoti.

Dabar pereisime prie kitos matematikai labai svarbios savokos — algoritmo
savokos.

Negrieztai apibréziamu (arba tiesiog — negrieztu) algoritmu vadinsime tokia
seka instrukcijy, aprasSanciy, ka, kaip ir kokia tvarka reikia daryti, norint gauti mums
reikalinga rezultata, kurioje bent viena ar kelios instrukcijos yra sudarytos,
pasinaudojant negrieztai apibréziamais teiginiais.

Negrieztai apibréZiamo matematinio algoritmo pavyzdziu gali bati Sis
lygties f(x)=0 kokio nors vieno sprendimo radimo algoritmas:

1. Suraskite du tokius skaiCius (taskus) a ir b, tenkinancius salyga a<b, kad
funkcijos f(x) reikSmés f(a) ir f(b) tuose taskuose turéty skirtingus zenklus. Jei tokius
skai¢ius a ir b suradote, tai pereikite prie §io algoritmo Zingsnio, kuris apraSytas
antrojoje Sios instrukcijy sekos instrukcijoje. Jei net po gana ilgy ir gana jvairiy
bandymy tokiy skai¢iy a ir b surasti nepavyko, t.y., jei visuose Jisy pasirinktuose
taskuose funkcijos f(x) reikSmé nelygi O ir turi visa laika viena ir ta pati zenkla, tai
pereikite prie to Sio algoritmo Zzingsnio, kuri apraso penktoji Sios instrukciju sekos
instrukcija.

2. Pasirinkite koki nors skaiciy c; (kur i=1,2,3...), tenkinanti nelygybes a<c;<b,
ir pereikite prie zingsnio, aprasyto treciojoje instrukcijoje.

3. Apskaiciuokite funkcijos f(x) reikSme f{(c;) taske x=c;.

Jei f{(c;)=0, tai Jus duotaji uzdavini jau iSsprendéte — suradote viena galimy
lygties f(x)=0 sprendiniy, biitent sprendini x=c;, ir galite laikyti, jog algoritmas baigé
darba. Jei f(ci)=0, tai f(c;) Zenklas biitinai sutampa su funkcijos f(x) zenklu viename i$
anksciau pasirinkty tasky a ir b. Pavadinkite taska c; vardu to tasko (a arba b), kuriame
funkcijos f(x) Zenklas sutampa su f(ci) Zenklu, ir, gavg nauja (jau trumpesng) atkarpa
(a;b) su skirtingais funkcijos f(x) zenklais jos galuose, grizkite prie Sio algoritmo
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zingsnio, apraSyto antrojoje instrukcijoje, t.y. pereikite prie naujo skaiiaus c;, kai i
padidéjo vienetu, pasirinkimo.

4. Kartokite S$io algoritmo zingsnius, apraSytus antrojoje ir treciojoje
instrukcijose, iki tol, kol kokiame nors i-jame cikle (i=1, 2, 3,...) susidursite su
situacija, jog pasirinktasis skaiCius c; arba visiskai tiksliai tenkins lygybe f(ci)=0, arba
f(ci) reikSmé taps pakankamai artima 0.

Pirmuoju atveju x=c; bus tiksliu lygties f(x)=0 sprendiniu, o antruoju —
artutiniu. Abiem atvejais algoritmas bus baiges savo darba.

5. Kadangi funkcijos f(x) zenklas visuose taskuose x, kuriuos Jis nagringjote,
pasirod¢ vienodas, tai pasirinkite skai¢iy a, turintj zenkla, sutampantj su f(x) zenklu, ir
tokia maza absoliucia reikSmg |o|, kad ja praktiskai galima bty laikyti beveik lygia 0.
Sudarykite nauja funkcija @(x)=f(x)—o ir pereikite prie lygties @(x)=0 sprendinio
paieskos pirmojoje, antrojoje, treciojoje ir ketvirtojoje instrukcijose aprasytu metodu,
t. y. pakartokite pirmaji, antraji, tre¢iaji ir ketvirtaji Sio algoritmo zingsnius.

Jei, sprendziant lygti @(x)=0, pirmajame auks¢iau aprasyto algoritmo zingsnyje
Jums ir po gana jvairiy bandymuy nepavyks rasti tokiy a ir b, kad ¢(a)-¢@(b)<0, tai reiks,
kad funkcijos y=f(x) grafikas ne tik nekerta abscisiy aSies, bet neturi ir lietimosi su ja
tasky, t.y. reiks, kad lygtis f(x)=0 neturi sprendinio, o kartu — ir algoritmo darbo
pabaiga.

Jei tokius a ir b, kad o(a)-@(b)<0, surasti pavyks, tai, pasinaudodami
procediiromis, apraSytomis antrojoje, treciojoje ir ketvirtojoje Sio algoritmo
instrukcijose, biitinai galésite surasti tiksly ar artutini lygties @(x)=0 sprendinj. Ji
galima laikyti artutiniu lygties f(x)=0 sprendiniu ir tuo baigti algoritmo darba.

Taciau norint surasti taSka x dar artimesni taSkui, kuriame funkcijos y=f(x)
grafikas lieCia ar beveik lieCia abscisiu asj, algoritmo darba galima pratesti. Galima
pasinaudoti tuo, kad Siuo atveju lygties @(x)=0 sprendiniai yra iSsidést¢ poromis
taskuose, tarp kuriy funkcijos f(x) reikSmé gali buti dar artimesné nuliui negu taskuose,
kuriuose @(x)=0. Todé¢l surade¢ anksCiau apraSytu biudu nors viena lygties ¢(x)=0
sprendini, mes, judédami pakankamai maZais Zingsneliais abscisiy asSimi nuo to
sprendinio { ta pusg, kurioje f(x)-p(x)<0, tol, kol mazg¢janti [f(x)| reikSmé nepradés
didéti, galime surasti x reikSme, gana artima abscisei to taSko, kuriame funkcijos
y=f(x) grafikas lie¢ia arba praktiskai beveik liecia abscisiy asi.*

Lygindamas §; negriezta algoritma su atkarpos dalinimo pusiau ar Niutono
styguy ir liestiniy algoritmu, skaitytojas gali pakankamai gerai iSsiaiSkinti, kuo skiriasi
negriezti algoritmai nuo grieztai apibrézty.

Grieztai apibrézti algoritmai budingi mokslams, Kkuriuos vadina
»tiksliaisiais®, o kituose moksluose ir praktinéje veikloje Zmonés gana daZnai
naudojasi negrieZtais algoritmais.

Daug negriezty algoritmy pavyzdziy galima rasti, skaitant kulinarijos receptus,
kuriuose kartu su grieztai apibréztomis galima aptikti ir negrieZtai apibrézty
instrukciju, tokiy kaip, pavyzdziui: 1. ,,Sumuskite pora ar trejeta kiauSiniy ir atskirkite
trynius nuo baltymo. Baltyma suplakite, plakdami iki tol, kol jis pavirs balta putota
mase®. 2. ,Iberkite druskos pagal skoni ir gerai iSmaiSykite”. 3. ,,Kepsni idékite |
orkaitg ir kepkite prie temperatiiros apie 120°-130°C apie 20-30 minuciy, kol kepsnio
pavir§ius graziai paruduos. Po to iSimkite kepsni i§ orkaités ir, graziai papuose
zalumynais, paduokite i stala®.

Palieku skaitytojui nustatyti, kiek neapibréztumy galima surasti ¢ia pateiktose
trijose instrukcijose. Tac¢iau, naudojantis tokiomis instrukcijomis, vis délto pavyksta
pagaminti kulinarijos knygose apraSytus patiekalus. O tai, kad kulinarijos knygos yra
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masiSkai perkamos, irodo, jog ir negriezti algoritmai gali duoti mums naudingos
informacijos, padedancios pasiekti pageidautinus tikslus.

Taip atsitinka dél dviejuy priezas€iy: 1) gana daznai Zmogaus tikslas néra tik
grieztai apibréztas ,,taskas®, o yra ta taSka supanti gana nemaza negrieztai apibrézta
,STitis*; 2) ta nepilna informacija, kuria Zmogus randa negrieztame algoritme,
pasipildo informacija, anks¢iau sukaupta Zmogaus atmintyje jo patirties déka, ir tokios
jungtinés informacijos gana daznai jau pakanka, kad Zmogus, ja atitinkamai apdorojgs,
galéty pradéti tikslingai veikti ir, stebédamas savo veiklos rezultatus bei ta veikla
atitinkamai koreguodamas, pasiekty pageidaujama tiksla.

Daug negriezty algoritmy galima aptikti ir jvairiy gamybiniy procesuy bei
paslaugy technologijos apraSymuose, jvairiuose metodiniuose nurodymuose bei
patarimuose (pavyzdziui, kaip elgtis, pastebéjus pirmuosius tos ar kitos ligos
simptomus, kaip aukléti vaikus, kaip iSvengti konflikty Seimoje bei darbo kolektyve ir
pan.). Gana populiarios ir tokios knygos kaip Deilo Karnegio ,,Kaip isigyti draugy ir
paveikti zmones“. Sioje knygoje galima rasti daug negriezty instrukcijy, ir a$ labai
rekomenduociau ja perskaityti bisimiems dZeneralistams, nes jiems tikrai bus labai
naudingas bendravimo meno pagrindy, aprasyty Sioje knygoje, Zinojimas.

Dauguma Zmoniy negrieztai apibréztais algoritmais naudojasi netgi dazniau
negu grieztai apibréztais. L. Zadeh kaip tik ir siulo pabandyti formalizuoti ir
matematizuoti ta gana placia Zmoniy veiklos ir gyvenimo sritj, kurioje iki Siol
matematiné kalba ir matematiniai metodai nebuvo ar beveik nebuvo taikomi.

Skaitytojui gali kilti klausimas, kam tokio matematizavimo reikia, o taip pat
abejoné, ar 1§ jo galima gauti kokia nors ap¢iuopiama prakting nauda. Juk iki Siol
zmonges gyveno, netaikydami matematikos daugelyje savo veiklos ir gyvenimo sriiy,
ir nejauté tam reikiamybés, neretai ir be matematikos pasiekdami gana aukSto
meistriSkumo. Ar sugebés pakelti jo lygi matematikos taikymas? Ar ,,negrieztoji
matematika® néra tik savotiSkas zaidimas, bandant ,,matematizuoti“ tai, kas i viso
nematematizuojama? Juk, kaip jau buvo rasyta 1.16.1.5.5.6. skyrelyje, ne viska galima
formalizuoti, o be to juk ne visada formalizuoty metody taikymas yra pranasesnis uz
intuicija.

Cia pateiktuose samprotavimuose gana daug tiesos, todél abejonés
negrieztosios matematikos reikalingumu ir jos taikymy efektyvumu néra tokios jau
beprasmiSkos. Taciau ,,negriezZtosios matematikos*“ vystymo ir taikymo Salininkai
juk ir nebando paneigti intuicijos svarbos bei atmesti visus iki Siol naudotus bei
naudojamus nematematinius Zmogaus mastymo metodus, teigdami, jog visi jie
gali biiti pakeisti matematiniais metodais ir kad visada matematiniai metodai yra
efektyvesni uZ nematematinius. Jie, neatmesdami nematematinio mastymo ir
nematematinio tyrimo metoduy, tik teigia, jog gali egzistuoti tokios sritys, kuriose
negrieZztosios matematikos formalizuota kalba ir matematinis aparatas gali biti
naudingi. Norédamas ijrodyti §io negrieztosios matematikos Salininky teiginio
teisinguma, nurodysiu viena tokiy sri¢iy — roboty, sugebanciy pavaduoti Zmogy
gamyboje ir buityje, kiirimas, jy bendravimo su Zmonémis tobulinimas bei
supaprastinimas, o taip pat ir eilés kity dirbtinio intelekto sistemy kiirimo
problemy sprendimas. Juk, norédami sukurti pakankamai tobulus ir pakankamai
patogius (bendravimo su jais prasme) robotus, mes privalome ,,iSmokyti* juos veikti,
naudojantis ne tik grieztomis (vienareikSmiskai apibréztomis), bet ir negrieztai
apibréZtomis komandomis, instrukcijomis bei programomis, ,,iSmokyti“ juos suprasti
mus, taip sakant, ,,i§ pusés zodzio*, kaip tai sugeba daryti zmonés. O viso to negalima
pasiekti, neiSsiaiSkinus, kaip vyksta informacijos priémimo, kaupimo, apdorojimo
ir panaudojimo kokios nors sistemos valdyme procesai, kai informacija tai

1919



sistemai teikiama negrieztai apibréztais sakiniais (teiginiais, komandomis,
instrukcijomis), nesukiirus negrieZtosios matematikos formalizuotos kalbos ir jos
matematizuoto loginio aparato.

Ziarint i§ bendrasisteminiy pozicijy, negrieZtosios matematikos
atsiradimas ir formavimasis yra dar vienas kokybinis Suolis matematikos mokslo
raidoje.

Aritmetika ir algebra, o veliau ir matematiné analiz¢ formavosi ir vystési,
formalizuojant grieZtai apibréZty kiekybiy ir galimy determinuoty operacijy su
jomis aprasymo kalbg ir ta kalba iSreiSkiant bei po to panaudojant ty operacijy
logikos désningumus.

Geometrija, o veliau ir diferencialiné geometrija bei topologija formavosi ir
vystési formalizuojant grieZtai apibrézty struktiry ir galimy determinuoty
operacijy su jomis apraSymo kalbg ir ta kalba iSreiSkiant bei po to panaudojant ty
operacijy logikos désningumus.

Abi Sios Sakos — kiekybiné ir strukturiné — jau nuo pat pradziy saveikavo
tarpusavyje, turtindamos viena kita ir skatindamos tokiy matematiniy disciplinu kaip
analiziné geometrija, vektoriné analizé (o véliau ir ja apibendrinanti tenzoriné analize)
ir pan. susiformavima ir vystymasi.

Tikimybiy teorija ir matematin¢ statistika papildé determinuoty operacijy su
grieZtai apibréZtomis kiekybémis bei struktiromis matematika, jvesdamos
formalizuota nedeterminuoty — stochastiniy — procesy su grieZtai apibréztomis
esybémis bei ty procesy kiekybiniy charakteristiky aprasymo kalbg ir
iSreik§damos ta kalba ty procesu logikos désningumus bei po to juos panaudodamos.

Negrieztoji matematika dabar bando papildyti iki Siol egzistavusia
matematika, jvesdama negriezZtai apibrézty Kkiekybiy ir struktiry bei
nestruktiirizuoty kokybiy, o taip pat jvairiy procesy (determinuoty, stochastiniy,
negrieZtai apibréZzty) su jomis apraSymo formalizuotg kalbg ir bandydama
surasti ir iSreiksti ta kalba ty procesuy logikos désningumus, kad po to jais biity
galima pasinaudoti.

Noréciau atkreipti skaitytojo démesi i du bruoZus, buidingus bet kuriai
matematinei disciplinai bet kurioje jos raidos stadijoje: 1) esybiuy (su ju savybémis
bei santykiais tarp ju) ir procesy (operaciju) su jomis aprasymo formalizuota kalba;
2) nagrinéjamy operacijy rezultaty apskaiciavimo (iSvady gavimo) formalizuotas
aparatas — formalizuota kalba iSreiksti ty operacijy logikos désningumai, sujungti
| atitinkama sistema, ir jy pagrindu sukurti atitinkami algoritmai.

Plediant nagrinéjamy esybiy ir operaciju su jomis ratg, pleciasi ir
matematiné kalba ir jos loginis aparatas, aprépdami vis platesne sritj, kurioje
galimi matematikos taikymai.

Ziarint | matematika i§ &a iSsakyty bendrasisteminiy poziciju, tampa
beprasmiais visi kartais vis dar kylantys gincai d¢l to, laikyti ar nelaikyti matematine
logika matematikos dalimi ir atvirk$¢iai (zilr.,, pavyzdzZiui, [303, 304]). Juk
matematika, kokioje savo raidos stadijoje ji bebutuy, uzsiima, remdamasi bendraisiais
(bendrasisteminiais) logikos désniais, ne kuo kitu, o tik tam tikry laikas nuo laiko
besipleciancios budingos S§iai stadijai sferos specifiniy procesuy logikos désniy
nustatymu, formalizavimu ir panaudojimu. Todé¢l matematiné logika, kai ji
traktuojam pacia placigja prasme, aprépia visa matematika, susiliedama su ja,
nes negali biiti matematikos be logikos ir matematinés logikos be formalizuotos
matematinés kalbos ir matematizuoto iSvady gavimo aparato.

Prisimenant 1.6.4.14. ir 1.16.1.5.5.7. skyreliuose minéta rySi tarp
bendrasisteminiy ir matematiniy désniy, galima teigti, jog ateityje formalizuota
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bendroji sistemy teorija, tapusi matematine (placigja prasme) sistemy teorija,
logika (tame tarpe — ir matematiné logika) bei matematika turéty taip
tarpusavyje persipinti, kad susiliety j vieng formalizuotg mokslg apie bendruosius
(galiojancius visoms sistemoms, nepriklausomai nuo jy substrato) désningumus, o
to mokslo taikymo sritis turéty aprépti visas sistemas, nepriklausomai nuo jy
struktiiry sudétingumo bei jy apibréztumo lygio.

1.16.2.4. Neapibréztiniai sisteminiai ir optimizaciniai modeliai.
LoSimy teorijos metody taikymai

Negrieztai apibréZtais (neapibréZtiniais) sisteminiais modeliais vadinsime
tokius iSorinius ir vidinius sistemy modelius, kurie sudaryti, naudojantis ne tik grieztai
apibréztais, bet ir negrieztais teiginiais bei predikatais. Kad koki nors model;j laikytume
neapibréztu, pakanka, jog jo sudétyje biityu bent vienas nepakankamai grieztai
apibréztas teiginys ar predikatas. Modeliai, kuriuose kai kurie kintamieji gali turéti
negrieztai apibréztas reikSmes, taip pat laikomi negrieztai apibréztais modeliais. Tokie
modeliai gali buti ir analiziniai, ir imitaciniai. Kai imitacinis modelis imituoja
negrieztai apibrézta kokios nors sistemos funkcionavimo algoritma, tai toks modelis
vadinamas negrieZtai apibréztu sisteminiu imitaciniu modeliu.

Neapibréztiniai sisteminiai deskripciniai modeliai gaunami, apraSant
objektus ir sistemas, kuriy (bei juy elementy) iéjimy, iS¢jimy ar buseny vektoriy nors
viends koordinatés réikSmés priklauso (ar d¢l misy nepakankamo informuotumo yra
priskiriamos) negrieztai apibréziamai aibei, o taip pat objektus ir sistemas, kuriy (ar
kuriy elementy) i8¢jimy ar peréjimy funkcijos (bent viena 1§ ty funkcijy) priklauso ne
tik grieztai apibréztos, bet ir negrieZtai apibréZtos matematikos funkcijy aibei.

Negrieztai apibréztais gali biti ne tik deskripciniai, bet ir normatyviniai
sisteminiai modeliai. Juk ne visuomet imanoma (o neretai — net ir netikslinga) grieZtai
vienareikSmiskai suformuluoti reikalavimus, kuriuos turéty tenkinti projektuojamo;ji ar
tobulinamoji sistema, tuo labiau, kad ne visuomet galima i§ anksto tiksliai numatyti,
kaip pasikeis ta iSoriné aplinka, kurioje tai sistemai teks funkcionuoti.

Grieztai apibrézti deskripciniai ir normatyviniai modeliai, kurie sudaromi
naudojantis grieZtai apibréZta matematine kalba, yra tik tam tikros idealizacijos,
kurios su mums pakankamu tikslumu turéty atvaizduoti tai, ka mes turime bei ko
norime. Tikrové, kurioje mes gyvename, néra tokia grieztai apibrézta kaip klasikiné
matematika, todé¢l biina atvejy, kada negrieztai apibrézti sisteminiai modeliai yra
net adekvatesni tai tikrovei uZ ,absoliuciai tikslius“ grieztai apibréztus
klasikinius matematinius modelius. Apie tai jau buvo kalbéta Sio skyriaus pradzioje.

Priezastys, i$Saukiancios normatyviniy sisteminiy modeliy neapibréztuma, gali
i1$Saukti ir optimizaciniy modeliy neapibréztuma. NeapibréZtiniais optimizaciniais
modeliais vadinami tokie optimizaciniai modeliai, kuriy aprasymo sudétyje galime
rasti nors vieng negrieZtai apibrézta (nevienareikSmiskai interpretuojama) teigini bei
predikata. Tas nevienareikSmiskumas gali pasireiksti, formuluojant optimizacinio
modelio tikslo funkcija (parenkant optimalumo rodiklio priklausomybe nuo valdomuyju
kintamyju bei nuo nevaldomyju faktoriy), nustatant apribojimus, kuriuos turéty
tenkinti valdomieji kintamieji, bei parenkant pacius valdomuosius kintamuosius ir
nustatant ju bei modelio parametry reikSmes.
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