Ieskodami tasky A ir D svorio centro, lygiai taip pat, kaip ka tik daréme, gautume, kad ty tasky
svorio centras yra taskas F, turintis ordinat¢ yg=—2. Taciau dabar, ieSkodami tasko F, atstovaujancio
taskus A ir D, ir tasko B svorio centro, jau nebegalime laikyti, kad tasko F svoris ir masé yra lygi tasky
A ir D svoriy ir masiy sumai. Dabar tasko F svoris jau bty lygus tik 2 kG, o tod¢l tasky F ir B svorio

L _ . 2-(-2)+8-8 60 . . .
centro koordinaté ypp dabar buty lygi yppg = % = To =6, t.y. dabar tasky F ir B svorio
’ ’ +
centras sutapty su taSku D. Tai reiksty, kad K.I.Valjkovo sistemoje tasky A, D ir B svorio centras,
apskaiciuotas, naudojantis formule (AxD)xB, sutapty su tasku D.

Apskai¢iuosime dabar tasky A, D ir B svorio centra K.I.Valjkovo sistemoje, naudodamiesi
formule Ax(DxB).

- . * 6-6+8-8 100 50 1 . y . .

Pradzioje surasime ypp =———=——=—=7—. Dabar surasime tasko A ir ka tik

’ 6+8 14 7 7

8- (_8) + ﬂ . &
surastojo tasky D ir B svorio centro bendrojo svorio centro ordinatg y*A,(DgB) =—Sg=
8+ -

_Z64+100 636 _ —ﬁ, kuri skiriasi nuo tasko D ordinatés y(, p)s =6
22 106-7 371 r

Kaip matome, K. I. Valjkovo sukonstruotoje sistemoje (AxD)xB#Ax(DxB), t. y. operacija ,,x*
néra asociatyvi.

O tai reiskia, jog K. I. Valjkovo sistema netenkina aksiomy sistemos Nr.3 antrosios aksiomos
reikalavimy, ir todél neturime teisés reikalauti,kad K. I. Valjkovo sukonstruotoje sistemoje galioty visos
teoremos, iSvestos i§ aksiomy sistemos Nr.3. K. I. Valjkovo sukonstruotoje sistemoje galios tik tos i$
aksiomy sistemos Nr.3 i§vestos teoremos, kurios gautos nesinaudojant antraja aksioma, teigiancia apie
operacijos ,,x* asociatyvuma.

Knygutése [266] ir [267] yra ir daugiau ivairiy pavyzdziy, kuriy paskirtis — parodyti formaliy
aksiomatiniy metody ,,bevaisiskuma“ ir ,tustybe”, o taip pat gana daug kandziy, taikliy teisingy ir
neteisingy kritiniy pastaby formalizavimo ir formaliy teorijy atzvilgiu.

Biity labai naudinga, jeigu $ios mokymo priemonés skaitytojai rasty laiko ir noro paanalizuoti
$iy dvieju gana plony knygeliy turini, atsijoti pelus nuo gridy ir isitikinti, kad K. I. Valjkovo kritika ne
tik nesugriauna formaliy teorijy, bet padeda tas teorija tik dar labiau sustiprinti. K. I. Valjkovas gerokai
persistengé, neigdamas dedukcija ir pripazindamas tik indukcija. Formalizavimas ir aksiomatinis
metodas, jeigu jais naudotis pakankamai preciziSkai, visa laika turint omenyje ju esme bei
ribotuma, lyginant su realiais neiSsemiamo pasaulio objektais, kaip rodo ilgaamzé praktika,
duoda negin€yting naudy. O dabar, kompiuterinés technikos amziuje, formalizavimas tampa
ypatingai aktualus, apie ka Sioje mokymo priemonéje jau ne karta buvo kalbéta ir bus kalbama
skyrelyje, skirtame dirbtinio intelekto sistemuy karimui. Taciau biity didelé klaida, jei nagrinédami
formalias sistemas ir ju vieta teorijoje ir praktikoje, pamirStume S§io skyrelio pirmojoje puséje,
nagringjant i§ K. I. Valjkovo knyguciy paimta pirmaji pavyzdélj, misy jau cituota M. Taubés tezg, jog
formalios procediiros mokslinio paZinimo ir jgyty moksliniy Ziniy taikymo procesuose yra vis dél
to tik intarpas tarp neformalios pradZios ir neformalios pabaigos. Todél nattralu, jog net
matematika nepavyko suvesti i baigting formalia uzdara sistema, jau nekalbant apie kitus mokslus. Bet,
i§ kitos pusés, nederéty ir nepagrjstai menkinti minétojo ,intarpo* vaidmenj ir reikSme, nes tame
»intarpe® telpa didZioji dalis matematikos kartu su kompiuterine technika ir jos programine
iranga bei informaciniais bankais, visi dedukciniai metodai. Ta ,,intarpa“ paciame pirmajame Sios
mokymo priemonés paveikslélyje, patalpintame ,,Jvade®, vaizduoja antstatas, esantis vir§ realaus
pasaulio ir saveikaujantis su pastaruoju per tame paveikslélyje taip pat pavaizduotus
formalizavimo ir interpretavimo procesus. Sie procesai, kaip teisingai pastebi M. Taubé, negali
biti vien tik formaliis, kai tuo tarpu procesai, vykstantys pafiame ,antstate®, kuo toliau, tuo
pladiau ir pilniau yra ir bus formalizuojami ir kompiuterizuojami.

Taip pat aktuali indukcinio ir dedukcinio metody vietos bei vaidmens ir santykiy tarp jy
mokymosi procese problema. Suvokdami didziulg dedukcijos reik§mg¢ loginio mastymo ugdyme ir
tobulinime, turétume vis dél to prisipazinti vertais rimto démesio Siuos Getingeno ir Niujorko
universitety profesoriaus, zymaus JAV matematiko R. Kuranto zodzius: ,,Dedukcinis metodas,
pradedantis nuo aksiomy, kurios i§ pirmo Zvilgsnio atrodo gana dogmatiskos, leidzia, mokantis
matematikos, greitai jsisavinti dideles jos teritorijas. Taciau konstruktyvusis Sokrato metodas,
vedantis nuo konkrefiy daliniy atvejy prie jy apibendrinimy ir vengiantis dogmatizmo,
nepriklausomai kiirybiskai minciai grindzia nepalyginimai patikimesnj kelig“ [275]. I tuos ZodZius
deréty jsiklausyti ir aukstyjy mokykly matematiniy discipliny déstytojams, nes pernelyg didelé ju
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dalis yra linkusi j sausa dogmatizma, ne tik neugdantj loginio mastymo, bet net atbukinantj
kirybiska mintj ir atbaidantj nemaza dalj studenty nuo savo kursy, nuo noro j juos gilintis.
Manau, kad tikrai vertéty rimtai isiklausyti i turin¢io didel¢ matematikos déstymo Rusijos ir Pranciizijos
auksStosiose mokyklose patirty V.I. Arnoljdo straipsnio ,,O mnpernonaBaHuM MareMaTuku (,,YcHexu
Maremarnueckux Hayk™ m. 53, Bem. 1(3/9), 1998 r. suBaps—¢eBpanb, 229-234 c.c.) Zodzius, tikrai
negailincius karcios kritikos dideliems aksiomatiniy sistemy ir ,,grieztos dedukcijos™ gerbéjams. Kai
kurios V. 1. Arnoljdo mintys tikrai susiSaukia su K. I. Valjkovo mintimis, ir nors K. I. Valjkovas, pats
padargs nemazai klaidy, gerokai ,perlenké lazda“, taciau panasSiy minciy pasirodymas matematinéje
literatliroje yra simptominis ir sveikintinas reiskinys, verCiantis pamastyti ir padaryti atitinkamas
iSvadas.

Tuo ir baigsiu pirmaja 1.16.1.5.5.7. skyrelio dalj, skirta formaliy teorijy ir aksiomatinio metodo
kritikos, pasirodziusios logikos mokslo raidos Siuolaikiniame etape treCiosios krizés matematikoje ir
»Hilberto programos* nesékmés pasekoje, apzvalgai bei indukcinio ir dedukcinio metody vaidmens
sisteminei analizei, atsizvelgiant | Siuolaikiniam — penktajam — matematinés logikos raidos etapui
budingas mokslines ir technines salygas. Pereisiu prie pagrindiniy kryp¢iy, kuriomis dabar vystosi
Siuolaikiné matematiné logika, ir tam vystymuisi biidingy bruoZy apzvalgos.

Pirmasis logikos mokslo raidos penktojo etapo poZymis, kaip jau buvo minéta §io skyrelio
pradzioje, yra zymiai sumaz€jes straipsniy, skirty matematikos pagrindy problemoms, skaicius.
Matematiné logika, ketvirtajame logikos mokslo raidos etape tarnavusi matematikos pagrindimo
reikméms, penktajame etape vis labiau persiorientuoja i saves pacios vystymasi bei taikymus,
tame tarpe ir naujose srityse, susiformavusiose rySium su kompiuterinés technikos atsiradimu ir
sparciais jos tobuléjimo bei taikymo sriciy plétotés tempais.

Sias tendencijas logikos mokslo raidoje galima laikyti pagrindiniu $iuolaikinio jos raidos etapo
pozymiu. Tokiy tendencijyu déka susiformavo eilé neklasikiniy logiky, kuriose stengiamasi jveikti
klasikinés dvireik§més logikos ir jos materialinés implikacijos trikumus, pradéjo intensyviai vystytis
modalinés logikos, stipriai iSaugo klasikinés logikos matematinio aparato taikymai diskreciy techniniy
sistemy apraSymui, modeliavimui ir optimizavimui, jy analizés ir sintezés automatizavimui, pradéjo
vystytis dirbtinio intelekto sistemu teorija, mokslinius tyrimus loginés sintaktikos srityje papildé
moksliniai darbai, skirti loginei semantikai, rySium su kuo Zymiai iSsiplété ir pagiléjo matematinés
logikos rysiai su semiotika ir matematine lingvistika, tikimybinés logikos atsiradimo ir vystymosi déka
formuojasi bendrasisteminis pozitris i iSvady gavima indukcinéje ir dedukcingje logikose, pradéjo
formuotis negrieztai apibrézta logika, negrieztai apibrézty aibiy teorija ir, bendrai, negrieztai apibrézty
sistemy bei procesy matematika, kuri, kaip tikimasi, galéty permesti tilta tarp tiksliyjy ir humanitariniy
moksly, tuo dar labiau i$plésdama matematinés kalbos ir matematinio aparato taikymo , teritorija®. Si —
antrajj — matematinés logikos ir ,,moderniosios matematikos“ raidos poZymj galima laikyti paciu
charakteringiausiu ir paciu svarbiausiu Siuolaikinio — penktojo — etapo poZymiu. Apic cia
paminétas Siandien gana aktualias ir intensyviai vystomas logikos mokslo kryptis bus kalbama
tolesniuose Sio skyriaus skyreliuose, todél Siame skyrelyje, skirtame to mokslo raidos penktojo etapo
trumpai apzvalgai, apsiribosiu tik §iuo ¢ia pateiktu kai kuriy svarbesniyjy kryp¢iy isvardijimu.

Galima iSskirti dar ir trefigji logikos mokslo raidos Siuolaikinio etapo poZymj, nors
pastarasis taip tampriai susijgs su antruoju (ir net pirmuoju) pozymiu, kad gali biiti laikomas antrojo
pozymio sudétine dalimi. Taciau, atsizvelgiant | Sio — treCiojo — pozymio bendrasisteming svarba,
tikslinga §j pozym{ pazyméti atskirai. TreCiuoju pozymiu reikéty laikyti jau kelis sykius Siame skyrelyje
minéta gilesnio ir visapusiskesnio pozitirio | indukcija ir dedukcija, 1 ju tarpusavio sary$j bei indukciniy
metody vieta ir reikSme¢ susiformavima. Prie $io — treCiojo — pozymio galima priskirti ir atsiradusia
galimybe kurti jau minétaja bendraja loginio iSvedimo teorija, aprépiancia ir indukciniy, ir dedukciniy
iSvady gavimo procediras. Gana artimi $iai matematinés logikos vystymosi krypciai ir bandymai
sukonstruoti tokiag matemating loginio iSvedimo teorija, kuri, atsizvelgdama ne tik i sintaktinius, bet ir {
semantinius rySius, sugebéty i§vengti materialiajai implikacijai biidingy trikumy ir biity, kiek imanoma,
artimesniu zmogaus loginio mastymo, naudojancio ne tik dedukcija, bet ir indukcija (o be to — ir
analogija ir intuicija), matematiniu modeliu, galin¢iu patenkinti bei sutaikyti ir logicizmo, ir
intuicionizmo ir formalizmo atstovus.

Apie tokius bandymus bei juy rezultatus, o taip pat apie eil¢ kity Siuolaikinés matematinés
logikos vystymosi krypciy bus kalbama skyrelyje, pasvestam neklasikiniy logiky apzvalgai, prie kurios
dabar ir pereisime. Modalines logikas, negrieZtaja (,,difuzing®) L. Zadeh matematika ir dirbtinio
intelekto sistemas apzvelgsime Siek tiek véliau, o apie matematinés logikos praktinius taikymus,
kuriems démesys paskutiniu laiku taip pat pradéjo didéti, jau nemazai buvo raSyta §io skyriaus
1.16.1.1.+1.16.1.4. skyreliuose. Humanitarinius mokslus atstovaujantiems skaitytojams, kuriuos
ypatingai domina logikos (ne tik matematinés, o, apskritai, logikos, aprépian¢ios matemating ir
nematemating, dedukcing ir nededukcing logikas) taikymai {vairiose Zzmogaus veiklos srityse,
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rekomenduociau susipazinti su turtinga ir originaliai parasyta V. A. Svetlovo monografija [276]. Dél
autoriaus originalaus ir plataus poziiirio | logika §i knyga bus jdomi ir naudinga taip pat ir tiksliyjuy
moksly atstovams.

Nuo pat Siuolaikinio etapo pradzios gana intensyviai vystési logikos matematinio aparato
techninio taikymo kryptys, nemazai prisidéjusios prie kompiuterinés technikos atsiradimo ir spartaus jos
tobuléjimo. Susiformavo net kelios savarankiskos teorinés ir techninés disciplinos, skirtos automaty,
automaty kolektyvy ir automatiniy sistemy, algoritmy, algoritminiy kalby bei algoritminiy sistemy
analizei ir projektavimui. Siu specialiu discipliny ir su jomis susijusiu specialiu klausimu ¢&ia
nenagrinésiu, nes tam, kad dzeneralistas sugebéty susikalbéti su Siy sriciy specialistais, jam pakaks ty
ziniy, kurias jis gaus ijdémiai iSstudijaves §ia mokymo priemong. O ypatingai besidominantiems
automaty teorija, automatika, technine kibernetika, algoritmy teorija bei techniniais matematinés
logikos aparato taikymais galima parekomenduoti knygas [50, 52, 64, 101, 102, 105, 110, 112, 121,
126, 127, 209, 210, 211, 249, 277+288]. Jos paraSytos dar tada, kai minétosios kryptys dar formavosi,
todél viskas déstoma dar pakankamai elementariai, todél ir eiliniam skaitytojui viskas bus nesunkiai
suprantama. Susipazinus su tomis knygomis, bus galima skaityti ir suprasti jau ir naujesniaja specialiaja
literatiira. Zinoma, daugumai studijuojandiy sistemotyra, jei jie nesiruoia specialiai uZsiiminéti
automaty ir algoritmy teorijomis bei dalyvauti kolektyvy, uzsiimanciy kompiuteriy ir kity diskreciy
automaty projektavimu, néra reikalo skaityti ¢ia mano iSvardintas knygas ir kita specialiaja literattira.
Tais specialiaisiais klausimais sistemotyros kurse mes neuzsiiminésime, palikdami juos tos srities
specialistams. Sistemotyros kursa studijuojantiems pakaks to, kad jie sugebés dalykiskai bendradarbiauti
su tais specialistais, pakankamai gerai suprasdami vieni kitus, galédami biiti naudingi vieni kitiems.

O neklasikines ir modalines logikas, L. Zadeh negrieztaja matematika bei dirbtinio intelekto ir
ekspertines sistemas Cia Siek tiek panagrinésime todél, kad $iy mokslo raidos krypciy ir pagrindiniy
pasiekimy jose zinojimas reikalingas vystant formaligja sistemotyros kalba ir jos matematinj aparata,
kurie, savo eile, reikalingi tam, kad sistemotyra galéty operuoti ne tik su kiekybiniais, bet ir su
lingvistiniais (verbaliniais) ir kitais nekiekybiniais modeliais. Be to tokios zinios labai svarbios ir
reikalingos sisteminés pasauléziiros ir sisteminio mastymo ugdymui.

1.16.1.5.6. Neklasikinés logikos

Lygindami logikos ir geometrijos moksly istorijas, galime pastebéti tam tikra
analogija, pasireiskusia tuo, kad tie mokslai, pradejg vystytis kaip ,,vienasisteminiai‘,
ilgainiui tapo ,,daugiasisteminiais®. Ilga laika buvo manoma, kad geometrija yra ir gali
bti tik viena — t. y. tik ta geometrija, kuriag mes dabar vadiname Euklido geometrija. Ir
tik XIX a. mokslas susidiiré su tuo ir galy gale isitikino, jog gali egzistuoti ne tik §i bet
ir Lobacevskio, Rymano ir kitos geometrijos, turinios skirtingas aksiomatikas ir
skirtingas teoremas, iSreiSkiancios skirtingus erdvinius santykius skirtingose erdvése.

Panasiai atsitiko ir su logikos mokslu. Nors, kaip jau matéme logikos mokslo
raidos istorijai skirtame 1.16.1.5.4. skyrelyje, logikos mokslo vystymesi jau nuo pat
pradzios dalyvavo jvairios mokyklos, kuriy nuomonés ne visada sutapdavo, taciau
visos jos ilga laika vysté viena ir ta pati logikos moksla, o todél ir gincai tarp ty
mokykly vykdavo tik tod¢l, kad kiekviena mokykla laikydavo savo nuomong
teisingesne negu kitos nuomonés, labiau atitinkancia ,.tikraja tiesa™, kurios, nors
kartais ir suklysdami, sieké visi ir kuri, kaip visiems atrode, tur¢jo biiti vienintele. Tik
susidirus su 1.16.1.5.5.4. skyrelyje apraSytomis antinomijomis, i$Saukusiomis
matematikos pagrindy krizg, ir bebandant ja jveikti, buvo galy gale iSsiaiSkinta ir
isitikinta, kad gali egzistuoti ne viena, o daug vidiniai neprieStaringy logiky,
turindiy, nors ir panasias, taciau nepilnai sutampancias aksiomatikas, o todél ir
nevienodus i§ ty aksiomy iSplaukianciy teoremy rinkinius. Nuo gincy, kuri i$
galimy sistemy yra ,,adekvatesné* tikrovei, ilgainiui buvo pereita prie suvokimo, kad
kiekviena neprieStaringa loginé sistema gali biiti tam tikry loginiy santykiy tam tikroje
srityje, nagrinéjamoje tam tikru aspektu, modeliu, adekvaciu nagrin¢jamai sistemai
tam tikrame abstrakcijos lygyje. Kaip teisingai pastebi B. N. Piatnicinas [289] “... vis
daugiau mokslininky, ir visai ne tik logiky, pradeda vis aiSkiau suvokti ne tik tai,
kad viena ir ta pati loginé formulé gali buti teiginiu, elektrine schema arba
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neurony sistema, panasiai kaip tarkime, skaiius gali bati kaina, greifiu arba
ilgiu, o abstraktus geometrinis taskas (kaip Hilberto geometrijos objektas) gali
biiti konkreciu geometriniu taSku Euklido, Lobacevskio ar Rymano geometrijoje,
potencialu arba galy gale, spalva, bet ir tai, kad esminiai skirtingy prigimciy
objektams reikalingi ne tik skirtingi matematiniai, bet ir skirtingi loginiai
modeliai“.

Tode¢l dabar jau laikoma visai natairaliu reiSkiniu nagrinéti makro- ir
mikropasauliy, laiko, erdvés, fizikos, jurisprudencijos ir t. t., o taip pat ,,virtualiy
pasauliy® logikas ir nesistebéti, kad jos gali buti skirtingos, kad tokiy logiky gali
biiti be galo daug.

Visas tas logikas, kurios néra deduktyviai ekvivalencios tai dvireik§Smei logikai,
kuri buvo vystoma iki XX a. pradzios ir kuri dabar vadinama klasikine, priimta vadinti
neklasikinémis logikomis. Tod¢l, norint apibrézti neklasikiniy logiky savoka, visy
pirma reikia apibrézti, ka priimta vadinti klasikine matematine logika.

Klasiking matematine logika sudaro dvireik§Smiy teiginiy ir predikaty
algebra, kuri buvo nagrin¢gjama 1.16.1.1.+1.16.1.4. skyreliuose, o taip pat
dvireik§miy teiginiy ir predikaty skai¢iavimai, kuriy apraSymui buvo skirti
1.16.1.5.2.+1.16.1.5.4. skyreliai.

Reikéty pazyméti, kad, atsizvelgiant i ta formalia loging kalba, kuri naudojama
sudétingy teiginiy ir sudétingy predikaty formaliam apraSymui, galéty atrodyti, jog
egzistuoja ne viena klasikiné matematin¢ logika, o visa ju aibé. Pavyzdziui, teiginiy
skaiiavime, kuris buvo apraSytas 1.16.1.5.2. skyrelyje, sudétingy teiginiy
konstravimui 1§ elementariy teiginiy buvo naudojamos loginés jungtys ,,—*, ,,A, ,,v*“ ir
»—>, kurios teiginiy algebroje interpretuojamos kaip loginis neigimas (inversija),
loginé daugyba (konjunkcija), loginé sudétis (disjunkcija) ir materialioji implikacija.
Visos $ios keturios loginés operacijos teiginiy algebroje aprasomos atitinkamomis ty
operaciju operandy ir ju rezultaty loginiy reikSmiy dvejetainémis lentelémis (zidir.
pavyzdziui, 316-ja lentele 1.16.1.4.2. skyrelyje bei [51]), kurias galima laikyti
eksplicitiniais ty loginiy operacijy apibrézimais. Klasikiniame teiginiy skai¢iavime,
pateiktame 1.16.1.5.2. skyrelyje, $iu loginiy jungciy implicitiniam (neiSreikStiniam)
apibrézimui prireiké 11 aksiomy. Tame paciame skyrelyje paminéta ir kita klasikine
teiginiy skaiciavimo sistema, pavadinta Hilberto—Akermano sistema. Toje sistemoje
naudojamasi tik dvieju tipy loginémis jungtimis — ,— ir ,v*. Siy jungéiy
implicitiniam apibrézimui prireiké jau tik keturiy aksiomy. Knygutéje [81] aprasyta
eilé kity klasikinio teiginiy skaic¢iavimo sistemy (Fréges, Mendelsono, LukasieviCiaus,
Cioréo, Rosero, Niko, Meredito), besiskirianéiy nuo jau minétyjy savo formaliaja
kalba ir savo aksiomy sistemomis. Taciau tos sistemos, nors ir skiriasi savo aksiomy
sistemomis bei vartojama logine kalba, yra klasikinés matematinés logikos
skai¢iavimo sistemy modifikacijos, nes visos jos yra funkcionaliai ir deduktyviai
ekvivalencios: visi tose formulése vaizduojami teiginiai gali turéti tik dvi logines
reikSmes, atitinkancias tiesa (1) ir netiesa (0), visos tose formulése esancios loginés
operacijos interpretuojamos vienodai ir iSreiSkiamos vienos per kitas taip pat vienodai,
visos vienodos formulés visose sistemose turi vienodas reikSmes ir néra tokiy
formuliy, kurios, budamos iSvedamos viename teiginiy skaic¢iavime, pervedus jas i
kokia nors kito teiginiy skai¢iavimo, priklausancio klasikinei logikai, kalba, nebebiity
iSvedamos tame skaiCiavime, kaip néra ir tokiy formuliy, kurios, btidamos
neiSvedamos viename klasikiniy teiginiy skaiCiavime, biity iSvedamos kitame
klasikiniame teiginiy skai¢iavime.

TacCiau toje pacCioje knygeléje [81] aprasytoji intuicionistiné teiginiy
skaiCiavimo sistema, kuri buvo specialiai suformuota, bandant jveikti matematikos
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pagrindy krize, nors, atrodyty, ir turi ta pacia formaliaja loging kalba kaip ir 1.16.1.5.2.
skyrelyje apraSytasis klasikinis teiginiy skaifiavimas, jau nebepriklauso klasikinei
logikai. I$ intuicionistinio teiginiy skai¢iavimo aksiomy sistemos (pavyzdziui, i$
knygutéje [81] pateiktos Heitingo modifikuoto teiginiy skaiciavimo aksiomy sistemos,
susidedancios i§ 13 aksiomuy) jau negali biiti iSvestos formulés Av—A ir ——A—A,
vaizduojancios tre€iojo negalimo ir dvigubo neiginio pasalinimo désnius, kurie
intuicionistinéje logikoje nelaikomi teisingais teiginiais, kai tuo tarpu klasikinéje
teiginiy algebroje formulés Av—A ir ——A—>A laikomos teiginiais, tapaciai lygiais
loginiam vienetui, o klasikiniame teiginiy skai¢iavime — iSvedamomis formulémis.

Intuicionistiné logika skiriasi nuo Kklasikinés taip pat dar ir tuo, kad joje
naudojamos loginés jungtys, jei jas interpretuotume kaip logines operacijas su
teiginiais, negali bti apraSytos ne tik dvireikSmés logikos lentelémis, bet ir bet kokios
daugiareikSmés logikos, kurios teiginiai turi baigtini reikSmiy skai¢iy, lentelémis.
Intuicionistinés logikos jungtys gali biiti interpretuotos kaip loginés operacijos tik
logikoje, kurioje tie teiginiai gali turéti be galo daug loginiy reikSmiy. Todé¢l
implikacija intuicionistinéje logikoje nesutampa su materialiagja implikacija,
naudojama klasikinéje logikoje, ir todé¢l intuicionistingje logikoje negalioja tapatybé
(A—>B)(—AvB), galiojanti klasikingje logikoje.

Si aplinkybé paaiskina situacija, su kuria susiduriame, nagrinédami klasiking Rosero teiginiy
skai¢iavimo sistema, ir kuri i§ pirmo zvilgsnio atrodo paradoksali: Rosero teiginiy skaic¢iavimo sistema
yra formaliai bei substancionaliai pilna klasikinio teiginiy skai¢iavimo sistema ir tuo atzvilgiu yra
ekvivalenti teiginiy skai¢iavimui, aprasytam 1.16.1.5.2. skyrelyje, bet tuo pafiu metu visos joje
iSvedamos formulés gali biiti iSvestos ir intuicionistiniame teiginiy skaifiavime, kuriame negali
biti iSvesta eilé formuliy, iSvedamy Kklasikiniame teiginiy skaifiavime, aprasSytame 1.16.1.5.2.
skyrelyje.

I8 tikryju Cia néra jokio paradokso. Pavyzdziui, intuicionistiniame teiginiy skaic¢iavime, kaip
Zinome, formulé Av—A yra neiSvedama. Tokia formulé negali biiti iSvesta ir Rosero sistemoje, nes
tos sistemos formalioje kalboje, turincioje tik jungtis ,,A*“ ir ,,—*, néra jungties ,,v*, kuria
klasikinéje teiginiy algebroje, naudojantis Morgano formule, galima pakeisti jungtimis ,,A“ ir ,,—%,
esanciomis Rosero sistemos formalioje kalboje. Vietoj formulés Av—A Rosero teiginiy skaic¢iavime
yra iSvedama formulé —(—AAA), kuri klasikinéje teiginiy algebroje yra ekvivalenti formulei
Av—A. Formulé¢ —(—AAA) yra iSvedama ir intuicionistiniame teiginiy skaifiavime, kurio
formalioji kalba turi jungtis ,,—%, ,,A%, ,,v* ir ,,—, tafiau tame skai¢iavime formulé —(—AAA) jau
néra ekvivalenti formulei Av—A, kuria tame skaifiavime iSvesti nejmanoma. Intuicionistiniame
teiginiy skai¢iavime formulés Av—A ir —(—AAA) néra ekvivalencios todél, kad intuicionistinéje
logikoje jungtys ,,v¥, ,,—%, ,A“ ir ,,—>“ reiskia ne visiS§kai tg patj, ka jos reiskia klasikinéje logikoje.
Ir klasikinéje ir intuicionistingje logikose, jungtis ,,A* interpretuojama kaip konjunkcija, jungtis ,,v* —
kaip disjunkcija, jungtis ,,— — kaip implikacija, o jungtis ,,—* — kaip neigimas, taciau, pavyzdziui,
neigimas ir implikacija intuicionistinéje logikoje yra ne visiSkai toks pat kaip neigimas ir implikacija
klasikinéje logikoje. Todél intuicionistinéje logikoje formulés Av—A ir —(—AAA) néra tapacios, kaip
néra tapacios ir formulés ——A—>A, Av—A bei —(AA—A).

Intuicionistiné logika — tik vienas neklasikinés logikos pavyzdys. Kaip jau
zinome 1§ 1.16.1.5.5.6. skyrelio, intuicionistiné¢ logika susiformavo, bandant jveikti
matematikos pagrindy krizg, t. y. bandant sukurti tokia matematika, kurioje negaléty
atsirasti 1.16.1.5.5.4. skyrelyje apradytos antinomijos. Si krizé buvo viena i3
neklasikiniy logiky atsiradimo priezasciy, taciau ne vienintelé ir ne pagrinding.

Kita priezastis, i$Saukusi bei skatinusi neklasikiniy logiky atsiradima, buvo
dvieju loginiy reikSmiy ,tiesa ir ,,netiesa* nepakankamumas kai kuriose ne taip
jau retai pasitaikanciose situacijose. Kokia, pavyzdziui, loging reikSme, galima
suteikti teiginiui ,,Sis uZdavinys neturi sprendinio® tuo atveju, kai, neZiiirint visy
pastangy, nepavyko nei rasti duotojo uzdavinio sprendinio, nei jrodyti, kad tas
uzdavinys i§ viso neturi sprendinio, nei jrodyti, kad tas sprendinys vis dél to
turéty biiti? Juk Siuo atveju teiginio ,,Sis uZdavinys neturi sprendinio® negalima
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laikyti nei teisingu, nei neteisingu, ir todél Sio teiginio loginé reikSmé lieka
neapibrézta. O tai reiSkia, kad Siuo atveju jau nebepakanka klasikinés logikos
dviejy loginiy reikSmiy ir reikalinga trecioji jos reikSmé. 1.5. skyriuje mes tokia
loging reikSme¢, sekdami A. Zinovjevu, jau buvome pazymej¢ zymeniu ,,7°,
reiSkian¢iu, kad teiginio teisingumas ar neteisingumas dar neiSaiSkintas. Ten buvo
iSnagrinéti ir keli galimi konjunkcijos apibrézimai tokioje trireikSmeje logikoje (ziiir.
26., 27. ir 28. lenteles), o taip pat vidinio ir iSorinio neigimo operacijy apibréZimai bei
eile tokios trireikSmés logikos tapatybiy, todél Cia viso to nebekartosiu. Pazymésiu tik
tai, kad trireikSme logika galima apraSyti ne tik jos operacijuy operandy ir ty operacijy
rezultaty lentelémis (taip vadinamuoju matriciniu biidu), bet ir aksiomatiskai, t.y.
formuluojant trireik§més logikos teiginiy bei predikaty skaiciavimy aksiomy sistema ir
1Svedimo taisykles.

TrireikSméje logikoje, kurioje galima formaliai iSreiksti skirtumg tarp
iSorinio ir vidinio neigimy ,,~“ ir ,,—*, gana natiraliai iSsisprendZzia gincas tarp
klasikinés ir intuicionistinés logikos atstovy dé¢l formulés Av—A teisingumo ar
neteisingumo.

TrireikSméje A. Zinovjevo logikoje formulé P(a)v~P(a) laikoma visada teisinga
ir yra iSvedama trireikSmiame loginiame skaiiavime, o formul¢ P(a)v—P(a)
nelaikoma visada teisinga ir néra iSvedama. Vietoj jos laikoma visada teisinga ir yra
iSvedama formul¢ P(a)v—P(a)v?P(a), kur?P(a) reiskia predikato P(a) loginés reikSmes
neapibréztuma, kai to predikato subjektas yra a. Teigini?P(a) galima apibrézti kaip
konjunkcija ~P(a)a~—P(a), t.y. kaip teigini, apraSanti situacija, kada turima
informacija neleidzia laikyti teisingu né viena i$ teiginiy P(a) ir —P(a). Pavyzdziui, jei
,»a‘ reiSkia koki tai uzdavini, o ,,P“ — uzdavinio savybg turéti sprendini, tai teiginys
P(a) reiskia, jog uzdavinys ,,a* turi sprendini; teiginys —P(a) — jog tas uzdavinys
sprendinio neturi; teiginys ~P(a) reiskia, jog teiginys P(a), teigiantis, kad uzdavinys
,»a“ turi sprendinj, néra teisingas; teiginys ~—P(a) reiSkia teiginj, jog néra teisingas
teiginys —P(a), teigiantis, kad uzdavinys ,,a* neturi sprendinio; teiginys?P(a) reiskia
teigini, jog mes nezinome, ar uzdavinys ,,a* turi sprendini, ar neturi jo, ir todél
negalime teigti nei to, kad uzdavinys ,,a* turi sprendini, nei to, kad jis jo neturi, o tai ir
yra ekvivalentu teiginiui ~P(a)A~—P(a).

Teiginys —P(a) yra informatyvesnis ir stipresnis uz teigini ~P(a), todél i$
teiginio —P(a) iSplaukia ~P(a), t.y. teiginio P(a) neteisingumas. Taciau i$ teiginio
~P(a) dar neisplaukia teiginys —P(a), nes tuomet, kai teiginys ~P(a) yra teisingas, gali
buti teisingas arba teiginys —P(a) arba teiginys?P(a), t. y. kuris nors vienas i§ teiginiy
—P(a) ir?P(a). IS teiginio —P(a) iSplaukia ne tik teiginys ~P(a), bet ir teiginys ~?P(a),
nes teiginys —P(a) yra ekvivalentus konjunkcijai ~P(a)A~?P(a), arba disjunkcijos
P(a)v?P(a) neiginiui ~(P(a)v?P(a)), panasiai kaip teiginys P(a) yra ekvivalentus
konjunkcijai ~—P(a)A~?P(a), arba disjunkcijos —P(a)v?P(a) neiginiui ~(—P(a)v
Vv?P(a)), o teiginys?P(a) ekvivalentus konjunkcijai ~P(a)A~—P(a), arba disjunkcijos
P(a)v—P(a) neiginiui ~(P(a)v—P(a)).

Jau ne karta miisy minétas Zymus Siuolaikinés matematinés logikos specialistas
A. Zinovjevas savo knygoje [61] teigia, jog iSorinio ir vidinio neigimy neskyrimas
dvireikSméje logikoje, pasireiSkes formuliy ~P(a) ir —P(a) sutapatinamu, kaip tik
ir privedé prie nepateisinamo logikos taisykliy apribojimo intuicionistinéje
logikoje. Juk treciojo negalimojo désnis negaliojas tik vidiniam neigimui ,,—,
taciau iSliekas galiojandiu iSoriniam neigimui ,,~“, todél visiSkai atmesti treciojo
negalimojo désnj nesa nei tikslinga, nei teisinga.
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PanaSia pastabg galime padaryti ir dvigubo neiginio atZvilgiu. Teiginys
~—P(a) tikrai néra ekvivalentus teiginiui P(a), nes nors i$ teiginio P(a) teisingumo ir
iSplaukia teiginio ~—P(a) teisingumas, bet i§ teiginio ~—P(a) teisingumo dar negalime
padaryti iSvados apie teiginio P(a) teisinguma, nes teiginys ~—P(a) yra ekvivalentus
teiginiui P(a)v?P(a). Taciau dvigubas neiginys ~~P(a) ekvivalentus P(a) ir todél
formulés ~~P(a)—>P(a) ir P(a)>~~P(a) yra teisingos formulés ir turéty biiti iSvedamos
teiginiy skaiciavime.

Situacija, kada neaisku, kuris i§ dviejy teiginiy — P(a)ar —P(a) — yra teisingas ar
neteisingas, néra tokia jau reta, kaip galéty atrodyti i§ pirmo zvilgsnio, ir pasitaiko ne
tik nagrin¢jant klausima, ar duotasis uzdavinys turi sprendinj ar neturi jo.

Tarkime, kad predikato P(x) subjektas ,,x* yra koks nors konkretus trigeris, kurj pazymésime
Zymeniu ,,a“, o ,,P* yra to trigerio savybé buti busenoje ,,1“. Tuomet P(a) yra teiginys, kuris biina
teisingas tada ir tik tada, kai trigeris ,,a* yra biisenoje ,,1“. Kaip zinome, paveikus trigerio skaitliukinj
1€jima g vienetiniu {éjimo signalu, trigeris pereina i prieSinga biisena, vadinama biisena ,,0“, ir pasilieka
joje iki tol, kol koks nors i¢jimo signalas neperves trigerio | biisena ,,1“. Jokiy kity stabiliy buseny
trigeris neturi. Tuo metu, kai trigeris ,,a“ yra buisenoje ,,0°, teiginys P(a) yra neteisingas, o teiginiai ~P(a)
ir —P(a) yra teisingi, nes teiginys ~P(a) teigia, kad néra teisingas teiginys P(a), o teiginys —P(a), kad
trigeris ,,a* néra biisenoje ,,1*“. Kadangi trigeris turi tik dvi stabilias biisenas ,,0“ ir ,,1, tai teigini —P(a)
galime laikyti teiginiu, teisingu tada ir tik tada, kai trigeris ,,a“ yra biisenoje ,,0“. Kai trigeris yra kurioje
nors vienoje i§ dviejy stabiliy bliseny, tai teisingos abi disjunkcijos P(a)v~P(a) ir P(a)v—P(a). Taciau
momentu, kai trigeris pereina i§ kurios nors savo biisenos i prieSinga, teisinga iSlieka tik disjunkcija
P(a)v~P(a), o disjunkcija P(a)v—P(a) jau nebegalima laikyti teisinga, nes peréjimo momentu trigeris ,,a“
néra nei biisenoje ,,1°, nei biisenoje ,,0%, ir todél néra teisingas nei teiginys P(a), nei teiginys —P(a). Tuo
tarpu formulé P(a)v~P(a) negali biiti neteisinga, ir tai iSplaukia i§ iSorinio neiginio ,~“ ir
disjunkcijos ,,v* apibrézimo. Trigerio peréjimo i§ vienos biisenos | kita momentu, kai nei teiginys
P(a), nei teiginys —P(a) negali biti teisingais teiginiais, tai iSreiSkiantys teiginiai ~P(a) ir ~—P(a) yra
teisingi. Teiginys ~P(a) iSlieka teisingas ir tuomet, kai trigeris, peréjes i§ blisenos ,,1%, patenka | biisena
,0° ir pasilieka joje, o teiginys ~—P(a) iSlieka teisingas ir tada, kai trigeris peréjes i§ busenos ,,0“
patenka i busena ,,1* ir pasilieka joje. Todél formulés P(a)v~P(a) ir —P(a)v~—P(a) iSlieka teisingos
bet kuriuo momentu ir statikoje ir dinamikoje, o formulé P(a)v—P(a) biina teisinga tik statikoje ir
tinka tik stabiliy statiniy trigerio biiseny apraSymui. Bandymas taikyti formule P(a)v—P(a) kaip
treciojo negalimojo désnj dinaminiam peréjimo procesui biity loginé klaida ir galéty privesti prie
priestaros gavimo. Ir kaltinti tokiu atveju reikéty ne logika ar kokia nors kita (pavyzdziui, aibiy)
teorija, o logiSkai neleisting formulés P(a)v—P(a) taikyma ten, kur ji gali biiti neteisinga.

Turint tai omenyje, biity idomu ir tikslinga panagrinéti musu jau ne karta
minéta garsigja B. Raselo antinomija, o taip pat ir kitas panaSias antinomijas bei ju
atsiradimo priezastis. Many¢iau, kad Raselo antinomijos atsiradimo priezastj
galima jZvelgti ne tik impredikatyviy savoky vartojime (nors a$ ir neneigiu, kad
tokiy savoky vartojimas leidZia sukonstruoti situacijas, kuriose galimos
antinomijos), bet ir tame, jog dinaminiame niekada negaliniame baigtis
begalinés visy aibiy, nesanciy saves elementais, aibés formavimo procese
bandoma taikyti formul¢ P(a)v—P(a), kuri net tuo atveju, kai nagrinéjamoje
situacijoje galimos tik dvi buisenos P ir —P, yra teisinga tik statikoje ir ne butinai
teisinga dinamikoje. Todél, man atrodo, nereikéty labai stebétis ir iS to daryti
iSvada, kad aibiy teorija yra logiSkai prieStaringa, jei gauname, jog nei predikatas
P(a), kuriame ,,a“ yra ta niekada iki galo nebiisianti suformuota ir todél esanti
dinaminéje visa laika besitgsiancio peréjimo biisenoje visy aibiy, nesanciy saves
elementu, aibé, o ,,P“ — tos aibés savybé nebiiti saves pacios elementu, nei
predikatas —P(a), kur ,,—P*“ — tos aibés savybé biiti saves pacios elementu, negali
biti teisingi. Juk tai reiSkia tik tai, kad Siuo atveju formulé P(a)v—P(a) néra
teisinga formulé, ir Sis teiginys neveda prie loginio prieStaros, nes formulé
P(a)v—P(a) ne tik Siame, bet ir daugelyje kity atveju gali biiti neteisingas teiginys.
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Priestara, kuri ir sudaro Raselo antinomijos esm¢, mano nuomone, atsirado ne
todeél, kad pati aibiy teorija yra savo esméje prieStaringa, o todél, kad kai kuriy filosofy
ir matematiky samprotavimuose logiSkai neprieStaringa potencialiosios begalybés
savoka buvo logiskai nepagristai pakeista logiSkai prieStaringa aktualiosios
begalybés savoka, reiSkiancia, kad niekada iki galo nesusiformuosiantis begalinis
dinaminis objektas pavirto jau galutinai susiformavusiu begaliniu statiniu
objektu, galindiu biuti tik vienoje i§ dviejy stabiliy biiseny P ir —P, ir jam buvo
pritaikyta formulé P(a)v—P(a)=1, reiSkianti, kad bent vienas i$ teiginiy P(a) arba
—P(a) turéty biti teisingas, ko i$ tikryjuy kaip tik ir nebuvo gauta, nes pasirodé,
jog Siuo atveju né viena i§ formuliy P(a) ir —P(a) dar negali biti teisinga, kadangi
procesas dar neuzbaigtas (ir niekada negalés buti uzbaigtas).

Jeigu kiekvieng kartg sugebétume atskirti vidinj loginj neiginj nuo iSorinio
ir nevartotume logiSkai prieStaringy transformacijy, pavercianciy logiSkai
neprieStaringa potencialiaja begalybe logiSkai prieStaringa aktualigja begalybe,
manau, nesusidurtume su situacijomis, i§ kuriy galétume ,logiSkai pagristai
iSvesti“ iSvada, kad Siuolaikinés matematikos pagrindai yra logiSkai prieStaringi.
Mano nuomone, laikas nuo laiko atsirandanciy priestary Saltinis — ne matematikos
pagrindy prieStaringumas, o nepakankamai atsargus ir nepakankamai pagrjstas
formaliy matematiniy modeliy taikymas situacijose, kurioms tie modeliai netinka,
kaip pavyzdziui, formulés P(a)v—P(a)=1 taikymas situacijose, kuriose galimi atvejai,
kai ir P(a) ir —P(a) vienu metu abu gali biiti neteisingais teiginiais.

Ar neatsitiko taip, kad 1.16.1.5.5.4. ir 1.16.1.5.5.6. skyreliuose aprasytoji
matematikos pagrindy krizé net nebuvo matematikos pagrindy krize, o tik
nepakankamai pagrjstos formalaus operavimo su sudétingomis sgvokomis bei
nepakankamai pagristo formaliy modeliy tuos modelius neatitinkanciose
situacijose taikymo rezultatu? Sis klausimas vertas gilesnés ir detalesnés analizés,
jau iSeinancios uz elementaraus matematinés sistemotyros kurso riby. Juk savo laiku
panasiai jau buvo nutike, kai nepakankamai atsargus ir nepakankamai pagristas
begaliniai maZo dydZio savokos vartojimas buvo privedes prie prieStaringy
rezultaty matematikoje gavimo, apie ka taip pat jau buvo kalbéta 1.16.1.5.5.5.
skyrelyje. Manyciau, kad perdétai giliam pesimizmui dél Siuolaikinés matematikos
,IImo* ir jo ,,pamaty®, t. y. dél matematikos pagrindy pagristumo, su kuo kartais tenka
susidurti Siuolaikin¢je matematinéje ir filosofingje literatiiroje, néra pakankamai rimto
pagrindo, kaip néra rimto pagrindo ir kartais pasigirstan¢iai nuomonei, kad mokslas
apie bendruosius realiy sistemy sandaros ir funkcionavimo désnius bei apie
bendruosius realy pasauli ir jo désningumus atspindinio mastymo désnius néra
perspektyvus, kadangi, esa, dar labai abejotina, ar tokie bendrieji désniai i§ viso
egzistuoja. Matematikos ir logikos moksly egzistavimas ir ty moksly taikymo
efektyvumas praktinéje Zmoniy veikloje ir moksliniuose tyrimuose kaip tik ir yra
tas rimtas ir jtikinantis (tiesa, ne dedukcinis, o indukcinis) jrodymas, jog tokie
bendrieji désniai, galiojantys pacios jvairiausios prigimties sistemoms ir bet
kokiems teisingo mastymo procesams, tikrai egzistuoja, ir kad tokiy désniy
zinojimas ir taikymas tikrai gali duoti didelg¢ prakting nauda, kartais né kiek ne
mazesng, negu ta nauda, kurig gali duoti siauri specialiis mokslai. Formalizavimo ir
formaliy teorijy bei metody taikymo ribotumas, su kuo buvo susidurta bandant
realizuoti logicizmo ir Hilberto programas, neturéty biiti suvoktas kaip formaliy
teorijy ir metody bevertiSkumo jrodymas, kaip kartais bando teigti kai kurie i
krastutinumus linke formalizmo Kkritikai, o tik kaip ty teorijy ir metody vaidmens
bei galimybiy moksle ir praktikoje patikslinimas, leidziantis, nemenkinant formaliy
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teoriju ir metody vertés, iSvengti ir kito krastutinumo — nepagristos euforijos, jog
artimiausiu metu visa intelektualiné veikla bus formalizuota ir kompiuterizuota.

Taciau grizkime prie neklasikiniy daugiareikSmiy logiky, apie kurias jau
buvome pradé¢je kalbéti, pazymédami, kad kai kurie teiginiai gali turéti ne dvi, o tris
logines reikSmes, ir rySium su tuo isivesdami dvi skirtingas loginio neigimo savokas:
1Sorinj ir vidini loginius neigimus.

Apie tai, kad teiginiai kartais gali turéti ne tik dvi, o ir tris logines reikSmes
(,,teisinga®, , klaidinga® ir ,,neapibrézta®) rasé dar viduramziy logikas V. Okamas, kuris
jau sugeb¢jo naudotis Siomis loginémis reikSmémis implikacijos operacijoje,
tatiau trireikSmés matematinés logikos pradininku laikomas lenky logikas
J. Lukasievicius, 1920 m. aprasgs logikos, turinCios tris reikSmes (,teisinga®,
»Kklaidinga® ir ,,galima*), sistema. Pazymej¢ pirmaja loging reikSme ,,t*, antraja — ,,f“ ir
treciaja — ,,u”, trireikSmés logikos operacijas (logini neigima, konjunkcija, disjunkcija
ir implikacija) galima apibrézti lentelémis 330+333.

330. lentelé 331. lentelé 332. lentelé 333. lentelé
plp Alt]flu vit]|flu S|t flu
t| f t]t| flu tptft|t tlt]| f|u
£t flf|f|f flt|f|u flelt]t
ulu ulul|f|u ult|ulu ultjul|t

Kaip matome i$ Siy lenteliy, Sioje logikos algebroje jau ne visada galioja
treciojo negalimojo désnis p v p =t, nes kai p=u, tai gauname, jog p — taip pat yra
u,irpvp=uvu=u, onet.

Taciau Sioje logikoje galioja ketvirtojo negalimojo désnis: vienu ir tuo paciu
metu bent vienas i$ trijy teiginiy p=t, p=f ir p=u turi buti teisingas.

Nesunku pastebéti, jog Sioje loginéje algebroje jau nebegalioja dvireikSmes
klasikinés logikos tautologija (p - q)c> (ﬁvq), nes kai p=u ir g=u, gauname, jog
p>og=t, o tuo tarpu pvq=u.

De Morgano désniai pArq< (5 v ﬁ) ir pvgqe (ﬁ A Q), galiojantys
klasikin¢je dvireikSmeje logikoje, kaip nesunku jsitikinti, galioja ir ¢ia nagriné¢jamoje
trireikSmeje logikoje. Taip pat galioja distributyvumo désniai [pA(qvr)[<[(pAq)V
v(par)] ir [pv(gan)]<[(pvgAa(pvr)] bei idempotentiSkumo désniai pApop ir
pPVP<=p.

Nesunku jrodyti, kad Sioje trireikSméje logikoje ne visada galioja
wsuklijavimo formulés“ [(pAq)v(pAq)]<p ir [(pvq)a(pv )< p, nes kai p=t
ir g=u, tai gauname, jog [(p A q)/\ (p A ﬁ)] yra lygu u, kas nesutampa su p=t, o kai p=f
ir g=u, tai gauname, jog [(p Vv q) A (p v G)] yra lygu u, kas taip pat nesutampa su p=f.

O tuo tarpu ,,absorbcijos formulés* [p Y (p v q)] Sp, [5 v (f) v q)] <D,
[p A (p Y q)] Spir [ﬁ A (5 % q)] < p galioja kaip klasikinéje dvireikSméje, taip ir
Sioje trireikSméje logikoje.

Panasiai, kaip 1.16.1.5.2. skyrelyje buvo sukonstruotas aksiomatinis klasikinis
teiginiy skaiciavimas, kuriame iSvedamos visos teisingos klasikinés dvireikSmes
teiginiy algebros formulés ir neiSvedama né viena formulé, kuri néra tapaciai teisinga
toje algebroje, galima sukonstruoti neklasikinj aksiomatinj trireik§mj teiginiy
skaiciavimg, kuriame bty iSvedamos visos tapaciai teisingos trireik§més teiginiy
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algebros formulés ir neiSvedama né viena trireikSmés teiginiy algebros formule, kuri
nebiity tapaciai teisinga.

J. Lukasievicius Siek tiek véliau sukonstravo ir keturiareik§me bei aStuoniareikSme teiginiy
algebras, kurios buvo panaudotos modaliniy logiky konstravimui. Keturiareik§més logikos, turincios
logines reikSmes 1, 2, 3, 4, kur ,,1* atitinka ,,t, , 4 — atitinka ,,f*, 0 ,,2* ir ,,3 turéty reiksti tam tikrus
galimybés biiti teisingu teiginiu laipsnius, didesnius uz ,,f“ ir mazesnius uz ,,t*, jungtys N, K ir C,
atitinkancios logini neigima, konjunkcija ir materialiaja implikacija, aprasomos 334-+336. lentelémis.

334. lentelé 335. lentelé 336. lentelé
plp Kl1]2]|3]|4 Cl1 3|4
11 4 111|234 11112314
213 21221414 211 (1]3]3
312 313(4(3]|4 311 (2(1]2
411 4141444 4111 |1]1

Analogiskai sudaromos aStuoniareik§més, SeSiolikareik§més ir, bendrai, 2"-reik§més
loginés algebros operacijy N, K ir C loginiy reikSmiy lentelés. Pavyzdziui, jei paZymétume teiginio p
loging reik§me 2"-reik§méje logikoje kur n=1, 2, 3,... skai¢iumi {p}, tai to teiginio loginio neiginio

N(zn)p loging reikSme (zn)p rastume naudodamiesi formule Qn)p =2" +1—{p}.

2"-reik8méje logikoje skai¢iumi ,,1 Zymima loginé reik§mé ,t“, o skai¢iumi 2" — loginé
reiksmeé ,,f*. Visi kiti sveikieji skai¢iai, didesni uz 1 ir maZesni uz 2", Zymi tarpines logines reik§mes,
kokiu tai bidu i$sidésciusias tarp ,,t* ir ,,f*.

Pavyzdziui, dvireikSméje logikoje, kai n=1, gauname, jog ,.t* atitinka ,,1*, ,,f* — 2 ir jokiy
tarpiniy loginiy reik§miy néra. Tuomet, kai {p}=1, tai {N@p}=2'+1-{p}=3-1=2, o tuo atveju, kai
{p}=2, tai {N®p}=3-2=1. Konjunkcijos K lentelg dvireikiméje logikoje galima pamatyti 335-osios
lentelés kairiajame ,,Siauriniame* kampe, atitinkanciame pirmaja ir antraja eilutes bei pirmaji ir antraji
stulpelius. Kaip matome, operacijos K lentelé¢ dvireikSméje Lukasieviciaus logikoje visiSkai atitikty
konjunkcijos ,,A“ lentelg klasikingje dvireikSméje logikoje, jei ,,f Zymétume ne Zymeniu ,,2%, 0 Zymeniu
0.

Ta pati galima pasakyti ir apie operacijos C bei apie operacijos N lenteles dvireik§méje
logikoje.

Operacijy K ir C lenteles keturiareik§méje Lukasieviciaus logikoje galima gauti atitinkamai
»dauginant® (t. y. komponuojant, naudojantis superpozicija) ty operaciju dvireik§méje logikoje lenteles,
o ty operaciju lenteles astuoniareik§méje logikoje gautume ,,sudaugindami® ty operaciju lenteles
keturiareikSméje logikoje su atitinkamy operacijy lentelémis dvireikSméje logikoje.

Operacijas N, K ir C astuonreik§méje logikoje apraso 337.+339. lentelés.

337. lentelé 338. lentelé 339. lentelé
plp Kl1|2|3(4]|5|6]7]8 Clti|2|34|5]|6|7]38
1] 38 1213456718 1213456718
2| 7 212214466818 20113355 7]7
316 31343478718 sftil2)t1]2)s5]6]5]6
415 4l44a]4a]4]8[8]8]8 alt |1 ]t1{1]s5]5]5]5
514 5156785678 st 23(4]1]2[3]4
613 6lelo6|[8[8]6|[6]|8]S8 6|11 [3[3]1|1][3]3
712 717187 (878718 71121121 ]2]1]2
811 s|8 |8 |[s8|[8]s8|[8]8]8 gt |t |11 ]1|1]1

Nagrinéjant 338. ir 339. lenteles, nesunku pastebéti binariniy operacijy K ir C 2"-reik§més
logikos algebroje, kai n>1, matricy sudarymo taisykle: 2"-reik§mé kokios nors binarinés operacijos
matrica gaunama i§ atitinkamos dvireik§més matricos, vartojamos kaip Sablonas, istatant i jos
langelius 2" '—reikimes matricas be pakeitimy, jei atitinkamame dvireik§més matricos langelyje stovi
»1% ir padidinant kiekvieno istatomos 2" reik§més matricos langelio turini skaiiumi ol jei
atitinkamame dvireik§més matricos langelyje stovi ,,2%.

Pavyzdziui, keturiareikimés (2%) konjunkcijos K matrica gaunama, istatant i dvireikimés
konjunkcijos matricos langelius dvireik§més konjunkcijos matricas: | virSutinj kairjji langelj, kuriame
stovi ,,1, istatoma dvireik§mé konjunkcijos matrica be pakeitimy, o i likusius tris langelius, kuriuose
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stovi zymenys ,,2%, istatomos dvireikSmés konjunkcijos matricos, padidinus jy elementus skai¢iumi ,,2%.
Analogiskai gaunamos keturiareikSmés materialiosios implikacijos C matrica ir aStuoniareikSmeés
konjunkcijos ir implikacijos matricos. Sis algoritmas taikomas binariniy loginiu operaciju matricy
gavimui 2" — reik§méje logingje algebroje ir tuo atveju, kai n>3.

Lukasieviéiaus 2" — reik8més loginés algebros operaciju lentelés, kai n=2, 3, 4, ..., sudaromos
gana formaliai, ir juy nejmanoma taip interpretuoti, kad kiekviena loginés operacijos rezultata — teiginio p
skaitmenine reikSme {p}=1, 2, 3, ..., 2" — atitikty intuityviai suvokiamas neprieStaringas to teiginio
teisingumo galimybés (pavyzdZiui, teiginio p teisingumo tikimybés) laipsnis. Todél Lukasievi¢ius 2" —
reik§mé logika taikoma tik grynai formaliy modalinés logikos problemy sprendimui.

Zymiai turiningesné ir intuityviai suprantamesné yra keturiareik§mé loginé algebra, kurios
operacijos aprasomos 340.+343. lentelémis.

340. lentelé 341. lentelé 342. lentelé 343. lentelé
p|P Alaly|d]|B vial|ly|6]|B Sla|y|6]|B
alB alaly|d]|B oglala]la]la ala|BIBIB
y |3 ylvy [y |S]|B ylolylyly yloaja|B|B
Sy |6 [d[d|B S|laly|[d]5d SdlalalalB
Bloa Bp1pBIBIBIB Bloly |31 Blajaloala

gioje keturiareik§méje logingje algebroje ,,a reiskia ,.t, B — ,f o ¥y ir ,,0 — tokius
galimybeés (tikimybés), kad nagrinéjamas teiginys yra teisingas, laipsnius, kurie yra mazesni uz 1, bet
didesni uz 0, be to tokie, kad ,,y* reiSkia didesni teiginio teisingumo tikimybés laipsni negu ,,6.

I8 340-osios lentelés matyti, kad reik§Smés ,,y* ir ,,0° yra simetri§kos: ,,y yra ,,nutolusi“ nuo ,,0*
lygiai tiek pat, kiek ,,0° nuo ,,p*.

IS 341-osios ir 342-osios lenteliy matyti, kad operacija ,,A*“ galima biity apibrézti formule

{pAq}=min({p}, {q}), o operacija ,,v** — formule {pvq}=max({p}, {q}).

Operacijos ,,0 rezultatas, kaip matyti i§ 343-osios lentelés, priklauso nuo antecendento p ir
konsekvento q implikacijoje poq teisingumy tikétinumo laipsniy {p} ir {q} santykio: {poq}=a, kai
{p}<{q}, t. y. kai konsekvento q teisingumas yra ne maziau tikétinas negu antecendento p teisingumas,
ir {poq}=P, kai {p}>{q}, t.y., kai laikoma, jog i§ labiau tikétino teiginio p yra iSvedamas maziau
tikétinas teiginys q.

Nesunku jsitikinti, jog Sioje keturiareikSméje logikoje galioja formulés ip/\qi:(ﬁvq),

(bva)=(A7). (PAp)=p. @OV [PAQDIEEADVEAD]L  [PVEADIH(PVOAPVD],  bet
negalioja formulés (pvp)=a bei (p>q)=(pvq).

Jei priimtume, jog y=95 ir pazymétume, jog y=0=u, tai ¢ia nagriné¢jamos keturiareikSmés loginio
neigimo, konjunkcijos ir disjunkcijos lentelés (zitir. 340.+343. lenteles) sutapty su anksciau i$nagrinétos
trireik§més loginés algebros atitinkamomis lentelémis (zitr. 330.+332. lenteles). Tai reiSkia, jog loginés
neigimo, konjunkcijos ir disjunkcijos operacijos abiejose loginése algebrose (keturreik§méje ir
trireik§méje) gali biiti interpretuojamos vienodai — taip kaip ir dvireikSméjé logikoje. Taciau
implikacijos ,,o lentelés (t.y. 333-0ji ir 343-0ji lentelés) jau nesutapty. Tai reiskia, jog materialioji
implikacija ,, o trireikSme¢je ir keturreikSmeéje logikose, aprasytose 330.+333. ir 340.+343. lentelémis,
interpretuojama skirtingai.

Daugiareik§més logikos, turincios baigtinj loginiy reikSmiy skaiciy k>2
gali buiti nagrinéjamos ne tik loginiu aspektu. K-reikSmés loginés algebros gali
biiti taikomos automatikoje, telemechanikoje, rysiy bei skai¢iavimo technikoje ir
pan., matematiSkai apraSant ir analizuojant k-reikSmiy automaty ir i§ ju
sudaryty sistemy funkcionavimg, o taip pat projektuojant tokius automatus ir jy
sistemas.

Kadangi k-reikSmés logikos algebroje galima sudaryti labai dideli (m=k*")
skaic¢iy skirtingy k-reikSmiy loginiy funkcijy, turiniu po n argumenty, kuriy
kiekvienas gali turéti po k loginiy reikSmiy, tai, realizuojant tokias logines funkcijas
technikoje, iSkyla problema, kaip realizuoti bet kuria i§ ty funkcijuy, naudojantis
pakankamai mazu nesudétingy standartiniy loginiy elementy skai¢iumi. Pervedg Sia
problema i§ techninés kalbos | matematinés logikos kalba, gauname tokia Sios
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problemos formuluotg: kaip, naudojantis pakankamai maZu nesudétingy loginiy
operacijy (elementariy loginiy funkcijy) skaic¢iumi, iSreiksti bet kurig k-reik§més
logikos funkcija. Si problema yra aktuali ir dvireikimei ir daugiareik§méms logikoms.

Dvireiksmés klasikinés logikos algebroje ta problema sprendziama gana ivairiai ir tokiu biidu
gaunamos jvairios dvireik§més loginés algebros.

Kai bazinémis operacijomis, per kurias gali buti iSreikstos visos kitos loginés operacijos
(visos kitos loginés funkcijos), pasirenkama disjunkcija ,,v*, konjunkcija ,,A“ ir loginis neigimas ,,—",
tai gauname loging algebra, kuri vadinama Bulio algebra. Nesunku jrodyti, kad §is baziniy operacijy
rinkinys isliks pilnas, jei i jo iSmesime disjunkcija arba konjunkcija, palikdami loginj neigima ir viena
i§ operacijuy ,,A“ ar ,,v*, nes disjunkcija, naudojantis de Morgano formule, gali bati iSreiksta per
konjunkcija ir loginj neigima, o konjunkcija — per disjunkcija ir loginj neigima.

Postas (E. L. Post) yra irodgs teorema (kartais vadinama Posto ir Jablonskio teorema), kad
dvireik§més loginés algebros baziniy funkcijy sistemos pilnumui yra bitina ir pakankama, kad i
tos sistemos sudétj jeity: 1) netiesiné, 2) nemonotoniné, 3) neautoduali, 4) neiSsauganti 0 ir
5) neiSsauganti 1 loginés funkcijos.

Nesunku jsitikinti, kad sistema, sudaryta i$ loginio neigimo ir disjunkcijos, tenkina visus penkis
Posto teoremos reikalavimus: 1) disjunkcija Y=X;vX, yra netiesin¢ funkcija, nes negalima rasti tokiy
loginiy konstanty ¢;, kad disjunkcija X;vX, bty galima isreiksti formule cy®(ciAX;)D(cnXy), t.y.
tiesiniu ,,loginiu daugianariu®; 2) loginis neigimas Y=—X yra nemonotoniné funkcija, nes padidinus
argumento X reikSme, funkcijos Y reikSmé sumazéja; 3) disjunkcija Y=X;vX, yra neautoduali, nes ji
netenkina tapatybés f (XI,XZ)EI_"(K,XZ); 4) loginis neigimas Y=—X neiSsaugo 0, nes netenkina

lygybés £(0)=0; 5) loginis neigimas neiSsaugo vieneto, nes netenkina lygybés f(1)=1.

Naudojantis Posto teorema ir joje iSvardintais pozymiais, nesunku isitikinti, kad disjunkcija
Y=X;,vX, ir materialioji implikacija Y,=X;>X, dar nesudaro sistemos, kuri biity pilna dvireik§méje
logikos algebroje, nes tokia sistema savo sudétyje neturi, pavyzdziui, funkcijos, nei§saugancios 1,
kadangi ir disjunkcija ir implikacija vieneta iSsaugo: 1v1=1, 1o1=1.

Nesunku irodyti, kad Vebo funkcija Y =X,0X,=X,vX, =X,X,, kartais vadinama
funkcija ,,arba—ne®, turi visus Posto teoremoje iSvardintus butinus ir pakankamus loginiy funkcijy
sistemos pilnumo pozymius. Todél elementai ,arba—ne*“, realizuojantys Vebo funkcija, yra
universaliis elementai ir, jais naudojantis, galima sukonstruoti loging schema, realizuojancia bet kurig
dvireiksmés logikos funkcija. O tai gana svarbu technikoje. Kalbant matematine kalba, tai reiskia, jog
Vebo funkcijos pagrindu galima sudaryti dvireik§més logikos algebra. Tokia algebra vadinama Vebo
algebra.

Analogiskai gali biti sudaryta Seferio algebra, kurios baziné operacija — Seferio operacija

(,.Seferio Strichas) Y =X, /X, = X,X, = X, v X, . Seferio operacija realizuojantis elementas taip pat
yra universalus ir gana pladiai taikomas technikoje kaip loginiy schemy mikromodulis. Si elementa
daznai vadina elementu ,,ir—ne*.

Techniniai poreikiai, o taip pat neurony ir neuroniniy tinkly modeliavimo poreikiai
stimuliavo ir tokiy dvireik§miy loginiy algebry kaip slenkstiné ir maZoritariné atsiradima. Sios
algebros sutrumpintai vadinamos slenkstine ir mazZoritarine logikomis.

Slenkstinés logikos bazinis elementas — slenkstinis elementas — yra loginé schema, turinti n>2
i&jimy X, Xy, ..., X, ir viena i8¢jima Y, kurio reikSmés priklausomybe nuo iéjimy reikSmiy apraso

slenkstiné iS¢jimo funkcija Y = Sgn[zngj —n}, tenkinanti salygas: 1) Ye{0; 1}, 2) V;(X;e{0; 1},
j=1
3) neR — koks tai neneigiamas skaiCius (dazniausiai — sveikas teigiamas skaiCius), vadinamas
slenks¢iu, 4) &;eR — kokie tai neneigiami skai¢iai (daZniausiai — sveiki neneigiami skai€iai), vadinami
0, kai A <0,
LkaiA>0. "
Naudojami ir Siek tiek universalesni slenkstiniai elementai, kuriy jéjimy svoriai &; gali buti
ne tik neneigiami, bet ir neigiami, o slenks¢io dydis m — ne biitinai teigiamas. Apie tokius
slenkstinius elementus ir i$ jy sudarytus tinklus pakalbésime Siek tiek véliau, o kol kas laikysime, kad

iéjimy svoriais, o Sgn (,,signum*) — speciali funkcija, apibréziama lygybe SgnA = {
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Slenkstinio elemento struktiira vienareikSmiskai apibrézia slenksCio m ir iéjimy svoriy
dydziai §;. Pavyzdziui, jei n=5, =5, &,=2, &;=3, &=1, &=3 ir n=8, tai tokio slenkstinio elemento
i8¢jimo Y priklausomybé nuo igjimy X;, X,, X;, X4 ir X5 yra vienareikSmiskai apibrézta. Ji gali buti
aprasyta lentele (zitr. 344-ja lentelg), o taip pat Bulio algebros funkcija Y=f(X;, X;, X3, X4, Xs)=

344. lentele =X X5vX 1 XsvX 1 X, Xy vXoX3Xs, kuria  nesunku
—_  gautii§ 344-osios lentelés.

Slenkstinéje algebroje (kaip ir Bulio
algebroje) gali buti sprendziami 1.16.1. skyrelyje
iSvardinty visy keturiy klasiy uzdaviniai. Kadangi

>
2
2
=
U‘><
=~

PUADS
j=1

slenkstiniai elementai dazniausiai yra taikomi

sudarant logines schemas, modeliuojancias

procesus, turincius slenkstines charakteristikas,

tai pagrindiniai slenkstinés logikos uzdaviniai yra

slenkstiniy elementy ir i§ juy sudaryty schemy

sintezés ir analizés uzdaviniai.

Slenkstinéje sintezéje iSskiriami du

pagrindiniai uzdaviniai: 1) slenkstinio elemento,

realizuojancio duotaja loginés algebros funkcija,

sintezé; 2) tinklo, sudaryto i§ slenkstiniy elementy,
sintezé.

Slenkstinio elemento, realizuojancio

duotaja logineg funkcija, sintezés metu, tos

funkcijos argumenty X;, X,, .., X, reikSmiy
rinkiniu (o, O, ..., i) aibé, turinti 2" elementuy,

numeruojamy numeriais =0, 1, .., 2"-1,
suskaidoma { du poaibius T, ir T,. Poaibiui T,

priskiriami visi tie argumenty reikSmiy rinkiniai,

kuriuos istaius i duotosios loginés funkcijos

Y=f(X,, Xj, ..., X,) formule, gaunama funkcijos

reikSmé Y=0, o poaibiui T, — tie argumenty

o|[O ||| |aNfcoln|N|W[In|N Q| |[NW|R]|—=|W[OD

reik§miy rinkiniai, kuriuos atitinka tos funkcijos

reikSmeé Y=1.

[ IS ey Sy [y JEN [ [N [y iy [y [y S TSN Y Y =) =] = [=] [=]) [=) [=] (=) [=] [=]) (=] [=] [=] [=] [=] (=)

——= === === OO0~ ]—]|— ||| |
— e = = OO OO = | === | OO OO === |— ||| == == ||| |
Rl Ll kel B Kel Ly Rl ) fend ol Keoll D fenl Lol Rl Bl fenll P el Ll Kenll Lol Ren Bl Keoll B el Ll fal ol fe)
ol Rl el el el el el Rl el Nl Nl el el Kl el Rel Bl fenll Pl el el el [l fan) fen )l e}l fen)l fen)l fanl fen) fan) fan)

el Ll k=) =] I el [=] k=] Il =t =] [=) I ol k=0 k=1 I} Lt =) [=) 0 e K= K=1 Y el K=1 k=1 ¥ =Y Hen )l K}

11
9 Pavyzdziui, jei mums reikéty sukonstruoti
12 slenkstini elementa, realizuojanti funkcija Y=f(X,
7 XQ, X3, X4, XS):X1X3VX1X5VX1X2X4VX2X3X5,
10 kuria apraSo 344-oji lentelé, tai poaibi T, sudaryty
3 17 rinkiniy {(0,0,0,0,0), (0,0,0,0,1), ..., (0,1,1,0,0),
T (0,1,1,1,0), (1,0,0,0,0), (1,0,0,1,0), (1,1,0,0,0)}, o
T poaibi T; — likusieji 15 rinkiniy {(0,1,1,0,1),
(0,1,1,1,1), (1,0,0,0,1), (1,0,0,1,1), ..., (1,0,1,1,1),
13 (1,1,0,0,1), ..., (1,1,1,1,1)}.
ii Pazyméje funkcijos Y=f(X;, X,, ..., Xy)

argumenty reikSmiu oy rinkinius bendru Zymeniu

a; =(atip, O, ..y Qin), kur i=0, 1, 2, ..., 21, j=1, 2, ..., n, konstruojamo (sintezuojamo, projektuojamo)
slenkstinio elemento struktiirg galétume apraSyti 2" tiesiniy nelygybiy sistema:

Zﬁij -1>0, visiems X =d; €T},
=1

n
Zéij -1 <0, visiems X = d; € T,.
j=1
Sioje nelygybiy sistemoje duotosios funkcijos Y=f(X;, X, .., X,) argumenty reik§més
laikomos zinomomis (jos imamos i§ rinkiniy o), o {&jimy svoriai & ir slenks¢io dydis n — laikomi
ieSkomais neneigiamais nezinomaisiais (£;=0, n>0), kuriy reik§més turi tenkinti Sia nelygybiy sistema.
Isivede 2" papildomy neneigiamy kintamyjy ir tick pagalbiniy neneigiamy kintamyjy, kiek
rinkiniy a; =(ct; 1, Ao, ..., Qin) pateko i poaibj T;, mes nezinomuyjy &; ir n paieskos uzdavinj galime
suvesti | tiesinio programavimo uZdavinj, minimizuojantj tikslo funkcijos W, lygios visy isivesty
pagalbiniy kintamyjy sumai, reik§me (zitr. 1.15.2.6. skyrelj). Jei gautume, jog minW=0, tai reiksty, kad
duotajai loginei funkcijai galima sukonstruoti ja realizuojanti slenkstini elementa, t.y. galima rasti
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tokias £>0 ir n>0 reikSmes, kurios tenkina sudarytaja 2" nelygybiy sistema. Jei gautume, kad minW>0,
tai reik$ty, kad duotajai loginei funkcijai Y=f(X;, X,, ..., X;) ja realizuojanti slenkstini elementa, turinti
neneigiamus {éjimy svorius &; ir teigiama slenkscio dydj 1, sukonstruoti nejmanoma.

Rekomenduodiau skaitytojui isitikinti, kad miisy nagrinétajai funkcijai Y=f(X;, X5, X3, Xy,
X)X XsvX XsvX X XgvX,X3Xs galima sukonstruoti daug ja realizuojanciy slenkstiniy elementy,
tarp kuriy bus ir elementas, turintis {&jimy svorius &,=5, £,=2, £;=3, £,=1, &s=3 ir slenksc¢io dydj n=8.

Gavg, jog minW=0, mes gauname viena i§ leistiny sprendiniy. T¢sdami simplekso algoritmo
taikymo antraji etapa (zior. 1.15.2.6. skyreli), mes galime i§ leistiny sprendiniy aibés pasirinkti toki,
kuris tenkinty misy pasirinkta koki nors optimalumo kriterijy. Tokio sprendinio radimui tereikty
sudaryti atitinkama tikslo funkcija. Pavyzdziui, galima buty minimizuoti (ar maksimizuoti) j&jimy

n
svoriy suma Z§ j Ir pan. Galima buty pareikalauti, kad slenksCio dydis n ir {¢jimy svoriai &; buty
j=1
sveiki skaiciai. Tokio sprendinio radimui galima biity pasinaudoti sveikaskaitinio programavimo $aky ir
riby algoritmu, aprasytu 1.15.2.5. skyrelyje.

Nesunku ijsitikinti, kad daugelio dvireikSmés loginés algebros funkcijy neimanoma realizuoti
viename slenkstiniame elemente, kurio i&jimuy svoriai gali biiti tik neneigiami dydziai. Slenkstiniais
elementais realizuojamy loginiy funkcijy skai¢iy galima Zzymiai padidinti, apibendrinus slenkstines
logines funkcijas ir jisivedus apibendrintus slenkstinius elementus, kurie gaunami, nuémus
neneigiamumo apribojima nuo iéjimy svoriy &;. Tuomet, pavyzdZiui, jau biity galima sudaryti slenkstin{
elementa, realizuojanti Vebo funkcija Y :Xl /\Xz, kurig realizuoti slenkstiniu elementu, turinciu
neneigiamus i¢jimy svorius, neimanoma. Tokiu elementu galéty buti, pavyzdziui, elementas, turintis
i1€jimy svorius &;=—1 ir &;=—1 bei slenkst{ n=0, nes tuomet bty tenkinamos nelygybés: 1) &;-0+&,-0>n,
2) §1'0+§2'1<T], 3) &1'1+§2'0<T] ir 4) &1‘1+§2'1<1’].

Taciau ir tokie apibendrinti slenkstiniai elementai nebiity pajégiis realizuoti bet kokia loging
funkcija. Pavyzdziui, neimanoma sukonstruoti toki slenkstini elementa, kuris galéty realizuoti funkcija
Y =X, X, vX;X, v X5, aprasoma 345-aja lentele.

Irodysime tai, sudarydami nelygybiy sistema, kurig turéty tenkinti

345. lentelé toks slenkstinis elementas:

1) &-0+E-0+E5-02m; 2) &-0+E,-0+E5-12m; 3) £1-0+E,- 14E3-0<n;

B
ks
B
=

4) §1-0+E 14E3121m; 5) &§1-14E,-0+E35-0<n; 6) &) 14E,0+E5-12m; 7) &1+

& 14E3:02m; 8) &+ 148, 1485 12m.

I§ pirmosios nelygybés 0>1, matome, jog slenkscio dydis n gali biiti

tik arba O arba neigiamas skaiCius. Tarkime, jog n=0. Tuomet i§ antrosios

nelygybés, gauname, jog &;>0, o i§ treciosios, jog &,<0. Analogiskai i$

penktosios nelygybés iSplaukia, jog ir §;<0. Taciau tokios &; ir &, reikSmés

negali tenkinti 7-sios nelygybés &;+£,>0. Net jei biitume pasirinke slenkscio

ol Ll ol Ll el fan ) fanl K]
ol Ll K= k=] Ll Ll el K]
ol R =l Lol kel Bl Kel Ly K]
—t e = [ OO | = [ OO | = | —

dydi n ir neigiamu, vis tiek, sugreting treCiaja, penktaja ir septintaja

nelygybes bei prisimindami, kad i§ pirmosios nelygybés iSplaukia, jog n<0,
blitume gave priestara: 1) E;<n, t.y. £<0 ir [Ey>n]; 2) &1<n, t. y. £,<0 ir |E|>]; 3) &1+E=n, 1S kur,
atsizvelgiant | tai, kad &;<0 ir §,<0, gauname, kad |§,+&,|=|&|+|&,], 18 kur iSplaukia prieStara nelygybei
|&1+Eo|<n|. Todél loginé funkcija Y =X,X, v X,X, v X; negali biiti realizuota vienu slenkstiniu
elementu net ir tada, kai jo {€jimy svoriai gali biiti bet kokie (ir neigiami ir teigiami) skaiciai.

Taciau tokia funkcija galime realizuoti, sudarius slenkstiniy elementy tinkla. [rodysime tai.

Kaip jau matéme, funkcija Y, :Xliz galima realizuoti vienu slenkstiniu elementu &,=—1,
&=—1, n=0. Vienu slenkstiniu elementu galima realizuoti ir funkcija Y,=X;X,vX;. Tai buty elementas
&1=1, &=1, &=2, n=2. Funkcijy Y, ir Y, disjunkcija Y :Xliz v (Xle vX3), sutampancig su ta
funkcija, kurig kaip ka tik jrodéme, nejmanoma realizuoti
vienu slenkstiniu elementu, laikant Y,ir Y, dar vieno
slenkstinio elemento, turinio i$¢jima Y, iéjimais,
taip pat gana paprasta realizuoti vienu slenkstiniu elementu
&=1, &=1, mn=1. Gauname slenkstiniy elementy
tinkla, pavaizduota 401 pav., realizuojantj funkcija
Y=X,X,vX,X,VvX;.

Tinkly, realizuojan¢iy bet kokios (tame tarpe ir
nemonotoninés) dvireik§més loginés algebros funkcijas,
sudarymas 1§ slenkstiniy elementy ir yra antrasis
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slenkstinés logikos uzdavinys — slenkstiniy elementy tinkly sintezés uZdavinys, o tokiy tinkly
minimizavimo uzdavinys — vienas svarbiausiy slenkstinés logikos schemy analizés uzdaviniy. Prie
slenkstinés logikos schemuy analizés uzdaviniy galima priskirti ir slenkstinés logikos schemos i$¢jimy
trajektorijy apskaic¢iavimo uzdavinius, kai duotos tos schemos i¢jimo trajektorijos, tos schemos strukttira
ir ta schema sudaranciy slenkstiniy elementy struktiiros — juy i€jimy svoriai ir slenks¢iy dydziai.

Rekomenduociau skaitytojui pabandyti irodyti, kad kiekviena dvireikSmés loginés algebros
funkcija Y=f(X;, X,, ..., X,) galima realizuoti slenkstiniy elementy tinkle, panaudojant to tinklo
sudarymui ne daugiau kaip 2" '+1 slenkstiniy elementu.

Slenkstiné logika yra verta démesio, kaip jau buvo minéta, visy pirma todél, kad ji yra lyg tam
tikra pakopa, priartinanti prie neurony ir neuroniniy tinkly modeliavimo. Tiems skaitytojams, kuriuos
slenkstiné logika sudomino, parekomenduociau knygas [126] ir [280].

Yra speciali grupé slenkstiniy elementy, kuriems buvo suteiktas maZoritarinés logikos
elementy pavadinimas.

MaZoritariniais elementais vadinami slenkstiniai elementai, kuriy iéjimai turi vienodus
svorius ir i8¢jimo signalas formuojamas vadovaujantis daugumos principu. Pavyzdziui, kai
mazoritarinis elementas turi nelygini skaiciy (n=2m+1, kur m=1, 2, 3,...) iéjimy, tai tiems iéjimams

priskiriami vienodi svoriai =1, o slenks¢io dydis n priimamas lygiu n2—l +1= 2m J;l -1 +1=m+1.

Dazniausiai naudojami mazoritariniai elementai, turintys tris iéjimus. Tokiy elementy i$éjimo
funkcijos zZymimas Y=Maj(X;, X,, X3)=X#X,#X;. Nesunku isitikinti, kad Maj(X;, X,, X3)=X;X,v
vX 1 X3vX,X;. I8 kitos pusés, nesunku jsitikinti, kad X, X,=X#X,#0 ir X vXo=X#X,#1, i§ kur
i¥plaukia, jog turint j¢jimus parafaziniame kode (t. y. turint X ir X reik§mes) bei elektrinius signalus,
vaizduojancius konstantas ,,1¢ ir ,,0, naudojantis maZoritariniais elementais galima sukonstruoti
schema, realizuojancia bet kuria dvireik§més logikos loging funkcija.

Pavyzdziui, funkcija Y=A(X,,X,,X3)= X,X,X;5 v X,X,X; v X,X,X; v X,X,X; , naudojantis
mazoritariniais elementais Maj(X,X,,X3)=X#X,#X3, galétume iSreiksti taip: Y = [(X 1X2)§3 v
v (X, X)X v [(RiX0)Xs v (X X)X = (X #X, #0)X; v (X #X, #0)X v (X #X, #0)X 5 v
v (X #X,#0)X; |= {4, #0)8X, #0]v [(x, #X, #0)a X #0 v (X, 4, #0) X, #0]v
v [ X, #0 X 0= (X, # X, 400 X #0 X, 43, #0y X o i b (X, 4, #Op X, o
#](X, 43, #0)# X 0 = (X, # X, #0)# X, #0 J (X, 4, #0)# X 0 i (X, # X, #0)# X, O
#[(X, #X, s X, o

Taciau gautoji forma yra gana gremézdiska, labai tolima nuo minimalios.

Lindemanas ir Konas pasitilé biida, leidziantj gauti dvireikSmés loginés algebros funkcijoms
Zymiai paprastesnes ju iSraiSkas mazoritarinéje algebroje. Pavyzdziui, naudojantis Lindemano ir Kono

metodu, galima gauti, jog Y =X,X,X;VvX;X,X;VvX,X,X; VX, X,X;5 = (X #X,#X,)#(X, #
#iz #X3)#i3, o0 tai Zymiai paprastesné formulé, lyginant su anksciau iSvestaja tos pacios funkcijos
formule, kurios uzraSymui neuztenka paprasty skliausteliy ir prireiké ne tik lauztiniy, bet ir figtriniy
skliausty. Nesunku jsitikinti, jog $i formulé yra teisinga (zitir. 346-ja lentelg).

346. lentelé
Xli(2§3 vxl_iz_x3_v X HX,HK, | AT HX, X # X # X0
v XX, X5 v X X, X, #OXH X, # X)X,

>
2
fa

——]—— OO |
= L k=2 (=) L el k= k=)
[l B Ll K= el K= Ll K]
(=3 Ll Ll el el fen )l fan ) )
el Ll Ll (=) L k=) (=) [}
OO || ||| —
(=3 Ll Ll [l el fen )l fan ) )

Kad galétume paaiskinti Lindemano ir Kono metodo esm¢ ir suformuluoti teorema, kuria
remiasi tas metodas, jsivesime likutinés funkcijos savoka.
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Funkcijos Y=f(X;, X,, ..., X,) likutine funkcija po superpozicijos S;i_ [f(Xl,XZ,...,Xn)]
J

vadinama f(Xj:Xi): Si' [f(Xl, Xz, ceey Xi—l: Xi, Xi+1, ceey Xj—l: Xj, Xj+1, ceey Xn)]zf(Xl, Xz, veey Xi—l; Xi, Xi+1,
J

v Xjts Xiy Xiji1s .o, Xn), kuri gaunama i§ funkcijos f(X,, X,, ..., X,), pakeitus jos formuléje visus
Zymenis X; Zymenimis X ir tokiu biidu gaunant i§ n argumenty funkcijos f(X;, X, ..., X;) n-1
argumento funkcija, Zymima f(X;=X).

Dabar jau galime suformuluoti teorema, kuria remiasi minétasis Lindemano ir Kono metodas:

,,Bet kuri dvireik§més loginés algebros funkcija gali buti iSreikSta per bet kuriuos du savo
argumentus X ir Xj bei ju neiginius ir jy likutines funkcijas bent vienu i$ biidu:

1) (X, X X)) = [X#XHEK = X)X HXHEK = X)X = X0) 5

2) £(X1,Xg,o0 Xp) = [Xi X 1K = X B[R AX #EOX = XD REX =X));

3) F(Xys X Xy ) = [Xi#X#(X, = X)X AX#X, = X JX

Isitikinti tuo, kad Sios formulés yra teisingos, galima arba sudarant lenteles, panasias i 340-ja
lentelg, arba jas iSvedant. Siy formuliy iSvedimui galima pasinaudoti metodu, analogisku metodui,
kuriuo naudodamiesi gauname formulg f(X;, X,,...,X,)= [Xif(Xi =D)v X f(X; = 0)]: [Xi#
#E(X, = DHOR[X, #£(X; = 0)#0 1 .

Rekomenduociau skaitytojui pabandyti jrodyti ar bent patikrinti Lindemano ir Kono teorema.

Naudodamiesi §ia teorema, mes galime dvireik§Smés loginés algebros funkcija (X, X,, ..., X,),
turinéia n argumenty, transformuoti | iSraiska, mazoritarinés algebros operacijomis ,#° jungiancig tos
funkcijos argumentus bei juos atitinkancias likutines funkcijas, priklausancias jau nuo n—1 argumento.
Pakartoj¢ $ia procediira likutiniy funkcijy atzvilgiu, gausime iSraiska, i kuria ieis likutiniy funkciju
likutinés funkcijos, priklausancios jau tik nuo n—2 argumenty. Te¢sdami Sia procediira, pabaigoje
gausime iSraiska, jungiancia operacijomis ,.#* pavienius funkcijos f(X;, X,, ..., X,) argumentus bei ju
neiginius, t. y. gausime funkcijos f(X;j, X,, ..., X,) iSraiSka mazoritaringje algebroje.

Pasinaudodami Lindemano ir Kono metodu, pervesime miisy jau nagrinétaja funkcija
f(X1,X0,X3) =X, X, X5 v X, X, X5 v X X, X5 v X, X, X5 | mazoritarines algebros forma.

Pradzioje apskaiGiuosime f(X;=X;). Gausime, jog fXs=X))=X,X,X,VvX,X,X,V
\Y i]XZXI Vilizil = O \Y Xliz \Y O \Y iliz = iz .

Po to surasime f(X; = X,)= X1X2§1 vX, X, X, v X, X,X, vilizil =X, X, vO0v
VX, X, v0=X,.

Dabar jau galime pritaikyti formule f(X;, Xy, ..., X,) = [X #X#£(X; = X, p[X #X #
#E(X, =X)BFX; =X,).  Gauname, jog  f(Xy, Xy, X3) = [X #X3#0(X; = X)) B[X #X, #

#EX, = X BE(X, = X)) = [X #X#X, BX #X,#X, X, . §i israitka skiriasi nuo  ankséiau
minétosios tik tuo, kad jose argumentai X, ir X3 yra pasikeit¢ vaidmenimis. Abi formos yra
funkcionaliai ekvivalencios, nes nagrinéjamoji funkcija yra simetriska savo argumenty atzvilgiu. Jei
kintamuoju X; biitume pasirinkg ne X3, o X,, palikdami kintamuoju X; kintamaji X, tai blitume gave
anksCiau pateikta funkcijos Y=f(X,, X,, X;) forma Y = [XI#XZ#X3]#[X1#X2 #X3]#X3. Jos
realizavimui prireikty trijy mazoritariniy elementy ir vélinimo bloko VB (uzlaikymo linijos), sujungty i
schema, pavaizduota 402 pav.

Gaunamy mazoritariniy tinkly sudétingumas neretai

X g priklauso nuo to, kokia eilés tvarka eliminuojami kintamieji,
X,—> Maj sudarant likutines funkcijas. VarSavskis ir Rozenbliumas
X—> pasitillé euristini metoda, padedant] pasirinkti geresng

kintamyjy eliminavimo tvarka, leidziandia gauti paprastesng
duotosios funkcijos isSraiSka mazoritarinéje algebroje. Sis
X, V B. Maj —>Y metodas remiasi loginés algebros funkcijos dalinés ,,i§vestinés®

y

—> ir jos svorio radimu.
— Loginés algebros funkcijos daline ,iSvestine*
X;—> . (X, Xy, Xy) g | Kintamoio logine
X, > Maj — X, = oX. vadinama n-1 kintamojo loginé
X3 >
402 pav.
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. of . . .
funkcija f(X;=1)®f(X;=0), o tos iSvestinés svoriu p(—j vadinamas tos iSvestinés argumenty
reik§miy rinkiniy, kuriuos istacius i i§vesting, gaunama jos reikSmé lygi 1, skaicius.
Pavyzdziui, loginés funkcijos f(X;,X5,X3,Xs)=X,X,X5 Vv XX, X5 VvXX;3X, vX,X5X,

i§vesting a%f = (X, X, VOV 0V X, XX, )@ (0v X0 X, v XX, v XL XX, )= (XX, v XXX, )
1

A &2?3 v X3Xy )JV [(szs v X, XX,y )/\ (§2§3 v Y3X4)J: [<X2X3 v X, XX, )/\ (X5 v X3)A
A (X3 vi4 )]v [(iz vi3 )/\ (X2 vX5v §4 )/\ (i2i3 \/X3X4 )]: X, X5 vi2i3i4 \% X2X3X4 .
ISvestinés % , svoris yra 4, nes ji tampa lygi 1, kai vektoriaus X= (X2 , X3, X 4)

1
koordinaciy reik§més priklauso rinkiniams (1; 1; 0), (1; 1; 1), (0; 0; 0), (1; 0; 1).

ot e . of e of .
Analogiskai randame, kad iSvestinés svoris p[—}z4, iSvestinés —— svoris

2 2 3

(afJ o of . (af]
p| —— | =6 ir i§vestinés —— svoris p — |=2.
0X5 0X, 0X,

VarSavskis ir Rozenbliumas teigia, kad daugelyje atvejy pasiteisina tokia kintamyjy
eliminavimo tvarka, kuomet pradedama nuo ty kintamyjy, kuriy iSvestiniy svoriai didziausi.
Naudodamiesi ta rekomendacija, kintamuyju eliminavima turétume pradéti nuo kintamojo Xj=X;
eliminavimo. Rekomenduoju skaitytojui pabandyti pervesti funkcija f(X,X2,X3,X4)=X X, X5V
vili2i3 VX1X3X4 VX2X3X4 1 mazoritaring forma (zitr. 1.16.277. uzduotj).

Reikéty pazyméti, kad Cia aprasSytasis loginiy funkciju pervedimo | maZzoritaring forma
metodas, net naudojantis VarSavskio ir Rozenbliumo rekomendacija, negarantuoja, kad bus gauta
minimali tos funkcijos maZoritariné forma, kurios realizavimui prireiks maziausiai elementariy
mazoritariniy elementy, turinéiy po tris iéjimus.

Gana daznai optimalias (ar bent jau artimesnes optimalioms) maZoritarines formas galima gauti
naudojantis funkciju dekompozicijos metodu, aprasytu 1.9.2.19. skyrelyje. DvireikSmés logikos
funkcijy pervedimo | mazoritaring forma pavyzdziy, naudojantis kintamyjy eliminavimo ir funkcijos
dekompozicijos metodu, skaitytojas gali rasti knygoje [126].

MazZoritariné logika jdomi ir vertinga tuo, kad ji, bidama tam tikru slenkstinés logikos
daliniu atveju, dar labiau priartina mus prie neuroniniy tinkly matematinio modeliavimo. Juk
neuroniniuose tinkluose taip pat naudojamasi ,,daugumos principu®: neuroninése sistemose, kuriose,
kaip ir visose kitose sistemose, gali atsirasti jvairiy trikdziy, sprendiniai priimami ,,balsavimo metodu*,
t. y. prilmamas tas sprendinys, uz kurj ,,balsuoja* dauguma signaly, atéjusiy nerviniai kanalais. Toks
metodas leidZia, kaip yra jrodes von Neumanas, gauti patikimus sprendinius net ir tada, kada
sistemos elementy patikimumas tik Siek tiek virsija 0,5, jei ty elementy pakankamai daug. Didéjant
elementy patikimumui, priimamo sprendinio teisingumo uztikrinimui pakanka vis mazesnio elementy
skaiciaus.

Skaitytojui, kuri sudomino Sios problemos ir maZzoritariné logika, galima parekomenduoti
knygas [102, 105, 126, 280].

Ten galima rasti ir formaliy neurony ir jy tinkly apraSymus.

Formalaus neurono kaip realaus neurono supaprastinto analogo savoka ivedé Mak—Kalokas ir
Pitsas, o dabar Sia sagvoka naudojamasi ne tik modeliuojant neurony tinkly funkcionavima, bet ir
konstruojant schemas, realizuojancias sprendzianciosios sistemos R (zitir. 1.15.2.1. skyreli) mokymosi
procesa, kaupiant patirt ir adaptuojantis prie esamy ir net besikeicianciy salygu.

Paprasciausias neurono modelis yra gana artimas slenkstinio elemento modeliui, nes turi
iéjimus, charakterizuojamus svoriais ir jo i8¢jimo funkcija yra slenkstiné funkcija. Neurono iéjimai
skirstomi i dvi grupes: i aktyvizuojanéius ir | slopinancius jéjimus. Aktyvizuojanéiy iéjimy svoriai yra
teigiami, o slopinan¢iyjy — neigiami. Paprasciausiame neurono modelyje aktyvizuojanciy j€jimy svoriai
yra pastovis ir lygiis +1, o slopinan¢iy iéjimy — taip pat pastoviis ir lygls, taCiau lygis —1.
Sudétingesniuose neurony modeliuose jéjimy svoriai gali Keistis: neuronas, kaupdamas patirtj,
gali nuspresti, kad kai kuriy jéjimy signalai yra svarbesni uz Kitus, todél gali padidinti ju svorius,
o kai kuriy jéjimy svorius sumazinti, tokiu biidu keisdamas iS¢jimo signalo formavimosi salygas.
Zinoma, toks neuronas jau turi turéti atmintj ir jo apra§ymui jau nebepakanka vien tik i$¢jimo funkcijos,
aprasanCios paprasto formalaus neurono, neturinio atminties ir nekeifian¢io savo biisenos,
funkcionavima, bet reikalinga dar ir peréjimo funkcija, aprasanti blisenos kitimo désningumus, ir
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speciali tikslo funkcija, vertinanti susidarancias situacijas ir naudojanti neurono atmintyje kaupiama
informacija atitinkamy griztamyju rySiu sudarymui — neurono iéjimy svoriy &; ir slenks¢io dydzio n
tikslingam keitimui. Todél neuronai, turintys atmintj, o taip pat gaunamos informacijos bei poky¢iy
neurone vertinimo mechanizma ir griZtamuosius rysius, jgyja savybe adaptuotis ir mokytis. Tai —
sisteminé savybé, atsirandanti atitinkamos struktiiros sudarymo (susidarymo) déka, ir Sios
savybés atsiradimas — dar vienas emerdZencijos rei§kinio pavyzdys. Sia savybe galima pasinaudoti,
projektuojant ir kuriant sistemas, galincias ieskoti ir surasti reikalingus (tikslingus) sprendinius tose ar
kitose situacijose, o taip pat sistemas, turincias labilumo savybg bei sistemas, sugebancias adaptuotis ir
tobuléti. Apie tokias sistemas mes jau kalbéjome 1.6.4.7. ir 1.6.4.8. skyreliuose, o detaliau jos bus
nagrinéjamos antrojoje §ios mokymo priemonés dalyje.” Ten bus kalbama ir apie formaliyjy neurony bei
ju tinkly panaudojima besimokanciy algoritminiy sistemy kiirime ir apie tokiy sistemy taikyma,
pasinaudojant statistinés informacijos kaupimu ir jos apdorojimu formaliuose neuronuose, tuo paciu
metu tobulinant ty neurony ir viso neuroninio tinklo struktiira, t.y. tobulinant sprendinio paieskos
algoritma. Su tokiais formaliais neuronais — sugebanciais kaupti informacija ir jos kaupimo eigoje
tobulinti savo struktiira automatais — susidursime ir 1.16.4. skyrelyje, kalbédami apie dirbtinio intelekto
sistemas ir apie tokj slenkstiniy elementy tinkla, pritaikyta vaizdy atpazinimo uzdavinio sprendimui,
kuri jo autorius F. Rozenblatas pavadino perceptronu. O Siame skyrelyje apsiribosime susipazinimu
su paties paprasciausio formalaus neurono modeliu, kurio sudarymui ir analizei pakanka dvireikSmeés
loginés algebros matematinio aparato.

Net ir tokie neuronai, kuriy funkcionavimas gali biiti pilnai aprasytas slenkstinémis dvireik§més
logikos funkcijomis, vis dél to Siek tiek skiriasi nuo miisy jau nagrinéty slenkstiniy elementy. Tie
skirtumai pasireiSkia tuo, kad formaliyjy neurony iéjimai skirstomi i dvi klases — i aktyvizuojancius ir
slopinancius {éjimus, ir tuo, kad kai kurie aktyvizuojantys jéjimai turi galimybe paveikti kai kuriuos
slopinandius jéjimus, sustabdydami kuriam laikui (,,uzdrausdami®, ,,i§jungdami‘) jy veikima.

Panagrinésime tokio paprasto formalaus neurono, turin¢io du aktyvizuojancius iéjimus X; ir X,
su vienodais svoriais &, ir &,, lygiais +1, ir viena slopinantj j&jima X3 su svoriu &;=—1, funkcionavima,
kai to neurono slenkscio dydis 1 yra lygus +1 ir kai pirmasis neurono i¢jimas X, aktyvizuotoje blisenoje
(turédamas reikSme X,=1) panaikina (,,uzdraudzia“, ,,i§jungia“) slopinan¢iojo ié¢jimo X; poveiki i
neurona.

Sio neurono schema pavaizduota 403 pav., o jo i§¢jimo funkcijos informacinis modelis
pateiktas 347-ojoje lenteléje.

347. lentelé

%Gy X% x] Y
Y ololoflol1]o]o]1
ololt]ol1lol1]1
oltJolt]1]1]o]1

403 pav. ol1[t]ol1[1 1]t

ISreiske Sio neurono slenksting i§é¢jimo funkcija Y=Sgn[X;+X,—X;(1-X;)-1] Bulio algebroje,
gauname Y = ileis v X1§2§3 v X1§2X3 v X1X2§3 vX X, X5 =X,V X2§3 , 1§ kurios i$plaukia,
kad pirmasis j¢jimas aktyvizuoja neurong visada, o antrasis — tik tada, kai néra treciojo.

Neurono funkcionavimo apraSymui bei jo analizei ir sintezei gana daZnai naudojamos Veno
diagramos (slenkstinés, taskinés, sutvarkytos eilés tvarka). Formallis neuronai yra universaliis loginiai
elementai: nesunku jrodyti, kad bet kuriai dvireik§Smés loginés algebros funkcijai galima sukonstruoti ja
realizuojanti formalyji neurona. Sintezuojant toki neurona, dazniausiai naudojamasi Bliumo algoritmu,
leidzianciu sukonstruoti formalyji neurona, turinti duotaja taskine diagramg.

Panasiai kaip ir slenkstinio elemento sintezés uzdavini, formalaus neurono sintezés uzdavini
galima suvesti i algebriniy lygciuy sistemos, kurioje nezinomyjy yra daugiau negu lygciy, sprendimo
uzdavinj. Tai leidzia ieSkoti ne tik neurono, realizuojancio duotaja loging funkcija, struktiiros, bet ir
spresti optimizacini uzdavinj: rasti tarp daugelio tokiy struktiiry, kokiu tai atzvilgiu optimalig
(pavyzdziui, turincia minimaly jéjimy skai¢iy ir pan.). Taigi, neurony sintezés uZdaviniy sprendimui
galima pasitelkti optimizavimo metodus, apie kuriuos buvo kalbama 1.15. skyriuje.

Atsizvelgiant i fizines formalaus neurono funkcionavima realizuojancios elektroninés schemos
(pavyzdziui, lazerinio neuristorio) veikimo salygas bei technines tokiy schemuy gamybos salygas ne

* Skaitytojams, kurie pageidauty daugiau suzinoti apie formalius neuronus, ju tinklus ir juy taikymus
dabar, rekomenduociau knygas [290+295].
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visada tikslinga sudétinga loging funkcija realizuoti viename formaliame neurone. Gana dazZnai tokiy
funkciju realizavimui konstruojami neuroniniai tinklai. Neretai pavyksta sukonstruoti duotaja sudétinga
loging funkcija realizuojant] neuroninj tinkla, panaudojant maziau elektrinius ar optinius signalus
perduodancéiy skaiduly (,,sitilly“, t.y. laidy), negu juy biity prireikg, konstruojant viena neurona,
realizuojanti ta funkcija.

Manau, jog skaitytojui nereikia daug aiskinti apie neuroniniy tinkly sintezés ir eksperimenty su
jais aktualuma. Paaiskinsiu tik tai, kodél apie slenksting bei mazoritaring logines algebras bei apie
formalius neuronus ir juy tinklus buvo papasakota ne skyreliuose, skirtuose klasikinei logikai, o
skyrelyje, skirtame neklasikinés logikoms, nors ¢ia apraSytose slenkstinése, maZoritarinése ir
neuroninése schemose cirkuliuojantys signalai gali turéti tik dvi reikSmes ir ty schemy funkcionavimas
aprasomas dvireikSmés klasikinés logikos algebros kalba.

Tam buvo dvi priezastys. Pirmoji priezastis — istoriné: ir slenkstiné, ir mazoritariné, ir
neuroniné logikos susiformavo ne taip jau seniai — penktajame logikos mokslo etape (zitir. 1.16.1.5.5.7.
skyrelj), sprendziant ne tiek pacios logikos metodo (ir, aisku, ne matematikos loginio pagrindimo)
problemas, o problemas, kurias iSkélé intensyvus kibernetikos ir kompiuterinés technikos vystymasis,
budingas naujiesiems — neklasikiniy moksly atsiradimo — laikams. Antroji prieZastis: tokios loginés
funkcijos kaip Vebo ar Seferio, o taip pat funkcijos, kurias realizuoja slenkstiniai ir maZoritariniai
elementai bei formaliis neuronai, gali biiti apibendrintos ir interpretuojamos kaip k-reikSmés logikos
funkcijos, kur k>2, priskiriamos neklasikiniy loginiy funkcijy klasei.

Pavyzdziui, galima isivesti k-reik§me¢ Vebo funkcija, apibréziama formule f(X;,X;)=
=[max(X;,X;)+1]mod k. Kai k=2, tai gauname, jog f(X;,X;)=[max(X;,X,)+1]mod 2, i§ kur iSplaukia,
jog §i funkcija lygi ,,1% tik tuo atveju, kai max(X;,X;)=0, t.y., kai X;=X,=0, o visais kitais atvejais
f(X1,X,)=0, kas sutampa su mums jau seniai zinoma Vebo funkcija Y = X, 0 X, = X, X, = X, v X, .

Analogiskai galima jsivesti apibendrinta slenkstinio elemento apibrézima, tinkantj
atvejams, kai to elemento jéjimai X; ir jo iS¢jimas Y gali turéti k>2 reik§miy. Tokiu pat blidu galima
isivesti k-reikSmés logikos formalyjj neurona (be ,atminties* ir be griZtamyjuy rysiy ir todél
aprasomg k-reikSmés logikos kalba, o taip pat ir su ,atmintimi“, kurioje informacija koduojama
k-reik§mio kodo simboliais, ir su griZtamaisiais rySiais — t.y. k-reikSmj logini automatg) bei
k-reik§me¢ mazZoritarine logine algebra ir pan. Visos tokios funkcijos ir jas realizuojancios schemos
buty apraSomos diskreciosios matematikos kalba, kuri paskutiniu laiku labai sparciai vystosi,
papildydama klasiking tolydziaja matematika ir jos aparata. Interpretuojant logikos mokslo
matematinj aparata kaip diskreciosios matematikos placiagja prasme matematinio aparato dalj,
visiSkai logiSka priskirti slenksting, maZoritarine ir neuronine k-reikSmes logikas (tame tarpe ir
dvireik§mes) prie neklasikinés matematikos, o kartu — ir prie neklasikiniy logiky. Minétosios dvi
prieZastys ir apsprendé tai, kad slenkstinés, mazoritarinés ir neuroninés logiky apraSymai atsidiiré
1.16.1.5.6. skyrelyje kartu su k—reikSmiy logiky aprasymu, prie kurio dabar ir griSime.

K-reikSmése loginése algebrose loginiy funkcijy (loginiy operacijy)
pilnumo problema bendruoju atveju iki galo dar neiSspresta, nes dar
nesuformuluotas ir nejrodytas Posto — Jablonskio teoremos analogas apie biitinus ir
pakankamus baziniy loginiy funkcijy sistemy pilnumo k-reikSmeje logingje algebroje,
kai k>3, pozymius. [rodyta tik Jablonskio teorema trireikSmei logikai, o atvejams,
kai k>3, egzistuoja tik eil¢ loginiy funkciju rinkiniy, kuriy pilnumas k-reikSméje
logingje algebroje jau yra irodytas.

Kad galétume apibiidinti tokias sistemas, jsivesime kai kurias k-reikSmés
loginés algebros funkcijas, kurios galéty pretenduoti | funkcijy, patenkanciy 1
k-reikS§més logikos baziniy funkcijy sarasa, vaidmeni.

Viena tokiy funkcijy — k-reik§mé Vebo funkcija, kuria mes jau esame api-
bréze formule f(X;,X;)=X;1X,=[max(X;,X;)+1] mod k, apibendrindami dvireik§me
Vebo funkcija Y =X, X, =X, X, =X, vX,, esancig k-reikSmés Vebo funkcijos
daliniu atveju.

Pavyzdziui, trireikSme¢ Vebo funkcijg, kurioje ir argumentai X; ir pati funkcija
Y gali turéti tris ir tik tris reikSmes, pazymétas skaiciais 0, 1 ir 2, apraSo 348-ji lentelé¢,
o keturreik§meg — 349-ji lentelé.
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348. lentelé 349. lentelé

X X, Y X [ X Y IX | XY
0 0 1 0[O0 1 2 {013
0 1 2 0 1 2 | 2 1 3
0 2 0 0 [2[3 2 [ 2 3
1 0 2 0|3 012 (3 0
1 1 2 1 0 [ 2 3 0[O
1 2 0 1 1 2 3 1 0
2 0 0 1 2 [ 3 3 2 0
2 1 0 1 3 0] 3 3 0
2 2 0

K-reik§mé disjunkcija k-reikSméje logingje algebroje apibréziama formule
X1@0X,=max(X;, X;), o k-reik§mé konjunkcija — formule X;#X,=min(X;, X3).
Dazniausiai operatoriai ,,v* ir ,,A*“ vartojami be raidziy ,,k“. Funkcija (X;+X;)mod k
ir funkcija (XyxXz)mod Kk taip pat gali tapti bazinémis k—reikSmése logikose, kai k>2
yra koks tai pirminis skai¢ius. Pavyzdziui, kai k=2, tai (X;+X;)mod 2=X,®X, ir
(XixXz)mod 2=X;AX,. Tuomet, turédami funkcija — loging konstanta Y=1, i
funkcijos Y=X@®1 gauname funkcija Y = X, kuri kartu su funkcija Y=X;AX, sudaro
pilna loginiy funkcijy sistema dvireikSmeje logikoje. Rekomenduoju skaitytojui
pabandyti irodyti, jog turédami Sias modulines funkcijas ir funkcija Y=1, galime per
jas isreiksti bet kuria trireikSmes logikos funkcija.

Apibendrindami loginio neigimo funkcija Y =X, gauname k-reikime
inversijos funkcija Y=f(X)=k—1-X. Kai k=2, tai inversija sutampa su loginiu neigimu:
kintamojo X=1 inversija yra lygi 2-1-1=0, t. y. X, o kai X =0, tai jo inversija 2—1-0=1
sutampa su X = 0. Trireikiméje logikoje 0 inversija lygi 3—1-0=2, vieneto inversija
lygi 3—1-1=1, o dvejeto inversija 3—1-2=0.

Kita svarbi k-reikSmiy logiky monariné funkcija yra

330.lentelé  civtinio neigimo funkeija f(X)=(X+1)mod k. Kai k=2, tai

X [3-1-X |(X+Dmod 3| funkcija (X+1)mod2 sutampa su X, t.y. su loginiu neigimu
0] 2 1 dvireikméje logikoje, kuris kartu yra ir inversijos funkcija.
; (1) 3 Taciau kai k=3, tai tokio loginés inversijos ir ciklinio neigimo

funkcijy sutapimo, jau nebéra, ka vaizduoja 350-0ji lentelé.

Nesunku pastebéti, kad ciklinio neigimo funkcijos lentel¢je funkcijos Y
reik§miy stulpelis gaunamas, pridedant prie argumenty reikSmiy stulpelio elementy po
vieneta ir tokiu biidu lyg ir kartojant ta stulpeli su postiimiu Zemyn per vieng langelj,
deél ko ir atsiranda cikliSkumas.

Svarbiomis monarinémis k—reikSmiy logiky funkcijomis yra ir taip vadinamos

e . {k—l, kai X =1, '
charakteristinés funkcijos Y, = ¢,(X) = ] Ckuri=0, 1, 2, ..., k-1. Ty
0, kai X=#i,

funkcijy reikSmiy Y; stulpeliams biidinga, jog ju visose eilutése, iSskyrus i-ja, stovi
nuliai, o i-joje eiluteje — skaicius k—1.

Dabar jau galime nurodyti keleta pilny k-reik§Smés loginés algebros funkcijy
sistemuy:

1) Vebo sistema, kuria sudaro k-reikSmé Vebo funkcija Y=f(X;,X,)=
=[max(X;, Xz)+1] mod k;

2) Rosero ir Tjuketo sistema, kuria sudaro k-reikSmés logikos
charakteristinés funkcijos ¢;(i=0, 1, 2, ..., k—1), k-reikSme¢ disjunkcija, k-reikSmé
konjunkcija ir funkcijos — loginés konstantos;
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3) Posto sistema, kuria sudaro k-reikSmé¢ disjunkcija ir ciklinio neigimo
funkcija;

4) Aizenbergo ir Rabinoviiaus sistema, kuria sudaro ciklinio neigimo

X, kai X, =1,
funkcija ir funkcijos yir p: w(X,, X,)=<X,, kai X, =1,
0, ka1 X, #1ir X, #1,
X,, ka1 X, =0,
wX,, X,)=41X,, kai X, =0,
min(X,, X,), kai X, #01ir X, #0.

Egzistuoja eilé kity pilny k-reikSmés loginés algebros funkcijy sistemy, kuriy
tarpe ir jau minétoji moduliné logika, i kurios baziniy funkcijy sudéti ieina funkcijos
(X;+X;)mod k, ir (X;xX;)mod k ir loginés konstantos.

Jei k-reikSmése logikose apsiribotume tik vieno kintamojo loginémis
funkcijomis, kuriy skaicius yra lygus k", tai tokios sistemos pilnumo biiting ir
pakankama pozymi yra nustatgs jau minétasis Jablonskis, jrodydamas teorema, kad
visas vieno argumento k-reik§més logikos funkcijas galima gauti i§ vienos loginés
funkcijos, esminiai priklausancios daugiau negu nuo vieno argumento ir galincios
turéti kiekviena 1§ galimy k reikSmiy.

Nagrinédamas k-reikSmes vieno argumento logines funkcijas, Pikaras nustaté,
kad visas tas funkcijas galima gauti, naudojantis kompozicija Siy trijy funkciju:

X, kai0<X<k-3,
D o(X)=(X-1)mod k, 2) g(X)=1k—-1, kaiX=k-2, ,3)h(X)= {
k-2, kai X =k -1,

I, kai X =0,
X, ka1t X #0.

I, kai X =0, . ) .
Palikus funkcija h(X) = . , o funkcijas @(X) ir g(X) pakeitus
X, kai X # 0.
funkeijy £i(X) (kur i=0, 1, 2, ..., k—1) rinkiniu, gaunamu i§ formulés

i, kai X =0,
fi(X)=<0, kai X =1,

X, kai (X # 0) A (X #1), taip pat gaunama loginiy vieno argumento funkcijy
sistema, kuria naudojantis galima gauti bet kuriag vieno argumento k-reikSmés loginés
algebros funkcija.

Naudodamiesi charakteristinémis k-reikSmés loginés algebros funkcijomis,
kiekviena n argumenty k-reikSmés loginés algebros funkcija f(X;, Xo, ..., X;) galima
iSreiksti formoje, analogiskoje tobulajai DNF dvireikSme¢je logikoje ir vadinamoje k—
reikSme TDNF (kKTDNF).

Sudarant kTDNF, vieneto konstituen¢iy X{"X5?...X’", kuriy disjunkcija ir su-
daro dvireikSmés loginés algebros n—argumenty funkcijos TDNF, vaidmenj vaidina
charakteristinés konjunkcijos, sudarytos i charakteristiniy funkcijuy, biitent, kon-
Junketjos @, (X))o, (X,)..9, (X,), kuriose o, 0, ..., an — bet kokios k—reikSmes
loginés algebros konstantos, galinCios turéti reikSmes i$ aibés {0; 1; 2;...; k—1}.
Kadangi galima sudaryti k" skirtingy rinkiniy (o, oy, ..., o), tai ir skirtingy galimy
konjunkeiju ¢, (X,)0,,(X,)..0, (X,) skai¢ius yra lygus k". Visas charakteristines

konjunkcijas galima sunumeruoti numeriais j, sutampanciais su rinkiniy (o, o, ..., Oy)
numeriais, besikei¢ian¢iais nuo 0 iki k"—1, pazymint tas konjunkcijas Zymenimis F;.
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Nesunku jsitikinti, kad konjunkcija F, = (palj(Xl)(pazj(Xz)...(panj(Xn) visoms vekto-

riaus X =(X1, X, ..., Xp) koordinaciy X, Xy, ..., X, reitkSméms (o5, Olos, ..., Olns), kai
s#j, bus lygi 0, ir tik vienu atveju, kai s=j, t.y., kai X;=oj, Xo=01j, ..., Xn=0lnj,
turésime, kad (palj((xlqj) =k-1, (pazj((xzyj) =k-1, .., (p%j(ocn,j) =k—-1, ir todel

F = ¢, (a’l,j)(P(xz_j (az,j)---(Pqn’j (a, ;)= min[(l)al,j (a‘l,j)q)azti (Q‘Z,j)"'(p(x‘"j (o, )]=k-1.

k"-1
Todél galioja tapatybé f(X;, X, .., Xy= yO[Fj/\f(al,j,(xz,j,...,ocn,j)]s
i

K"-1

= ;/0 floj, 0y 45 -ems ocn,j)(pm]‘j (Xl)%zd (X)), oees 0y, | (X,), nes, istatg 1 f(X;, Xo, ..., Xu)

kokias nors kintamyju X;, X, ..., X, reikSmes, pavyzdziui, X;=o,;, Xo=024, ...,
Xp=0py, paimtas i§ rinkinio (o, 0o, ..., Oy), turinio numer] t, gautume, jog tuomet
visos konjunkcijos Fj, iSskyrus konjunkcija Fy, buty lygios 0 ir tik konjunkcija F; buty
lygi k—1. Tod¢l gautume, jog f(alyt,az,t,...,(xn’t):mjax[Fj /\f((xl,j,az’j,...,(xn,j)J:

=F Af(o,, 0,0, )= min[Ft, floy s 0y s s ocn’t)J =
= min[k =1, fa,, oy, .. ocn’t)J =f(o,,, 0y s @y ), Ly, gautume, kad konjunkciju
disjunkcija kjvo l[Fj AE(0ly, 0y, s 0, )] visada lygi funkeifai f(X,, X, ..., Xy).

Sia konjunkcijy flaj 05 e 0L DO, (XDP, (X)), s @, (X)) disjunkeija
kj:_/:[f(oclqj, Oy js s Oy )P, (XD, (X)), 0 (X, )] ir vadina k-reikSme TDNF.

AnalogiSkai, kaip buvo isivesta charakteristiné konjunkcija F, =(pa1j(X1)><

XQ,, (X)), eees Dy, | (X,), sudaryta 1§ k-reikSmeés logikos charakteristiniy funkcijy

0i(X), 1§ ty funkcijy inversiju @,(X) =k —1—-¢,(X) galima sudaryti charakteristines

disjunkcijas @, = (palj(Xl) v (pazj(Xz) V..V (panj(Xn). Nesunku jrodyti, kad

charakteristiné disjunkcija @;j, istacius 1 ja vietoj argumenty X;, X», ..., Xy, bet kurj ju
reik§miy rinkini (a5, 0z, ..., Olns), turinti numeri se(0, 1, 2, ..., k"—1), nesutampanti su
j, tampa lygi k-1, o istatius vietoj X jo koordina¢iy reik§miy rinkini, turintj
numerj j, charakteristiné disjunkcija @; tampa lygi 0. IS Sios charakteristiniy
disjunkciju savybés, o taip pat i§ disjunkcijos ir konjunkcijos apibrézimy
XivX=max(X;, Xj) ir (XiaXj=min(X;X;) iSplaukia formulé¢ (X, Xo, ...X,)=

k" -

k" -1 1
= [CDJ. V(o 0, ocn)j)]z oY [f(ocl,j, Oy s ens Oy )V @ (X)) VO, (X)) V

eV Qg (Xn)J, vadinama k-reik§Smés loginés funkcijos (X, X», ..., X,) iSreiSkimo k—

reikSméje tobulojoje konjunkcinéje normalioje formoje (KTKNF) formule.

Taigi, panasSiai, kaip bet kuri dvireik§mé loginé funkcija gali buti iSreiksta
TDNF arba TKNF, taip ir k-reikSméje logikoje, kai k>2, bet kuri loginé funkcija
gali buti iSreikSta KTDNF arba KTKNF.

DaugiareikSmés logikos funkciju pervedima i normaliaja forma pailiustruosiu konkreciais
pavyzdziais.

Tarkime, jog turime trireik§més loginés algebros funkcija Y=f(X;, X;), kurios informacinis
modelis yra 351-0ji lentelé. ISreik$ime Sia funkcija 3TDNF.
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Si funkcija turi k"=3’=9 charakteristines konjukcijas, sudarytas i$

351. lentelé vienargumentiniy charakteristiniy funkciju ¢,(X,) ir @«(X), kuriose indeksai p ir r gali

X, | X, | Y| turéti reikSmes i§ aibés {0; 1;...; k—1}, t.y. i§ aibés {0;1;2}. Kaip tai iSplaukia i§
0 | 0| 2| charakteristiniy funkcijy apibrézimo, funkcija ¢,(X;) lygi 0 visoms X; reikSméms,
0 | 1 ]0] isskyrus reikSme X;=p, kuomet ¢,(p)=k—1. AnalogiSkai, funkcija ¢«(X,) yra lygi 0, kai
02]0]| X, turi reikSmeg, nelygia r, ir @(r)=k—1. Todél charakteringoji konjunkcija
1 [0]0]| FoooX)po(Xz) yra lygi k—1=3—1=2 tik tuo atveju, kai X;=0 ir X,=0, o visais kitais
11111 likusiais k"-1=8 atvejais Fy=0. Analogi$kai gauname, kad F;=@y(X)¢1(X,)=2 tik tuo
1|2] 0] atveju, kai X;=0 ir X,=1. Visais kitais aStuoniais atvejais §i charakteristiné konjunkcija
21 0] o0]| Fiyralygi 0. Tgsdami §f samprotavima, gauname, kad kiekviena 345-osios lentelés
2|1 | o] eilute atitinka viena ir tik viena nelygi nuliui charakteristiné konjunkcija Fj, kurios
5 | 2 | 2 | numeris j sutampa su eilutés numeriu j.

Pavyzdziui, nuling 351-sios lentelés eilutg, kurioje X;=0 ir X,=0, atitinka
charakteristiné konjunkcija Fo=@o(X;)po(X>), turinti nenuling reik§me tik toje eilutéje, o penktaja eilute,
kurioje X;=1 ir X,=2, atitinka charakteristiné konjunkcija Fs=¢(X)@2(Xy), kurios reiksmeé yra lygi 0
visose kitose eilutése ir tik penktojoje eilutéje Fs=2.

Kadangi nagrinéjamoji funkcija f(X;,X;) nelygi O tik nulingje, ketvirtojoje ir aStuntojoje
eilutése, tai visose kitose SeSiose eilutése konjunkcijos Fiaf(aj, o) bus lygios 0, nes bus lygios 0
funkcijos f(X;, X;) reikSmés f(oj, oj). Todél gausime, jog f(X;, X5)=[FoAf(0,0)]V[Fsnf(1,1)]v
VIFsAf(2,2)]50o(X1)9o(X2)2vei(X)e1(X) Ivepa(X1)pa(X2)2.

Sia formulg galima dar supaprastinti, nerasant funkcijos f(X;,X,) reik§miy, lygiy k—1=2, nes
konjunkcija (p‘xl,j (Xl) A (PQQ‘J- (X2) TARTIRAN (pan,j (Xn) nk-1= minl(palﬂj (Xl )s (pazyj (XZ)s"-? (Pan,j (Xn )a

k—l]zminl(pmlJ_(Xl),(pm2 i(XZ)""’(Pun i(Xn)J, kadangi nei viena i§ charakteringyjuy funkcijy negali

turéti loginés reikSmés, didesnés uz k—1, kuri yra pati didziausia loginé reik§mé k—reik§méje logikoje.
Todél galutinai gauname, jog f(X;,X2)=@o(X1)Po(X2)ve1(XDe1(X2)1vea(X)) ¢xX;). Svarbu
atkreipti skaitytojo démesi, kad skaiCiaus ,,1 Sioje formuléje nerasyti negalima, nes be jo konjunkcija
01(X1) ¢1(X2)1 negaléty tapti lygi 1, o bty arba 0 arba 2, kadangi

352.lentelé parakteristing konjunkcija F4=¢1(X;) ¢1(Xy), kai Xi=1 ir X,=1, yra

XX, [o]l1]2]3]4 lygi k—1=2, o visais kitais atvejais — lygi 0. Ir tik esant treciajam
0 4131014 4| konjunkcijos @i(X;)i(X)f(1,1)=@1(X)AP1(X2)A1 nariui £(1,1), lygiam
1 ol 11110/l 4] U konjunkcija Fsaf(1,1) gali tapti lygi f(1,1), t. y. 1.
2 414 14al41 Palikdamas paCiam skaitytojui surasti funkcijos, apraSytos
3 41014143 351-oje lenteléje, 3ITKNF (zitr. 1.16.281. uzduoti), surasiu Siek tiek
4 214141114 sudétingesnés S5—-reikSmeés loginés funkcijos f(X,,X5), kurios i§é¢jimo Y

priklausomybe nuo iéjimy X, ir X, apraso 352-oji lentelé, STKNF.
Pasinaudosiu anksc¢iau iSvestgja funkcijos f(X;, X,, ..., X,) pervedimo i kKTNKF formule
n_y k" -1[

f(Xls X29 ooy Xn): Ji\O q)J Vv f(al,js (X'Z,js RASE] (x’n,j ]: Ji\O I.(pal,j (Xl)v (potzJ (XZ)V"'V(')OL"’J- (Xn)v

AE(ayj, 0 js s ocn’j)J, kurioje bet kuri charakteristiné disjunkcija ®; 352-ojoje lenteléje pateiktos

matricos langeliuose, turiniuose numerius, nesutampancius su j, priima reikSmes, lygias k—1=4, o j-
jame langelyje — reikSme, lygia 0.

Todél disjunkcija ®jvi(aj, ayj, ..., 0yj) visuose minétosios matricos langeliuose, turin¢iuose
numerius, nesutampancius su j, turi reik§me, lygia k—1=4, o langelyje, turin¢iame numerj j, — reikSmg
lygia f(auij, 0, ..., Onj), t.y. lygia skaiCiui, iraSytam { ta langeli. Kadangi k—reikSméje logikoje loginé
»daugyba“ (konjunkcija) i§ k—1 nieko nekeicia (panasiai, kaip dvireikSméje logikoje nieko nekeicia
loginé ,,daugyba“ i§ vieneto) ir kadangi disjunkcija ®jv(k—-1) visada lygi k-1, tai konjunkcijoje
k"1
A [q)j vf(ocl’j, 0Ly s eems ocn,j)] ty disjunkciju ®vi(oj, 0y, ..., Oj), kuriose flauj, ooy, ..., anj)=k-1,

galima ir neraSyti, o disjunkcijas ®vi(a,j, daj, ..., Onj), kuriose flaj, ooy, ..., 0, )=0, galima pakeisti

disjunkcijomis @; = O, ,(XI)V(paz (X)) veve, _(X ). Atsizvelgdami | visa tai, gauname, kad
346-0joje lenteleje pavaizduotos funkcijos f(X;,X5) tobuloji konjunkciné normalioji forma STKNF yra
oo XDV 01 ) v 34 og (K) v 0, ) | o (KD v 0, B | o (XD v, () v n

Ao v 026 v 1A o (KD) v 03050 o (K v 0,0 v o3 (K v 0, ()
A [(P3 (X)) Vv oeuXy)v 3J/\ [(P4(X1) v e3(Xy) v IJ'
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Galimybe¢ iSreiksti kiekviena k—reik§més loginés algebros funkcija kTDNF arba
kTKNF kaip tik ir irodo Rosero ir Tjuketo sistemos pilnuma.

Skaitytojui gali kilti klausimas, o kam reikalingas loginiy funkcijy iSreiSkimas
tokiose formose kaip kTDNF arba kTKNF. Atsakymas i §i klausima gana paprastas:
naudodamiesi Siomis formulémis, mes kiekviena k-reik§més loginés algebros funkcija,
priklausancia nuo bet kokio baigtinio skai¢iaus n argumenty X;, Xj, ..., X, galima
iSreikSti per standartines tai loginei algebrai vieno argumento funkcijas —
charakteristines funkcijas @i(X) — ir logines konstantas, sudarydami ty funkcijuy ir
loginiy konstanty konjunkcijas ir ty konjunkciju disjunkcijas arba sudarydami
charakteristiniy funkcijy inversijy ir loginiy konstanty disjunkcijas ir ty disjunkcijy
konjunkcijas. Tai leidZia i§ paprasty standartiniy moduliy standartiniu biidu
konstruoti bet kurias k-reikSmés loginés algebros funkcijas realizuojancias
schemas.

Naudojantis jvairiomis tapatybémis, iSvedamomis k-reikSméje logingje
algebroje, tokias schemas galima minimizuoti, kaip tai buvo daroma dvireikSméje
logingje algebroje (zitr. 1.16.1.4. skyrelj), tokiu biidu sutaupant loginius elementus.

Tapatybiy, jrodomy k-reikSmeéje loginéje algebroje, pavyzdziai: X=X ;
XA0=0; XA(k-1)=X; XaX=X; Xv0=X; Xv(k-1)=k-1; XvX=X; X®X=k-1;
X, AX,=X,vX,; X,vX,=X AX,. Rekomenduotiau skaitytojui paieskoti

daugiau tokiy tapatybiy (zidir. 1.16.303. uzduoty).

Nors k-reik§méje logikoje loginé reikSmé k—1 vaidina analogiska vaidmenj
kaip 1 dvireikSmeje logikoje, o loginés reikSmés 0 vaidmenys ir dvireikSméje ir k—
reikSméje logikose yra analogiski, taciau tuo atveju, kai k>2, jau nebegalioja tapatybés
XAX=0 ir XvX=k-1, nes, pavyzdziui, kai k=5, tai konjunkcija XA X=min(X,
k—1-X) bus lygi 0 tik dviem atvejais: 1) kai X=0 ir 2) kai X=k—1=4. Visoms kitoms X
reik§méms konjunkcija XA X jau néra lygi 0. Pavyzdziui, kai X=1, tai gauname, kad
XA X =1, kai X=2, tai XA X =2, kai X=3, tai XA X =1. Analogiskai galima irodyti, kad
disjunkcija Xv X yra lygi k-1 tik tuomet, kai X=0 arba X=k—1, o visais kitais atvejais
Si disjunkcija jau nelygi k—1. Nesunku irodyti, kad k—reikSmés logikos algebroje, kai
k-1 . k-1

ir

k>2, visada galioja nelygybés 0<XA X < <Xv X <k-1. I§ $iy nelygybiu,

kai k=2, i§plaukia lygybés XA X =0 ir Xv X =1.

Kai k=3, gauname nelygybes 0<XA X <1 ir 1<Xv X <2, o kai k=4 — nelygybes
0<XA X <1 ir 2<Xv X <3.

K-reik§més logikos algebroje, kai k>2, negalioja ne tik tapatybés XA X =0 ir
XvX=l1, bet ir ,suklijavimo* formulés XX v Xiij =X, ir XiXJ vzij =X,,
tadiau galioja absorbcijos formulés X, vX X, =X;, X, vX X, =X,, X,vXX; =
=X, ir X;vXX;=X;. Lygybe X;vXX;=X;vX; galioja jau ne visada.
Pavyzdziui, trireikSmeéje logikoje, kai X;=1, X;=2, gauname Z =1, KX i=1,
X, v Yin =1, kai tuo tarpu X;vX;=2.

Idomius désningumus galime pastebéti, operuodami su charakteristinémis

L 0, kai X #1, o - e .
funkcijomis ¢,(X) = . .. Pavyzdziui, visoms i ir X reikSméms galioja
k—-1,kai X =1.

tapatybés @, (X)A@,(X)=0 ir ¢,(X)ve,(X)=k-1, analogiSkos atitinkamoms
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tapatybéms dvireik§mes logikos algebroje. Nesunku jsitikinti, kad @;(X) A ¢,(X) =
0, kaii=#],
o (X),kaii =],

k-1, kaii#]j,

.~ Konjunkcija
¢, (X),kaii=j

, 0 taip pat, kad (pi(X)V(pj(X):{

0, (X)), kai X, = J»
0;(X,),kai X, =1,
k-1, kai (X, =i))A(X, =),
0, kai(X,#1)Vv (X, #])).
o; (X)), kai X, # ],
(pj(Xz),kai X, #1,
0, kai(X,#zi)A(X, #])),
k-1, kai (X, =1)v (X, =)).

Techniniu pozitriu tarp k-reik§miy logiky, kai k>2, svarbiausios yra trireikSme
ir deSimtareikSmé logikos.

Trireik§mé logika techniniu poziiiriu yra svarbi ir {domi visy pirma todeél, kad
joje operuojama su trejetainés sistemos skaiciais, o trejetainés sistemos pagrindas k=3
yra tas sveikas skaicius, kuris yra ar¢iausiai nattiriniy logaritmy pagrindo e, ir todél,
kaip tai galima jrodyti, $i sistema yra ekonomiSkiausia informacijos kodavimo ir
atvaizdavimo atzvilgiu. Be to, trejetainés sistemos skaitmenis gana paprasta vaizduoti
impulsinése schemose, pasirenkant teigiama impulsa vieno skaitmens Zzymeniu,
neigiama impulsa — kito skaitmens ir nulini lygi (jokiy impulsy nebuvima) — treciojo
skaitmens Zymeniu.

DeSimtareikSmé logika techniniu poziliriu yra reikSminga tuo, kad joje
vartojami loginiy reikSmiy lygiai atitinka deSimtainés sistemos skaitmenis, o
desimtainé skaifiavimo sistema isitvirtino visame pasaulyje jau nuo gana seny laiky
tode¢l, kad Zzmogaus ranky pirSty yra 10. Net ir dabar, kai daugumoje kompiuteriy
vidiné skaiciavimo sistema yra dvejetainé, pasiZyminti dideliu atvaizdavimo
patikimumu, kas yra labai svarbu ilguose skai¢iavimuose, Zmonija tebesinaudoja
deSimtaine skai¢iavimo sistema ir nesiruosia jos keisti.

TrireikSmés logikos algebroje dazniausiai vartojamos 5 vieno argumento ir 5
dviejuy argumenty loginés funkcijos: 3 charakteristinés funkcijos Y=0y(X), Y=0,(X)

. . e Oa kal X * ia . os ~
ir Y=02(X), apibréZziamos formule ¢,(X)= . . inversija Y =X,
2, kai X =1,

0, (X)) Ap(X,) = AnalogiSkai  gauname, kad

(Pi(Xl)V(Pj(Xz) =

apibréziama formule X =2-X, ciklas Y = X, apibréziamas formule X =(X+1)
mod 3, Vebo funkcija Y =X, o X, =[max(X;,X;)+1] mod 3, konjunkcija Y=X;AX,=
=min(X;,X7), disjunkcija Y=X;vX;=max(X;,X;), moduliné sudétis Y=X,®X,=
=(X;+X3) mod 3 ir moduliné daugyba Y=X;®X,=(X;-X;) mod 3.

Nesunku jsitikinti, kad trireik§méje logikoje galioja tapatybés X = X ; XAX=X;
XvX=X; XO0=X; XA0=0; Xv0=X; XA2=X; Xv2=2; X®0=0; X®1=X; X=X;
9y (X)=~(XvX); ¢,(X)=~XvX); ¢,(X)=~(XvX); XvXvX=2; XoX=X;
X®1=X ; (X0 X2)=X1vXp; X =~(XvX)v~(XvX).Rekomenduoju skaitytojui tuo
isitikinti (zidr. 1.16.306-aja uzduoty).

Naudojantis Siomis tapatybémis, nesunku irodyti teoremas:

1862



1) turédami tik Vebo funkcijas realizuojancias schemas, galime sukonstruoti
schema, realizuojan¢ia bet kuria duotaja trireikSmés logikos funkcija, t.y. Vebo
funkcija sudaro pilng loginiy funkcijy sistema trireikSmeje logikoje;

2) turédami tik disjunkcija ir ciklini neigima realizuojancias schemas, galime
sukonstruoti schema, realizuojancia bet kuria trireikSmés logikos funkcija, t.y.
disjunkcija ir ciklinis neigimas sudaro pilna loginiy funkcijuy sistema trireikSméje
logikoje;

3) turédami funkcijas Y ;=(X;®X;)mod3, Y =(X;®X;mod3 ir Ys=1
realizuojancias schemas, galime sukonstruoti schema, realizuojancia bet kuria
trireikSmeés logikos funkcija, t.y. Sios trys funkcijos sudaro pilng trireikSmeés logikos
funkcijy sistema.

Naudojantis funkcijomis Y ;=(X;®X;)mod3, Y,=(X;®X;)mod3 ir Y;=1
sudarytoji trireikSmé loginé sistema vadinama trireikSme moduline logika, kurioje
loginés funkcijos vaizduojamos loginiais polinomais. Reikia pazyméti, jog loginiai
polinomai taikomi ir dvireikSmése logikose. Pavyzdys — Zegalkino polinomai.

Galima sudaryti daug loginiy funkcijy sistemy, pilny trireikSméje logikoje. Jau
minétasis Jablonskis yra suradgs butinus ir pakankamus pozymius, kuriuos turi tenkinti
loginiy funkcijy sistema, kad biity pilna trireikSméje logikoje. Norint suformuluoti ir
irodyti Jablonskio teorema, atitinkancia Posto teorema dvireikSmeés logikos algebroje,
tekty isivesti jau ne penkias, o 18 loginiy funkciju klasiy. Ty klasiy apibrézimus ir
loginiy funkcijy sistemos pilnumo trireikSméje logikoje kriterijaus formuluote
skaitytojas gali rasti knygoje [126]. Ten pateikti ir elektroniniy schemy, realizuojanciy
eile¢ trireikSmés logikos funkciju, pavyzdziai, o taip pat funkciju minimizavimo
trireikSmes logikos algebroje pavyzdziai.

K-reikSmés logikos, kai k=10, ¢ia jau nebenagrinésiu, nes tam prireikty
nemazai vietos ir specialiy ziniy, kurios sistemuy teorijos poziliriu néra svarbios.
Paminésiu tik tai, kad elektros jtampos impulsy skai¢iavimui deSimtainéje sistemoje
yra sukurti specialils prietaisai — dekatronai, nors, Zinoma, skai¢iavimus deSimtainéje
sistemoje galima realizuoti ir trigeriniais skaitliukais, sudarytais 1§ trigeriy, turinciy tik
dvi biisenas ir todél esanciais elementariais dvejetainiais automatais.

Kaip jau buvo kelis sykius minéta, daugiareikSmiy logiky tarpe yra ir tokiy,
kuriose teiginiai gali turéti be galo daug reikSmiy. Tokiy logiky pavyzdZziais gali biti
intuicionistiné ir tikimybiné logikos.

Intuicionistiné logika, kaip jau buvo raSyta 1.16.1.5.5.6. skyrelyje, buvo
sukonstruota specialiai ir skiriasi nuo dvireik§meés klasikinés logikos ne tik tuo, kad
gali biti interpretuota tik matricomis, turinciomis be galo daug reik§miy, bet ir tuo, kad
joje neiSvedamos formulés pv—p ir ——p—>p, o tikimybing¢ logika galima laikyti
klasikinés dvireikSmés logikos apibendrinimu, nes joje galioja visos klasikinéje
logikoje galiojancios formulés, iSreiSkiancios klasikinés logikos désnius, ir dar eile
specifiniy tikimybinés logikos formuliy, kurios lyg ir permeta tiltag tarp logikos ir
aritmetikos bei tikimybiy teorijos, t. y. tarp loginiy ir kiekybiniy modeliy.

Savo eile, dvireikSme klasiking logika galima laikyti daliniu tikimybinés
logikos atveju, gaunamu i§ tikimybinés logikos, kai nagrinéjamy teiginiy teisingumo
tikimybés gali buti lygios tik 1 ir 0, t. y., kai nagrin¢jami teiginiai gali buti tik arba
absoliuciai teisingi arba absoliuciai neteisingi.

Taciau tikimybinés logikos vaidmuo moksle (ir ypatingai sistemotyros moksle)
neapsiriboja vien tik tuo, kad tikimybiné logika, apibendrindama Kklasiking
matemating logika, sujungia ja su tikimybiy teorija, tokiu biidu sukurdama
matematinj aparata, leidZiantj sujungti j vieng visumg ir kartu nagrinéti loginius
ir kiekybinius modelius, kas yra ypatingai aktualu ir naudinga moksly ir jy
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metody sintezéje, t.y., siekiant vieno pagrindiniy sistemotyros tiksly. Labai svarbu
suvokti dar ir tai, kad tikimybinis poZiiris j teiginiy teisingumo laipsnio jvertinima
sudaro galimybe bandymams jungti iki Siol atskirai egzistavusius tradiciniame
logikos moksle ir tradiciniame loginiame mastyme indukcinius ir dedukcinius
metodus j vieninga visumg, Kurioje tie metodai ne tik neprieStarauty vieni
kitiems, bet ir papildyty vieni Kkitus: tikimybinés logikos matematinis aparatas
galéty tikti ir indukcijos ir dedukcijos désniy matematiniam iSreiSkimui bei
indukcijos ir dedukcijos metody taikymui matematinéje logikoje. Tai labai
svarbu ir aktualu ne tik logikai, bet ir sistemotyrai.

Tikimybinés logikos taikymo galimybé ir tikslingumas, formalizuojant
indukcing logika, iSplaukia i§ tos aplinkybés, kad tos loginés iSvados, Kurios
gaunamos naudojantis indukcijos metodu, jei tas iSvadas vertintume grynai
formaliai, kaip tai yra biidinga, vertinant iSvadas, gautas naudojantis dedukcijos
metodu, niekada nejgyja teisés biiti laikomomis absoliudiai teisingomis, o jgyja tik
tam tikrg tikétinumo ty iSvady teisingumu laipsnj, kuris negali biiti iSreikstas
klasikinéje dvireikSméje logikoje, taciau galéty biiti atvaizduotas tikimybinéje
logikoje, nes indukciniy i§vady teisingumo tikimybé¢, teoriSkai niekada nebiidama lygi
loginiam vienetui, praktiSkai gali biiti iSreikSta skai¢iumi, paimtu i§ segmento [0; 1],
tame tarpe ir skai¢iumi labai artimu ,, 1%, kai mes turime labai daug fakty,
patvirtinan¢iy atitinkamos indukcinés iSvados teisinguma, ir per visa laika nesame
surad¢ né vieno fakto, kuris tiesiogiai ar netiesiogiai versty suabejoti jos teisingumu.
Taigi, tikimybinés logikos Kkonceptualinis ir matematinis aparatas tinka
indukciniy iSvady teisingumo tikimybiniam jvertinimui bei loginiam operavimui
su tomis teiginiy teisingumo tikimybiy jvertinimo kiekybinémis reik§mémis, tame
tarpe ir tais atvejais, kai tie ivertinimai yra salyginiai, teisingi tik esant tam tikroms
salygoms ir tik su tam tikrais daZniais, ir tais ,ribiniais atvejais®, kai tuos vertinimus
praktiSkai galima laikyti besalygiSkai teisingais, nors, grieztai kalbant, bet kokia
indukciné iSvada (iSskyrus, Zinoma, iSvadas, gautas, naudojantis miisy jau
aprasytaja matematine, arba pilnaja indukcija) visada yra logiSkai nepilnai
pagrista ir salyginé.

IS kitos pusées, tikimybiné logika tais atvejais, kai priimama, jog nagrinéjamy
teiginiy teisingumo tikimybés gali biiti lygios tik arba loginiam vienetui arba loginiam
nuliui, tampa klasikinés dedukcinés logikos matematiniu aparatu — klasikine logine
algebra.

IS pirmo zvilgsnio galéty pasirodyti, kad jsivede Zenklelj ,,k*, reiSkiantj
indukcing loging iSvada (analogiskai, kaip Zenklelis ,,-* reiSkia dedukcing¢ logine
iSvadg), ir surade biida, kaip iSmatuoti teiginiy xky teisingumo tikimybes, mes
galétume gana naturaliai visa indukcing logika ,,suvesti® | tikimybin¢ logika,
sujungdami dedukcing ir indukcing logika j vientisa logikos mokslg. Taciau Siek
tiek isigiling i tradicinés indukcinés logikos esmg, pastebétume, jog situacija yra
zymiai sudétingesné, negu atrod¢ i§ pirmo Zvilgsnio. Jei tikimybiné logika, kurios
pradmenys iSdéstyti 1.16.1.1. ir 1.16.1.2. skyreliuose, pilnai padengia klasiking
dedukcine logika, kaip savo dalini atveji, sujungdama dvireik§me¢ dedukcing logika ir
tikimybiy teorija, tai tikimybinés ir tradicinés indukcinés logikos santykis yra
Zymiai sudétingesnis: tos logikos turi bendry saly¢io tasky (ir net sriciy), taciau
né viena i$ jy pilnai nepadengia Kkitos ir néra pilnai suderinamos.

Pailiustruosiu tai konkreCiu pavyzdziu. [sivesime teigini x=,Duotasis sveikas teigiamas
skaiius n yra nelyginis“, o kartu ir teigini y=,,Tas duotasis skaifius n yra lygus kazkokio sveiko
skaiiaus a dvigubo kvadrato a” ir kazkokio pirminio skai¢iaus p sumai 2a’+p*. Savo laiku dar L. Oileris
pastebéjo désninguma, kad pirmiesiems 1250 sveiky teigiamy nelyginiy skaic¢iy n=2m+1 (kur m=1, 2,
..., 1250 yra natfiriniai skai¢iai) galioja formulé n=2a’+p, t. y. i teiginio x teisingumo iplaukia teiginio
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y teisingumas. L. Oileris i$saké hipotezg, kad galbit ir visiems kitiems nelyginiams skai¢iams n=2m+1,
kur m — bet koks natiirinis skaicius, $is désningumas i§liks galiojantis.

Nors tai pareikalauty nemazai laiko, taciau nesunku jsitikinti, kad Oilerio pastebétasis
deésningumas iSlikty galiojantis ir tuo atveju, jei mes pirmujy nelyginiy skaiciy aibg padvigubintume,
imdami m ne tik i§ segmento nuo 1 iki 1250, bet ir iki 2500: 3=2-1%+1; 5=2-1%+3; 7=2-1%+5; 9=2.2%+1;
11=2:2%43; 13=2:2%+5; 15=2:2°47; 17=2-47+1; 19=2-37+1; 21=2-3°+3; 23=2-3%+5;...; 5001=2-50"+1.

Natiiralu, kad, didinant m ir kiekvieng karta isitikinant, jog Oilerio hipotezé iSlieka teisinga, bei
negaunant ja paneigiancio rezultato, misy isitikinimas, jog $i hipotezé gali islikti teisinga ir toliau,
palaipsniui stipré¢ja, nors mes ir neturime jos teisingumo dedukcinio jrodymo, iSplaukiancio i$
dedukcinés logikos désniy ir i§ aksiomy, laikomy absoliuciai teisingomis. Jei ir toliau, didindami m (o
kartu — ir n), negautume ta hipoteze paneigiancio rezultato (pavyzdziui: 5003=2-50°+3; 5005=2-507+5;
5007=2-50"+7; 5009=2-48"+401; 5011=2-50°+11; 5013=2-50*+13; 5015=2-42°+1487; 5017=2-50"+17;
...), tai su vis labiau did¢jancia tikimybe galétume tikétis, jog teiginys xky yra teisingas. Pavyzdziui, jei
uzsibréztume atlikti 4500 ta hipoteze patikrinanciy eksperimenty, tai pasieke skaiciy 5017 ir isitikine,
kad iki $io skaiciaus visi nelyginiai skaiciai tenkina Oilerio hipoteze, galétume teigti, jog, ivykde visus

4500 eksperimenty, gausime, kad su dazniu, ne maZesniu kaip

50(8) > 0,5, Oilerio hipotezé tuose

eksperimentuose pasitvirtins. Sita daznj galétume laikyti teiginio xky teisingumo tikimybés vykdomuose
eksperimentuose maziausiu galimu jveréiu, t.y. teigti, kad Siuose eksperimentuose su ribotu juy
skai¢iumi N<4500 tikimybé o, kad Oilerio hipotezé juose pasitvirtins, yra jokiu biidu ne mazesné uz
2508
4500

Prategse eksperimentus ir isitiking, kad 5019=2-50"+19 ir 5021=2-45°+971, kur 971 — pirminis
skaiCius, galétume teigti, jog minétosios tikimybés a Zemutinis jvertis padidéjo ir dabar tapo jau ne
2510 _ 251 S 5
4500 450 9

I$ Siy eksperimenty galime padaryti iSvada, kad kol kas indukcinés iSvados teisingumo
tikimybés intuityvus suvokimas beveik sutampa su teiginio teisingumo tikimybés sgvoka tikimybinéje
logikoje, bent jau neprieStarauja jai. I§ tikryjy, galima jrodyti, jog didéjant teiginio xky teisingumo
tikimybei, t. y. didéjant salyginei tikimybei y,, reiSkianciai teiginio y teisingumo tikimybeg tais atvejais,
kai teiginys x yra teisingas, didéja ir tikimybinés logikos teiginio x>y teisingumo tikimybé, o taip pat ir
atvirksciai: didéjant teiginio x>y teisingumo tikimybei, didéja ir teiginio yy, o kartu ir teiginio xky,
teisingumo tikimybé. [rodysime tai.

Teiginio xDy teisingumo tikimybé [xDy]=[ X vy]=1-x+y—[ X Ay]. Kadangi (X Ay)V(XAy)=y, ir
[(X AY)A(XAY)]=0, tai [(X Ay)]=y—[XAy]=y—X-yy, i§ kur gauname, jog [xDy]=1-x+y—y+x-y,=1-x+xy,. Si
formulé rodo, jog didéjant y, didéja ir teiginio xDy teisingumo tikimybé [xDy]. Kadangi i§ formulés
1-[x2y]

mazesnis uz

[xDy]=1-x+x-y, i§plaukia, jog y, =1- , tal gauname, jog teisingas ir atvirkstinis teiginys,

kurj reikéjo irodyti: didéjant tikimybei [xDy], didéja ir tikimybé yy, t.y. ir teiginio xky teisingumo
tikimybé. Tikimybé y, priklauso ir nuo X, ir, kai x=1, ji tampa lygi [xDy].

Taciau (ka nesunku irodyti, ir todél ta irodyma palieku skaitytojui kaip uzduoti 1.16.233.), nors
teiginys xDy ir ekvivalentus teiginiui x<>(xAy) kaip klasikingje, taip ir tikimybinéje teiginiy algebrose,
i§ kur iSplaukia, kad teiginio x>y teisingumo tikimybé yra lygi sudétingo teiginio, jog elementaraus
teiginio X teisingumas sutampa su teiginio XAy teisingumu, teisingumo tikimybei, ir nors teiginiy xky ir
xDy teisingumo tikimybés, kaip ka tik buvo irodyta, yra priklausomos, nes, didéjant vienai i§ ju, didéja
ir kita, vis délto teiginiai xky ir xDy néra ekvivalentlis, ir galima jrodyti, jog 1.16.1.1. ir 1.16.1.2.
skyreliuose aprasSytoje tikimybinéje logikoje neimanoma sukonstruoti formulés, kuri biity ekvivalenti
formulei xky. [rodysiu tai, pradzioje jrodydamas formuliy x>y ir xFy neekvivalentuma.

Tarkime, jog teiginio x>y loginio neiginio x Dy teisingumo tikimybé lygi kazkokiam mazam
dydziui B3, t. y. tarkime, jog [xTyJ: [iTyJ: [x /\fl] =X- [x A y] =X—X-y, =p. Tuomet teiginio x>y
teisingumo tikimybé [xDy]=1-x+x-y, turés bati lygi 1-B, t. y. dydziui, artimam 1, kai § — mazas dydis.

Todél, kai ivykde visus numatytus 4500 Oilerio hipotezés tikrinimo eksperimentus, gausime,
jog tarp visy patikrinty nelyginiy skaiCiy egzistuoja du ir tik du tokie ,,neoileriniai*“ skaiciai (biitent
skaiciai 5779 ir 5993), kuriems negalioja Oilerio hipotezé, tai, apskaiciave tikimybinés logikos teiginio

2 2249

XDy teisingumo tikimybe minétoje eksperimenty serijoje, gausime, kad [x D y|=1- = .
y g ybg ] p 4 ser1joje, g [ }’] 4500 2250
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Kadangi, kaip rodo, jvykdyty eksperimenty rezultatai, Oilerio hipotezé néra teisinga, tai
indukcinés iSvados xFy teisingumas tradiciskai priimamas lygiu 0, kas nesutampa su tuose
eksperimentuose nustatytu tikimybinés logikos teiginio xDy teisingumu, o taip pat ir su tikimybe yy,
kuri, kai x=1, yra lygi [xDy].

Nesunku isitikinti, kad 1.161.1. ir 1.16.1.2. skyreliuose aprasytoje tikimybinéje algebroje
nejmanoma sukonstruoti formulés, kuri biity pilnai ekvivalenti formulei xky, t. y. tokios formulés,
kurios teisingumo tikimybé, kol x<>(xAy) (t.y. kol [xAy]=x), tolydziai didéty, tolydziai didéjant
tikimybei yy, ir staiga kristy iki 0, paaiskéjus, jog vis dél to y, >0, t. y., paaiskéjus, kad [xAy]<x.

Tai ir jrodo, jog indukciné logika toje tradicinéje formoje, kokioje ji
formavosi nuo Aristotelio laiky ir kurig, kaip jau buvo minéta 1.16.1.5.5.2.
skyrelyje, labai iSpopuliarino ir iSvysté F.Bekonas bei DZ.S.Milis, negali buti
pilnai ,,suvesta® j tikimybing¢ logika.

Taciau tai yra, grei¢iau, ne tikimybinés logikos, o tradicinés indukcinés
logikos triikumas, nes, atrodo, ne visada yra tikslinga visi§kai atmesti hipoteze xky,
prilyginant jos logine reik§me 0, kaip daroma dabartinéje indukcinéje logikoje,
kai surandamas nors vienas ta hipotez¢ paneigiantis atvejis. Juk, visiSkai
atmesdami hipotez¢ xky tuo atveju, kai ji pasitvirtina daugumoje atvejy ir
nepasitvirtina tik nedideléje dalyje visy galimy atvejy, mes prarandame naudinga
informacija, kuria bity galima ir naudinga pasinaudoti praktingje veikloje. Zymiai
tikslingiau biity indukciniy hipoteziy xky teisinguma vertinti tikimybiskai visais
atvejais, tame tarpe ir atvejais, kai hipotezé xky pasitvirtina nepilnai. Tuomet taip
modifikuotg indukcing logika galima biity ,,suvesti j tikimybing logika ir sukurti
vieninga logikos sistema, jungiancia klasiking dedukcing ir indukcing logikas, o
taip pat ir tikimybiy teorijos loginj aparata, t. y. sukurti matemating tikimybing¢
logika placigja prasme.

Toks klasikinés dedukcinés ir indukcinés logikuy sujungimas tikimybinés
logikos rémuose logikos placigja prasme moksle dar nerealizuotas, tafiau jau
dedamos pastangos sukurti formalia indukcinés logikos teorija. Sioje srityje
paminétini 1.14.12.2. skyrelyje jau minéto Keinso, Dzefersono, Reichenbacho,
Karnapo, Martino, ReSerio, Hempelio, Kemenio, Ruzavino, Piatnicino ir kity logiky
darbai, vystantys dar Leibnico iSsakyta mintj apie tikimybinj loginiy iSvady
pobudj. Galima tiketis, kad ilgainiui pavyks pakankamai adekvaciai formalizuoti
indukcinés logikos désnius, sukuriant jos matematinj aparata, turintj iSvystymo
lygi, panasy j ta, kurj turi dedukciné logika. Tai biity labai reikSmingas neklasikiniy
logiky vystymo pasiekimas, tame tarpe ir loginés semantikos srityje, nes jvertinti
konkreciy lokaliy teiginiy teisingumo tikimybes, neatsiZvelgiant | jy semantika, o
apsiribojant vien tik jy sintaktika, kaip tai daroma dedukciniuose teiginiy ir
predikaty skai¢iavimuose, daugelyje atvejy néra jmanoma.

Tikimybiné logikos algebra, su kuria susipazinome 1.16.1.1. ir 1.16.1.2.
skyreliuose vis délto turi ir viena gana didelj trikuma: ji nepajégi aprépti neklasiking
trireikSme logika su vidinio ir iSorinio neigimo operacijomis, apie kuria buvo
kalbama 1.5. skyriuje ir kuri leidzia, kaip jau buvo minéta Siame skyrelyje, gana
natiraliai iSsprgsti problemas, iSkylanc¢ias taikant tre¢iojo negalimojo ir dvigubo
neigimo désnius. IS pirmo zvilgsnio galéty atrodyti, kad trireikSme logika, kurioje
teiginiai gali turéti tris logines reikSmes (,,t* — tiesa, ,,f** — netiesa ir ,,?*“ — neapibrézta),
galétume gauti 1§ tikimybinés logikos kaip jos dalini atveji, kai teiginiy teisingumo
tikimybés galéty turéti tik tris reikSmes: 1, 0 ir 0,5. Taciau to, pasirodo, nepakanka,
nes, pavyzdziui, apskai¢iuodami dviejyu neapibrézty nepriklausomy teiginiy
konjunkcijos reikSmg trireikSmeéje logikoje gautume rezultata ,,?“, kurio teisingumo
tikimybe vertintume kaip 0,5, kai tuo tarpu tikimybin¢je logikoje, naudodamiesi
formule [AAB]=A-B, Siuo atveju gautume, kad [AAB]=0,25. Todél tikimybiné logika,
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kurioje galioja formulés [X;vXo]=[Xi[HXo-HXiAXz],  [XiAXo]=[X] [ X/ X )=
=[X,]-[X1/X,] ir [ X ]=1-[X], negali aprépti ne tik Zinovjevo trireikimés logikos su
vidiniu ir iSoriniu loginiais neiginiais, bet ir Siame skyrelyje apraSytos
Lukasieviciaus trireik§més logikos, turincios tik vieng loginio neigimo operacijg.

Tiesa, pakeitus ka tik iSvardintas formules formulémis [X;vX;]=max([X;],
[X2]), [XirXaol=min([X;], [Xz]) ir [X]=1-[X], galima gauti tikimybinés logikos
algebra, kuri aprépty Lukasievi¢iaus trireikSme logika kaip savo dalinj atveji, taciau
tokia tikimybinés logikos algebra jau nebegaléty aprépti klasikinés dvireik§més
logikos. Pavyzdziui, tokioje tikimybingje algebroje jau nebegalioty klasikinés loginés
algebros formulé (X;AXo)v(X1A X, )=X), nes, kai, pavyzdziui [X;]=0,8, [X,]=0,3, tai,
naudodamiesi formule [(X;AXo)V(XiA X, )]=max(min([X;],[X2]), min([X;],1-[X2])),
gautume ne 0,8, o 0,7. Be to, tokia tikimybinés logikos algebra vis tiek nesugebéty
aprépti A.Zinovjevo trireikSmés logikos su dviem loginio neigimo operacijomis. Kad
tuo isitikintuméte, pabandykite patikrinti toje trireikSméje logikoje absoliuciai teisinga
formulg?P(x)<>~(—P(x)VvP(x)), apskai¢iuodami jos teisingumo tikimybe. Manau, jog
gana greitai isitikinsite, kad §i formulé negaléty biiti teisinga nei toje tikimybinéje
logikoje, kurios daliniu atveju yra klasikiné dvireikSmé logika, nei toje tikimybinéje
logikoje, kurios daliniu atveju yra trireikSmé LukasieviCiaus logika. Todel
A.Zinovjevas savo knygoje [249] bando konstruoti dar viena tikimybinés logikos
varianta, naudodamasis modalumo operatoriais, apie kuriuos bus kalbama 1.16.1.5.7.
skyrelyje. PanaSiy bandymy yra ir daugiau.

Visa tai rodo, kad ir Sioje logikos mokslo srityje dar yra daug problemy, kurias
reikia spresti, vystant neklasikines logikas ir bandant sukurti suderinta loginiy sistemy
sistema. Apie indukcing ir tikimybing logikas naudingos informacijos skaitytojas gali
rasti jau minétose knygose [249, 276], taip pat B. N. Piatnicino straipsniuose knygose
[289, 296]. Knygoje [296] skaitytojas ras ir {vairiy straipsniy, papildanéiy jo Zinias
apie neklasikines logikas.

Dar viena svarbi neklasikiniy logiky vystymosi kryptis yra suriSta su
bandymais veikti prieZastiniy loginiy rySiy formalaus apraSymo ir kauzaliai
pagristy loginiy iSvady gavimo sunkumus, atsirandancius matematinéje logikoje
dél materialiajai implikacijai budingy paradoksy, apie kuriuos jau buvo raSyta
1.16.1. skyrelio pradZioje. Ten buvo taip pat paminéta, kad tos problemos nepavyko
patenkinamai iSspresti, nei jvedant grieztaja Ljuiso bei stiprigja Akermano
implikacijas, nei kauzalinés implikacijos savoka, ir buvo pazyméta, jog arciausiai prie
uzsibrézto tikslo pavyko priartéti A. Zinovjevui ir jo bendradarbiams, pasitliusiems
eile loginio iSvedimo sistemy (stipriaja, susilpnintaja, maksimaliaja, konversing,
18sigimusiaja, kvaziiSvedimo) bei bendraja dedukcijos teorija taip vadinamuose
,»Kklasikiniame* ir ,,neklasikiniame* variantuose (Ziiir., pavyzdziui, [249]).

Trumpai apibiidinsiu kai kurias A. Zinovjevo ir jo bendradarbiy pasitilyty loginio iSvedimo
sistemy klases.

Stipriojo i§vedimo sistemose (S', S, ir kitose), kurias A. Zinovjevas Zymi bendru Zymeniu S°,
loginés operacijos ir jas implicitiSkai apibréziancios aksiomos bei loginio i$vedimo taisyklés specialiai
parenkamos taip, kad tose sistemose biity iSvedamos tik tokios tapaciai teisingos loginés formulés xry
(¢ia simbolis ,,-* yra dedukcinio loginio i§vedimo bei dedukcinio loginio i§vedamumo zenklas), kuriose
1 iSvedamojo teiginio y sudétj gali jeiti tik tokie elementariis teiginiai, kurie jeina i teiginio x sudétj
(taciau nebitinai visi elementarts teiginiai, jeinantys { teiginio x sudéti, privalo patekti { iSvados y
sudéti). Toks loginiy iSvady gavimo proceso apribojimas leidzia iSvesti tik neparadoksalias formules, o

tokios paradoksalios formulés kaip xFyox, Xk XDy, XkyVY, XF Y AY, (XAX)FY, XFy® Y, xH(X+y),
xH(yrx), kuriose x ir y — nepriklausomi teiginiai, néra i§vedamos sistemose S' ir S;, nors klasikingje
dvireikSméje logikoje jos laikomos tapaciai teisingomis formulémis ir yra iSvedamos. [rodyta, kad
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sistemos S' ir S; yra ne tik neparadoksalios, bet ir nepriestaringos bei yra pilnos pasirinkty loginiy kalby
ribose.

Stipriojo iSvedimo sistemose iSvedamos formulés xFxv X, (XA X )Fx, XFX@ X bei kitos panasios
formulés, kurios kai kam i§ pirmo Zvilgsnio galéty pasirodyti paradoksaliomis, taciau i§ tikryju néra
paradoksalios, nes jos nepriestarauja intuityviam loginio i§vedimo suvokimui.

Susilpnintojo iSvedimo sistemose (S°, S, ir kitose), kurias A.Zinovjevas Zymi bendru
zymeniu S°, loginés operacijos ir jas implicitiskai apraSancios aksiomos bei loginio i§vedimo taisyklés
specialiai parenkamos taip, kad tose sistemose biity iSvedamos tik tokios tapaciai teisingos loginés
formulés xty, kuriose teiginiai y ir X savo sudétyse turi bent po viena bendra elementary teigini. Taigi,
susilpnintojo iSvedimo sistemose, lyginant jas su stipriojo iSvedimo sistemomis, reikalavimai
iSvedamoms formuléms xky yra Zzymiai susilpninti: i iSvados y sudéti jau gali jeiti ir teiginiai,
nejeinantys | prielaidos x sudétj, nes pakanka, kad x ir y turéty bent po vieng bendra elementary teigini.
Tadiau ir tokio zymiai susilpninto reikalavimo, pasirodo, pakanka, kad klasés S loginés sistemos,
biidamos nepriestaringomis ir pilnomis, biity ir neparadoksalios.

Trumpai tariant, sistemose, priklausanciose klasei S®, formulé x+y yra iSvedama tada ir tik tada,
kai klasikingje dvireikSméje logikoje yra iSvedama formulé x>y ir teiginiai x ir y turi bent po vieng
bendra elementary teigini.

Analogiskai gali biiti apibréztas ir formulés iSvedamumas sistemose, priklausanciose jau
minétai klasei S*: formulé x+y yra iSvedama loginio i8vedimo sistemose, priklausanciose stipriojo
iSvedimo klasei S°, tada ir tik tada, kai klasikinéje logikoje yra iSvedama formulé x>y ir teiginio y
sudétyje néra elementariy teiginiy, kuriy nebiity teiginio x sudétyje, t. y., kai teiginio y sudétyje yra tik
tokie elementariis teiginiai, kuriuos galime rasti teiginio x sudétyje.

Dar grieZtesni reikalavimai negu klaséje S° keliami formuléms, i§vedamoms sistemose,
priklausandiose klasei S™ (pavyzdziui, sistemoms S°, S; ir kitoms), vadinamai maksimalaus
iSvedamumo sistemy Klase: formule xry yra iSvedama klasés S™ sistemose tada ir tik tada, kada
klasikinéje logikoje yra iSvedama formulé x>y ir kada elementariy teiginiy rinkiniai, jeinantys { teiginiy
X ir y sudeétj sutampa, t.y., kai iSvados y sudét] sudaro tie patys elementarts teiginiai, kurie sudaro
prielaidos x sudéti. Kitaip tariant, Siuo atveju teiginiai y ir x gali skirtis tik savo struktiira. Savaime
suprantama, kad formulés x+y, kurios yra iSvedamos sistemose, priklausanéiose klasei S™, yra
iSvedamos sistemose, priklausanciose klasei S°, ir tuo labiau — sistemose, priklausanciose klasei S°.

Sistemose, priklausanciose klasei S™, i§vedamos ir tos formulés x+y, kurios i§vedamos loginio
iSvedimo sistemose priklausanéiose taip vadinamai konversinio loginio i§vedimo sistemy Klasei S°
(pavyzdziui, sistemose S* S, ir kitose), kai tuo tarpu kai kurios formulés, kurios iSvedamos sistemose,
priklausanciose klaséms S°, S” ir S, gali bati neiSvedamomis klaséje S™.

Formulé x+y yra i§vedama loginio i§vedimo sistemose, priklausanéiose klasei S°, tada ir tik
tada, kada klasikinéje logikoje yra iSvedama formulé x>y ir i teiginio x sudéti nejeina elementaris
teiginiai, nejeinantys | iSvados y sudéty, t. y., kai { prielaidos x sudétj jeina tik tie elementariis teiginiai,
kurie jeina i i8vados y sudétj. Kaip matome i$ $io formulés x+y loginio iSvedamumo klasés S sistemose
apibrézimo, konversinio loginio i$vedamumo klas¢ S° yra lyg ir ,atvirk$tiné“ stipriojo loginio
isvedamumo klasei S°. I§ &ia ir kilgs tos klasés pavadinimas — ,.konversiné“. [rodyta, jog sistemos S* ir
S4, priklausancéios klasei S°, yra neprie$taringos, pilnos ir neparadoksalios.

I klasés S° sistemy, papildzius jy aksiomy ir ivedimo taisykliy sistemas, gali biti gautos ir
sistemos S° ir S° atstovaujandios idsigimusio loginio i§vedimo ir kvazii§vedimo Kklases, kuriose
iSvedamos tokios ir tik tokios formulés xry, kurios atitinka klasikingje logikoje iSvedamas formules
XDy.

Cia i§vardintos loginio i§vedimo sistemos S ir S° bei sistemos, priklausan&ios
klasems S°, S®, S™ ir S°, sudaro formalios loginio iSvedimo teorijos, kuria
A. Zinovjevas pavadino bendraja dedukcijos teorija, turinj.

Ivedg dvi loginio neigimo operacijas ~ ir — bei neapibréztumo operatoriy? ir
prieme, kad teiginiai gali turéti tris logines reikSmes t, f ir?, reiSkiancias tiesa, netiesq ir
neapibréztuma, o taip pat papilde sistemuy, priklausanciy klaséms S°, S®, S™ ir S°,
aksiomy sistemas aksiomomis
A" ~XF-XV7X,

A", —XVIXF-X,
A"3 ~—XFXV?X,
A", XvX~—X,
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A"S. ~2XFXv—X,
A"6. Xv—=X+~?X, implicitiskai apibrézian¢ioms operatorius ~, — ir?, gauname loginio
iSvedimo sistemas, priklausancias klaséms S}, S”, SI' ir S ir sudarancias bendrosios

dedukcijos teorijos ,,neklasikinio varianto* turinj, kai tuo tarpu loginio iSvedimo
sistemos S° ir S° bei sistemos, priklausan¢ios klaséms S, S®, S™ ir S°, sudaro tos
teorijos ,klasikinio varianto* turini.

Bendrosios dedukcijos teorijos ,klasikini* ir ,neklasikini variantus galima
plésti, ivedant salyginius teiginius ir predikatus, kvantorius, modalumo operatorius bei
kitus kvalifikatorius ir rySium su tuo papildant aksiomy ir iSvedimo taisykliy sistemas.
Tokia iSplésta loging sistema A. Zinovjevas pavadino kompleksine logika. Jos
pagrindai i8déstyti knygoje [249], su kuria skaitytojui, besidominciam prieZastiniy
loginiy rySiy matematiniu modeliavimu, rekomenduociau susipazinti.

Naudojantis 1 kompleksinés logikos sudéti ieinanciomis loginio iSvedimo
sistemomis(S°, S, S™, S¢, ¢, S¥, S, S ir kitoms), jau galima i§vengti klasikinei
matematinei logikai buidingy materialiosios implikacijos paradoksy atsiradimo.
Sistemos S°, S®, S, S° leidZia i8vengti tokiy paradoksy ,klasikiniu® atveju, t.y. kai
naudojamasi dvireik§me matematine logika, o sistemos S', S?, S ir S| —
,»heklasikiniu® atveju, kai naudojamasi trireikSme matematine logika su dviem loginio
neigimo operacijomis: vidiniu ir iSoriniu neigimu.

Taciau tokiy loginio iSvedimo sistemy sukonstravimas vis dél to dar
neiSsprendzia visy matematinés logikos formalizuotos kalbos nepakankamumo
problemy, kurios iSkyla bandant formaliai aprasyti prieZastinius loginius rySius.

Klasikinéje matematinéje logikoje, formaliai apraSant loginius rysius,
atsiZvelgiama tik | teiginiy bei predikaty struktiirg (sintaktika). Kompleksiné
logika leidZia strukturiniy rySiy sarasa papildyti kai Kkuriais loginiais rysiais,
atsirandanciais dél sudétingy teiginiy bei sudétingy predikaty sudéc¢iy bendrumo,
nes kompleksinés logikos sudétyje esanciose loginio iSvedimo sistemose, iSvedant
iSvadas i§ prielaidy, atsizvelgiama ne tik i ju struktiiras, bet ir i teiginiy bei predikaty
sudéties bendruma elementariy teiginiy bei elementariy predikaty ir ju objektiniy
kintamyjy stratoje. Taciau nei klasikiné, nei kompleksiné matematiné logika neturi
pakankamai priemoniy, kad galéty formaliai iSreikSti visus semantinius (t.y.
prasminius) rySius, egzistuojancius tarp savoky (terminy), teiginiy ir predikaty
prasmiy ir nesusivedancius 1 struktiirinius rySius bei formalius rySius tarp teiginiy ir
predikaty sudeciy.

Tode¢l, toliau vystant logikos moksla (tame tarpe — ir neklasikines logikas), yra
labai aktualu vystyti ne tik sintaktika (moksla apie formaliy kalby gramatikos
désningumus, ty kalby sintaksés taisykles), bet ir kitas semiotikos (mokslo apie
zymejimo zenklais taisykles ir ivairiy zenkly sistemas) sritis: pragmatika (moksla
apie zenkly sistemy praktini vaidmeni, ju praktini taikyma) ir, ypatingai, semantika
bei jos sudéting dali — loging semantikg (moksla, nagrin¢jantj formalias logines kalbas
ju ir jy sudétiniy daliy prasmés aspektu).

Loginés semantikos sudétyje galima iSskirti referencijos (Zyméjimo taisykliy)
bei zenkly ir i$ ju sudaryty loginiy konstrukciju prasmés teorijas, kurioms Siuo metu
logikos, filosofijos ir matematinés lingvistikos moksly atstovai skiria nemazai démesio
ir kur (ypatingai — prasmes teorijoje) susiduriama su nelengvomis problemomis.

Semiotikos pradininkais laikomi C. Pirsas ir F. Sosiuras, kurie pirmieji iskéle
mintj, kad reikalingas specialus mokslas apie Zenklus ir jy sistemas. C. Pirsas pavadino
ta moksla semiotika, o F. Sosiuras — semiologija. Dazniau naudojamasi C. Pirso
pasiiilytuoju terminu.
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Loginés semantikos pradininkais laikomi tas pats C.Pirsas ir jau ne karta
minétasis G. Frége, kuris, kurdamas formalia aksiomating loging sistema, jau tada
skyré nemazai démesio ne tik tos sistemos formalios kalbos sintaktikai ir sudétingo
teiginio loginés reikSmés (Bedeutung) nustatymo taisyklémis, bet ir teiginiy prasmei
(Sinn), i ka klasikin¢je matematinéje logikoje néra atsizvelgiama. Dar gana trumpoje
loginés semantikos vystymosi istorijoje paminétini A. Cioréo, B. Raselo, A. Tarskio,
P. Karnapo, Dz. Kemenio, V. Kvaino, R. Martino ir kity logiky bei filosofu darbai,
taciau didzioji dalis loginés semantikos (o ypatingai prasmés teorijos) problemy dar
neiSspresta. Su kai kuriomis i§ ju bei su kai kuriais semantiniais paradoksais
skaitytojas susidurs, atlikdamas Sioje mokymo priemonéje pateiktas uzduotis,
pazymeétas numeriais 1.16.240+1.16.250, o zingeidesnieji — ir skaitydami ka tik
iSvardinty autoriy knygas bei straipsnius ir kita specialia literattira.

Mes ¢ia ty problemy jau nebenagrinésime, nes tuomet tekty gilintis i paZinimo procesy esmg,
t. y. bandyti i$siaiskinti, kaip ,,fiziniai“ aplinkes poveikiai i paZinimo subjekta (zmogy, bezdziong,
kate, pele ar kita aktyvy subjekta) per tame subjekte esanCius receptorius tampa besalyginiais
biofiziniais bei biocheminiais informaciniais signalais, i$Saukianciais pazinimo subjekte tuos ar kitus
pojii¢ius, kaip tie pirminiai signalai fiksuojasi subjekto atmintyje, kaip toje atmintyje kaupiama
informacija struktiirizuojasi, atspindédama sarysius, egzistuojancius tarp pirminiy besalyginiy
signaly, kaip atsiranda antriné salyginé informacija, suteikianti pirminiams signalams papildomas
antrines reikSmes (prasmes), kaip pradeda formuotis pazinimo subjekta supanciy objekty ir procesy
koncepciniai modeliai, kaip tai, kas formuojasi pazinimo procese Zmogaus pasamongje ir samonéje,
atspindima ZodZiais ir sakiniais natiiraliose kalbose, kaip formuojasi ty kalby gramatikos taisyklés,
o kartu ir samprotavimy logikos taisyklés, kaip koncepciniai modeliai tampa verbaliniais modeliais,
o pereinant | tokia formalizuota kalba kaip matematiné kalba, gali tapti ir matematiniais modeliais.
Visa tai pareikalauty labai daug vietos, o be to ir specialiyjy tyrimuy, nes $ioje idomioje ir labai svarbioje
logikai, psichologijai, filosofijai ir sistemotyrai srityje dar labai daug kas neaiSku. Todél Sioje mokymo
priemonéje apsiribosime tik tuo, kas Sia tema pasakyta Siame, o taip pat ir 1.4. bei 1.5. skyriuose,
atkreipdami skaitytojo démesi i tai, kad paZinimo proceso labai apibendrintu formaliu modeliu
galima laikyti peréjima nuo uZdary prie atviry TSF, reiskiant| peréjima nuo esybiy, jy savybiy ir
santykiy tarp juy prie minciy ir teiginiy apie tas savybes, ju savybes bei santykius tarp jy, kitaip
tariant, peréjima nuo to, kas yra realiame pasaulyje, prie to, kaip tai atsispindi miisy samonéje ir
iSreiSkiama tose ar Kkitose kalbose (natiiraliose ir formaliose).

Jei zitrétume { semantika pacia siauraja prasme, tai galétume teigti, jog loginés
semantikos tikslas yra iSsiaiSkinti, kaip ta prasme, kuria turi natiiraliy kalby
konstrukcijos (ju struktiira ir turinys) kuo adekvacdiau (t. y. kuo pilniau ir kuo
tiksliau) iSreiksti formaliy kalby priemonémis bei konstrukcijomis.

Jei traktuotume semantika Siek tiek placiau, tai sakytume, kad semantika
siekia iSsiaiSkinti tai, kaip ta intuityvia prasme, Kuria turi Zmoniy galvose
besiformuojantys koncepciniai modeliai, kuo adekvaciau iSreikSti iSorinémis
priemonémis, ty ar kity Zenkly sistemomis, pavyzdZiui, tomis ar kitomis
kalbomis: ne tik natiiraliomis, bet ir formaliomis, vartojamomis dirbtinio intelekto
sistemose.

Traktuodami semiotika ir jos pagrinding sudedamaja dali — semantika — pacia
plaCigja prasme, galétume teigti, jog semiotikos tikslas yra iSsiaiSkinti, kaip
konstruoti tokias Zenkly sistemas, kurios biity pajégios pakankamai adekvaciai
iSreikSti visg ta informacija, kuria mes galime gauti, stebédami mus supantj
pasaulj ir padius save, savo viding (tame tarpe — ir dvasing) busena.

Baigiant neklasikiniy logiky apzvalga, reikéty pazyméti dar viena neklasikiniy
logiky grupe, kurig buty galima pavadinti ,,specialiyjy logiky“ grupe, nes tos grupés
logikos specialiai konstruojamos taip, kad jas biity galima taikyti specialioms sritims,
atsizvelgiant i ty sri¢iy specifika.

Prie tokiy neklasikiniy logiky galima priskirti laiko logika, veiksmy logika,
mikropasaulio logikg ir t. t.

1870



Sias logikos daugelis logiku priskiria prie modaliniy logiky, priskirdami, savo
eile, modalines logikas prie neklasikiniy logiky. Sioje mokymo priemonéje
modalinéms logikoms iSskiriamas atskiras skyrelis.

Laiko logikos vystimasi, kuriant logines laiko funkcijas ir formalias laiko
logikos sistemas, skatina dvi grupés poreikiu.

Pirmoji grupé — tai diskrefiy daugiatak¢éiy schemy funkcionavimo
aprasymo, jy analizés ir sintezés (projektavimo) poreikiai. Tie poreikiai i$Sauke
loginiy laiko funkcijy, rekurentiniy loginiy funkcijy ir baigtiniy automaty su
atmintimi teorijos susiformavimg ir skatina tolimesni $iy teorijy vystymasi.

Logine laiko funkcija Y=0(X;, Xj, ..., X, t) vadinama login¢ funkcija,
iSreiskianti loginio kintamojo Y priklausomybg nuo loginiy kintamyjy X, Xa, ..., X, ir
nuo diskretaus kiekybinio kintamojo t, vadinamo laiku ir galin¢io turéti reikSmes 0, 1,
2,3, 4,5 ir t. t. Kintamojo t {vedimas stating logika pavercia dinamine logika, nes
leidzia parodyti, kaip keiciasi loginiy funkcijy reikSme laikui bégant.

Nesunku rodyti, jog tuo atveju, kai kintamasis t gali keistis ribotame segmente
[0; s—1], t. y. gali turéti s reikSmiy, o loginiai kintamieji X;, X3, ..., X, yra dvireikSmés
logikos kintamieji (klasikinés teiginiy algebros nepriklausomy teiginiy galimos
reikSmés), tai skirtingy loginiy laiko funkcijy, kurios tokiomis salygomis galéty buti
sudarytos, skaiCius yra lygus 257

Loginé laiko funkcijos konkre¢iu pavyzdziu gali biti funkcija Y=¢(X;, Xo, t),
kai s=3, kuria vaizduoja 353-0ji lentelé.

353. lentele Loginés laiko funkcijos, kai t=o=const, tampa paprastomis

teiginiy algebros funkcijomis, kurias zymeésime @, t. y. priimsime,

2 || 1L jog Po=¢(X1, X3, ..., Xu, o). Funkcijas @, vadinsime loginés laiko
01]0]0/0 funkcijos ,,dalinémis funkcijomis®.

0/1]0]0 Misy nagrin¢jamos laiko logikos funkcijos, kuria apraso
110100 353-0ji  lentele, ,dalinés  funkcijos*  yra:  @i=X;AXo,
LITI0OIIE =X X, vX,X,, 9=XivXo.

0]0([1]1 .

: L . 0, kai t#o, . :
0|1 [1]0 Isived¢ logini kintamaji T, = ) loging laiko
11{0]1]0 1, kai t=q,

1 |1 [1]1] funkecija Y=0(Xi, Xz, ..., Xy, t) galime iSreiksti per paprastas teiginiy
s—1
8 (1) ; (1) algebros funkcijas: Y=0(Xi, Xa, ..., Xn, t)= \_/O(q)a AT, ).
1101211 Misy nagrinétajame pavyzdyje, kuri \Eiz_duoja 353-0ji
1 11211 lentelé, YZ([)(X],Xo,t)z(p()‘l?()\/(p1’51V(|)2’E2=X1X0‘C()V(XIXO \Y XIXO)’ClV
V(Xl\/X())’Cz.

I8reiske funkcijas @, tobulojoje DNF ar tobulojoje KNF, gausime loginés laiko
funkcijos TDNF ir TKNF.

Pavyzdziui, miisu nagrinétosios funkcijos TDNF yra Y=X;Xotov(X,X, v
VX, X )uv(X, X, vX, X, vX X)), o jos TKNF — Y=(X;vXo)(XivX, (X, Vv
vXo)tov( X, vXo)(Xiv X, )tiv(XivXo)Ta.

Minimizuodami logines laiko funkcijas, galime minimizuoti kiekvieng i$
funkciju o, atskirai, sudarydami tu funkcijy MDNF bei MKNF ir pasirinkdami tas
formas, kurios sudarytos i§ mazesnio raidziy skaiciaus. Toki loginiy laiko funkcijy
minimizavima vadina nepilnu, nes, pilnai minimizuojant logines laiko funkcijas,
galima pasinaudoti dar ir tuo, kad kai kurios i§ funkciju @, gali turéti bendry daliy ir tai
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kartais leidzia dar labiau supaprastinti formulg, vaizduojancia duotaja laiko funkcija.
Pilnai minimizuojant laiko logikos funkcija, kartais pavyksta iSskirti ir tokia jos dali,
kuri nepriklauso nuo laiko.

Pavyzdziui, minimizuodami misy nagrinéjamos loginés laiko funkcijos
,dalines funkcijas* @, atskirai, mes gauname, jog Y=X;Xotov(X;v X, )( X, vXo)t1V
V(X1vXo)t, arba Y=X;Xotov( X, X, vX1X0)t1V(X1vX2)T,. Tadiau nesunku pastebéti,
kad tuo atveju, kai X;=1 ir Xo=1, $i login¢ laiko funkcija nepriklauso nuo laiko t
visame laiko segmente t=0, 1, ..., s—1, kur s=3, ir visada lygi 1. Todé¢l, kaip nesunku
isitikinti  (ZiGr. 1.16.318. uZzduoti), S$ia funkcija galima aprasyti ir formulg
Y:XlXon1 Xorlv(leXO)rz, kurios sudét; sudaro maziau raidziy ir kuria galima
realizuoti paprastesne schema. Sioje formuléje konjunkcija XX, nepriklauso nuo
laiko, nes yra bendra visoms dalinéms funkcijos @y,.

Nagrinédami logines schemas gana daznai sutinkame tokias, kuriy
funkcionavimas aprasomas periodinémis loginémis laiko funkcijomis Y=0(X;, X»,
ey X, tHkT)=0(X, Xa, ..., Xy, t), kur T — funkcijos periodas, k — bet koks sveikas
skaiCius.

Kiekviena neperioding loging laiko funkcija Y=0(X;, Xa, ..., Xy, t), apibrézta
laiko segmente 0<t<s—I, kur s — baigtinis sveikas teigiamas skaicius, galima apibrézti
kaip perioding loging laiko funkcija, papildant funkcijos Y=¢(X;, Xz, ..., Xp, t)
apibrézima lygybe (X, Xy, ..., Xy, ttks)=0(Xi, Xa, ..., Xy, t), kurioje k=0, £1, £2, £3,

Kartais pavyksta rasti perioda T ir mazesni uz s. Pavyzdziui, jei misy
nagrinétajame pavyzdyje ,,daliné funkcija®“ @, biity buvusi ne X;vXy, o X;AXo, tai
tokia funkcija galima buvo pavaizduoti ne tik kaip perioding loging laiko funkcija,
turin€ia perioda T=3, bet ir kaip perioding periodo T=2 loging laiko funkcija Y=¢(Xj,
Xo, tH2k)=0p(X;, X, '[)=X1X0T0\/(X1X0\/Xl io )11=X1X0vi1 Yorl, kur kintamasis t,
prabégdamas reikSmes 0; 1; 2; 3; 4;..., perveda Zingsnini perjungéja i§ bisenos to=1 1
biisena t,=1, po to v¢él { busena tp=1 ir t. t.

Pridéjus prie funkcijos Y=X;X,tov(X;Xov X, YO )T1v(X1vXp)T2 dar vieng takta
t=3, atitinkant] 13=1 ir kokia tai ,,daling funkcija“ ¢3(X;, Xo), gal¢jome sukonstruoti
perioding loging laiko funkcija Y=0(X;, Xo, t), turinéia perioda T=4. Tokia funkcija
galima buty apibrézti  formule Y=0(X;, Xo, tHk=0o(X;, Xo, t)=
=X1X0’E()\/(X1X0V Xl Xo )’Clv(X1VXO)’Cz\/(|)3(X1, X())‘C3.

Schema, realizuojancia perioding loging laiko funkcija Y=¢(X;, Xo, t+2k)=
=0(Xi, Xo, 1)=X;XoVv Xl Xorl, vaizduoja 404" pav. Si schema turi takty perjungéja,
turinti tik dvi biisenas, i kurias jis perveda schemos i$¢jima, pervesdamas perjungéjo
kontakta i padétis ,,0; ,,1%; ,,0%; ,,1* ir t. t. Schema, realizuojancia funkcija Y=¢(Xi,
Xo, t+3k)=0(X;, Xo, t)=X1X0\/Xl XO’HV(Xl\/Xz)Tz, vaizduoja 404" pav., o schema,

kuri realizuoja funkcija Y=0(X;, Xo, t+3k)=X1X()To\/(X]XOvX1 io )T iv(XvXo) T —
404" pav. Ten pat (itir. 404""" pav.) pavaizduota ir funkcija Y=p(X;, Xo, t+4k)=
=0(X1,X0,t)=X1 XoToV(X X0V Xl Xo )T iv(XvXo)T2aves(X;,Xo)ts realizuojanti schema.
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Periodinés loginés laiko funkcijos Y=@(X;, Xa, ..., Xj, t+sk)=0(X;, X, ..., X,
t) realizavimui prireikty zingsninio takty perjungé¢jo, turincio s padéciy, atitinkanciy
loginiy kintamyju t,, (kur, a=0, 1, 2, ..., s—1) vienetines reikSmes.

404 pav. vaizdumo délei parodyti mechaniniai takty perjungéjai. Taciau
Siuolaikinése elektroninése schemose, realizuojanciose logines laiko funkcijas ir labai
placiai taikomose sudétingy procesy automatinio ir automatizuoto valdymo
irenginiuose, vietoj mechaniniy vartojami elektroniniai takty perjungéjai, kurie
konstruojami, naudojantis elektroniniais takty generatoriais, trigeriniais takty
skaitliukais ir elektroniniais ventiliais. Tokias elektronines schemas, realizuojancias
logines laiko funkcijas ir tuo paciu metu modeliuojancias diskrecius daugiatakcius
(tame tarpe — ir periodinius) procesus, mes nagrinésime antrojoje $ios mokymo
priemonés dalyje.

Loginés laiko funkcijos taikomos ivairiy daugiatakéiy schemuy sintezéje
(projektavime) ir analizéje, pavyzdZiui, konstruojant kompiuterius ir jvairius kitokius
automatus bei automatinio valdymo jrenginius, o taip pat analizuojant jvairy
daugiatak¢iy irenginiy funkcionavima bei kitus diskrecius daugiatak¢ius procesus.

Realizuojant logines laiko funkcijas, elektroninése schemose naudojamasi
potencialiniais ir impulsiniais kodais. RySium su tuo ir pacios schemos skirstomos {
potencialines, impulsines ir misrias.

Potencialinése schemose loginiai nuliai vaizduojami ,,zemu*“ potencialu
(dazniausiai potencialu, laikomu lygiu 0), o loginiai vienetai — ,,aukStu* potencialu,
kuri, net atsirandant {jvairiems triukSmams bei kitiems daznai pasitaikantiems
trikdziams, visada galima patikimai atskirti nuo potencialo, vaizduojancio logini nulj.
Potencialinio kodo panaudojimo pavyzdziu gali buti diferencijavimo grandelés i¢jimo
trajektorijos x(t) grafikas, pavaizduotas 1.4.3. skyrelyje 21 pav. virSutinéje dalyje.

Gali biti naudojami teigiamas (tiesioginis) ir neigiamas (atvirkstinis)
potencialiniai kodai, priklausomai nuo to, kokio tipo tranzistoriai (p—n—p ar n—p-n)
vartojami elektroninése schemose. Teigiamame potencialiniame kode loginiai
vienetai vaizduojami teigiamu potencialu, reikSmingai aukStesniu uz loginio nulio
potenciala, o neigiamame potencialiniame kode loginiai vienetai vaizduojami
neigiamu potencialu, reikSmingai zemesniu uz loginio nulio potenciala.

Impulsinése schemose loginés reikSmés vaizduojamos impulsiniais kodais:
loginiai vienetai vaizduojami teigiamais ar neigiamais elektriniais impulsais (todél
galimi teigiami ir neigiami impulsiniai kodai), o loginiai nuliai — impulsy nebuvimu.
Impulsinio kodo pavyzdys — 21 pav. pavaizduotas i$¢jimo y(t) grafikas. Zinoma,
galima teigiamais impulsais Zymeti loginius vienetus, o neigiamais — loginius nulius
(ar atvirkS¢iai) bei panaudoti impulsines schemas trireikSmés logikos funkcijy

=
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realizavimui. Potencialinés schemos gali biiti panaudotos ir keturiareikSmes logikos
kai kuriy funkcijy vaizdavimui ir atvirkS¢iai: naudojantis keturiareikSme logika galima
apraSyti kai kuriy schemy funkcionavima, atsizvelgiant ne tik | potencialy lygius, bet ir
1 peréjimus nuo vieno lygio prie kito.

MiSriose diskreciose elektroninése schemose gali biti naudojami ir
potencialiniai ir impulsiniai kodai. Tokiose schemose naudojami specialiis blokai —
pertvarkytojai (diferenciatoriai ir integratoriai), pervedantys elektros potencialuose bei
impulsuose uzkoduota loging informacija 1§ potencialinio kodo i impulsini ir i§
impulsinio { potencialini. Pervedimui i§ teigiamo (tiesioginio) kodo i neigiama
(atvirksting) ir atgal vartojami invertoriai, realizuojantys loginio neigimo operacija.

Potencialinés elektroninés schemos, realizuojancios bei vaizduojancios logines
funkcijas gali buti statinés ir dinaminés. Statinése schemose loginiai vienetai
vaizduojami tam tikro pastovaus elektros potencialo lygio buvimu, o dinaminése — tam
tikros pastovios amplitudés auksto daznio svyravimy tame takte, kuriame laiko logikos
funkcija turéty biiti lygi vienetui, buvimu. Tuose laiko taktuose, kuriuose laiko logikos
funkcija turi buti lygi nuliui, minétyjy auksto daznio svyravimy tuomet nebiina.

Naudojantis  diferenciatoriais (diferencijavimo  grandelémis, idealiais
diferenciatoriais, ziur. 1.4. ir 1.11. Sios mokymo priemonés skyrius), logines funkcijas
(tame tarpe ir logines laiko funkcijas), realizuojamas potencialinémis schemomis,
galima diferencijuoti argumenty ir laiko atzvilgiu, gaunant tokiu badu i
potencialinio impulsinj koda (zitir. 21 pav., kuriame virSutiniame grafike pavaizduota
diferencijavimo grandelés i¢jimo trajektorija x(t) potencialiniame kode, o Zzemutiniame
grafike — tos grandelés 18¢jimo trajektorija y(t) impulsiniame kode).

Naudojantis integratoriais (integravimo grandele, idealiu integratoriumi, Ziir.
1.11. skyriy), galima jvykdyti atvirkstini procesa — elektrinius signalus i§ impulsinio
kodo pervesti 1 potencialini.

Isivesime specialy Zymeni dX(t), kuri pavadinsime loginio kintamojo X(t)
diferencialu momentu t ir apibréSime kaip to kintamojo loginés reikSmeés teigiama
pricaugli" momentu t, t.y. formule dX(t)=X(t—-0)AX(t+0). Kitaip tariant,
1, tada ir tik tada, kada X(t—0) A X(t+0) =1,

laikysime, kad dX(t) = o o
0 — visais kitais atvejais.

I3 $io apibrézimo i$plaukia, jog dX(t) = X(t —0) A X(t +0), t. y., jog dX(t) =1

tada ir tik tada, kada kintamojo X(t) reikSmé keiciasi i§ loginio vieneto i logini nulj, ir

dX(t)=0 visais kitais momentais t. Nesunku isitikinti, kad dX(t) ir dX(t)

nesutampa, nes dX(t) tais momentais, kai X(t) kei¢ia savo loging reikSme iS 0 j 1

yra lygus 0, o loginiam vienetui — visais kitais momentais, kai tuo tarpu dX(t)
lygus loginiam vienetui tik tais momentais, kai X(t) kei¢ia savo reikSme iS§ 1 j 0 ir
yra lygus loginiam nuliui visais kitais momentais.

Taip pat nesunku isitikinti, kad d[X;()AXz(t)|<=[X1(HAAX(H)]VIX2()A
AdX; ()] vdX (DA X ()<= X (A X () VX (H)d X (H)vd X (H)d X () ir
d[X;(HvXa(D]< X, dXa(t)v X, dX(H)vdX; (H)dX(t).

[rodysiu pirmaji ekvivalentuma (tautologija):

d[X;(H)AXa (1) ][ X, (t-0)AXo(t-0) V[ X1 (t-0)A X, (t-0)]v[ X, (t-0)A
A X, (0 IAIX (HO)AX(H+0) ] X, (t-0)AXa(t-0)AX (HH0)AX(++0) [V [ X (t-0)A

* Kai kuriose knygose (Zifir., pavyzdziui, [126]) dX ir dX apibréziami atvirk$ciai: dX laikomas lygiu
vienetui, kai X igyja neigiama prieaugli, o d X =1, kai X jgyja teigiama prieauglj.
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A X, (FOAX (HHO)AXA(HH0) IV X, (0)A X, (H0)AX (tHO)AX(t+H0) <[ Xa (DA
/\dX1(t)]\/[X1(t)/\dXz(t)]V[Xm(t)/\dXz(t)]@Xz(t)Xm(t)\/X1(t)dXz(t)\/dX1(t)dX2(t), 1(3t
ir reikéjo jrodyti.

Antrojo ekvivalentumo irodyma palieku pac¢iam skaitytojui, atkreipdamas jo
démesi, kad d[X;(t)vXa(t)]=[ X, (t0)AX, (t-0)]A{[Xi(t+0)A X, (t+0) V[ X, (t+0)A
AXo(tHO) VX (tHO)AX(t0)] -

Kai tenkinama salyga, kad kintamyju X;(t) ir X,(t) reikSmeés vienu ir tuo paciu
momentu t kartu keistis negali, tai gauname, jog dX;(t)AdXs(t)<0, i§ kur iSplaukia
paprastesnés diferencialy d[X;(t)AX(t)] ir d[X;(t)vXa(t)] apskaic¢iavimo formulés.

Pavyzdziui, jei zinoma, kad loginiai kintamieji X;(t), Xy(t) ir X;(t) nei visi trys kartu nei
poromis negali vienu metu keisti savo reikSmiy, tai diferencijuodami potencialing loging funkcija
Y=f(X,, Xp, X5)=X, vX,X;, gautume impulsing loging funkcija dY =X,d(X,X;)v X,X,dX, =
=X, (X,dX; v X5dX,) v (X, v X;3)dX, =(X, v X;)dX, v X, X;dX, v X, X,dX; .

Jei tokio apribojimo nebiity, tai gautume Zymiai sudétingesng impulsinés funkcijos israisSka
dY = X,d(X,X;) v (X, v X3)dX, vdX,d(X,X;) = X, (X;dX, v X,dX; vdX,dX;)v
v (X, vX3)dX, vdX(X,dX;5 v X5dX, vdX,dX;y) = (X, vX3)dX v X XdX, vX X, dX g v
v X5dX,dX, v X,dX,dX; v X,dX,dX; vdX,dX,dX;.

I8 Sios formulés iSplaukia ankstesné formulé kaip dalinis atvejis, kai priimama salyga, kad
loginiy kintamyjy diferencialy sandaugos yra lygios nuliui.

Naudotis salyginai teisingomis formulémis d[X;()AX,()]=X()dX(O)vX(O)dX (t) ir
d[Xl(t)\/Xz(t)]:i1 (t)dXz(t)vi2 (t)dX, (t) reikia apdairiai, kad buty iSvengta klaidy, panaSiy i ta,
kuria dabar pailiustruosiu.

Tarkime, mes diferencijavome loging funkcija F=X,X,vX,X;=X,(X,VvX;),
naudodamiesi ka tik minétomis salyginai teisingomis formulémis.

Diferencijuodami funkcija F formoje F=X,(X, \/X}), gauname dF = X,d(X, vi3)v
v(X, vX;)dX, =X, X,dX, v X,X,dX; v(X, v X;)dX, .

Diferencijuodami ta pacia funkcija F formoje F :iliz v§1§3 , gauname dF=

X X5d(X; X5) v X X5d(XX,) = (X v X)(X5dX v X dXs) vi(X) v X)(X,dX, v X(dX,) =
= (X, X5 vX, X5 vX X, VX X,)dX v X X5dX, v X X,dX s = (XX v X, X v X, X)dX v

v X, X5dX, v X, X,dX;.

Kaip matome, diferencijavimo rezultatai nesutampa, nes X;X; v X,X; vX,X; # X, v X;.

Tokio nesutapimo neturéty biiti ir jo atsiradimas rodo, kad padaryta klaida. Ta klaida surasime,
naudodamiesi besalyginémis formulémis ir tik galutiniame rezultate atmesdami impulsy konjunkcijas.

X, (X, v Xs)]= (X, vX3)dX, vXd(X, v X)X d(X, v Xs) = (X, v X )dX, v
vX, vX,(X;dX, vX,dX; vdX,dX;) vdX, (X,dX, v X,dX; vdX,dX;) = (X, v X;)dX, v
v X, X5dX, v X, X,dX; v X dX,dX; v X5dXdX, v X,dXdX; vdXdX,dX .

Atmetg impulsy konjunkcijas, t. y. priémeg salyga, kad dviejy ar daugiau impulsy atsiradimo
lygiai tuo paciu momentu t tikimybé praktiSkai lygi 0, gauname, jog tokiu atveju
dF = (X, v X3)dX, v X, X3dX, vX;X,dX;. Sis rezultatas sutampa su anksCiau gautu rezultatu
dF:d[i1 (X, v X, )] ir nesutampa su rezultatu gautu, diferencijuojant forma F=X,X, v X,X;,
naudojantis salyginai teisingomis formulémis. Tai reiSkia, jog diferencijuojant forma F =§1§2 v
vX,X; padaryta klaida. Ji atsirado todél, kad démenys X,X, ir X,X; yra priklausomi, dél ko
formulgje  d(X; X, v X, X3)=(X; vX,)dX,X5) v (X, vX)d(X, X,) vd(X,X,)d(X,;X;)  mes
neturéjome teisés iskart atmesti konjunkcija d(iliz )d(§1§3) , kurios ,,dauginamieji* priklauso nuo to
paties kintamojo X,. Juk d(X,X,)d(X;X;)=(X,dX, vX,dX, vdX,dX,) A (X;dX; v X,dX; v
vdX,dX;)=X,X;dX; v X,dX,dX,dX; X, X,dX,dX; v X,dX,dX; v X, X;dX,dX, v X,dX,dX; v
v X,dX,dX, v X,dX,dX; vdX,dX,dX; ir mes, atmesdami konjunkcija d(X,X,)d(X;X;), atmetéme
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ir disjunkcijos nari §1i3dil , kurio atmesti neturéjome teisés. Prijungg ta nari prie anksciau gauto
rezultato (i1§3 szi3 vi2X3)dX1 vi1§3di2 vX1X2d§3, blitume gave teisingg rezultata
dF = (Xli3 szi3 v§2X3 v§1§3 )di1 v§1X3d§2 le§2d§3 = (iz v§3 )dX, v§1X3d§2 v

Y X1§2d§3 , sutampantj su formule dF = d[il (X, vi3 )J.

Sis pavyzdélis ne tik iliustruoja galimas klaidas, kurios gali atsirasti neapdairiai naudojantis
salyginai teisingomis formulémis, bet ir atskleidzia ty klaidy atsiradimo prieZzastis.

Naudodamiesi integratoriais, galime pereiti nuo impulsinio loginiy funkciju ap-
raSymo prie potencialinio. Palieku skaitytojui bandyma sukonstruoti tokio peréjimo
matematinj apraSyma (Zitr., pavyzdziui, [126]) ir pabandyti integruoti impulsing funk-
cija dY=dX, v X,dX, vX,dX, vX,dX, vXdX, v X,dX, vX,dX, vX,dX,, isitiki-
nant, kad Siuo atveju funkcija dY galima integruoti tik dalimis, iSreiSkiant ja kaip
funkcija dY=dF,vdF,, kur F=XX,vXX,X,vXX,, o F=XX,vXX,V
vX,X,vXX,X, (ziir. uzduoti 1.16.328.). Reikia pazyméti, kad kai kurios
impulsinés funkcijos yra absoliuciai integruojamos, kai kurios integruojamos tik
dalimis, o kai kurios — i§ viso neintegruojamos (zitr. [126]).

Antroji grupé poreikiy, kurie paskatino laiko logikos atsiradima ir skatina
tolesni jos vystymasi, yra pacios logikos mokslo, o taip pat filosofijos mokslo,
besistengianciy iSsiaiSkinti laiko savoka ir jos esmines savybes, poreikiai. Kad
laiko savoka néra tokia jau paprasta, kaip galéty atrodyti i§ pirmo zvilgsnio, liudija ir
toks faktas, jog vienas pagrindiniy Niutono ir EinSteino mechaniky skirtumy yra
skirtingas pozitris { laika (zitr. 1.1. skyrelio pradzia).

Minetyjy logikos ir filosofijos bei fizikos moksly poreikiy déka susiformavo ir
vystosi aksiomatinio ir sekvencinio formalizuoto loginio skaiCiavimo sistemy risis,
vadinama laiko logika (kartais — dar ir temporaline bei chronologine logika, o taip
pat dar ir formaligja chronologija), kuria galima laikyti ir tam tikra modalinés
logikos placigja prasme sistemy rasimi (zitr. 1.16.1.5.7. skyrelj).

Sia matematinés logikos $aka atstovauja R. Karnapo (R. Carnap), D. Vudzero
(J. H. Woodger), Z.Mano (Z.Mann), R.Martino (R.M. Martin), J. Hintikos
(J. Hintikka), G. Raito (G. H. Wright), Dz. Findl¢jo (J. N. Findley), A. Pnuelio
(A. Pnuel), A.Praioro (A.N.Prior), A.Zinovievo (A.A.Zinowjew), S. Siraisi
(S. Shiraishi) ir kity logikuy darbai. XX a. paskutiniame ketvirtyje laiko logikos
pradétos taikyti kompiuteriniy programy specifikavimui ir verifikavimui. Tai nauja
laiko logiky taikymo kryptis. Jos aktualumas ypac¢ padidéja, kai buvo pradétos kurti
lygiagretaus programavimo sistemos, kuriose modeliuojant lygiagreciau vykstancius
procesus, modeliuojamo laiko t€ékmé lyg ir ,,iSsiSakojo* ir iSkilo modeliuojamuy procesy
suderinimo ir saveikavimo laike problema. Sioje srityje paminétini E. M. Klarko
(E. M. Clarke), E. A. Emersono (E. A. Emerson), C. Stirlingo (C. Stirling) darbai.

Laiko logika yra palyginti dar jaunas mokslas: pagrindiniai $ios mokslo srities darbai priklauso
antrajai XX a. pusei ir tik R.Karnapo ,,Abriss der Logistic* datuojamas 1929 m. Tode¢l laiko logikos
terminologija dar néra pilnai nusistovéjusi. Pavyzdziui, net tokia savoka kaip ,,anksciau® skirtingi
autoriai traktuoja ne visada vienodai, apibrézdami skirtingomis formulémis. Pazyméj¢ raidémis p, q,
rir t. t. teiginius, kurie priklauso nuo laiko t ir skirtingais laiko momentais gali biti teisingi ar neteisingi,
o santyki, ,,anksCiau“ — raide A, galime gauti tokius Siek tiek skirtingus to santykio implicitinius

def def def

apibrézimus: 1) pAq =(pA—=qQ)A(—=pAq), 2) pAq =(pAr—q)Aq, 3) pAq = pA(—pAq) . SKkirtingai
gali biiti apibréztos ir savokos ,,véliau®, ,,bus®, ,,buvo®ir t. t.

Todél tenka jsivedinéti ir skirti vienas nuo kito grieztus, susilpnintus ir pan. tokiy savoky
apibrézimus.

Pavyzdziui, sakoma, kad nagrinéjamoji sistema buvo biisenoje p (t. y. biisenoje, kada teiginys
p buvo teisingas) grieZtai anks¢iau negu biisenoje g, tada ir tik tada, kai kiekvienas laiko momentas,
kada teiginys p yra teisingas, yra anksciau kiekvieno laiko momento, kada yra teisingas teiginys q.
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Laiko logikos sistemose, kurios remiasi tokiu grieZztu savokos ,,ankséiau“ apibrézimu, biitina skirti
momentinius jvykius nuo jvykiy, laikomy procesais, t. y. nuo jvykiy, turin¢iy ilgesng uz nulj trukme,
nes i§ to, kad procesas jvyko grieztai anksciau uz kita procesa, iSplaukia, jog pirmojo proceso visi
momentiniai ivykiai ivyko grieztai anks¢iau uz antrojo proceso bet kuri momentinj ivyki, o atvirkstinis
teiginys gali bti ir teisingas ir neteisingas: i§ kai kuriy jvykiy jvykimo grieztai anks¢iau ne bitinai
iSplaukia atitinkamy procesy ivykimas grieztai anksc¢iau.

Gana daznai naudojamasi ir susilpninta (silpngja) santykio ,,anks¢iau“ savoka: laikoma, jog
p buvo silpnai ankséiau uz q tada ir tik tada, kada egzistuoja tokie du skirtingi laiko momentai t, ir t,,
jog momentui t;, kuris laikomas ankstesniu uz momenta t,, bidinga kad p yra teisingas teiginys, o
momentui t,, kuris laikomas vélesniu, budinga tai, kad yra teisingas teiginys q. Toks (susilpnintas)
savokos ,,anks¢iau“ apibréZimas vienodai tinka visiems atvejams: ir kai kintamieji p ir q ir
momentinés laiko funkcijos, aprasandios momentinius jvykius, ir kai kintamieji p ir q -
intervalinés laiko funkcijos, aprasancios procesus, turincius ilgesng uz nulj trukme.

Laiko logikoje konstruojamos ir nagrinéjamos ivairios formalios loginés
sistemos, Siek tiek besiskirian¢ios viena nuo kitos savo pagrindiniy savoku
(,,anks€iau®, ,véliau®“, ,buvo®, ,yra“, ,bus“, ,visada buvo®, ,visada bus“ ir t.t.)
apibrézimais, o taip pat tuo, ar laikas jose kinta tolydziai ar diskreCiai, ar jose
nagrinéjami procesai turi pradzia ir pabaiga, ar, atvirk$ciai, — egzistuoja procesai,
neturintys pradzios ar/ir pabaigos, ar laikas slenka ,tiesiskai®, ar ,,Sakojasi“. Egzistuoja
laiko logikos sistemos, kuriose laikas néra metrizuotas, taciau yra sukonstruotos ir
tokios sistemos, kuriose laikas laikomas kiekybine kategorija ir yra matuojamas,
naudojantis tam tikromis taisyklémis ir laiko matavimo vienetais bei atskaitos taskais —
atitinkamomis datomis. Yra sukurta jau nemazai aksiomatiniy laiko logikos sistemy ir
jau bandoma jas stratifikuoti, imant pagrindu kokia tai minimalig sistemg ir po to ja
papildant naujomis aksiomomis, iSreiSkian¢iomis galimas papildomas laiko savybes, 1
kurias nebuvo atsizvelgta minimalioje sistemoje.

Pateiksiu keleta laiko logikos sistemy pavyzdziy.

1955 m. A. Praioras, bandydamas rekonstruoti megariec¢io Diodoro (zidr. 1.16.1.5.5.2. skyrelj
apie Megaro mokykla) pozidirj | tokias modalinés logikos savokas kaip galimybé ir butinybé,
sukonstravo taip vadinama F logikos sistem3, turinia du biisimojo laiko operatorius F ir G. Tos
sistemos pagrinda sudaré 1.16.1.5.2. skyrelyje aprasytasis klasikinis teiginiy skaifiavimas su savo
aksiomomis ir i§vedimo taisyklémis bei dvi papildomos aksiomos ir dvi papildomos i§vedimo taisyklés,
apibrézianCios jau minétuosius modalinius operatorius F ir G. Kadangi A. Praioro 1957 m.
sukonstruotoji laiko logikos sistema buvo pirmoji laiko logikos sistema, tai priimta A. Praiorg laikyti
laiko logiky kiirimo pradininku. Pazymétina, jog A. Praioro darbas ,,Past, Present and Future®, pasirodgs
1967 m., davé pradzig ir taip vadinamoms hibridinéms logikoms, apie kurias pakalbésime 1.16.1.5.7.
skyrelyje.

Operatorius F — tai silpnasis biisimojo laiko operatorius. Paveik¢ juo teigini p, gauname
teigini Fp, reiskiant], jog ateityje bus toks atvejis (tokia situacija), kad teiginys p bus teisingas teiginys.
Operatorius G vadinamas stipriuoju biisimojo laiko operatoriumi. Paveik¢ juo teigini p, gauname
teigini Gp, reiSkianti, kad teiginys p ateityje bus teisingas visuomet. Operatoriy G galima isSreiksti per

def
operatoriy F: Gp = —F—p, nes teiginys Gp, teigiantis, jog teiginys p visuomet bus teisingas, reiskia ta
pati, ka ir teiginys —F—p, teigiantis, jog nebus taip, kad teiginys —p biity teisingas. I§ §io apibrézimo be
kita ko i$plaukia, jog F logikos teiginiai gali turéti tik dvi logines reikSmes ir todél joms gali biti
taikomas klasikinio teiginiy skai¢iavimo matematinis aparatas — jo aksiomos ir i§vedimo taisyklés bei i$
ju iSplaukiancios klasikinio teiginiy skai¢iavimo teoremos. Operatoriy F ir G, kuriy nebuvo klasikiniame
teiginiy skaic¢iavime, savybes apraSo jau minétosios dvi papildomos aksiomos

Al. +FF(pvq)<FpVvEq,

A2. +FFFpoFp
ir dvi papildomos isvedimo taisyklés R1. FA—>FGA ir R2. H(A&B)—>HFA<FB), kur A ir B — kokios
nors teiginiy skai¢iavimo bei F logikos formulés, zenklelis ,+ — formulés isvedamumo F logikoje
zenklelis, zenklelis ,,v* — disjunkcijos Zenklas, ,,o° — materialiosios implikacijos Zenklas, zenklelis ,,<&
— ekvivalentumo zenklas, reiskiantis, jog A<B ekvivalentu (ASB)A(BDA), o zenklelis ,,— ¢ia reiskia

? ?
»logiskai iSplaukia“. Taisykles R1. ir R2. galiama uzraSyti ir formoje: R1. A , R2. (A<= B) .
2(FA < FB)

7GA
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Sios formulés reidkia, jog i§ ,skaitikliuose” pateikty formuliy teisingumo logiskai iSplaukia
,vardikliuose* pateikty formuliy teisingumas.

Jau minétasis Diodoras galimu laiké tai, kas gali buti teisinga dabar ar ateityje, negalimu tai,
kas néra teisinga dabar ir niekada negalés biti teisinga, o butinu tai, kas yra teisinga dabar ir ateityje bus
visada teisinga. Todél Diodoro suformuluoti galimybés ¢ ir batinybés h apibrézimai, naudojantis F

def def
logikos kalba, gali buti iSreiksti taip: Op =pv Fp, hp =pAGp, kur ,,0¢ ir ,h* — galimybés ir
biitinybés modaliniai operatoriai.

A. Praioras jrodé¢, kad aletiné sistema, kuri gaunama papildzius F logika Cia ka tik pateiktais
galimybés ir bitinybés operatoriy apibrézimais, formaliai aprasanciais Diodoro apibrézimus, yra
stipresné uz Ljuiso modalinés logikos sistema S4, taciau Siek tiek silpnesné uz sistema S5 (apie tas
sistemas mes dar kalbésime 1.16.1.5.7. skyrelyje). Todél teoremos, kurios iSvedamos sistemoje S4, yra
iSvedamos ir F logikoje, papildytoje minétais galimybés ir biitinybés apibrézimais.

Analogiskai, kaip buvo sukonstruota F logika, skirta ateities {vykiy formalizuotam aprasymui
bei analizei, galima sukonstruoti ir taip vadinamaja P logika su jos operatoriais P ir H, reiskianciai
silpnaja ir stipriagja praeitj, kur Pp reiskia teiginj, jog praeityje buvo atvejis, kada p buvo teisingas
teiginys, o Hp — teigini, jog teiginys p praeityje visada buvo teisingas. Operatorius H gali biiti iSreikstas

def
per operatoriy P: Hp = —P—p . Kaip matome, P logika yra simetriska F logikai.

P logikos iSvedimo aparatas gaunamas analogiSkai, kaip ir F logikos iSvedimo aparatas,
klasikinio teiginiy skaiiavimo i§vedimo aparata (aksiomas ir iSvedimo taisykles) papildzius
aksiomomis

Al. +FP(pvq)<PpVvPq,

A2. +PPpoPp
bei iSvedimo taisyklémis R1. FA—>FHA ir R2. H(A=B)—>HPA<PB).

Sujungus F logika ir P logika bei naudojantis Zyméjimu p, reiskianciu teiginio p teisingumo
reik§me dabar, t.y. tuo momentu, nuo kurio skai¢iuojama praeitis ir ateitis, galima sukonstruoti
apibendrinta laiko logikes sistema ir tokius apibendrintus galimybés ir biitinybés modaliniy
operatoriy ¢ ir h apibréZimus:

def

Op = PpvpVvEp,

def

hp = HpApAGp.

Metrizuotos laiko logikos sistemos pavyzdziu paimsime sistema P4, kuria jau minétasis
A. Praioras sukonstravo 1957 m.

Toje sistemoje ateities operatorius F yra jau dviargumentis: jis priklauso nuo argumento,
vaizduojancio laiko intervalo trukmg ir Zymimo m, n ir t. t. (tame tarpe ir 0, kai ta trukmé lygi 0), ir nuo
antrojo argumento — teiginio (Zymimo raidémis p, q ir t. t. elementaraus teiginio bei i$ juy ir klasikinés
logikos operatoriy sudarytos taisyklingos loginés formulés, reiskiancios sudétinga teigini). Pavyzdziui,
teiginys Fnp reiskia teiginj, kad praéjus n laiko vienety nuo momento, reiskiancio dabartj, teiginys p bus
teisingas, o teiginys FO—p reiskia, kad teiginys p yra neteisingas dabar.

Sios loginés sistemos i§vedimo aparato pagrinda sudaro:

1) klasikinio predikaty skaiciavimo aksiomos (zitr. 1.16.1.5.4. skyrel});

2) Sesios papildomos aksiomos, apibréziancios operatoriaus F savybes:

Al. FFn—p>—Fnp,
A2. —FnpoFn—p,
A3. +FFn(p>q)>(FnpoFnq),
A4. +FOpop,
AS. FFmFnpoF(m+n)p,
A6. FFm(3n)Fnp>(3In)FmFnp;
3) penkios iSvedimo taisyklés (zidir. 1.16.1.5.4. skyrelj):
a) superpozicijos,
b) atskyrimo (modus ponens),
¢) bendrumo kvantoriaus jvedimo,
d) egzistavimo kvantoriaus ivedimo,
7A

e) FA—>FFnA,t.y. oA
?Fn
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A. Praioras parodé, kad §i loginé sistema yra modaliné sistema ir, kad, papildomai priémus
def def
modalumo operatoriy ¢ ir h apibréZimus ¢p = InFnp ir hp = VnFnp, gaunama sistema, kurioje yra

iSvedamos visos modalinés Ljuiso sistemos S4 teoremos (zitir. 1.16.1.5.7. skyrelj).

Pakeitus operatorius F operatoriais P i§ Cia apraSytos metrizuotos biisimojo laiko loginés
sistemos galima gauti jai simetriSka metrizuota praéjusiojo laiko logine sistema, kurioje, jvedus
atitinkamus operatoriy ¢ ir h apibrézimus, galima i$vesti bet kuria Ljuiso modalinés sistemos S4
teorema.

Metrizuotos laiko logikos sistemos kalboje, kurioje figliruoja duargumentiniai operatoriai F ir
P, galima apibrézti ir auks$¢iau nagrinétos nemetrizuotos laiko logikos vienaargumentinius operatorius F

def def
ir P: Fp = dnFnp, Pp = InPnp. Teigini ,,Nebus ne p*, t.y. teigini —F—p, metrizuotos laiko logikos
kalboje galima apraSyti formule ,,—3InFn—p*, kuri, kaip tai iSplaukia i§ metrizuotos laiko logikos
aksiomy, yra ekvivalenti formulei ,,—3In—Fnp“, o $i — savo ruoztu, kaip tai iSplaukia i§ teoremy apie
kvantorius, yra ekvivalenti formulei ,,VnFnp®.

Kaip pratima, reikalaujanti tam tikro isigilinimo i ¢ia pateikty apibrézimy esmg, sitily¢iau
skaitytojui pabandyti nustatyti, kuo skiriasi galimybés ir biitinybés modaliniy operatoriy ¢ ir h
apibrézimai nemetrizuotoje ir metrizuotoje laiko logikoje, o taip pat iSsiaiSkinti, ar apibrézimuose

def def
Fp = InFnp ir Pp = InPnp laiko intervalo n trukmé gali bati lygi nuliui.
Cia apra$ytos metrizuotos laiko logikos sistemos nebuvo priristos prie kokios nors konkregios
datos: laiko intervaly trukmés m, n ir t. t. jose matuojamos nuo ,,dabartinio momento®, kuris gali bati bet
kuriuo i§ anksto nefiksuotu momentu, t. y. ,,nepriri$tu prie kokios nors konkrecios datos.
Laiko logikos sistemos, kurioje nurodomos jvykiy jvykimo (ar procesuy stebéjimo) datos t,
pavyzdZiu gali biti sistema P5. Sioje sistemoje kintamujy t, t', t” ir t. t., reiskianéiy datas, reik§meés
gali biti ir teigiami ir neigiami skai€iai, o teiginys ,,momentu, kurio data yra t, teiginys p yra teisingas“
sutrumpintai Zymimas Utp. Santrumpa ,,Utp* galima skaityti ir kaip ,,p momentu t*.
Sistemos P5 i§vedimo aparato pagrinda sudaro:
1) klasikinio predikaty skaiciavimo aksiomos;
2) penkios papildomos aksiomos, apibréziancios operatoriy Ut:
Al. FUt—p>—Utp,
A2. F—UtpoUt—p,
A3. +Ut(poq)>(UtpoUtq),
A4. +VtUtpop,
AS. FUt'UtpoUtp;

3) iSvedimo taisyklés:
a) superpozicijos,
b) atskyrimo (modus ponens),
¢) bendrumo kvantoriaus ivedimo,
d) egzistavimo kvantoriaus ivedimo,

7A
e) .
UtA

def def

Papildzius sistemos P5 isvedimo aparata apibrézimais Op = JtUtp ir hp = VtUtp, gaunama
modalinés logikos sistema, kurioje iSvedamos visos tos teoremos, kurios iSvedamos Ljuiso modalinés
logikos sistemoje S4.

Lygindami sistemos P5 aksioma FUt'UtpoUtp su anks€iau nagrinétosios sistemos P4 aksioma
FFmFnpoF(m+n)p, matome, kad sistemos P4 ir P5 skiriasi ne tik tuo, kad operatorius Ut su teigiamomis
ir neigiamomis kintamojo t reikSmémis gali vaidinti operatoriy Fn ir Pn vaidmenj, bet ir laiko
skai¢iavimo taisyklémis: pakartotinai naudojantis operatoriais Fn ir Pn, laiko intervaly trukmés
sumuojasi, o pakartotinai naudojantis operatoriumi Ut — nesisumuoja. Kitaip tariant, sistemoje Ps ivykio
p ivykimo data t, budama fiksuota, iSlieka ta pati, t. y. nepriklauso nuo datos t', kuomet nagrin¢jamas
teiginys Upt. Pavyzdziui, teiginys, i$sakytas 2000-siais metais, kad ,,Lietuva bus priimta i ES po 4
mety“, priklauso teiginiy Fnp tipui, o teiginys ,,Lietuva bus priimta i ES 2004-aisiais metais“ — teiginiy
Utp tipui. Pirmuoju atveju svarbu, kada buvo i§sakytas teiginys Fnp, o antruoju — nesvarbu, nes teiginio
Utp teisingumas (o kartu ir teiginio Ut'Utp teisingumas) nepriklauso nuo datos t', kada iSsakytas tas
teiginys, teigiantis, jog jvykimo data yra t.
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