ISvedamoje formuléje ir jos iSvedime, pasinaudosime jau ank$¢iau minétu
sutrumpintu bet kokios i§vedamos formulés zymeniu — simboliu $R. Gausime:

1. FA>(B—A) {A.L.l};

2. FR>(A-R) S8

3. FA>R {MP: (X, 2)}.

ISvestaja formule FA— R pavadinsime Ketvirtaja teiginiy skai¢iavimo teorema.
Ja sutrumpintai zymésime T4, arba TST4.

ISvedus pakankamai daug teoremy, galima irodyti, jog nagrinéjamos sistemos
aksiomomis aprasytos loginés jungtys ,A“, ,,v¥, ,,—, ,,—“ sutampa su mums jau
iprastomis konjunkcijos, disjunkcijos, implikacijos ir neigimo operacijomis. Tai
padaryta, pavyzdZziui, jau minétoje knygel¢je [53].

Ten pat jrodyta ir tai, kad nagrin¢jamoji aksiomatin¢ teiginiy skai¢iavimo
sistema yra neformaliai (substancionaliai) pilna®, nes toje sistemoje gali bilti i§vestos
visos tapaciai teisingos teiginiy algebros formulés.

Nagrin¢jamoji aksiomatin¢ sistema yra ne tik substancionaliai (kontensyviai),
bet ir formaliai pilna®, nes prie duotyjy 11 aksiomy nejmanoma prijungti né vienos
sudarytos taikant tik logines jungtis ,,—, ,A“, ,,v* ir ,,—%, tafiau neiSvedamos i$§
ty aksiomy formulés kaip papildomos — dvyliktosios — aksiomos, nepaverciant tos
naujos — iSpléstos — aksiomatinés sistemos formaliai prieStaringa.

Pazymeésiu, jog ne visos substancionaliai pilnos sistemos yra ir formaliai
pilnos. Pavyzdziui, aksiomatiné predikaty skaifiavimo sistema, kuria neuzilgo
nagrinésime Siame skyrelyje, kaip irodyta [54, 251], yra substancionaliai pilna, taciau
néra formaliai pilna, nes predikaty skai¢iavimo aksiomy sistema galima papildyti
neiSvedama i§ turimy aksiomy predikatine formule, nepaverciant aksiomatine
predikaty skaiciavimo sistema formaliai prieStaringa. Tokioje iSpléstoje sistemoje
iSvedamos ne tik visos tapaciai teisingos formulés, bet ir kai kurios formulés, kurios
néra visada tapaciai teisingos, bet yra teisingos tam tikroje srityje (pavyzdziui, srityje,
kurioje egzistuoja tik vienas objektas).

Pazymésime taip pat, kad nors miisy nagrin¢jamoje aksiomatinéje teiginiy
skai¢iavimo sistemoje galima iSvesti be galo daug tapaciai teisingy teiginiy
skai¢iavimo formuliy, taciau iSvedamos formulés sudaro tik labai nedidele¢ dalj
visy teiginiy algebros formuliy, kurias galima sudaryti, naudojantis loginémis

3

jungtimis ,,A“, V¢, > ir "

Tai labai nesunku jrodyti, jei prisiminsime, kad tarp 2?"  funkcionaliai
skirtingy teiginiy algebros funkcijy, turinc¢iy n argumenty, tik viena funkcija yra
tapaciai lygi 1. Visos teiginiy skaiiavime iSvedamos formulés, biidamos tapaciai
lygios 1, yra funkcionaliai ekvivalendios ir skiriasi viena nuo Kkitos tik savo
struktiira. Taciau tos struktiiros, biidamos neizomorfiskomis, vis dél to yra ne bet
kokios, o tokios, kad uztikrina iSvedamoms formuléms absoliuty teisinguma: esant bet
kokioms i tas formules ijeinanciy elementariy teiginiy reikSméms, tos formulés islieka
teisingos, t. y. jos yra tapaciai lygios loginiam vienetui.

Kitaip tariant, iSvedamos teiginiy skai¢iavime formulés yra (panasiai kaip ir
anksCiau nagrinétieji silogizmai) tam tikros teisingo mastymo formulés, t.y.
tokios fakty ir elementariy teiginiy apie juos jungimo loginémis jungtimis
konstrukcijos, kurios visada iSlieka logiSkai teisingomis, nepriklausomai nuo to,

* Formaliy teorijy formalaus ir neformalaus pilnumo apibréZimus ir pavyzdzius galima rasti Siy
eiluiy autoriaus knygelése [53, 54, 55, 56, 65]. Ten pateikti ir atitinkamy metateoremy jrodymai.
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kokie tie faktai bebity. Jos yra teisingos dél to, kad turi tokia struktira, kuri
uztikrina formulés teisinguma, nepriklausantj nuo formulés semantinio turinio,
kuri galétume jai suteikti, ta formulg interpretuodami.

Ta pati galima pasakyti ir apie iSvedamas predikaty skaiiavimo formules,
kurias dar nagrinésime 1.16.1.5.4. skyrelyje.

Todé¢l 1 teiginiy ir predikaty skaiiavimo sistemas galima ziaréti kaip |
formalias dedukcines sistemas, skirtas teisingo mastymo tapaciai teisingy
formuliy gamybai, kaip j dirbtinio intelekto sudéting dalj, leidZiancia formalizuoti
ir algoritmizuoti, o po to — ir kompiuterizuoti dedukcinio mgstymo procesus.

Tai ir yra viena i§ priezasCiy, d¢l ko mes gana detaliai nagrin¢jame tokias
sistemas sistemotyros kurse, nors ir neskirdami joms tiek démesio, koks joms yra
skiriamas specialiuose matematinés logikos kursuose.

Reikia pazyméti, jog klasikiniuose matematinés logikos kursuose teiginiy ir
predikaty skai¢iavima nagrinéja ne tik ir ne tiek dél ¢ia ka tik iSvardinty priezasciy,
t.y. ne tik ir ne tiek kaip viena i§ intelekto formalizavimo ir automatizavimo
priemoniy, o ir kaip matematikos pagrindy ir, bendrai, metamatematikos sudétine
dalj, apie ka mes cia dar pakalbésime, baigdami formaliyju dedukciniy sistemu
apzvalga.

Nagriné¢jamoji aksiomatin¢ teiginiy skaiciavimo sistema néra vienintel¢ galima.
Dar vienoje Siy eiluciy autoriaus knygeléje [81] nagrinéjamos kitos aksiomatinés
teiginiy skaiciavimo sistemos, pavadintos knygu, kuriose tos sistemos buvo aprasytos,
autoriy vardais: Klini sistema, besiskirianti nuo ¢ia nagrinétos tik kai kuriy aksiomy
struktira; Hilberto — Akermano sistema, kurioje naudojamos tik dvi loginés jungtys
LV ir = ir kurioje dél to yra tik 4 aksiomos; Rosero sistema, kurioje naudojamos
loginés jungtys ,,A“ ir ,,—* ir yra tik trys aksiomos; Niko (Nikoda) sistema, kurioje
naudojama tik viena loginé jungtis ,./ (Seferio $trichas) ir kurioje todél yra tik viena
aksioma, bei eilé kity sistemy (Frege, Mendelsono, Cior¢o, Ceredito ir t. t.). Ju tarpe
paminétina ir lenky logiko Lukasievi¢iaus sistema, kuri iSsiskiria i§ kity naudojama
formalia matematinés logikos kalba (ir simbolika, ir sintakse). Lukasieviciaus
sistemoje loginés operacijos zymimos didziosiomis raidémis (K — konjunkcija, D —
disjunkcija, N — neigimas, C — implikacija) ir tie zymé&jimai vartojami kaip loginiai
operatoriai, kurie raSomi prie§ savo operandus — elementarius teiginius, Zymimus
mazosiomis lotyniskomis raidémis ir raSomus be skliausteliy. Pavyzdziui, aksioma,
kuria mes buvome pazyméje A.L1, Lukasievi¢iaus sistemoje atrodyty +CpCqp. Si
formulé reiskia, jog implikacija, kuria vaizduoja pirmoji C, sudaro du operandai:
1) elementarus teiginys p ir 2)implikacija, Zymima antragja C, jungiancia savo
operandus — elementarius teiginius q ir p. Aksioma, pazyméta A.l.2, Lukasieviciaus
sistemoje buty uzraSyta formule FCCpCqrCCpqCpr, aksioma A.Il.1 — formule
FCKpgp, aksioma A.I.2 - formule +CKpqq, o aksioma A.Il.3 — formule
FCCpqCCprCpKaqr ir t. t. Kaip matome, naudojama formuliy uzraSymo sintaksé tikrai
leidzia nesinaudoti skliausteliais, kas yra patogu kompiuterizuojant simbolines
algebrines sistemas, priklausancias tiek loginei, tiek kiekybinei algebrai. Juk $ia
formuliy formavimo sintaksg¢ galima perkelti i$ teiginiy algebros i aritmetika ir 1
skaiCiy algebra. Pavyzdziui, formule [(a—b-c):(c-d+a-b)]-(c—d) buty galima uzraSyti be
skliausteliy kaip formulg -:—a-bc+-cd-ab—cd. Sutikes tokia formule ir perskaites pirmaji
jos simboli — daugybos zenkla ,,-*“, kompiuteris pasiruosty daugybai ir pradéty ieskoti
tos daugybos operanduy. Perskaites antraji jos simbolj — dalybos Zenkla ,,:*“, kompiuteris
nuspresty, jog pirmaji daugybos operanda jis galéty gauti, ivykdes dalybos operacija.
Todél jis pradéty ieSkoti pirmojo dalybos operacijos operando. Perskaitgs treciaji
formulés simbolj — atimties zenkla ,,—, kompiuteris nusprgsty, jog pirmaji dalybos
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operanda jis gauty, ivykdegs atimties operacija. Todel jis pradéty ieskoti atimties
operacijos operandy. Perskaites ketvirtaji simbolj — raide ,,a“, kompiuteris nuspresty,
jog pirmasis atimties operacijos operandas yra ,,a“, ir pradéty ieskoti antrojo tos
operacijos operando. Perskaites penktaji simboli — daugybos Zenkla ,,-“, kompiuteris
nuspresty, jog antraji atimties operanda jis gauty, ivykdes daugybos operacija, ir todél
pradéty ieSkoti tos operacijos operanduy. Perskaites Sestaji simboli — raide ,,b®,
kompiuteris nuspresty, jog pirmasis Sios daugybos operacijos operandas yra ,,b* ir
pradéty ieskoti antrojo tos operacijos operando. Perskaitgs septintaji simboli — raide
,»C*, kompiuteris nuspresty, kad antrasis daugybos operandas yra ,,c* ir ivykdyty
daugybos operacija, t.y. gauty antraji atimties operacijos operanda. Turédamas abu
atimties operandus, kompiuteris jvykdyty atimti ir gauty pirmaji dalybos operanda.
Surades pirmaji dalybos operanda, kompiuteris pradéty ieskoti antrojo tos operacijos
operando, t. y. perskaityty astuntaji duotosios formulés simboli — sudéties zenkla ,,+*,
i$ ko nuspresty, jog antrasis dalybos operandas yra suma. Todél jis pradéty ieskoti
pirmojo sudéties operacijos operando. Perskaitgs devintaji formulés simboli —
daugybos zenkla ,,-“, kompiuteris nuspresty, jog pirmasis sudéties operacijos
operandas yra sandauga. Todél jis pradéty ieSkoti pirmojo daugybos operacijos
operando ir perskaityty deSimtaji duotosios formulés simboli — raide ,,c*“. Surades
pirmaji daugybos operacijos operanda, kompiuteris pradéty ieskoti antrojo operando ir
perskaityty vienuoliktaji simboli — raide ,,d*“. Ivykdes daugybos operacija c-d,
kompiuteris gauty pirmaji sudéties operacijos operanda ir pradéty ieskoti antrojo.
Perskaites dvyliktaji simboli — daugybos Zenkla ,,-*“, kompiuteris nuspresty, jog antrasis
sudéties operandas yra sandauga, ir pradéty ieskoti daugybos operacijos operanduy.
Perskaites tryliktaji duotosios formulés simbolj — raidg ,,a“, kompiuteris nuspresty, jog
,»a' yra pirmasis sandaugos operandas, ir pradéty ieskoti antrojo. Perskaites
keturioliktaji simboli, kompiuteris surasty raide ,,b“ ir jvykdytu daugybos operacija
a-b, gaudamas antraji sudéties operacijos operanda. [vykdes sudéties operacija cd+ab,
kompiuteris galy gale gauty antraji dalybos operacijos operanda ir galéty ivykdyti $ia
operacija. [vykdes dalybos operacija (a—bc):(cd+ab), kompiuteris gauty pirmaji
daugybos operacijos operanda ir pradéty ieskoti antrojo jos operando. Perskaitgs
penkioliktaji duotosios formulés simboli — atimties operacijos Zenkla ,,—, kompiuteris
nusprgsty, jog antrasis daugybos operacijos operandas yra atimties operacijos
rezultatas, ir pradéty ieskoti pirmojo atimties operacijos operando. Perskaitgs
SeSioliktaji simboli — raidg ,,c*, kompiuteris nuspresty, jog ,.c“ — pirmasis atimties
operacijos operandas, ir pradéty ieskoti antrojo. Perskaites septynioliktaji duotosios
formulés simboli — raide ,,d“, kompiuteris nuspresty, jog ,,d“ — antrasis atimties
operacijos operandas, ir jvykdyty operacija, gaudamas skirtuma c—d — antraji daugybos
operacijos operanda. [vykdes daugybos operacija, kompiuteris jvykdyty paskuting
duotojoje formuléje uzrasyta operacija (sintaksiskai ji buvo pirmoji) ir gauty galutini
rezultata [(a—bc):(cd+ab)](c—d).

Taigi, Lukasievic¢ius beskliaustelinéje notacijoje uzraSytos formulés, nors ir
atrodo miisy akiai, pripratusiai prie kitoniskos notacijos, gana nejprastai, yra gana
patogios, kai ju reikSmes reikia apskaiCiuoti kompiuteriu, nes tose formulése
nuosekliai uzrasyty simboliy seka vaizduoja nuosekly informacijos kaupimo (apimant
ir informacijos apdorojima) kompiuteryje algoritma, kurio veikimo gale,
»hesokinéjant formule (pirmyn — atgal — ir vél pirmyn), gaunamas reikiamas
rezultatas.

Visos iki Siol ¢ia iSvardintos aksiomatinés teiginiy skaiCiavimo sistemos
priklauso taip vadinamy klasikinés logikos formaliy dedukciniy sistemy grupei.
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Yra dar ir kita jdomi grupé — neklasikiniy logiky grupé. Susipazinimui su
tokiomis logiSkomis Sioje mokymo priemonéje iSskirtas specialus — 1.16.1.5.6. —
skyrelis. Cia, norédamas parodyti, jog, Siek tiek pakeite aksiomy sistema, Zinomas
logines jungtis galime implicitiSkai apibrézti jau visai Kkitaip negu jprasta
klasikinése logikose, paminésiu tik viena neklasikiniy logiky grupe. Ta grupé —
intuicionistinés logikos sistemu grupé. Ji, bidama formaliy dedukciniy sistemy grupe,
skiriasi nuo klasikinés logikos formaliy sistemy visy pirma tuo, kad intuicionistinése
formaliose sistemose negali biiti iSvestos formulés FAv—A ir F=—A—A.

Si intuicionistiniy sistemy savybé néra nepakankamo ty sistemy pilnumo
iSdava, o specialaus aksiomy sistemos parinkimo rezultatas, nes intuicionistinés
logikos pradininkai, suabejoj¢ formuliy Av—A ir ——A—>A visuotinu teisingumu,
specialiai parinko tokia aksiomy sistema, kad Siy formuliy iSvesti nebtity galima.

Pazymétina, jog intuicionistinés logikos formalios sistemos neturi
interpretacijy logikose, turinciose baigtinj reikSmiy skaiciy, kai tuo tarpu visos
klasikinés logikos sistemos nattraliai interpretuojamos dvireikSméje logikoje. Tai
reiSkia, jog klasikinése formaliose sistemose vartojamos loginés jungtys ,,A%, ,,v*,
»—> 1, /< ir pan. gali buti interpretuojamos kaip tais paciais Zenklais Zymimos
teiginiy algebros operacijos: konjunkcija ,,A%, disjunkcija ,,v*, materialioji implikacija
»—>, loginis neigimas ,,—%, Seferio $trichas .,/ ir pan., t.y. Zenklai ,A“, ,,v*, ,—,
»—y 5/ ir pan. ir klasikinése formaliose sistemose ir teiginiy algebroje, kurios
uZdavinius mes nagrinéjome 1.16.1.1, 1.16.1.2, 1.16.3 ir 1.16.4 skyreliuose, reiskia
ta patj. Tuo tarpu intuicionistinése formaliose sistemose vartojami loginiy jungciy
Zenklai ,,A%, ,,v¥, ,,—%, ,,—* reiSkia visai kg Kkita, ne tik nesutampantj su taip pat
Zymimomis Kklasikinés teiginiy algebros operacijomis, bet ir neturintj jokiy
interpretacijy logikose, turiniose baigtinj loginiy reik§Smiy skaifiy. Tas
intuicionistiniy formaliy sistemy logines jungtis galima interpretuoti tam tikromis
loginémis operacijomis tik logikose, turinciose be galo daug loginiy reikSmiy.

Su viena i§ labiausiai populiariy intuicionistiniy sistemuy skaitytojas gali
susipazinti knygeléje [81], o jei ji sudomino, kaip ir kod¢l atsirado intuicionisting
logika, — knygose [253+255]. Apie intuicionisting logika ir jos kilme¢ bus dar gana
placiai kalbama 1.16.1.5.5.6. skyrelyje.

Klasikini teiginiy skaiCiavima tam tikra prasme galima buty laikyti
intuicionistinio teiginiy skaifiavimo plétiniu, nes visos teoremos, kurios iSvedamos
intuicionistinéje logikoje, yra iSvedamos ir klasikinéje logikoje, o Salia to klasikinése
logikose i§vedama eilé teoremuy, tokiy kaip FAv—A, F——A—A ir pan., kurios néra
iSvedamos intuicionistinéje logikoje, taciau, kaip jau buvo pazyméta, abu tie
skai¢iavimai turi visiSkai skirtingas interpretacijas.

Ir intuicionistinj, ir klasikinj teiginiy skaic¢iavimus galima laikyti skirtingais
minimalaus Johansono—Kolmogorovo teiginiy skaifiavimo plétiniais. Apie
minimaly teiginiy skaic¢iavima skaitytojas gali pasiskaityti Siy eilu¢iy autoriaus
knygeléje [81], o taip pat JAV logiko A. Cioréo (A. Church) knygoje ,.Introduction to
Mathematical Logic* [256] (yra vertimas i rusy kalba ,,BBenenue B MareMaTH4eCKyIO
noruky“), kur gana sistematizuotai apzvelgiamos jvairios loginés sistemos.

1.16.1.5.3. Natdraliosios dedukcijos sistemos

Formalios dedukcinés loginés sistemos (ir klasikinés, ir intuicionistinés) gali
biti konstruojamos ne tik kaip aksiomatingés, bet ir kaip taip vadinamos natiiraliosios
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dedukcijos sistemos, kuriose i$ viso néra aksiomy, o tik iSvedimo taisyklés. Tokios
sistemos pirma karta buvo aprasytos 1934 m. Jas nepriklausomai vienas nuo kito
pasitle lenky logikas S. Jaskovskis ir vokieciy logikas G. Gentzenas.

Knygeléje [81] aprasyta viena tokiy sistemuy, kurios autoriai yra lenky logikai
Slupeckis ir Borkovskis. Toje pat knygeléje irodyta, jog Slupeckio ir Borkovskio
natiiraliosios dedukcijos sistema tik savo forma skiriasi nuo miisy anks¢iau
nagrinétosios aksiomatinés teiginiy skaifiavimo sistemos ir yra ekvivalenti
pastarajai: kiekviena teorema, kuri yra iSvedama klasikinéje aksiomatingje teiginiy
skaiiavimo sistemoje, yra iSvedama ir naturaliosios dedukcijos Slupeckio ir
Borkovskio sistemoje, ir atvirksc¢iai — kiekviena teorema, kuri yra iSvedama Slupeckio
ir Borkovskio sistemoje, yra iSvedama ir klasikinése aksiomatinése teiginiy
skai¢iavimo sistemose.

Intarpo 2 { 1300 p. tesinys 5

Prie naturaliosios dedukcijos sistemy priskiriamos ir sistemos, kurios vartoja
G. Gentzeno pasiiilytaji sekvencijy aparata.

Sekvencija vadinama loginiy formuliy eiluté 2y, 2, ..., Ay AHBy, By, ..,
B1, B, kurioje formulés Ay, Ay, ..., A, A, vadinamos sekvencijos priesakinémis

formulémis, arba jos antecedentu, o formulés B4, B,, ..., B, By, — uzpakalinémis
formulémis, arba sekvencijos sukcedentu.

Uzrasas Ay, Ay, ...y Wy, U-By, By, .., By, By, reiskia formule (teorema)
FQRUA oA A A)—>(B v EB,v.. . viB)).

Skai¢iai n ir m sekvencijoje gali turéti bet kokias sveikas neneigiamas
reikSmes, tame tarpe gali biti lygts ir 0.

Kai n=0, t.y., kai sekvencijos antecendentas yra tusias, tai gauname
sekvencija FB;, B, ..., B, 1, B, reiskiancia besalyginai iSvedama (ir todél tapadiai
teisinga) formule BvB,v..v B,

Kai m=0, t. y., kai sekvencijos sukcedentas yra tuscias, tai gauname sekvencija
Ay, Wsy, oo, Wy, Ak, reiskiancia formule A AULA...A Uk, kurig reikia interpretuoti
kaip priestaringy (nesuderinamy) prielaidy konjunkcija.

Kai n=0 ir m=0, gauname ,,tus¢ia sekvencija‘“, reiskiancia, jog nagrinéjamoje
sistemoje be jokiy papildomy prielaidy gaunamas prieStaravimas, kitaip tariant, jei
kokioje nors sistemoje galima iSvesti tuscia sekvencija, tai tokia sistema yra
vidiniai prieStaringa.

Naudojantis sekvencijy metodu, formulés iSvedamos panasiai kaip ir Slupeckio
ir Borkovskio natiiraliosios dedukcijos sistemoje, t. y. naudojantis formuliy iSvedimo
taisyklémis, panasiomis | mums jau zinoma modus ponens. ISvedimo taisyklés
pateikiamos kaip i§vedimo figtiry schemos, turincios ,,trupmeny* forma.

ISvedimo figiiry schema (IFS) sudaro:

1) sekvencija (arba dvi sekvencijos) — ,,trupmenos® ,,skaitiklis*, vaizduojantis
atitinkamos iSvedimo taisyklés ,,operanda“ (,,operandus®), t.y. formul¢ (formules),
kuriai (kurioms) taikoma ta iSvedimo taisyklé;

2) sekvencija — ,trupmenos® ,,vardiklis“, vaizduojantis atitinkamos i§vedimo
taisyklés taikymo ,skaitiklio® sekvencijai (sekvencijoms) rezultata, t.y. iSvestaja
formulg, iSplaukiancia 1§ formuliy, esanciy ,,trupmenos® ,,skaitiklyje®.

Sekvencijose, ieinanciose i iSvedimo figiiry schemy ,,skaitiklius* ir ,,vardiklius*
vartojamos ne tik didziosios gotiSkos raides A, B, €, D ir t. t, Zyminéios
propozicines formules (sudétingus bei elementarius teiginius), bet ir didziosios
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graikiSkos raidés A, I', ©, Q, A, X, I1 ir t. t., zymincios tokiy formuliy sekas. Tos
sekos gali buti jvairios, tac¢iau vienoje ir toje pacioje IFS vienodos graikiskos raidés
zymi ta pacia propoziciniy formuliy seka. Formuliy sekos gali turéti bet koki formuliy
skaiCiy, gali buti net ir tuscios, nes tos sekos, tai sekos formuliy, kurios iSvedimy
figtiry schemose dalyvauja tik pasyviai, tik savo pasyviu buvimu. Su jomis, pereinant
nuo IFS ,skaitiklio* prie IFS ,,vardiklio* jokiy loginiy operacijy ir jokiy struktiiriniy
pertvarkymy nevyksta, todél toms sekoms priklausanciy formuliy gali ir nebiiti , t. y.
tos sekos gali biiti ir tus¢ios. Gotiskos ir graikiSkos raidés gali buti be indeksy ir su
jais. Formulés ir formuliy sekos sekvencijose atskiriamos viena nuo kitos kableliais, o
sekvencijos, esancios vienoje ,.trupmenoje‘ — kabliataskiais.

Priklausomai nuo to, kokios propozicinés jungtys bus naudojamos
konstruojamoje teiginiy skai¢iavimo sistemoje, gali biiti sukurtos ivairiy iSvedimo
taisykliy — i§vedimo figliry schemy — sistemos, panasSiai kaip aksiomatinése teiginiy
skai¢iavimo sistemose — jvairios aksiomu sistemos. Svarbu tik parinkti tas iSvedimo
taisykles taip, kad jos leisty iSvesti tik teisingas propozicines formules, o pilnose
sistemose — visas teisingas propozicines formules.

Kad skaitytojas galéty susidaryti bendra supratima apie natiiraliosios
dedukcijos sistemas ir apie sekvenciju metoda, pateiksiu vieng iSvedimo figiiry
schemy sistemos varianta.

Toje sistemoje IFS sugrupuotos i loginiy ir strukttriniy IFS grupes. Loginés
IFS implicitiskai apibrézia logines jungtis, klasikiniame teiginiy skaic¢iavime
atitinkancias tam tikras logines operacijas, atlickamas su teiginiais, o struktiirinés IFS
iSreiskia  leistiny  struktiiriniy  pertvarkymy sekvenciju antecendentuose ir
sukcedentuose taisykles.

Loginiy iSvedimo figiiry schemos:

1) konjunkcijos ivedimo { antecedenta IFS

) s
A, THO B, T+O (KIA);
AUANB,THFO AAB, THO
2) konjunkcijos jvedimo i sukcedenta IFS
-0,A; I'e,® .
Tre, BAl (KIS);
3) disjunkcijos ivedimo i antecedenta IFS
L2 00 (Diay
AV, T'FO
4) disjunkcijos ivedimo i sukcedenta IFS
e, A ', B )
TFOAVE TrO,AVD (DIS);
5) neigimo ivedimo i antecedentg IFS

I'-o, A (NIA);

6) neigimo jvedimo i sukcedenta IFS
AU, THO
—~ Y S):
o (IS

7) implikacijos ivedimo i antecedenta IFS

['FO, A5 B,AFQ

5 > I A .

AW, T,AFO, Q (A,

8) implikacijos ivedimo i sukcedenta IFS
,JTHO, B

LI, L IS);

I['-0,A—->98
Struktiiriniy (struktiiriniy pakeitimy) iSvedimo figiiry schemos:

1796



1) perstatymo antecedente IFS
A) 1[9 %7 r}_®
PA);
A8, THO (BA)
2) perstatymo sukcendente IFS
[+0,,8B,A
5 PS .
FF@: gB ) 2[ ) A ( )’
3) absorbcijos (eliminavimo) antecedente IFS
A A, THO (AA):
A, THO
4) absorbcijos (eliminavimo) sukcedente IFS

I'te, A
5) antecedento papildymo IFS
r-e
——— (AP);
A, THO (AP);
6) sukcedento papildymo IFS
I'-® ,
Tre, o OFF

7) pjuvio IFS
O, A5 AL AFQ (P).
A+, Q

Panasiai kaip ir Slupeckio ir Borkovskio iSvedimo taisykliy atveju, taip ir
sekvenciniy IFS atveju nesunku jsitikinti, jog kiekvienoje i§ Cia pateikty IFS i
sekvenciju, vaizduojanciy tapaciai teisingas formules, iSvedamos tik tapaciai teisingos
formulés, t.y. kad, naudodamies Siomis IFS, mes gausime iSoriSkai (neformaliai)
nepriesStaringa teiginiy skaiciavimo sistema.

Taip pat nesunku isitikinti, jog §i sistema yra ir vidiniai (formaliai)
nepriestaringa, t. y., kad joje negalima iSvesti kokia nors formulg ir jos neigini.

Kadangi, kaip parodysime véliau, naudojantis Cia pateiktomis IFS, galima
iSvesti visas (11) 1.16.1.5.2. skyrelyje misuy jau nagrinétojo aksiomatinio teiginiy
skaiiavimo aksiomas, tai i§ to iSplaukia (kadangi minétasis aksiomatinis teiginiy
skaiiavimas yra substancionaliai pilna sistema), jog, naudodamiesi ¢ia pateiktomis
IFS, mes galime iSvesti visas tapaciai teisingas propozicines formules, t.y., kad ir
sekvencinis teiginiy skai¢iavimas yra substancionaliai pilna sistema.

Taciau Cia pateikty IFS sistema néra vienintelé galima. Knygel¢je [81] galima
susipazinti su kitomis IFS sistemomis: ir klasikinémis, ir intuicionistinémis.

Formuliy iSvedima, naudojantis sekvencijy metodu, galima pavaizduoti
kaip daugiapakope Sakoto medZio formos schemg (figiira), sudaryta i§ IFS,
sutapatinant auks¢iau esanciy IFS ,vardiklius* su tuojau po ju sekanciy (Zemiau
esanCiy) IFS ,skaitikliais“. Tokiu btudu formulés iSvedima sudaro peréjimai,
naudojantis iSvedimo taisyklémis, nuo auksSCiau esanciy tapaciai teisingy
sekvencijy prie Zemiau esanciy, pradedant nuo vienos ar keliy ,,pagrindiniy
sekvencijy“ ir baigiant ta sekvencija, kuria reikéjo iSvesti.

,Pagrindinés sekvencijos“, nuo kuriy pradedamas bet kurios formulés
iSvedimas, gali bti loginés ir matematings.

,,Pagrindiné loginé sekvencija“ — tai sekvencija, turinti forma A+2(, kur [ —
bet kuri propoziciné formulé (paprastas ar sudétingas teiginys). Tokia sekvencija yra
visada teisinga. Naudojantis pagrindinémis loginémis sekvencijomis i loginés formulés
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iSvedimo procesa gali buti ivesti tai formulei iSreiksti reikalingi jvairts teiginiai bei i$
ju sudarytos formulés: AFA, BFB, A>CrA—>Cirt. t.

,,Pagrindiné matematiné sekvencija“ — tai sekvencija +8, kur ¥ — kokia nors
matematikos aksioma, pavyzdziui Fa+b=b+a, Fa-b=b-airt. t.

Teiginiy skaiciavime ir siaurajame predikaty skaiiavime formuliy iSvedimui
naudojamos tik ,pagrindinés loginés sekvencijos®”. ,Pagrindinés matematinés
sekvencijos“ naudojamos formalizuojant teoremy iSvedima aksiomatinéje aritmetikoje,
geometrijoje ir kitose matematikos dalyse.

Pailiustruosiu kai kuriy formuliy iSvedimo procesa, naudodamasis sekvencijy
metodu.

Isvesime formulg¢ FA—(B—A), kuria aksiomatinéje teiginiy skaiiavimo sistemoje buvome
priémg aksioma A.L.1.

AFA — ,pagrindiné loginé sekvencija“ (PLS);
— peréjimas, naudojantis AP taisykle;
B, AFA — to per¢jimo rezultatas;
— peréjimas, naudojantis I[S taisykle;
AFB—A — to per¢jimo rezultatas;
— per¢jimas, naudojantis I[S taisykle;

FA—(B—A) — to peréjimo rezultatas — formulé A.L.1.

Toliau i§vedimo procesy taip i$pléstai nebekomentuosiu, o tik ties ,,trupmeny” briksneliais
raSysiu peréjimui nuo ,skaitiklio i ,vardikli panaudotos IFS santrumpa. Pavyzdziui, formulés
FA—(B—A) iSvedimo procesa vaizduosime taip:

—BA;AA {AP};
B2 sy
AFB—A

FASBoA) (S
I$vesime formule FA———A, t. y. AIV.2:

JARA  NIAY
DA s
_Arm—mA {IIS}.
FA———A
ISvesime formule F——A—A, t. y. AIV.3:
AFA L NISH
Bk i
Fm—A—>A IS}
ISvesime A.IL.1, t. y. formulg FAAB—A:
AFA (KA
FAAB—A '
ISvesime A.I1.2, t. y. formul¢ FAAB—B:
BEB__ k1Al
FAAB—B ’
ISvesime A.III.1, t. y. formulg FA—AVB:
AFA  DIS);
FA—AVB '
I$vesime A.IIL.2, t. y. formul¢ FB—AVB:
BB pIs};
BrAvB {1IS}
+tB—>AVB '

ISvesime A.IV.1, t. y. formulg H(A—B)—>(—B——A):

1798



A+A;B+B {HA}

A—B, ArB
i Rkl NIAY:
—B,A—B, Al gpi}}’
A,—B,A—B+ {NIS}’“
F(AA>B)—>(-B——A) '
Isvesime A.IL.3, t. y. formulg F(A—>B)—((A—>C)—>(A—>BAQC)):
A—B,ArB (AP}; A—>C,AC (AP};
A—>C,A—>B,AFB (PAL: A—>B,A—>CALC HINE

A, A—C,A—-BFB; A, A—>C,A-BEC (KIS};
A, A—>C,A—>BrBAC (1IS};
A—=>BrHA>CO)=>(A=>BAO) (IIS}.
F(A=>B)—>((A—>C)—=>(A—>BAQ))
ISvesime A.IIL.3, t. y. formulg H(A—C)—>((B—>C)—(AvB—C)):

A—C,AFC . B=>C,BFC .
vy (AP} = (AP}
B—>C,A—C,A+C A—>C,B—>C BFC

- {PA}; {PA};
A,B>CA—>CFC; B,B—>C,A—>CFC {DIA):

AVB,B—>C,A—>CFC (IS}
B—>C,A—>CFAVB—=>C {1IS};
A—>CHB—>C)—>(AvB—C) (IS}
F(A—>C)—>((B—>C)—>(AvB—())
Isvesime A 1.2, t. y. formulg H(A—(B—C))—>((A—>B)—>(A—C)):

B+B . CrC )
AFA (gpy. BFB.ADC ﬁ};};j’,A,CFC %ﬁg;’
% (SPy; AFAC gy, BEADCE: — CHADC,
FA.C (AP}; HAADC (PS ). B—>CBrA—>C,A>C (AS):
ADBOCAFAC T FADCAT P BOCBIASC oy
A, A>BORAC {HS}? A—>(B—oC),BFA>C,A—>C {AS}? A}
A—>(B—>C)LA,A—>C (PS}: A—>(B—->C),BFA—>C (PAI:

A—>(B->C)FACA; B, A>(B—C)rA—>C

A—B,A—>(B—->C), A>(B—>C)rA—>C,A—>C

A—=B,A=>(B->0)rAC (IIS};

A—=>(B->0)HASB)—>(A—0) (1S}

F(A—>(B—->C))—>((A—>B)—>(A—>Q))

Taigi, naudodamiesi sekvencijy metodu, iSvedéme visas 1.16.1.5.2. skyrelyje

miisy nagrinétos aksiomatinés teiginiy skaiciavimo sistemos aksiomas. Tai reiSkia, jog

kiekviena teorema, kuri yra iSvedama aksiomatinéje teiginiy skaic¢iavimo

sistemoje, yra iSvedama ir nagrinéjamoje natiiraliosios dedukcijos sistemoje,

naudojantis sekvencijy metodu.

Pavyzdziui, i§vesime TIFA—A:

{IIA};
{AA} ir {AS};

AFA
FA—A IS}
ISvesime T2FAAB—BAA:
BrB . _AFA
—=—>2 {KIA};, =22 (K]A};
A/\BFB;{ 1A} AABEA (KIA}

AABFBAA (KIS}

FAAB >BAA IS}

Kaip nesunku pastebéti, naudojantis sekvenciju metodu, teoremas iSvesti
yra lengviau ir patys jy iSvedimai daZniausiai yra Zymiai trumpesni, negu
naudojantis aksiomatiniu metodu, kuomet kartais biina gana neai$ku, net nuo ko
pradéti.
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Kitaip tariant, formuliy iSvedimas, naudojantis sekvencijy metodu,
reikalauja Zymiai maZiau iSradingumo, negu tuo atveju, kai naudojamés
aksiomatiniu metodu.

Kad tuo jsitikintume, pakanka palyginti tokiy teoremy kaip FAv—A, FH(A—B)—(—AVB) bei
F(—AvB)—>(A—B) iSvedima aksiomatingje sistemoje (zitr. knygelg [53], kurioje duotas ty formuliy
iSvedimas aksiomatinéje sistemoje, uzimantis gana daug vietos ir reikalaujantis nemazo iSradingumo) ir
naudojantis sekvencijy metodu.

ARA NSy BB pIsy; AFA_ - (spy;
FA,AV—A {PS}~’ A—B;Ar—AVB (PA}: ArFB,A INIA}
FAV—AA {bIS}' A,A—>B+-—AVB {NIS}j' —A,A+B {PA}~’ BrB (AP}
FAV—=AAV—A (AS} > A—>BF-AVB A {DiS}' A,—ALB {I[S}" A,B-B (IIS};
FAV—A. " A—>Br—AVB,—AVB {AS}-’ —A+rA—B; > BFA-B (DIA}
A—>BF—AVB (1IS} ’ —AVBrA—B (IS} ’
HA—B) = (—AVB). ' H—AVB)—(A—>B). '

Kadangi sekvenciju metodu galima iSvesti bet kuria formulg, iSvedama
aksiomatinéje teiginiy skaiciavimo sistemoje, kuri yra formaliai ir neformaliai (vidiniai
ir iSoriskai) pilna, tai ir nagrin¢jamoji sekvenciné sistema, turinti 8 logines ir 7
struktiirines IFS, taip pat yra formaliai ir neformaliai pilna (Zitr. [53, 81]).

Formuliy iSvedimg, naudojantis sekvencijy metodu, galima atlikti ne tik
»nuo virsaus j apacia®, t.y., pradedant nuo ,,pagrindiniy formuliy* ir baigiant
iSvedamaja formule, bet ir ,,nuo apacios j virSy*, t.y., pradedant iSvedamgja
formule ir baigiant ,,pagrindinémis formulémis®.

ISvesime tokiu metodu A.IV.1, t. y. formule H(A—>B)—>(—B—>—A).

A—B,ABF Tgpi}j
—B,A—>B, AF T{NIA’}'
A—B, ArB ’

ATABrB AL

Kaip matome, iSvedant formule sekvencijy metodu ,,nuo apacios j virSy®,
iSvedimo kelia nurodo pati iSvedamos formulés struktiira. Todél Zymiai sumazéja
euristikos vaidmuo formuliy iSvedimo procese, kas leidzia algoritmizuoti ir net
automatizuoti ta procesa.

Sio svarbaus teiginio patvirtinimui pateiksiu konkrety i§vedimo ,,nuo apacios | virSy*“ pavyzdi,
palygindamas Siek tiek anksc¢iau gauta aksiomos A.L.2, t. y. formulés H(A—(B—>C)—>(A—>B)—(A—C)),
iSvedima ,,nuo virsaus | apacia™ (kuris, manau, daugeliui skaitytojy galéjo iSkelti natiiraly klausima, kaip
iSvedantysis surado, jog formulés iSvedimg reikéjo pradéti ir testi biitent taip) su tos pacios formulés
i$vedimu ,,nuo apacios i virsy“:

FHA—>B—>C))>((A—>B)—>(A—C) IS}
A—>(B—->C)H(A—>B)—>(A—C) ;

A—(B—C),A>(B>0)HA—>B)>(A—C) Eﬁs}}';
ADB,A>BC), ASBIOFASC  piagy

A—B,A—>(B—C), A>(B—>C)L A>C,A—>C

A—>(B—>C)FA—C, A; 1PS): B, A—>(B—C)rA—>C 13}2}}.’
A—>B—>C)FA,AC IS} A—>(B—C),BFA—C T{AS}:
A, A>(B—C)FA,C 1iSP): A—>(B—C),BFA—>C,A—>C AL
A, A—>(B-C)FA T{PA}’- FA—>C,A;T{PS},B—>C,BFA—>C T%AS}'
A>BC),AFA e AP}f I—A,A—>CT{HS},’ B—>C,BFA—>C,A—>C ’ MIAL:
AFA ’ AFA,C T{SP}" BrA—C,B:; - CFA—C T{HS}.’
ALA " BFB,A—C T{{SPPS}}} A,CrC T{AP}’;
BB > CrC

Sis formulés i§vedimo metodas, pradedantis formulés i§vedimo procesa ne nuo pagrindiniy
formuliy, o nuo pacios iSvedamos formulés, skiriasi nuo anksciau taikyto metodo, pradedancio i§vedimo
procesa nuo pagrindiniy formuliy ir baigiancio i§vedamaja formule, visy pirma tuo, kad jis iSvedamaja
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formule ne sintezuoja, o analizuoja ir dél Sios prieZasties pati iSvedamos formulés struktiira beveik
automatiskai veda iSvedimo procesa ne atsitiktine kryptimi, o kryptimi, orientuota j tiksla —
pagrindiniy formuliy gavima kiekvienoje i§vedimo ,,medzio ,,sekoje*.

Jei toki tiksla pasiekti pavyksta, tai formulé gauna teiginiy skai¢iavimo teoremos struktiira, o jei
kuri nors ,,medzio* ,,Saka‘ baigiasi ne pagrindine formule, tai reiskia, jog §i formulé negali biiti iSvesta,
nes ji néra tapaciai teisinga formulé. Vadinasi, i§vedimo metodas ,,nuo apacios i virSy“ tinka ne tik
teoremy iSvedimui, bet ir formuliy i§vedamumo tikrinimui.

Jei pabandytume iSvesti formulg A—>(AA—A), tai gautume:

Gautoji formulé AF, kurioje sukcedentas yra tuséias, rodo, jog formulés A—(AA—A) i§vedimo
»medzio* viena i§ ,,Saky“ veda ne prie pagrindinés formulés, o prie priestaros. Tai rodo, jog formulé
A—(An—A) negali biiti iSvesta formaliai neprieStaringoje sistemoje. _

Taigi, naudodamiesi sekvencijy metodu ,,nuo apacios i virSy*, mes, turédami
duotaja formulg, arba beveik ,,automatiskai surandame jos iSvedimo kelia (jei ta
formulé gali biiti iSvesta, t. y. jei §i formulé yra tapaciai teisinga formulé) arba beveik
automatiskai gauname kurioje nors iSvedimo ,medzio” ,Sakoje* neiSvedamag
paprastg sekvencija, kuri rodo, jog duotoji pradiné formulé negali biiti iSvesta (néra
tapaciai teisinga formulé).

Tokia $io sekvenciju metodo savyb¢ ir leidzia, kaip jau buvo minéta, sudaryti
teiginiy skaic¢iavimo formuliy iSvedimo algoritma, kuri galima isSreik$ti kompiuterinés
programos pavidalu. Kitaip tariant, teiginiy skaiiavimo formuliy iSvedima,
naudojantis sekvencijy metodu, galima kompiuterizuoti.

Sekvencijy, rezoliuciju ir semantiniy lenteliy, taip pat ir aksiomatiniy sistemy
kiirimo metodus galima taikyti ne tik teiginiy, bet ir predikaty skaic¢iavime, prie kurio
dabar ir pereisime.

1.16.1.5.4. Predikaty skai¢iavimas

Predikaty skaic¢iavimo sistemos taip pat gali biiti klasikinés ir intuicionistinés,
aksiomatinés ir natiiraliosios dedukcijos sistemos.

Trumpai apzvelgsime vieng i§ daugelio klasikiniy aksiomatiniy predikaty
skai¢iavimo sistemy, detaliai aprasyta knygelése [53, 54, 55, 56, 65, 81].

Kadangi teiginius galime interpretuoti kaip predikatus su fiksuotomis
objektiniy (individiniy) kintamyjy reikSmémis, tai visos teiginiy skaic¢iavimo
aksiomos, iSvedimo taisyklés ir visos teiginiy skai¢iavime iSvestos teoremos galioja
ir predikaty skai¢iavime.

Todé¢l predikaty skai¢iavimo aksiomy sistemg galima gauti, iSpleciant
teiginiy skaifiavimo aksiomy sistemg, t.y., pridedant prie pastarosios dvi
aksiomas, implicitiSkai apibréziancias kvantifikavimo operacijas, Zymimas
Zymenimis VX ir 3x:

A V.1. bVX F(x1, X2, ...y Xy -enXn)F (X1, X2, -0y Xy -vesXn),

AV.2. FF(X1, X2, ooy Xy o Xn)=>3X(F (X1, X2, -0y Xy -oesXn).

Zymuo ,» VX vadinamas bendrumo kvantoriumi ir skaitomas ,kiekvienam
X arba ,,visiems x;*, nes po Sio kvantoriaus sekanti formulé turi biti teisinga visoms
x; reikéméms. Zymuo ,3x;* vadinamas egzistavimo kvantoriumi ir skaitomas
,»egzistuoja toks x;, kad®, nes turi egzistuoti tokia x; reikSmé, kad po Sio kvantoriaus
sekanti formulé galéty biti teisinga.
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Zymiai daugiau tenka iSplésti teiginiy skaitiavimo i§vedimo taisykliy
rinkinj, norint gauti tokias predikaty skai¢iavimo iSvedimo taisykles, kad predikaty
skaiiavimas biity neformaliai (substancionaliai) pilna sistema, t.y. kad predikaty
skaiciavime biity galima iSvesti kiekviena tapaciai teisinga predikaty skaiciavimo
formule.

Visy pirma reikia Siek tiek modifikuoti jau mums zinomas teiginiy skai¢iavimo
iSvedimo taisykles (modus ponens ir superpozicijos taisyklg), pritaikant jas
predikatams, t. y. interpretuojant formules 2 ir 8 ne tik kaip teiginiy skai¢iavimo, bet
ir kaip predikaty skai¢iavimo formules.

Antra, reikia jvesti laisvyju (t. y. nesuristy kvantoriais) objektiniy kintamyjy
predikatuose keitimo taisykle, leidziancia tapaciai teisingoje predikatingje formuléje
taip keisti kai kuriuos (ar net visus) laisvus objektinius kintamuosius kitais kintamai-
siais (t. y. vienus tokiy kintamyjy zyméjimus kitais ty kintamyjy Zyméjimais), kad pre-
dikatin¢ formulé visada iSlikty tapaciai teisinga. Kad taip atsitikty, kiekvienas keicia-
mas laisvasis objektinis kintamasis visoje predikatinéje formuléje visur turi buti
kei¢iamas vienodai, t. y. visur tuo paciu kintamuoju ir, be to, taip, kad po keitimo tas
laisvasis kintamasis niekur netaptu suristas kokiu nors kvantoriumi. Gauname tokia
laisvyjy kintamyjy keitimo taisykle: %(EL)], kur J( (x) — predikatiné formule, ku-

LA
rioje kai kurie (ar net visi) predikatai priklauso nuo laisvojo objektinio kintamojo x, o t —
objektinis kintamasis, kuris, {statytas vietoj laisvojo kintamojo x, visur iSlieka laisvas.

Trecia, reikia jvesti suri§ty objektiniy kintamyjy predikatinése formulése
pervardijimo taisykle, leidZianCia pervadinti kai kuriuos (ar net visus) suriStus
objektinius kintamuosius tapaciai teisingoje predikatin¢je formuléje taip, kad ji iSlikty
tapaciai teisinga. Kad taip atsitikty kiekvieno kvantoriaus suristi kintamieji turi islikti
to paties kvantoriaus suristais kintamaisiais. Todél gauname tokia suris§ty kintamyjy
ML, kur A(x) — predikatine formulé, kurios sudétyje
EHEEN)
yra predikaty, priklausanciy nuo objektinio kintamojo X, suriSto tuose predikatuose
kokiu nors kvantoriumi, y — objektinio kintamojo Zyméjimas, kuris, istatytas vietoj x,
tampa taip pat suriStas kaip ir x.

Ketvirta, tenka jvesti, suriS§imo bendrumo kvantoriumi taisykle (SBKT):

FBAE)
FB—V A (x)

Si taisyklé teigia, jog jei yra ivedama formulé 85— (x), kur (x) — bet kokia

predikatiné formulé, turinti savo sudétyje predikaty, priklausan¢iy nuo laisvo

pervardijimo taisykle:

objektinio kintamojo x, o ¥ — bet kokia predikatiné formulé, neturinti savo sudétyje né
vieno predikato, priklausan¢io nuo laisvojo kintamojo X, tai iSvedama formulé H—
—VA(x). Kitaip tariant, laisvaji kintamaji x, esantj tik implikacijos konsekvente,
galima surisSti bendrumo kvantoriumi, nepazeidziant formulés iSvedamumo.

Penkta, tenka {vesti suriS§imo egzistavimo kvantoriumi taisykle (SEKT):
FACDB | kur formulés A (x) ir P turi tenkinti tuos pacius reikalavimus, kaip
F3 Ax)—>B
ir tos pacios formulés suri§imo bendrumo kvantoriumi taisykl¢je.

Pladiau apie predikaty skaiiavime naudojamas iSvedimo taisykles galima
perskaityti $iy eiluciy autoriaus knygeléje [54]. Ten galima rasti ir ty taisykliy taikymo
pavyzdziy, atkreipian¢iy démesi i1 kai kurias tuy taisykliy taikymo subtilybes.
Rekomenduociau panagrinéti tuos pavyzdzius.
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Naudojantis predikaty skai¢iavimo aksiomomis ir i§vedimo taisyklémis, galima
1Svesti bet kokia tapaciai teisinga predikating formule. ISvedant predikatines formules,
galima naudotis ir jau iSvestomis teiginiy skai¢iavimo formulémis — teiginiy
skai¢iavimo teoremomis (TST) bei jau i§vestomis predikaty skai¢iavimo formulémis —
predikaty skai¢iavimo teoremomis (PST).

Kaip formuliy iSvedimo predikaty skai¢iavime pavyzdi, iSvesime formules:

1) F=VXP(x)—>3Ix—P(x);

2) FIx—P(x)—>—-VxP(x);

3) F—3xP(x)—>Vx—P(x);

4) FVX—=P(x)>—-3IxP(x).

I§ Siy formuliy iSplaukia formulés F—VxP(x)<>3x—P(x) ir F—3xP(x)<>Vx—P(x), kuriomis mes
jau ne karta naudojomes (Ziiir., pavyzdziui, 1.5. skyriy).

1. 1. FVXP(x)>P(x) {A.V.1};

2. HVXP()P(X)(—P(R)>—VxP(x)) [STEPO[ATV.1 ]

3. FP(x)>VxP(x) {MP:(1;2)};
4. FIx—P(x)>—-VxP(x) {SEKT:(3)}, nes formuléje V,P(x) kintamasis x yra suristas.

2. 1. =P(x)—»>3Ix—P(x) {A.V.2};
2. H=P(X)TX—P(X)H—TFx—P(X)>——P(x)) S PO [AIv.1]);
3. F=3x—P(x)—>——P(x) {MP:(1;2)};
{Sﬂaxﬁp(x),ﬂﬂp(x),P(x)[A I 2]},
ABC L2dfs

5. F——Px)->P(x) {A.IV.3};
F—3x—P(X)>(——P(x)—>P(x)) {TST4:(5)}, t.y. naudojamés teiginiy skaiciavimo

&

teorema FA—, istatydami vietoj A formule —3x—P(x), o formule R laikydami
penktojoje eilutéje iSvesta formulg;

F(—=3x—P(x)>——P(x))>(—Ix—P(x)>P(x)) {MP: (6;4)};

F—=Ix—P(x)—>P(x) {MP: (3;7)};

F—3x—P(x)—>VxP(x) {SBKT: (8)};
10, H(—Fx—P(x) > VXP())>(VXP(x)>——Fx—P(x)) S35 O POATIV.A];

11. F=VxP(x)>——3x—P(x) {MP: (9;10)};
12. H(=VXP(X)—>(——Ix—P(x)—>3Ix—P(x)))=>((=VXP(X)>——3x—P(X)) > (- VxP(x)—>

SIXP(X))) SISO A [ 9]

14. F=VxP(x)—>(——3Ix—P(x)—>3Ix—P(x)) {TST4: (13)};
15. H(=VXP(X)>——3x—P(x))=>(—VxP(x)—>3Ix—P(x)) {MP: (14;12)};
16. F=VXP(x)>3Ix—P(x) {MP: (11;15)}.

0 >® =

3. 1. FVX—P(x)>—P(x) {A.V.1};
2 HYXAP(X)>—P(X) > (P >—Vx—P(x) 875" PO[AIV.1]f;

4.  FHPE)>(——Px)>—=Vx—=P(x)))—>((P(x)>——P(x))—(P(x)—>Vx—-P(x)))

B AL

5. FPx)—>(——P(x)>—-Vx—P(x)) {TST4: (- A>R; R=(3))};

6. FPX)->—Px))—=>(Px)>—-Vx—P(x)) {MP: (5;4)};

7.  FPx)>—P(x) {A.IV.2};

8.  FP(xX)>—Vx—P(x) {MP: (7;6)};

9.  FIXP(x)>—Vx—P(x) {SEKT: (8)};

10 HEXP)>VXP(X) (VY x—P(x)>—FxP(x)) 7RO PO[A TV 1]

11, F=—Vx=Px)—> —3xP(x) {MP: (9;10)};
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12. H(VX=P(X)>(——Vx—P(x)>—-3xP(x)))=>((VX—P(X)>——=VX—P(x))>(VXx—P(x)—>
—3XP(X)) {8 TR TIPSR A [ )

13. FVXx—P(X)>(——Vx—P(x)>—3xP(x)) {TST4: ( |- A—>R; R=(11))};

14. H(VX—P(xX)>——Vx—P(x))—>(Vx—P(x)—>—3xP(x)) {MP: (13, 12)};

16. FVx—P(x)>—3IxP(x) {MP: 15, 14}.

4. 1. FP(x)>3xP(x) {A.V.2};
2. HP(X)IXP(X))>(—AxP(R)>—P(x)) {7 O[AIV.1]);
3. F—3xP(X)—>—P(x) {MP: (1:2)}:;
4. +—IxP(X)>Vx—P(x) {SBKT: (3)}.

Pasinaudodami A.IL.3-(A—B)—>((A—>C)—(A—>BAC)),

{Si:g}’cxp ()23x=P(x).Ix2P(x)>=VXP(I [ A 11.3]1, TST4 ir MP (paskutine pora — 2 Kartus), gausime formulg

F(—VXP(x)—>3x—P(X))A(Fx—P(x)>—VxP(x)), t. y. formulg F—VxP(x)¢>3Ix—P(x).

Analogiskai, pasinaudodami ta pacia A.IL.3 ir pakeisdami superpozicijos metu jstatomas {
formule A.I1.3 vietoj A, B ir C formules, gausime formulg F—3xP(x)<>Vx—P(x).

Sitily¢iau skaitytojui pakartoti $iy formuliy i§vedima savarankiskai, neZitirint | $ioje mokymo
priemonéje pateikta iSvedimo teksta. Tai leisty jam pilniau pajusti formalaus formuliy iSvedimo
specifika ir pasitikrinti, ar jis pakankamai gerai suprato tokio iSvedimo ,,technologijos* esmg.

Formulés F—VxP(x)¢>3x—P(x), F—3xP(x)<>Vx—P(x) predikaty skaiiavimo vadovéliuose
iSvedamos Zymiai paprasCiau ir greiCiau, prie$ tai iSvedant keitimo pagal ekvivalentuma taisykle,
leidziancia bet kurioje formuléje pakeisti bet kurig jos dalj ekvivalencia formule, (pavyzdziui, ——P(x) i

A—>BB—->C .

P(x), ——VxP(x) | VxP(x) ir pan.), o taip pat eilg kity taisykliy (pavyzdziui, —AocC ir pan.).
_)

Taciau ekvivalentumo ir kity taisykliy iSvedimas pareikalauty nemazai vietos ir didZiosios
dalies predikaty bei teiginiy skai¢iavimy teorijos i§déstymo, o ne tik apZvalginio susipazinimo su jomis,
ko sistemotyrai pilnai pakanka, kad dZeneralistai galéty susikalbéti su matematinés logikos specialistais
ir kad jie vieni kitus suprasty. Todél Sioje mokymo priemonéje ir buvo pasirinktas ¢ia pateiktas formuliy
F-VXP(x)>3x—P(x), F—IxP(x)<>Vx—P(x) iSvedimo biidas, leidziantis ,apeiti“ minétyjy sudétingy
taisykliy iSvedima. Skaitytojams, norintiems pilniau ir detaliau susipazinti su predikaty skaiciavimu,
rekomenduociau knygeles [54, 55, 56, 65].

Predikaty skai¢iavimas (kaip ir anksciau apraSytas teiginiy skaiCiavimas) yra
neformaliai (substancionaliai) pilna sistema. Su tai teigiancios teoremos, kurig
suformulavo ir jrodé zZymus austry matematikas K. Giodelis, modernizuotu jrodymu
skaitytojas gali susipaZinti §ios mokymo priemonés autoriaus knygel¢je [65].

Nesunku irodyti, kad predikaty skai¢iavimas (skirtingai nuo teiginiy
skaiiavimo) néra formaliai pilna sistema. Pavyzdziui, prie predikaty skai¢iavimo
trylikos aksiomu galima pridéti kaip papildoma aksioma formule IxP(x)—P(x), kuri
néra iSvedama predikaty skai¢iavime, ir gauti formaliai neprieStaringa sistema, turincia
keturiolika aksiomy ir galiojancia sistemose, sudarytose i§ vieno objekto.

Kad formulé IxP(x)—>P(x) néra iSvedama predikaty skai¢iavime, iSplaukia
1§ to, kad 8i formulé bendrojoje klasikinéje predikaty algebroje néra tapaciai teisinga
sistemose, turinfiose daugiau nei viena objekta, zymimus objektinio kintamojo x
reikSmémis. Pavyzdziui, kai predikatas P(x) yra x>5, tai gauname formulg
Ix(x>5)—>(x>5), kuri néra teisinga, kai laisvasis kintamasis x tenkina salyga x<5
(pavyzdziui, kai x=3, tai 3Ix(x>5)—>(3>5)=0). Tokia formulé¢ negali biti iSvesta
predikaty skaiCiavime tod¢l, kad predikaty skaiCiavime gali buti iSvestos tik tapaciai
teisingos formulés, o iSvedimo taisyklés, pritaikytos tapaciai teisingoms formuléms,
leidzia gauti tik tapaciai teisingas formules.

Kad formulé IxP(x)—>P(x), pridéta prie predikaty skai¢iavimo aksiomy kaip
papildoma aksioma, negali paversti gaunamos sistemos 1 formaliai prieStaringa,
iSplaukia jau i$ to, kad formulé 3IxP(x)—>P(x) pati néra formaliai prieStaringa, nes
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ta formulé gali buti tapaciai teisinga virtualiame pasaulyje, kuriame egzistuoja
tik vienas objektas x, t.y., kai predikato P(x) objektinis kintamasis x gali turéti
tik vieng reikSme. O toks virtualus pasaulis néra logiskai priestaringas.

Griezta ir pilng irodyma, kad predikaty skai¢iavimas yra formaliai nepilna
sistema, skaitytojas gali rasti Sios mokymo priemoneés autoriaus knygeléje [54].

Baigiant predikaty skaiCiavimo apzvalga, belieka parodyti, kaip predikaty skaiciavime gali biiti
iSvestos formulés, atitinkancios paprastojo kategoriSkojo silogizmo modusus. To pakaks, kad
sistemotyra studijuojantis skaitytojas suvokty, kas yra predikaty skaiCiavimo sistema ir kaip joje
iSvedamos teoremos. Tiems skaitytojams, kuriems pasirodys, jog Cia pateikty ziniy nepakanka,
rekomenduoju jau minétasias knygeles [54, 55, 56, 65]. Jose jis ras daugelio predikaty skaic¢iavimo
teoremy iSvedima ir svarbiausiyjy metateoremy apie predikaty skai¢iavima irodyma.

Norédami sutrumpinti i§vedimo procediira, pasinaudosime kai kuriomis teiginiy skai¢iavimo
teoremomis bei iSvestinémis iSvedimo taisyklémis, ¢ia ju neiSvedinédami.

Pavyzdziui, iSvesdami  formulg¢ FVx(M(x)—>P(x))AVX(S(X)>M(x))— Vx(S(x)—>P(x)),

MaP
atitinkancia pirmosios silogizmo figliros pirmaji modusa Barbara {SaM , mes pasinaudosime teiginiy
SaP
skai¢iavimo teoremomis FA—B)—>((B>C)—>(A—>C)) ir HA->BAB>C)—>(A—>C) bei 8 ju
e o A—>B (A—>B),(B—C)
iSplaukianCiomis i$vestinémis iSvedimo taisyklémis s
B—>C)>(A—>C) A—>C
(A —>B)A(B—C)
A—>C '

1. FVX(M(X)>PX))AVX(S(x)>M(x))—> Vx(S(x)>M(X))
{SX),(éM(x)%P(x)),Vx(S(X)—)M(x)) [ A.H.2]};
2. FVX(S(x)>M(x))—>(S(x)>M(x)) {A.V.1};
3. FVYX(M(X)>PX)AVX(S(X)>M(x))—(S(x)>M(x))
GYXME)PEAYX(S(R)SME)YXESR>MESE-Me | _F (A > B).B > C) 1]
ABC H(A—C) ’
4. FVX(MX)->PX)AVX(S(x)>M(x))—> Vx(M(x)—P(x)) {A.IL.1};
FYX(M(x)—>P(x))>(M(x)—>P(x)) {A.V.1};
6. FYX(M(X)>PX)AVX(S(X)>M(x))—>(M(x)—>P(x))

e

FA—>C ’

7. HVX(M(X)>PE)DAVX(S(X)>M(x))—>(S(X)>M(x))) > ((VX(M(X)—>P(X)AVX(S(x)—
->M(x))>(M(x)—>P(x)))=>(Vx(M(x)=>P(x))AVX(S(X)>M(X))—>(S(x) >M(x))A(M(X)—>

—)P(X))) {SX}jél’\é(x)ﬁP(x))/\Vx(S(x)ﬁM(x)),S(x)ﬁM(x),M(x)ﬁP(x) [AII?)]},

8. HVX(M(X)>PX)AVX(S(X)>M(x))>(M(X)—>P(x))—=>(VX(M(X)>P(X)AVX(S(X)—>
—>M(x)=>(SX)>(ME)AM(X)—>P(x))) {MP: (3;7)};
9. FVX(M(X)—>PX))AVX(SX)>M(x))—=>(SX)>MX)AM(X)—P(x)) {MP: (6;8)};
10. FH(S(X)>M(x))AM(Xx)—>P(x))—(S(x)—>P(x)) {S[(A—)B)S/(\X(gg),cpgi(A—)C)] 3
AB.C

{SVx(M(x)ﬁP(x))AVX(S(X)HM(X)),VX(M(X)HP(x)),M(x)HP(x)|: FA—B,B— C}} .
A.B,C

11. FVX(M(X)—>P(x))AVX(S(x)>M(x))—>(S(xX)—>P(x))

GTXM()PENAYX ) MEOLS)>MENAME) PSP | FA B FB C 1 (9),10) |
ABC FA—C an [’

12. FVYX(M(x)>Px)AVX(S(x)>M(x))—>Vx(S(x)—>P(x)) {SBKT: (11)}.

Gautoji formulé kaip tik ir jrodo, jog modusas Barbara yra iSvedamas predikaty skaiciavime,
t.y., jog formulé (MaP)A(SaM)—(SaP) yra tapaciai teisinga kaip ir kiekviena kita predikaty
skai¢iavimo teorema.

Analogiskai galima i$vesti ir visas kitas formules, atitinkancias dar keturiolika paprastojo
kategoriskojo silogizmo stipriyjy modusy, neturin¢iy savo pavadinimuose raidés ,,p*.
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Keturis modusus, turinCius savo pavadinimuose raidg¢ ,p*“ (Darapti, Felapton, Bramalip,
Ferapo), atitinkancios predikaty skai¢iavimo formulés

1) Vx(MX)—=>PE)AVX(M(x)—S(x))—>Ix(S(X)AP(X)),

2)  Vx(M(x)>—P(x))AVX(M(x)—>S(x))—>3Ix(S(x)A—P(X)),

3) VX(P(x)>MX)AVX(M(x)—>S(x))—=>Ix(S(X)AP(X)),

4)  Vx(P(x)>—M(x))AVX(M(x)—>S(x))—>3Ix(S(x)A=P(x)) néra iSvedamos predikaty skaicia-
vime, nes néra tapaciai teisingos formulés.

Tuo jsitikinti galima, priémus, jog klasés S, M ir P yra tuscios, t.y. priémus, jog IxS(x)=0,
IxM(x)=0 ir IxP(x)=0. Tuomet Ix(S(x)AP(x))=0, Ix(S(x)A=P(x))=0, Vx(M(Xx)—>P(x))=1, Vx(M(x)—>
—->S(x))=1, Vx(P(x)>—M(x))=1, Vx(P(x)>M(x))=1, i§ kur iSplaukia, jog tuomet formulés (1+4) yra
neteisingos.

Taip atsitinka todél, kad i§ Siy silogizmy prielaidy konjunkcijy deduktyviai neiSplaukia ty
silogizmy i§vados.

Tas iSvadas buty galima gauti i§ duotyju prielaidy, pridéjus prie ju papildoma prielaida, jog
nagrinéjamos objekty klasés P, M ir S néra tuscios.

[rodysime §i teigini, pasinaudodami jau mums zinomomis teiginiy skai¢iavimo teoremomis bei
teoremomis apie prielaidy loging daugyba ir perstatomuma: H(A—(B—C))—>(AAB—C), H(AAB—C)—
—(A—>(B—Q)), HA->B)A(A—>C)—>(A—>BAC), HA—(B—C))—>(B—>(A—C)). Sios teoremos daznai
uzrasomos ir naudojamos taip pat iSvestiniy teiginiy skai¢iavimo formuliy i§vedimo taisykliy forma:
A->B—->C) AAB->C A—-BA->C A->(B-C)

AAB—>C "A->(B—->C) A-BAC 'B-o(A-QC)

Sios taisyklés teigia, jog i§ prielaidu, esanéiy taisyklés ,,skaitiklyje”, i§plaukia isvada, esanti
taisyklés ,,vardiklyje“: A(B—>C)FAAB—C, AAB—CrA—(B—C), (A>B)A(A—>C)FA—>BAC, A—>
—>(B—>C)FB—>(A—C). Cia nereikalaujama ,skaitiklio* ir ,vardiklio® iSvedamumo atskirai, nes
pakanka, kad biity iSvedama implikacija F(,.skaitiklis*)—(,,vardiklis*) (pavyzdziui, H(A—>(B—C))—>
—>(AAB—C) ir pan.), taciau tos taisyklés tuo labiau galioja ir juy silpnesnéje formoje, kurioje ir

FA (B - C)
FAADB >CE

“skaitiklis” ir “vardiklis” — iSvedamos teiginiu skaiiavimo formulés: s

FUABSE  FASBASEC  FA>(B-E)
FIS®B5C)  FASBAC  FBSUASE) ]

skai¢iavimo formulés.

Bity naudinga, jei skaitytojas tai patikrinty ir isitikinty, jog visos ¢ia pateiktos teoremos —
tapaciai teisingos formulés, bei pabandyty iSvesti viena — kita i§ Siy teiginiy skaiCiavimo teoremy,
pabandydamas patikrinti save, ar jis pakankamai gerai suvokia formuliy i§vedimo procesa ir ar moka
pasinaudoti aksiomomis, i§vedimo taisyklémis ir jau i§vestomis formulémis naujy formuliy i§vedimui.

O mes vél sugriSime i predikaty skai¢iavimg ir iSvesime predikaty skai¢iavimo formulg, pilnai
atitinkan¢ia modusa Darapti, kurio prielaidos yra MaP ir MaS, t.y. formulés Vx(M(x)—>P(x)) ir
V(M(x)—>S(x)).

1. FVYX(M(Xx)=>PE)AVX(M(X)—>S(X))—>VX(M(x)—>S(x)) {A.IL.2};

2. FVYx(M(x)—->S(x))—>(M(x)—>S(x)) {A.V.1};

3. FVX(M(X)>PE)AVX(M(X)—>S(Xx))—>(M(x)—>S(x))

{SvX(M<x)ap(x))AvX(M(x)»s<x)),Vx(M(x)»S(x)),M(x)aS(x) { FA—>B,B— C} _ (1),(2)} .
A,B,C =

kur U, B, € — kokios tai teiginiy

FA—C 3 |’

4. FVX(MX)->PX)IAVX(M(X)—>S(Xx))—> Vx(M(x)—P(x)) {A.IL.1};
FVYX(M(x)—>P(x))>(M(x)—>P(x)) {A.V.1};
6. FYX(M(X)>PX)AVX(M(X)—>S(x))—>(M(x)—P(x))

G YXME)-P()AYXMG) S (VXM P () M) P () FA->BB->C|_ 4.05)].
ABC FAC ©6) |’

7. HVX(MX)>PE)DAVE(M(X)—>S(x))>(M(X)—=>S(x))) > ((VX(M(X)>PX)AVX(M(X)—>
—S(x))>(M(x)—=>P(x)))=>(VX(M(X)>PE)DAVX(M(X)—>S(X)) > (M(X)=>S)AM(X)—>

—)P(X)))) &X),(](?’lt/lc(x)—)P(x))AVx(M(x)—>S(x)),M(x)—)S(x),M(x)—)P(x) [AH3]} :

8. HVX(M(x)>Px)AVX(M(Xx)—>S(x))>(M(x)—>P(x)))=>(Vx(M(X)>PX)AVX(M(X)—>
—S(x)) = >(M(x)=>P(x)) {MP: (3; 7)};

w
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9.

FVYX(M(X)=>P(X)AVX(M(Xx)—>S(x))>(M(x)—>S(x))=>(M(X)—>S(xX))AM(X)—>P(x))
MP: (68)};

10. FYX(M(x)—>S(x))>(M(x)—>P(x))>(M(x)—=>S(x)AP(x))

BNOSOPO[(A - B)A(A - C) > (A > BAC)];

. FYX(M(X)>P(x)AVX(M(X)—>S(x))—>(M(X)—>S(X)AP(X))

{SVx(M(x)—)P(x))AVX(M(X)—)S(X)) (M-S AMEX)—P(X)), M(x)—)S(x)/\P(x)|:|_ A—->B,FB— C} 9),1 0)} .
b

12.

13.
14.

15.

16.

17.
18.

FA—>C (11)
FVYX(M(X)=>PX)AVX(M(X)—>S(X))AM(X)—>S(X)AP(X)

{SVX(M(X)*)P(X))AVX(M(X)*)S(X)) M(x), SC)OAP(X) {" A—->B,B—> C)} (1 1)} .

FAAB—C 12’
FS(X)AP(X)—>3Ix(S(x)AP(X)) {A.V.2};
FVX(M(X)=>P(X)AVX(M(x)—>S(x))AM(x)—>3x(S(X)AP(X))
SVX(M(X)—)P(x))/\VX(M(X)—)S(X))AM(X),S(X)AP(X),HX(S(X)AP(X)) FA—> B’ FB—>C — (12)7(1 3) .
A.B,C FA —>C a4 |’
FVX(M(X)=>P(x)AVX(M(X)—=S(x))=>(M(x)—=>3Ix(S(X)AP(X)))
{SXxl(glvlc(x)ﬁl)(x))/\Vx(M(x)—)S(x)),M(x),EIx(S(x)AP(X)) FAAB—>C | (14)} .

FA>(B->C)| (15
FM(X)—=>(VX(M(x)—>P(X)AVX(M(X)—>S(x))—>IX(S(X)AP(X)))
SVx(M(X)HP(X))/\VX(M(x)%S(x)),M(x),EIx(S(x)AP(X))_ FA—> B0 _ad9].
ABC FB>(A—>0)] (16)
IXM(X)=>(VX(M(x)>P(x))AVX(M(X)—>S(x))—>3Ix(S(x)AP(x))) {SEKT: (16)};
FAIXM(X)AVX(M(X)=>P(x))AVX(M(Xx)—>S(x))—>IxX(S(X)AP(X))

GIM(). VXM > PO VXM 5S().X(S(x)AP(x) FA->B->0|_07) _
ABC FAAB—C (18)

Gavome, jog moduso Darapti i§vada SiP, t.y. formulé Ix(S(x)AP(x)) yra i§vedama i§ jo
prielaidy MaP ir MaS, t.y. i§ formuliy Vx(M(x)—>P(x)) ir Vx(M(x)—>S(x)) tik tuomet, kai prie ju
prijungiama papildoma prielaida IxM(x), reiskianti, kad objekty x klasé M yra netuscia, t.y., kai
priimama papildoma prielaida, kad IxM(x)=1.

Nesunku irodyti, jog tuomet bus netuscios ir klasés P ir S, t. y., jog IxP(x)=1 ir IxS(x)=1.

Tikrai:
. FYX(M(x)—>PX)->M(x)—P(x)) {A.V.1};

V(M) P(0). MO, PO FA>B->C0) | (D).
2. FYX(M(x) = P(x) AM(x) = P(x)) {S [ FANBDSC } (2)} ;
3. FP(x)»>3IxP(x) {A.V.2};
4. FVX(MX)->PX)AM(X)—>IxP(x))

e

™ N

FA—>C (4)
FVX(M(x)—>P(x))>(M(x)—3xP(x))
{SVx(M(x)aP(x)),M(x),axP(x) [ FAAB—C | _ @} .
ABC (FA> (B0 (5
FM(x)=>(Vx(M(x)—(P(x))—>3xP(x))

QYX(M()—>P(X).M(0),3xP(X) [FA> B0 _O1.
ABC FB>(A—>C) | (6)

FIXM(X)—=>(Vx(M(x)—>P(x))—>3xP(x)) {SEKT: (6)};
FIXM(X)AVX(M(X)—>P(x))—3IxP(x)

{SHXM(X) IX(M(x) - P(x), axp(x){ FA—> (B> C)} Q}

{SVX(M(X)AP(X))AM(X) P(x), EIxP(x)|: FA—B, FB—> C} (2),(3)} .

FAABSC | (8
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Gautoji formulé (8) rodo, jog i$ formuliy IxM(x) ir Vx(M(x)—P(x)) i§vedama formulé IxP(x),
t. y. 18 salygos IxM(x)=1 ir Vx(M(x)—P(x))=1 i$plaukia, kad IxP(x)=1.

Analogiskai galime iSvesti formulg FIxM(x)AVx(M(x)—S(x))—>3xS(x), i§ kurios iSplaukia, jog
ir klasé S turi biiti netuscia.

Pakartoj¢ astuoniolika analogisku Zzingsniy, kuriuos padaréme iSvesdami moduso Darapti
formulg FIXMX)AVX(M(X)>P(x))AVX(M(X)—>S(x))—>3Ix(S(X)AP(x)), galime iSvesti ir moduso
Felapton formulg FIxM(X)AVX(M(x)>—P(x))AV(M(x)—>S(x))—>3Ix(S(x)A—P(x)) bei padaryti iSvada,
kad $iuo atveju klasés M, —P ir S turéty biiti netuscios.

Nagrinédami modusa Bramalip ir bandydami i$vesti i§ prielaidy Vx(P(x)>M(x)) ir
Vx(M(x)—>S(x)) iSplaukiancia iSvada, devintajame zingsnyje gautume formulg:

9. FVYX(P(X)>ME)AVX(M(X)—>S(X))—=(P(X)>ME)AM(X)—>S(X)).

Tesdami i§vedimo procediira, gautume (kaip ir iSvedant formulg modusui Barbara):

10. FHP(x)>MX)AM(Xx)—=>S(x))—=>(P(x)>M(x)AM(x)—>S(x))

SPOMOSO[(A > B)A (B - C) - (A > O)]);

11. FVX(P(X)>M((x)AVX(M(X)—>S(x))—(P(x)—>S(x))

SVX(P(X)HM(X))/\VXM(X)—)S(X)) (P()>MENAME)-SE)Po-Sx) | FAD B, FB—C 1 (9),(10) '
FA —>C a1

I8 formulés (11), kaip ir i§vedant formul¢ modusui Barbara, galétume, pasinaudodami SBKT,
gauti formulg FVx(P(x)>M(x))AV(M(x)—>S(x))— Vx(P(x)—>S(x)), t. y. gauti modusa (PaM)A(MaS)—
—(PaS).

Taciau mums reikalinga ne tipo P-S, o tipo S-P formulé, todél tgsime tokios formulés
iSvedima, pasielgdami Siek tiek kitaip, negu iSvedant formulg¢ modusui Barbara.

12. HP(X)>P(x)((PX)>S(X)>(PR)-PEIASX)) [SEDTOSO[ATL3]};

13. FP(x)—>S(x))>(P(x)>P(x)AS(x)) {MP: (TSTL; 12)};

14. FVX(P(X)>M(x))AVX(M(X)—>S(x))—(P(x)—>P(X)AS(x))

{SVX(P(x)—»M(x))AVXM(x)—>S(x)) (P(X)>S(x)), P(x)—)P(x)AS(x)|: FA—B,FB— C} a 1),(13)} .

FA—>C (14)
15. FVYX(P(x)>ME)AVX(M(X)—>S(X))AP(X)>P(X)AS(X)
SVx(P(x)%M(x))/\VxM(x)%S(x)) P(x),P(x)AS(x) FA — (B - C) @ .
FAAB—C (15)
16. FP(X)AS(X)—>Ix(P(x)AS(x)) {A.V.2};
17. FVX(P(X)>M(x))AVX(M(X)—>S(X))AP(X)—>3Ix(P(X)AS(X))
SVX(P(X)*}M(X))/\VXM(X)—)S(X))AP(X) P(0)ASK), 3x(PeOAS)| FA > BFB—>C | (15),(16) | .
FA—>C an |’
18. FVX(P(X)>MENAVX(M(X)—>S(x))—(P(x)—>Ix(P(x)AS(X)))

X (PEO-MEO)AYM(x)5S(x),P(x), FX(POAS(X) [ FAAB—C | _dny.
ABC (FA>B->0)] (18)
19. FP(X)—=(VX(P(X)>M(X))AVX(M(X)—>S(x))—>Ix(P(X)AS(X))

SVx(P(x)ﬁM(x))/\VxM(x)ﬂS(x)),P(x),EIx(P(x)AS(x)) FA — (B — C) — @ .
ABE [FB>(A—>0)] (19)
20. FIXPX)—=>(VX(P(X)>ME)AVX(M(x)—>S(Xx))—>3Ix(P(X)AS(X))) {SEKT: (19)};
21. FAXP(X)AVX(P(X)>M(X)AVX(M(X)—>S(x))—>Ix(P(X)AS(X))

{Saxp(x) Vx(P(x)>M(x)AVx (M(x)—S(x)), 3x(P(x)/\S(x))|:|_A - (B> C)} (20)}

FAAB—>C | (21)

Kaip matome i§ formulés (21), norédami gauti moduso Bramalip iSvada SiP, turétume prie jo
prielaidy Vx(P(x)>M(x)) ir Vx(M(x)—>S(x)) pridéti dar ir papildoma prielaida IxP(x), reiSkiancia, jog
objekty x klasé P yra netuscia.

I8 prielaidy IxP(x)=1 ir Vx(p(x)>M(x))=1 jau anksciau demonstruotu biidu gausime iSvada
FIxM(x)=1, o po to — i§ prielaidy IxM(x)=1 ir Vx(M(x)—>S(x))=1 — iSvada IxS(x)=1, t. y. gausime, jog
visos trys klasés — P, M ir S — turi biiti netuscios.
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Belieka iSvesti predikaty skai¢iavimo formule, atitinkan¢ia modusa Fesapo, t. y. iSvesti i§vada,
i$plaukiancia i$ to moduso prielaidy Vx(P(x)—>—M(X)) ir VX(M(x)—>S(x)).

1. FVX(P(X)>—-M(X)AVX(M(X)—>S(x))—> Vx(P(X)>—M(x)) {A.IL.1};

2. FVX(P(x)>—M(x))—>(P(x)>—M(x)) {A.V.1};

3. FP(R)—>—M()) (M) >—P(x)) 8O [AIV.1]};

4. FMEX)>——M(X))=>((—MEX)—>—P(x))>M((x)—>—P(x)))
MO MOPO (A -5 B) > (B> C) > (A > O))]};
FM(X)—>——M(x) {A.IV.2};
F(——M(x)—>—P(x))>(M(x)—>—P(x)) {MP: (5; 4)};
7. FP(X)>—M(x))>M(x)—>—P(x))

SVX(P(X)*)—\M(X)) P(x)>—Mx),Mx)>—Px)| FA—=>B,FB—C
FA—C :

ARG

8. FVX(P(X)>—-M(x))>(M(x)—>—P(x))
{SVX(P(X)—)—‘M(X)) P(X)>—M(x), M(x)—>ﬁP(x)|:|_A —>B,FB—> C}} :

FA—C
9. FVYX(P(X)>—-ME)AVX(M(X)—>S(Xx))—>(M(x)>—P(x))
SVX(P(X)H—‘M(X))/\VX(M(X)HS(X))%(M(X)%—\P(X)) FA->BFB->C|_ (1).(®)].
FA —>C ©)
10. FYX(P(X)>—=ME)AYX(M(x)->S(x))—>Vx(M(x)->S(x)) {A L2}
11, FYX(ME)—SE)>Mx)—>Sx)) {AV.1};
12, FVX(P(x)>—M(x))AVX(M(X)—>S(x))—=>(M(x)—>S(x))
SVX(P(X)%ﬁM(X))AVX(M(X)*)S(X)) YxME-SEMEx-sx| FA—= B, FB—-> C I (10),AD [ |
FA>C az |’
13. FVX(P(X)>—M(x))AVX(M(X)—=>S(X))—=>(M(X)>—PE)AM(Xx)—>S(x))
{SVX(P(x)eﬁM(X))/\VX(M(X)—)S(X)) M(x)—>—P(x), M(x)—)S(x)|:?A —B,?A > C} (9),(12)} .

2A > BAC (13)
14, FM(X)——P)AMX)—S(x))—>(M(x)—>—P()AS(X))
BNGIPISOA 5 B) A (A > C) > (A > BAO)]:

15. FVX(P(x)>—=M(x))AVX(M(X)—>S(x))—>(M(X)>—P(x)AS(X))
{SVX(P(x)%—\M(x))AVx(M(x)AS(x)) L (M(X)—>—P () A M) =S (), M(x) > —P()AS(X) { FA—B,FB— C} (13),(1 4)} .

FA->C 15)
16. FVX(P(X)>—M(x))AVX(M(X)—=>S(X))AM(X)—>—=P(X)AS(X)

SVx(P(x)aﬁM(x))AVx(M(x)—)S(x)) Mx),—P)as)| FA—=>B—->C) | (15) ],
FAABSC | (16)

17. F=P(x)AS(X)—>3Ix(—P(x)AS(x)) {A.V.2};
18. FVX(P(X)>—M(x))AVX(M(X)—>S(X))AM(X)—>3Ix(—P(X)AS(X)

SVx(P(x)—>ﬁM(x))AVx(M(x)—)S(x))/\M(x) ~P(0AS(.IX(-PeoASey | FA B, FB—>C | (16),(7) | .
FA—C asy |’

19. I—Vx(P(X)—)—.M(x))/\VX(M(X)—)S(X))—)(M(X)—)EIx(—|P(X)/\S(x))

QAP MO)AYX(MG)>S(X).M().3, (<Px)AS(9) FAAB—->C |_(d9) .
ABC IFA>B->0) | (19)
20. I—M(x)—)(Vx(P(x)—)—.M(X))/\Vx(M(X)—>S(x))—)EIx(—P(X)/\S(x)))

S TGO MDAYX(M)SSCIMO).3, (<PRIAS() FA>(B->C) _3a9
ABC IFB>(A—C) | (20))°
21, FIxM(x)—=(VX(P(X)>—M(x))AVX(M(X)—>S(x))—>3Ix(—P(x)AS(x))) {SEKT: (20)};
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22. FIXMX)AVX(P(X)>—MX)AVX(M(X)—>S(x))—>Ix(—=P(x)AS(X)))
{SHXM(X),VX(P(X)—)—\M(X))AVX(M(X)—)S(X),HX(—\P(x)/\s(x))|:|_ A—->B-> C)} _ (21)}
A.B.C )

FAABSC | (22)

Formulé (22) rodo, jog moduso Fesapo iSvada SoP, t. y. formule Ix(S(x)A—P(x)), sutampancia
(ka nesunku jrodyti) su formule Ix(—P(x)AS(x)), galima i§vesti i§ to moduso prielaidy PeM ir MaS tik
pridéjus prie ju dar viena papildoma prielaidg IxM(x), reiskiancia, kad objekty x klasé M yra netuscia.

I§ prielaidy IxM(x)=1 ir Vx(M(x)—>S(x))=1, kaip jau ank$¢iau matéme, iSplaukia IxS(x)=1,
t. y., kad ir klasé S taip pat turi biiti netuséia, o i§ prielaidy IxM(x)=1 ir Vx(P(x)>—M(x))=1 — i$vada,
kad Ix—P(x)=1, t. y. kad ir klasé —P turi biiti netuscia.

Galima jrodyti, kad Aristotelio paprasty kategorisky silogizmy modusus galima iSvesti
predikaty skai¢iavime (arba, kaip kartais raSoma logiku straipsniuose, Aristotelio silogistika galima
»panardinti* i predikaty skaiciavima), ir Siek tiek sudétingiau iSreiskiant teiginius SaP, SeP, SiP ir SoP
predikaty skaiciavimo kalboje. Vienas i§ tokiy iSraiskos btidy atrodo taip: 1) teiginys SaP vaizduojamas
formule IxS(X)AIX—P(x)Vx(S(x)oP(x)), t.y. musy jau vartota formule Vx(S(x)>P(x)), papildyta
reikalavimu, kad aibé S ir aibés 7P papildinys P biity netusCios aibés; 2) teiginys SeP vaizduojamas
formule IxS(X)ATXP(X)AVX(S(X)>—P(x)), t. y. misy jau vartota formulé, papildyta reikalavimu, kad
aibés S ir P biity netuscios; 3) teiginys SiP vaizduojamas formule Ix—S(x)AFXx—P(x)ATFx(S(X)AP(x)),
t. y. miisy jau vartota formulé 3Ix(S(x)AP(x)), papildyta reikalavimu, kad ne tik aibés S ir P, bet ir ju
papildiniai buty netuscios aibés; 4) teiginys SoP vaizduojamas, formule
Ix—=S(x)AIxP(x)ATFx(S(X)A—P(X)), t. y., miisy jau vartota formulé, papildyta reikalavimu, kad aibé P ir
aibés S papildinys biity netuscios aibés.

Idomu pazyméti, kad i§ Aristotelio silogistikos tiesiogiai iSplaukia formuliy [(SaP)v(SoP)],
[(SeP)v(SiP)], [(SiP)v(SoP)], isreiskianciy treciojo negalimojo désnj silogistikoje, teisingumas, | ka
buvo atkreipgs démesi dar J.Lukasievicius [254]. Tai ypa¢ idomu rySium su ta polemika dél treciojo
negalimojo désnio, kilusia XX-jo amziaus pradzioje ir i$Saukusia intuicionistinés logikos atsiradima.
Galima jrodyti, kad, interpretuojant teiginius SaP, SeP, Sip ir SoP ¢ia ka tik nurodytu biidu, gaunamos
tokios predikaty skaiciavimo formulés, jog ,.silogistinés formos® treCiojo negalimojo désnis iSlieka
nei§vedamu ir ,,panardintoje* | predikaty skaiciavima silogistikoje. Tuo tarpu, pakeiciant formules SaP,
SeP, Sip ir SoP misy pradzioje vartotu biidu, t. y. Sap i Vx(S(x)2P(x)), Sep i Vx(S(s)>—P(x)), SiP i
IX(SX)AP(X)) ir SoP { Ix(S(x)A—P(x)), formulés [(SaP)v(SoP)], [(SeP)v(SiP)] ir [(SiP)v(SoP)],
vaizduojancios ,,silogistini* tre¢iojo negalimojo désnj, tampa iSvedamais predikaty skaic¢iavime kartu su
formule P(x)v—P(x), vaizduojanCia treCiojo negalimojo désni iprastoje klasikiniam predikaty
skai¢iavimui formoje.

Is tikryjy, formulé [(SaP)v(SoP)] tuomet tampa formule Vx(S(x)>P(x))vIx(S(x)A—P(x)),
ekvivalencia formulei ——VxX(=S(X)VP(x))vIX(S(x)A—P(x)), t.y. formulei —Ix(SE)A-PX))Vv
vIx(S(x)A—P(x)), kuri klasikinéje predikaty algebroje yra tapaciai lygi loginiam vienetui ir todél,
kadangi klasikinis predikaty skai¢iavimas yra substancionaliai (neformaliai, iSoriskai) pilna sistema, yra
iSvedama klasikiniame predikaty skai¢iavime.

Analogiskai gauname, jog formulé [(SeP)v(SiP)], uzrasyta predikaty skaiciavimo kalba kaip
formulé Vx(S(x)>—P(x))vIx(S(x)AP(x)), kuri klasikiniame predikaty skaiiavime yra ekvivalenti
formulei —3Ix(S(X)AP(X))vIX(S(X)AP(x)), yra tapaciai lygi loginiam vienetui ir todél yra iSvedama
klasikiniame predikaty skaiCiavime.

Priémg prielaida, kad aibé S yra netuscia, t. y., kad 3xS(x)=1, nesunkiai jrodome, jog formulg
[(SiP)v(SoP)] atitinkanti formulé 3Ix(S(X)AP(X))vIX(S(X)A—P(x)) taip pat yra iSvedama taip
papildytame klasikiniame predikaty skaiCiavime, nes formulé Ix(S(X)AP(X))vIX(S(x)A—P(x)) yra
ekvivalenti formulei Ix[(S(X)AP(x))v(S(x)A—P(x)], kuri savo ruoztu yra ekvivalenti formulei 3xS(x), o
81, kaip jau esame priéme, yra lygi loginiam vienetui, kai aibé S yra netuscia.

Predikaty skaiciavima, panaSiai kaip teiginiy skai¢iavima, galima konstruoti ne
tik aksiomatinéje, bet ir naturaliosios dedukcijos formoje. Tai galima padaryti,
pavyzdziui, naudojantis sekvencijomis. Norint gauti sekvencinj predikaty
skaifiavimg, pakanka jau mums zinomuy teiginiy skaifiavimo iSvedimo figiiriniy
schemy (IFS) sarasa papildyti kvantoriy ivedimo i iSvedamas formules taisyklémis,
pateiktomis iSvedimo figiiry schemy (IFS) formoje, o taip pat ir kitomis IFS,
atitinkanciomis kitas miisy nagrinétas predikaty skai¢iavimo formuliy iSvedimo
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taisykles bei penktosios grupés aksiomas A.V.1. FVx;(x1, X2, ..., Xn)—=A(X1, X2, ...s Xn)
ir A.V.2. FA(X1, X2, ooy Xy wees Xn)>TXUA (X1, X2, ooy Xjy oy Xn)-

Turédami toki papildyta IFS rinkini ir naudodamiesi sekvencijy metodu
panasiai kaip 1.16.1.5.3. skyrelyje, galésime iSvesti visas predikaty skai¢iavimo
teoremas, kurias iSvedéme 1.16.1.5.4. skyrelyje, naudodamiesi aksiomatiniu metodu.
Palieku patiems skaitytojams atlikti §i sekvencijy metodo taikymo pratima.

Kaip jau buvo minéta 1.16.1.5.3. skyrelyje, predikaty skai¢iavime ir predikaty
logikoje (predikaty logikos algebroje) gali biiti taikomi ir rezoliucijy bei semantiniy
lenteliy metodai.

1.16.1.5.5. Logikos raidos ir formalizavimo etapai. Metamatematika

Kaip jau buvo minéta 1.16.1.5.2. skyrelyje, teiginiy ir predikaty skai¢iavimai
kaip formalios sistemos buvo sukurti, vadovaujantis ne tiek logikos kiek
matematikos, jos loginio pagrindimo poreikiais. Tie poreikiai ypatingai sustipr¢jo,
klasikinei aibiy teorijai susidiirus su paradoksais, pavadintais antinomijomis.

Kad suprastume, kaip ir kodél taip atsitiko, jog iSkilo reikiamybé perzitréti ir
stiprinti matematikos rimy pagrindus, ir kode¢l tam prireikeé kurti formalias logines
sistemas, teks padaryti trumpa ekskursija 1 matematikos ir logikos istorija.

Ta ekskursija studijuojantiems sistemotyra bus naudinga ne tik tuo, kad iSplés
ju matematinj akiratj bei pakels matematinés kultiiros lygi, bet ir tuo, kad padés
sisteminio mastymo ugdymui, parodydama, kaip gali biiti sprendZiamos
sistemotyros mokslo vystymuisi labai aktualios filosofinés indukcinio ir
dedukcinio metody saveikavimo ir loginiy sistemy kirimo bei jy jungimo
problemos.

Apzvelgdami logikos mokslo raidos (tame tarpe ir logikos formalizavimo bei
saveikavimo su matematika) istorija, patogumo délei salyginai iSskirsime tokius tos
istorijos etapus:

1) neformaliosios logikos formavimosi etapa,

2) logikos formalizavimo etapa,

3) logikos matematizavimo etapa,

4) formaliy dedukciniy sistemy formavimo ir juy taikymo matematikos
pagrindy perzitrai ir pertvarkymui etapa,

5) Siuolaikini matematinés logikos raidos etapa.

Knygose, skirtose logikos istorijai ([246, 257, 258, 259, 260, 261, 262, 263] ir
kt.), i8skiriama zymiai daugiau ir smulkesniy logikos mokslo raidos etapy, taciau miisy
reikméms pakaks tokio sustambinto tos raidos periodizavimo.

1.16.1.5.5.1. Neformaliosios logikos formavimosi etapas

Zmonija teisingo mastymo désniais pradéjo intuityviai naudotis Zymiai anks¢iau, negu tuos
désnius isreiskeé rastu ir suformulavo kaip logikos mokslo désnius. Tie intuityviai suvokiami ,,sveiko
proto* désniai stichiskai kristalizavosi zmoniy samonéje kaip pavieniy zmoniy ir jy bendrijy patirties
apibendrinimai, fiksuojami $nekamojoje, o véliau — ir raSytinéje kalboje, kurie, perduodant ta patirti i$
kartos i karta, turtéjo ir tobul¢jo. Logikos mokslo prieSistorei buvo biidinga tai, kad Zmonés,
intuityviai suvokdami, kada mastoma teisingai, kada — ne, jokios specialiai suformuluoty ir
iSreikSty raStu teisingo mastymo taisykliy sistemos dar neturéjo, ir savoka ,taisyklingas
mastymas®, jei tuo metu tokia savoka ir biity atsiradusi, biity reiSkusi lygiai ta patj, ka ir savoka
»Hteisingas mastymas“.

Taciau ilgainiui, pradéjus formuotis mokslams apie pasauli ir jame vykstanéius ivairius
reiskinius, Zmonés pradéjo tirti ir pasaulio paZinimo priemones, tame tarpe — Zmogaus mastyma.
Tai ir buvo logikos mokslo pradzia.
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Kiek Zinoma i§ mus pasiekusiy istoriniy Saltiniy, logika buve savarankiskai kuriama bent
jau trijose Salyse — Kinijoje, Indijoje ir Graikijoje.

Kinijoje logika atsirado jau VI a. prie§ Kristaus gimima, kai politiniy ir teisiniy gincy jtakoje
buvo pradeta tikslinti gincy terminologija ir nustatinéti vieny teiginiy iSvedimo i$ kity teiginiy taisykles.

Labiau negu Kinijoje logika iSsivysté senovés Indijoje, kurioje, kaip ir kitose Salyse, logika
atsirado moksly vystymosi ir vieSujy diskusijy bei filosofijos itakoje. [V-V miisy eros amziais Indijoje
jau ima formuotis logikos teorijos, loginés mokyklos. Nors teiginiy logikos indy logikai nesukaire, taciau
kai kuriuos teiginiy logikos désningumus zinojo: buvo sukurta neiginio teorija, nustatytas dvigubo
neigimo désnis. Susiformavo klasiy ir predikaty logikos uZuomazgos, buvo sukurta penkianario
samprotavimo teorija, pagal kuria samprotavima turéty sudaryti Sios dalys: 1) tezé, kurig reikia jrodyti;
2) tezés pagrindimas; 3) pavyzdys; 4) pavyzdzio pritaikymas; 5) iSvada.

Indy logikoje galima rasti ir loginiy santykiy teorijos uZuomazga bei formaliosios
implikacijos teorijos uZuomazga. TaCiau mastymas buvo tiriamas daugiau turinio, o ne formos
atzvilgiu, todél kintamieji dydziai nebuvo vartojami ir logika Indijoje nepasieké formaliosios logikos
lygio.

Perémg kai kuriuos Egipto, Babilonijos, Persijos ir kity senovés Ryty Saliy mokslo pasiekimus,
senovés graikai vysté gamtos mokslus, filosofija, kiiré logikos teorija. Logika jie laiké pazinimo, tiesos
gavimo priemone. Visi mokslai, tame tarpe ir logika, buvo apjungti vienu pavadinimu ,,filosofija“.

Vieni pirmyjy logikos problemas iskélé Eléjos mokyklos atstovai, kuri veiké VI a. pabaigoje —
Va. pradzioje prie§ Kristaus gimima. Zymiausias tos mokyklos atstovas — Zenonas Eléjietis (apie
490430 m. prie§ Kristaus gimima). Jis sukliré savo garsiasias aporijas (,,Dichotomija“, ,,Achilas ir
vézlys®, ,,Strélé” ir kt.), kurias jis laiké neiSsprendziamais mastymo prieStaravimais.

Logikos problemas nagringjo ir atomistinés teorijos kiiréjas Demokritas (apie 460-370 m.m.
pries Kristaus gimima). Jis tyré indukcija, analogija, hipoteze, suformulavo pakankamo pagrindo
principa.

Logika kaip irodymo mena, tuo metu vadinama dialektika, vysté Sokratas (469-399 mm.
prie$ Kristaus gimima). Jis gimé ir gyveno Aténuose, kuriuose tuo metu buvo labai paplitusi sofistika.
Sofisty mokyklose buvo mokoma iskalbos meno — retorikos, meno iSradingai vesti ginca — euristikos,
mokéjimo jrodyti savo teiginius — dialektikos, be to — dar etikos, filosofijos. Tam tikra sofisty grupé
i8kélé sau uzdavini — sukurti teorija, galincia irodyti bet kurj teigini. Tokie ,,irodymai®, kuriuose vienoje
prielaidoje savokos buvo vartojamos viena prasme, kitoje prielaidoje — kita prasme, dar ir dabar
vadinami sofizmais. Sokratas susizavéjo filosofija ir, nepritardamas sofisty paziliroms, émé kurti ir
skelbti savo teorija. Kiekviena dieng jis traukdavo | turgaus aikst¢ ir diskutuodavo su kiekvienu,
panoréjusiu gincytis. Sokrato paziliros nesiderino su tradicinémis aténieCiy paZiliromis | zmogaus ir
dievybés santyki, ir jis, bidamas 70 mety, buvo nuteistas mirti uz aténieciy papro¢iy negerbima.
Sokratas nieko nepara$é, savo pazitiras désté gyvu Zodziu. Jas uzrasé jo mokiniai, daugiausia Platonas,
kuris véliau isteigé savo mokykla — Akademija.

Toje mokykloje 20 mety mokeési ir vienas zymiausiy Antikos laiky mastytojas — Aristotelis,
kuris laikomas logikos mokslo formalizavimo pradininku.

1.16.1.5.5.2. Logikos formalizavimo etapas: nuo Aristotelio iki Dekarto ir Leibnico

Aristotelis (384-322 mm. pries Kristaus gimima) gimé Trakijoje, Stagiro mieste, todé¢l daznai
vadinamas Stagiritu (t. y. stagirie¢iu). Jo tévas buvo zZymus to meto gydytojas ir galéjo leisti savo stiny i
Platono Akademija. Platonui mirus, Aristotelis pasitrauké i§ Akademijos ir pradéjo aukléti Makedonijos
karalius stiny Aleksandra Makedonietj. Kai Aleksandras tapo valdovu, Aristotelis grizo i Aténus ir
isteigé savo mokykla — Likéjy, davusig varda Siuolaikiniams licéjams.

Aristotelis parasé daug veikaly i§ jvairiy mokslo sri¢iy, sukurdamas enciklopeding Zziniy
sistema. Veikalus, skirtus logikai, vélesnieji Aristotelio komentatoriai apjungé bendru pavadinimu
»Organonas“ (,,PaZinimo {rankis“). ,Organona™ sudaro Sie veikalai: ,Kategorijos®, ,Pirmoji
analitika“, ,,Antroji analitika“, ,,Topika®, ,Sofistiniy argumenty paneigimas®“. Logikos problemy
nagringjimo pasitaiko ir kituose Aristotelio veikaluose, ypaC vienoje svarbiausiy jo knyguy —
»Metafizikoje*.

Zymiausioji Aristotelio logikos mokslo, kurj jis vadino ,,analitika“, dalis yra silogistika. Apie
ja mes jau esame kalbéje 1.16.1.5.1. skyrelyje. Tiesa, ten silogistika pateikta Siek tiek moderniau, negu
tai daré Aristotelis (silogizmy modusams suteikti vardai, nagrinéjamos keturios paprasto kategorisko
silogizmo figiiros, kai Aristotelis mini tik tris, nors ir vartojo ketvirtosios figiiros silogizmus Fesapo ir
Fresison, ir t. t.), taciau pagrindinés silogistikos idéjos, kurias suformulavo Aristotelis, isliko iki miisy
laiky ir pateko i Siuolaikinius logikos vadovélius.
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Svarbu pazyméti, kad Aristotelio silogistika buvo sudaryta deduktyviai — aksiomatiSkai:
keturi pirmosios figliros modusai, dabar vadinami Barbara, Celarent, Darii ir Ferio, buvo laikomi lyg ir
aksiomomis Siuolaikine prasme, o i$ ju pagal tam tikras taisykles buvo iSvedinéjami visi kiti modusai.
Vélesnieji Aristotelio pasekéjai visy jo idéjy iSkart pilnai suprasti nepajége ir net patj silogozma aiskino
Siek tiek kitaip negu Aristotelis. Stagiritas kaip deduktyvaus aksiomatinio metodo kiiréjas buvo
suprastas ir jvertintas tik misy laikais.

Aristotelis kuré¢ ir modalinés logikos pradmenis, nagrinédamas teiginius, kuriuose vartojami
terminai ,,batina®, ,,galima* bei juy neiginiai. Modaling logika jis taip pat karé silogizmy pagrindu ir
nustaté gana daug modaliniy silogizmy.”

Aristotelis pradéjo vartoti logikoje ir kintamuosius dydZius bei jy Zyméjimus raidémis. ,,IS
tikryju, jei A priskiriamas visiems B, o B priskiriamas visiems C, tai A butinai priskiriamas visiems C*,
—ra$é Aristotelis. Todél Aristotelis laikomas formalizavimo logikos moksle pradininku: jis pirmasis
pradéjo naudoti formalius Zyméjimus ir kurti formaliy mastymo taisykliy — naujy teisingy
teiginiy iSvedimo i§ turimyjy teisingy teiginiy taisykliy — sistema. Taigi, Aristotelis teisingame
mastyme jZvelgé tam tikrus désningumus ir pabandé juos formalizuoti, formuluodamas teisingo
mastymo taisykles.

Aristotelis suformulavo tapatybés, neprieStaravimo ir negalimo treciojo désnius, nustaté,
kad, naudojantis taisyklingo mastymo taisyklémis, i§ teisingy prielaidy iSplaukia tik teisingos
iSvados. Tiesa, Aristotelis nesukiiré teiginiy logikos, nors ir zinojo bei naudojo tos logikos jungtis —
neigima, konjunkcija, disjunkcija, implikacijg. Pagrindiné to priezastis buvo visy teiginiy aiskinimas
subjektinés — predikatinés struktiiros pozidiriu ir visy samprotavimy suvedimas i silogizmus, kas Siek
tiek susiaurino Aristotelio pozitrj i logika.

Taciau ir ta formaliosios logikos sistema, kuria sukiiré Aristotelis, buvo grandiozinis dalykas
tiems laikams, nes iki tol logikos istorijoje nieko panasaus nebuvo buveg. Aristotelio sukurtoji sistema
turéjo didziule jtaka vélesniems laikams: jis buvo laikomas didziausiu mokslo autoritetu ir Antikos
laikais ir viduramziais.

Teiginiy logikos pagrindus sukiiré megarieciy — stoiky mokyklos atstovai, skelbg Megaros
ir stoiky mokyklose vystomas idéjas.

Megaros mokykla atsirado eléjieCiy ir Sokrato idéjy itakoje. Ja ikiiré Euklidas Megarietis
(apie 450-380 m.m. prie§ Kristaus gimima), kilgs i§ Megaros miesto. Kiti Zymesni tos mokyklos
atstovai — Eubulidas ir Filonas Megarietis.

Panasias id¢jas logikoje tuomet vysté ir kita filosofiné mokykla — stoikai. Ta mokykla iktiré
Zenonas Stoikas, kuris pradzioje mokési Megaros mokykloje, o po to — platoniky Akademijoje ir apie
300 m. prie§ Kristaus gimimga ikiiré savo mokykla — Stoja. Jo paziiiras susistemino ir toliau i§vysté
Chrizipas (apie 280-206 m. prie§ Kristaus gimima).

Kadangi megarieéiai ir stoikai vysté panasias idéjas, o be to stoikai kai kurias idéjas perémé i§
megarieiy ir toliau tgsé ju vystyma, kai Megaros mokykla uzsidaré (III a. prie§ Kristy pabaigoje), tai
logikos istorijoje daznai vartojamas jungtinis terminas — megarie¢iy — stoiky mokykla. Siai mokyklai
priskiriamas dar ir kitas nuopelnas — logikos antinomijy atskleidimas ir tyrimas. Antinomijas pirmieji
atskleidé megarieciai: Eubulidui priskiriama ,,Melagio® antinomijos formuluoté, o stoikui Chrizipui —
Sios antinomijos sprendimas, artimas tos antinomijos sprendimui Siuolaikinéje logikoje. Antikos logikas
— Filitas i§ Koso, spresdamas ,,Melagio* antinomija, net numiré. Ant jo kapo akmens uzrasyta: , Keleivi,
a$ esu Filitas, mane numarino ,,Melagio* argumentas ir giliis naktiniai apmastymai*.

Stoikai pirmieji pavartojo ir terming ,logika*“ (Aristotelis, kaip jau buvo minéta, savo
veikaluose logika vadino ,,analitika®).

Po Aristotelio ir megarieciy — stoiky keleta Simtmeciy (nuo II a. pries Kristy iki VI a. po
Kristaus gimimo) tgsési taip vadinamasis komentatoriy ir vadovéliy laikotarpis, kurio metu buvo
studijuojami bei komentuojami Aristotelio ir megarieCiy — stoiky darbai, nekeliant ir nesprendziant
nauju problemy, nekuriant naujy metody. Tiesa, Porfirijus antrojo miisy eros amziaus pabaigoje
suformulavo tris klausimus apie universalijas (gimines ir riiSis), dél kuriy véliau — viduramziais — buvo
ginCijamasi iStisus Simtmecius: 1) kaip egzistuoja giminés ir raiSys (t. y. giminés ir riiSies savokos) —
savarankiskai ar tik mintyse; 2) jei jos egzistuoja, tai ar jos yra ktiniskos, ar nekiiniskos; 3) ar giminés ir
rusys egzistuoja savarankiskai, ar jutimiskai pazistamuose daiktuose ir kartu su jais.

Dideliy kokybiniy pokyciu logikoje neivyko ir viduramziais, kuriems buvo biidinga taip
vadinamoji scholastiné logika. Jos pavadinimas kilgs i§ zodzio ,,schola®, reiskiancio mokykla, kadangi
tuo metu Aristotelio sukurtos logikos pagrindai buvo déstomi mokyklose (tiesa, gana dogmatiskai).

ViduramzZiy logika priimta skirstyti j tris laikotarpius: 1) ,,senaja logika“ (,,logica vetus®),
2) ,,naujaja logika™ (,,logica nova®) ir 3) ,,moderniaja logika“ (,,logica modernorum®).

* Apie modalines logikas mes dar kalbésime 1.16.1.5.7. skyrelyje.
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Senosios logikos laikotarpis tgsési nuo VIII a. iki XII a. vidurio. Jame pagrindinis démesys
buvo skiriamas filosofinéms problemoms: jau minétajai universaliju problemai ir logikos santykio su
teologija klausimams.

Spresdami universaliju problema, vieni scholastai teigé, kad universalijos kaip abstrakcios
esybés egzistuoja realiai, ir todél buvo vadinami realistais. Zymiausias senyjy realisty atstovas —
Anselmas Kenterberietis (1033—1109).

Realisty oponentai teigé, kad universalijos téra vardai, salyginiai pavadinimai. Todél Sie
scholastai buvo vadinami nominalistais (nuo zodzio ,,nomos*, reiskian¢io varda). Vienu Zymiausiyjy
senojo nominalizmo atstovu buvo pranciizas J. Roscelinas (apie 1050—1112). Jo mokinys — nuosekliojo
nominalizmo atstovas — Pjeras Abeliaras (1079—1142) — teigé, kad universalijos néra Siaip sau zodziai,
o mastymo produktai — konceptai (t. y. savokos). Si paziiira buvo pavadinta konceptualizmu.

Sprendziant logikos ir teologijos santykio klausimus, scholastai taip pat pasidalino | dvi grupes
— dialektikus ir antidialektikus. Dialektikai (ju tarpe ir Pjeras Abeliaras) svarbiausiu autoritetu laiké ne
tikéjimo dogmas, o Zmogaus prota, jo mastymo logika, ir teige, jog logika turi teisg kritikuoti abejotinas
tikéjimo dogmas. Antidialektikai tam prieStaravo, teigdami, kad logika neturi teisés aiskinti tikéjimo
paslapciy, nes Zmogaus protas esas tam per silpnas.

Naujosios logikos laikotarpis tesési nuo XII a. vidurio iki XIII a. pabaigos. Siuo laikotarpiu
buvo imtasi teiginiy logikos tolimesnio plétojimo, nustatomi nauji logikos désniai — tautologijos.
Atsirado ir buvo vystoma supozicijos teorija, nagrinéjanti termino ir tuo terminu zZymimo objekto
santyki. Zymiausieji viduramziy naujosios logikos atstovai — Petras Ispanas (1224—1277), véliau tapes
popiezium Jonu XXI, ir Dunsas Skotas (apie 1265-1308) — Oksfordo, Paryziaus ir Kelno universitety
profesorius, kurio rastai sudaré 12 didziuliy folianty. Taisykle, kad i§ klaidingo teiginio gali biiti
iSvestas bet koks teiginys, daznai dar ir dabar vadina jg pirma karta nustaciusio Dunso Skoto vardu.

Baigiantis naujosios logikos laikotarpiui, pradéjo formuotis ir moderniosios viduramziy logikos
idéjos, tame tarpe ir mastymo proceso masinizavimo idéjos. Buvo sukurta pirmoji loginé masina. Jos
autorius — Katalonijos poetas, mokslininkas ir misionierius Raimondas Lulijus (apie 1235-1315).
Sukant koncentriskus tos masinos skritulius, buvo galima gauti tam tikrus taisyklingus silogizmus.

Treciasis viduramziy logikos laikotarpis — modernioji logika — tgsési nuo XIV a. pradzios
iki viduramziy pabaigos. Jo metu buvo toliau vystoma teiginiy logika, vieny teiginiy iS§vedimo i§ kity
teorija, buvo tesiama modalinés logikos plétoté, kuriama semantiniy antinomijy teorija. Zymiausi to
laikotarpio filosofai, pasizyméje logikoje: Vilhelmas Okamas (apie 1300-1350), Zanas Buridanas
(apie 1300-1358), Albertas Saksonietis (1316-1390).

Po viduramziy prasidéjusiems naujiesiems laikams buvo biidingas mokslo autoriteto
augimas. Atmesdami scholasting filosofija ir dogmatini mastyma, kai kurie naujyjy laiky mokslininkai
atmeté ir viduramziy logika, neretai net pakankamai neisigiling i ja ir neiverting nemazy jos pasiekimuy.
Naujos progresyvios idéjos nustelbdavo senasias, kartais net iSstumdavo jas, ir tai vykdavo ne visada
sugebant pasisavinti vertingaja senyjy idéju palikimo dalj. Tai buidinga ne tik Siam laikotarpiui.

Pavyzdziui, Zymus angly filosofas — materialistas Frensis Bekonas (1561-1626) iskélé nauja ir
progresyvia idéja, kad mokslo pagrindu turi buti eksperimentas, zmoniy praktingje veikloje
atsirandantis gamtos désniy pazinimas, o mokslinio mgstymo pagrindu turi biti indukcija.
Laikydamas Aristotelio dedukcing logika beverte moksliniu atzvilgiu, F.Bekonas parasé¢ ,,Naujaji
organong“, kuris, autoriaus nuomone, turéjo pakeisti Aristotelio ,,Organona”. Taigi, F.Bekonas,
iSkeldamas nauja progresyvia idéja ir modernizuodamas logika (véliau, jau XIX a. kitas angly filosofas
ir logikas D.S Milis sistematizavo F.Bekono tyrimus induktyviosios logikos® srityje, ir nuo to laiko
indukcijos metodas tapo biitingja sudétine logikos dalimi), nesugebéjo jvertinti dedukcinio metodo ir
suprasti indukcinio ir dedukcinio metody sintezés nauda.

Naujaisiais laikais pradéjo formuotis ir kitos progresyvios idéjos, biidingos naujam — jau
treciajam — logikos mokslo raidos etapui. Pavyzdziui, garsus pranctizy mokslininkas René Dekartas
(1596-1650), lotyniskoje literatiiroje vadinamas dar ir Kartezijum (Renatus Cartesius), panasiai kaip ir
F. Bekonas kiiré naujo mastymo metoda, taciau jis, suprasdamas indukcijos metodo reikSme, neatmeté
dedukcijos, o suvoké gily abipusi abiejy Siy metody rysi ir savo veikaluose ,,Vadovavimo protui
taisyklés“ ir ,Samprotavimai apie metoda“ iSsaké eil¢ vertingy naujojo mastymo ir sudétingy
problemy sprendimo, naudojantis matematiniais metodais, taisykliy. Jis, sieckdamas, kad ,,mintyse biity
tokia pati tvarka kaip ir skaiCiuose®, iskél¢ idéja apie visuotinio loginio — matematinio metodo

* Apie induktyvigja logika ir jos ry$i su tikimybine logika dar bus kalbama 1.16.1.5.5.7. ir 1.16.1.5.6.
skyreliuose.
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mokslinéms problemoms spresti sukiirima ir net buvo pradéjes praktiSkai kurti atitinkama
matematizuota kalba, kurioje biity galima taikyti matematini aparata.

PanaSias id¢jas iSsaké ir Zymusis vokieCiy matematikas bei filosofas Gotfridas Vilhelmas
Leibnicas (1646—1716), pasizyméjgs enciklopediniu talentu. Jis ne tik nepriklausomai nuo Niutono
sukiiré diferencialinio ir integralinio skai¢iavimo pagrindus, bet ir, {Zvelggs panasumg tarp matematikos
ir logikos, i§saké minti apie matematinés simbolikos jvedimo i formaliaja logika galimybe bei
tikslingumg ir net bandé kurti ne tik skaifiavimo, bet ir ,,loging masing*, teigdamas, jog ateityje
ivairius gincus bus galima spresti tiksliais skai¢iavimais.

Nors dabar jrodyta, kad tokig visuoting formalizuotg teorija, apie kuria rasé Leibnicas, sukurti
neimanoma, taciau véliau atsiradusios simbolinés logikos platus taikymas technikoje ir jvairiuose
moksluose rodo didziojo vokie¢iy mokslininko jzvalguma bei jo idéjy progresyvuma ir giluma. Jo
idéjos apie logikos matematizavima ir loginiy skaic¢iavimo sistemy kiirima véliau pilnai pasitvirtino.
Zymus XVIII a. pranciizy enciklopedistas D.Didro yra pazyméjes, kad Leibnicas net kai kuriuose savo
paklydimuose parodé daugiau genialumo, negu kiti, atskleisdami tas ar kitas tiesas.

1.16.1.5.5.3. Logikos matematizavimo etapas

Leibnico idéja apie logikos matematizavima buvo igyvendinta tik devynioliktojo amZziaus
viduryje, kai angly matematikas DZ.Bulis (1815-1864) jvedé i formaliaja logika algebros elementus
ir davé pradzia matematinei logikai teiginiy algebros, kuria mes dabar vadiname Bulio algebra,
pavidale. Dideli inasa i formaliosios logikos matematizavima ine$¢ ir O.Morganas (1806—-1871),
W.S.DZevonsas (1835-1882), E.Srederis (1841-1902) bei kiti matematinés logikos kiiréjai. Jy déka
buvo sukurti klasikinés teiginiy ir predikaty algebros, kuriai skirti Sios mokymo priemonés
1.16.1.1.+1.16.1.4. skyreliai, pagrindai

Treciajam logikos raidos etapui buvo biidinga tai, kad logikes poreikiams buvo stengiamasi
panaudoti matematikos aparata, t. y. j pagalba logikai buvo pasitelkta algebra.

Devynioliktojo amZiaus pabaigoje Jenos universiteto matematikas Gotlobas Frégé (1848—
1925) pateiké matematinés logikos sistema, susidedancia i$ aksiomatinés teiginiy logikos ir predikaty
logikos, kuri buvo jau labai artima Siuolaikinei matematinei logikai (t. y. Siuolaikiniams klasikiniams
teiginiy ir predikaty skaic¢iavimams, apraSytiems §ios mokymo priemonés 1.16.1.5.2. ir 1.16.1.5.4.
skyreliuose) ir skyrési nuo jos tik savo neiprasta ir gana sudétinga simbolika. Pakeitus ta simbolika ir
patobulinus aksiomatika, beliko tik vienas zingsnis iki 1910-1913 mm. iSleisty Bertrano Raselo ir
Alfredo Vaithedo garsiuju ,,Principia Matematica®. Taciau tai — jau naujas etapas matematinés logikos
(o kartu — ir matematikos) raidoje.

1.16.1.5.5.4. Antinomijy atradimas aibiy teorijoje. Ketvirtojo logikos raidos etapo pradzia

Devynioliktojo ir dvideSimtojo miisy eros amziy sandiiroje matematika susidiiré su
matematikos mokslo pagrindimo problemomis, kurias i$Sauké paradoksy, pavadinty antinomijomis,
klasikinéje aibiy teorijoje, sudarancioje klasikinés matematikos pagrinda, atradimas.

Kaip pavyzdi pateiksiu jau minétojo angly matematiko ir logiko B. Raselo (B. Russell, 1872—
1970) loging antinomija, kuria jis atrado 1902 m.

Nagrinésime visas tas aibes A, kurios turi savybg D nebiiti savgs pacios elementais. Dauguma
konkreciy aibiy turi tokia savybe. Pavyzdziui, visy Zvaigzdziy aibé, kurios elementai yra atskiros
zvaigzdés, néra saves pacios elementas, nes visy zvaigzdziy aibé néra zvaigzdé. Analogiskai gauname,
kad tokia savybe turi ir visy Zzmoniy aibé¢, visy natiiraliyjy skaiciy aibé ir t. t. Sudarysime visy tokiy ir tik
tokiy aibiy A aibg T ir iSkelsime klausima, ar aibé T turi savybg D arne, t. y. ar TeT, ar TeT?

Jei aibé T turi savybe D, t.y. jei aibé T néra saves pacios elementas, tai ji turéty priklausyti
aibei T kaip visy aibiy, turin¢iy savybeg D, aibei. Kitaip tariant, i§ T¢T iSplaukia TeT, t. y. gauname
priestara.

Jei aibé T neturi savybés D, t. y. priklauso tokiy aibiy grupei, kurios yra paciy saves elementai
(kaip, pavyzdziui, visy aibiy aibé yra aibé¢ ir todél yra saves pacios elementas), tai TeT. Bet juk aibe T
sudaro tik tokios aibés A, kurios turi savybe D, t. y. néra saves pacios elementais. Todél, jei TeT, tai T¢
T, t. y. vél gauname priestara.

B Apie R.Dekarto idéjas, o taip pat apie dedukcija ir indukcija matematikoje jdomiai ir giliai yra
pasakiusi S.A.Janovskaja. Jos straipsnj “Apie matematinio grieztumo vaidmeni matematikos kiirybiskos
raidos istorijoje ir specialiai apie Dekarto “Geometrija””, patalpinta knygoje [170], labai
rekomenduociau perskaityti.
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Formaliai Raselo antinomija galima iSreiksti taip: (A€T)<(A¢A), i§ kur, kai A sutampa su T,
gauname (TeT)<(T¢T), t. y. priestara.

Raselo antinomija néra vienintelé loginé aibiy teorijos antinomija. Dar 1897m. pirmaja tokia
antinomija buvo atradgs italy matematikas Burali—Forti (C.Burali—Forti), nagrinédamas visy ordinaliyjy
skai¢iy klasg, o 1899m. panasia antinomija surado ir pats klasikinés aibiy teorijos (kuria dabar gana
daznai vadina ,,naivigja“) kiiréjas G.Kantoras (G.Cantor). Nagrinédamas visy aibiy aibg M ir visy jos
poaibiy aib¢ P(M), Kantoras gavo, jog i§ aibés M apibrézimo iSplaukia, kad P(M)eM, kas priestarauja
to paties Kantoro irodytai teoremai, jog bet kurios aibés A visy poaibiy aibés P(A) galia yra didesné uz
aibés A galia.

Aibiy teorijos semantinés antinomijos pavyzdziu gali buti RiSaro (J.Richard) antinomija,
kuria pateiksiu taip, kaip ja 1906m. suformulavo Beris (G.D.W.Berry).

Nagrinésime tokia natiiraliyjy skaiciy aibe, kuria sudaro visi tie ir tik tie nattralieji skaiciai,
kuriy kiekvieno apibrézimui pakanka ne daugiau kaip tikstancio Zodziy prasmingo teksto. Aisku, kad
tokiy skaiCiy aibé yra baigtiné. Kadangi natiiraliyjy skaiCiy aibé yra begaliné, tai turéty egzistuoti
natiiraliis skaiCiai, nejeinantys | auk$¢iau minétaja baigting natiiraliyjy skaiciy aibg. ISrinksime i§ ty
skai¢iy pati maziausiaji. Tokio skaifiaus kaip maziausiojo natiiralaus skai¢iaus, nejeinancio jminétaja
aibg, apibrézimui, kaip ka tik matéme, pakanka maziau kaip tikstancio zodziy prasmingo teksto. Todél
toks skaiCius turéty priklausyti minétajai natiiraliyjuy skaiciy aibei, i§ kur iSplaukia priestara, nes Sis
skaiCius — maziausias natiiralus skaicius, nepriklausantis natiiraliyjy skaiciy aibei, kurios kiekvienas
skaicius apibréziamas prasmingu tekstu, turin¢iu ne daugiau tikstancio zodziy.

Kaip susidoroti su tokiais paradoksais? I§ kur ir kodél jie atsiranda? Kokias iSvadas reikéty
padaryti i$ Siy ir kity antinomijy?

Pirmoji iSvada: antinomijy buvimas kelia didele grésme Siuolaikinés matematikos mokslo,
besiremiancio aibiy teorija, pamatams, nes susidaro situacijos, kada negalima garantuoti to mokslo
neprieStaringumo. Todél labai svarbu surasti antinomijy atsiradimo priezastis, surasti budus, kaip ty
antinomijy iS§vengti, ir sukurti tokius matematikos mokslo pagrindus, kuriuose nebiity jokiy antinomijy
bei kitokiy priestary.

Antroji iSvada teigia, kad daugelio antinomijy priezastis yra impredikatyviniy
apibréZimy vartojimas. Impredikatyviniais apibréZimais vadinami tokie apibrézimai, kuriuose
kokios nors aibés S elementas a apibréziamas taip, kad jo apibrézime dalyvauja tos aibés S savoka, dél
ko susidaro savo riiSies ydingasis ratas. Ta aibiy elementy apibrézimy impredikatyvuma nesunku
pastebéti ir Risaro, ir Raselo antinomijose. Vadovaudamasis $ia nuomone apie antinomijy atsiradimo
priezastis, kuria vienas i$ pirmyjy i$saké pranciizy matematikas A.Puankaré (A.Poincaré), jau minétasis
B.Raselas suformulavo ,,Ydingojo rato principa“, kuriuo susiaurino G.Kantoro ivestaja aibés savoka:
»Jokia aibé S negali turéti savo sudétyje elementy m, kurie biity apibrézti tik tos aibés S terminais, o taip
pat elementy m, kuriy apibréZimuose tiesiogiai ar netiesiogiai biity vartojama tos aibés S savoka“.

Laikantis Sio principo galima biity iSvengti loginiy ir semantiniy antinomijy aibiy
teorijoje, taciau tuo paciu tekty atsisakyti tokiy savoky, be kuriy sunku jsivaizduoti Siuolaikinés
matematikos riima. Pavyzdziui, tekty atsisakyti tokios sgvokos kaip duotosios realiyju skaiciy aibés
tikslusis virSutinis rézis (supremumas) ir eilés kity panaSiy savoky, kuriy apibrézimai yra
impredikatyvis, tac¢iau be kuriy Siuolaikinéje matematikoje buty labai sunku ar beveik neimanoma
iSsiversti.

Paradoksai, operuojant su aibémis, gali atsirasti ir kai kuriais atvejais, kai, sumaiSe
potencialiosios ir aktualiosios begalybiy savokas, mes su begalinémis aibémis pradedame operuoti
taip kaip su baigtinémis. Pailiustruosiu tai pavyzdziais.

Tarkime, jog mes norime apskaiCiuoti sumos S=1-1+1-1+1-1+..., turin¢ios begalinj démeny
skaiciy, reikSme.

Pritaike tos sumos apskaiciavimui asociatyvumo désni, galiojantj sumoms, turincioms baigtini
démeny skaiciy, gauname atvejus:

1) S=1-1+1-1+...=1-1)+(1-1)+(1-1)+...=0+0+0+...=0;

2) S=1-1+1-1+..=1—-(1-1)—(1-1)-..=1-0-0-...=1;

3) S=1-1+1-1+..=1-(1-1+1-1+...)=1-S, i$ kur gauname, jog 2S=1, t. y., jog Sz% .

Koks gi i§ tikryju sumos S dydis? O gal §i eiluté S=1-1+1-1+... i§ viso neturi jokios sumos?
Palieku Siuos klausimus skaitytojo pamastymams. ‘
Pateiksiu dar viena pavyzdéli. Tarkime, jog turime trikampij ABC, pavaizduota 397" pav.
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K, N,
397 pav.

Per krastiniy AB ir BC vidurio taskus M ir N pravesime to trikampio vidurio linija MN.
Trikampio pagrinde AC paimsime bet koki taska K, ir sujungsime ji su trikampio vir§tine B. Atkarpa
BK, biitinai kirs vidurio linija MN kokiame nors viename ir tik viename taske, kuri pazymésime K.
Imdami trikampio pagrinde AC jvairius taskus K,, panasiu biidu vidurio linijoje MN gausime taskus K;,
t. y. gausime, kad vidurio linija MN turi ne maziau tasky negu atkarpa AC.

Galima jvykdyti ir atvirksting procedira: atkarpoje MN imti taskus K;, sujunginéti juos
tiesémis su trikampio virSine B ir fiksuoti ty tiesiy susikirtimo su atkarpa AC taskus K,. Kadangi
kiekviena atkarpos MN taska K, visada atitiks vienas ir tik vienas atkarpos AC taskas K, tai i§ to
iSplaukia, kad atkarpa AC turi ne maziau tasky negu atkarpa MN.

Sujungdami abi i§vadas, gauname jog egzistuoja abipusé vienareikSmé atitiktis tarp atkarpy AC
ir MN tasky K, ir K, t. y., kad tos atkarpos turi vienoda tasky skaiciy.

Dabar pereisime prie 397" pav., vaizduojanéio ta patj trikampj ABC su ta paia vidurio linija
MN. Pravesime tame trikampyje dar viena vidurio linija NN,, lygiagreCia trikampio krastinei AB.
Imdami atkarpoje MN taskus K, ir pravesdami per juos tieses, lygiagrecias tiesei AB (ir vidurio linijai
NN,), gausime ty lygiagreciy susikirtimo taskus K, atkarpoje AN,, turin€ioji ta pati ilgi, kaip ir atkarpa
N,C. Kadangi kiekviename atkarpos MN taskui K, gausime vieng ir tik viena atkarpos AN, taska Ko,
t. y. gausime, jog atkarpa AN, turi ne maziau tasky negu atkarpa MN.

Imdami taskus K, atkarpoje AN,ir pravesdami per juos tieses, lygiagrecias AB, analogiSkai
gausime ty tiesiy susikirtimo taskus K;su atkarpa MN ir irodysime, kad atkarpa MN turi ne maziau
tasky negu atkarpa AN,.

Sujungdami abi i§vadas, gausime, jog atkarpos AN, ir MN turi vienoda tasky skaiciy.

Prisimindami i§vada, gauta nagrinéjant 397-" pav., ir pazymédami atkarpos MN tasky skai¢iy
Zymeniu X, gauname, jog atkarpa AC turi ir x ir 2x tasky, t.y., jog x=2x, i§ kur gauname, kad x=0.
Taigi, gauname, jog priestaros nebiity, jei atkarpos MN, AN,, N,C ir AC neturéty né vieno tasko! Taciau
taip néra, nes kiekviena i§ ty atkarpy, turi po be galo daug tasky. Taigi, vél priestara!

Panas$iy pavyzdziy, rodané¢iy, kad su begalinémis aibémis ne visada galima operuoti taip,
kaip su baigtinémis aibémis, galima pateikti labai daug.

Operaciju su begalinémis aibémis analizé parodé¢, jog reikia skirti dvi begalybés savokas:
1) potencialigja begalybg ir 2) aktualiaja begalybeg.

Potencialiosios begalybés savoka vartojame tada, kada kalbame apie sekas, procesus ir pan.,
kurie gali testis kiek nori ilgai, t. y., be galo, ir kuriy todél niekada nelaikome uZbaigtais, o tik be galo
besitesianciais ir niekada negalindiais tapti uzbaigtais.

Aktualiosios begalybés savoka vartojame tada, kada operuojame su begalinémis aibémis, su
begalinémis sekomis ir pan. kaip su pilnai duotais mums objektais, kaip su pilnai uzbaigtais
procesais. Pavyzdziui, samprotaudami: ,,Jmame begaling nattiriniy skaiCiy aib¢ N ir padaliname ja i du
poaibius: 1) lyginiy natiiriniy skai¢iy aib¢ A ir 2) nelyginiy natiiriniy skaiciy aib¢ B. Imame aibés A
elementus, t. y. lyginius skaicius 2, 4, 6, 8§, ..., ir, kieckviena ju dalindami pusiau (t. y.sumazindami du
kartus ir paversdami skaiciais 1, 2, 3, 4,...), sudarome aibg C. Aib¢ C, turédama tiek pat elementy kaip ir
aibé A, i$ kurios ji buvo gauta, tuo paciu metu turés tuos pacius elementus kaip ir aibé N, t. y. aibés N
tikrinis poaibis A turés tiek pat elementy, kiek ir pati aibé N, mes operuojame su begalinémis aibémis
kaip su aktualiosiomis begalybémis. Aktualiosios begalybés savoka yra vidiniai prieStaringa, nes jos
denotatas — proceso, kuris negali niekada baigtis, baigimo rezultatas.

Tokios vidinés prieStaros neturi potencialiosios begalybés savoka. Todél nenuostabu, jog
buvo nustatyta, kad operuojant su potencialiosiomis begalybémis niekuomet neiSkyla jokiy
paradoksy bei priestary, kai operuojant su aktualiosiomis begalybémis neretai susiduriama su
ivairiais paradoksais bei priestaromis.

Atrodyty, kad paprasciausiai buty visiskai atsisakyti aktualiosios begalybés savokos vartojimo
ir operuoti tik su potencialiomis begalybémis, taciau tai padaryti néra taip jau paprasta, nes Siuolaikingje
matematikoje pilna samprotavimy, kuriuose naudojamasi ne tik potencialiosios, bet ir aktualiosios
begalybés savokomis. Atsisakius aktualiosios begalybés savokos vartojimo, didele¢ dali teoremy
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matematikoje tekty irodinéti i§ naujo, o kai kuriy i§ viso nepavykty irodyti. Be to ne taip jau paprasta
uzsitikrinti, kad aktualiosios begalybés savoka nepastebimai ,,nepraslysty” { miisy samprotavimus.

Taigi ir su aktualiosios begalybés vartojimo atsisakymu suriSta panasi situacija kaip ir su
impredikatyviai apibréziamy savoky vartojimo atsisakymu: atsisakant tokiy savoky vartojimo daugelio
teoremy jrodymas tampa zymiai sudétingesnis, o neretai tenka atsisakyti ir nemazos dalies matematikos
mokslo pasiekimy, kurie laikomi teisingais ir labai naudingais, nors ir buvo gauti naudojantis metodais
ir savokomis, dél kuriy patikimumo ir vartojimo leistinumo dabar mums kyla abejoniy.

IS to, kas buvo pasakyta apie antinomijas ir kitus paradoksus aibiy teorijoje bei biidus to
iSvengti, iSplaukia, jog devynioliktojo ir dvideSimtojo amzZiy sandiiroje matematika susidiiré su
rimta krize, iS§aukusia nauja etapa matematikos ir logikos moksly istorijoje.

1.16.1.5.5.5. Apie matematikos krizes ir jy pasekmes

Si krizé matematikoje nebuvo pirmoji. Jy biita ir anki¢iau. Su pirmaja krize buvo susidurta
dar Antikos laikais — Va. prie§ Kristaus gimima. [vairios krizés iStikdavo matematika ir véliau. Trumpai
apzvelgsime svarbiausias matematikos krizes bei situacijas, panaSias { krizines, ir padarysime i$vadas,
iSplaukiancias i$ ty kriziy iveikimo patirties.

Matematika savo raidos pradZioje buvo empirinis mokslas, taciau jau VIa. prie§ Kristy
Pitagoro ir jo mokiniy darbuose matematika pradéjo vystytis kaip dedukcinis mokslas: remiantis
nedideliu skai¢iumi neabejotinai teisingy pradiniy teiginiy, vadinamy aksiomomis, ir loginiais
samprotavimais, kurie atrodé neabejotinai teisingi, buvo pradéta iSvedinéti naujus teisingus
teiginius — teoremas. Vieny i§ tokiy pradiniy teiginiy, kuriuo rémési ankstyvoji Antikos matematika,
buvo teiginys apie bendrojo mato egzistavima visiems vienariiSiams geometriniams dydziams (atkarpy
ilgiams, pavirSiy plotams, kiiny tiiriams). Buvo manoma, kad, matuojant kelis tokius vienariiSius
dydzius, visada galima rasti toki pakankamai maza dydi — bendraji ju mata, kurivo naudojantis, visus
tuos matuojamus dydzius galima tiksliai iSreiksti sveikais skai¢iais. Remiantis teiginiu apie bendrojo
mato egzistavima, buvo irodyta eilé teoremy apie figiiry plota bei kiiny tiirj, kuriomis buvo naudojamasi
praktinéje veikloje.

V a. prie§ Kristy pitagorieciai susidiiré su nelauktu faktu: kvadrato jstrizainé pasirodé
neturinti bendrojo mato su to kvadrato krastine. PaaiSkéjo, kad teiginys apie bendrojo mato
egzistavimg yra klaidingas. Tai buvo stiprus smiigis to meto dedukcinés matematikos pagrindams,
iSSaukes pirmaja jos Kkrize. Kriziné biisena antikinéje matematikoje tgsési gana ilgai, ir ja pavyko
iveikti tik apie 370m. prie$ Kristy, kai Eudoksas sukiiré nauja dydziy matavimo teorija, kuri buvo gana
artima R.Dedekindo 1872m. sukurtai Siuolaikinei iracionaliyjy skai¢iy teorijai.

Taigi, galima teigti, jog pirmoji matematikos mokslo krizé buvo jveikta, papildZius
racionaliyjy skaiciy aibe iracionaliaisiais skaiciais ir jvedus ribos savoka.

Su reiskiniu, panasiu i krize, nors ir nereiS$kusio matematikos pagrindy krizés, buvo susidurta ir
XVla., kai italy matematikai N.Tartalija ir J.Kardanas surado ir paskelbé kubiniy lyg¢iy sprendimo
formules, kuriose buvo operuojama su kvadratinémis Saknimis i§ neigiamy skaiciy. Tos formulés
daugumai to meto matematiky atrodé nepriimtinomis, kadangi joks realus skaiCius — teigiamas ar
neigiamas, racionalus ar iracionalus, pakeltas kvadratu, negali duoti rezultato, kuris biity neigiamas. Tai
reiskeé, jog Kardano formulése operuojama su skaiiais, kurie negali egzistuoti. Sis reiskinys, kaip jau
buvo minéta, nebuvo matematikos pagrindy krizé, nes kubiniy lygciy sprendimui buvo galima ir
nesinaudoti Kardano formulémis, o ieskoti kity tokiy lygéiy sprendimo budy, ir nuo to nieko blogo
matematikai neatsitikty. Taciau tai buvo vis délto paradoksali situacija: operuojant skaiciais, kurie,
atrodé, negali egzistuoti, gaunami teisingi lyg€iy sprendimai. Ir tai negaléjo bati atsitiktinumas, nes
nebuvo pastebéta atvejy, kad, naudojantis Kardano formulémis, biity gauti neteisingi atsakymai.

Reikéjo nemazai laiko, kol buvo suvokta, kad to meto matematikai buvo teisiis, teigdami, jog
tokiy skai¢iy néra realiy skaiCiy tieséje, taciau tai dar nereiské, jog tokiy ,.keisty™ skai¢iy negali atsirasti,
iSplétus erdvés matavimy skaiciy ir peréjus i plokstuma.

Taip atsirado menamieji ir kompleksiniai skaiciai, ir dabartiniy matematiky jau
nebesokiruoja tokios formulés kaip e™=—1, kurioje susiduria menamasis vienetas i=-1 , neigiamas
vienetas —lir du ypatingieji iracionaliis skaiciai m ir e. Sistemotyrininkui, linkusiam pastebéti ivairius
ypatingus atvejus ir ieSkan¢iam bendry désningumy, biity naudinga pasistengti suvokti ta formulg ne tik
»~matematiskai®, bet ir ,fiziskai. Reikéty pamastyti ir apie tai, kodél jvairiose sudétingose formulése
(pavyzdziui, Stirlingo formuléje n! reikSmés apskaiciavimui, normalaus skirstinio tankio formuléje ir
t. t.) skaiiai & ir e gana daznai atsiranda greta. Ar tai tik atsitiktinumas? Ar turi tam reikSmés tai, kad
skaiCius m charakterizuoja racionaliausia uzdaros ploksCios kreivés forma, pasizymincia tuo, kad,
apjuosiant ta kreive duotaji plota, reikia maziausio to kreivés ilgio, o skaiCius e charakterizuoja
racionaliausia pozicinés skaiiavimo sistemos pagrinda, kuriam esant, bet kokio skaiciaus
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pavaizdavimui bei perdavimui ry$iy kanalais reikty maziausiai bity ir laiko? Ar atsitiktinumas tai, kad
eilé matematikos bei hidromechanikos ir elektrotechnikos bei elektronikos uzdaviniy, naudojantis
kompleksinio kintamojo funkcijy teorija, sprendziasi Zymiai paprasciau, negu naudojantis tik
realaus kintamojo funkcijomis? Bty naudinga, jei skaitytojas dabar dar karta perzvelgty Sios
mokymo priemonés 1.11.5.+1.11.12. skyrelius ir pabandyty ivertinti, koki vaidmeni tuose skyreliuose
vaidina kompleksiniai dydziai ir kompleksinio kintamojo funkcijos.

Kriziné situacija buvo susidariusi matematinéje analizéje ir dél pernelyg laisvo Siek tiek
miglotos begaliniai mazo dydzio savokos vartojimo. Kai kurie matematikos istorikai $ig situacijg vadina
antraja matematikos Kkrize, todél verta ties ja Siek tiek sustoti.

Niutono ir Leibnico pasekéjai, taikydami §iy savo pirmtaky sukurtaji diferencialinio ir
integralinio skaiiavimo metoda ir gaudami vis naujus didele¢ prakting reikSme turinCius rezultatus
matematikoje, mechanikoje, elektrotechnikoje ir kitose fizikos srityse, mazai tesiripino matematinés
analizés loginiy pamaty stiprinimu ir daromy iSvady jrodymy grieztumu: gaunamy rezultaty
teisingumas nebuvo grindZiamas grieZtais jrodymais, o atvirksfiai, gaunamy rezultaty
pasitvirtinimas praktikoje stiprino jsitikinimg teisingumu ty prielaidy ir samprotavimy, Kkurie
atvedé prie ty rezultaty.

Taciau, laikui bégant, ivairiy paradoksy ir prieStaravimy matematinéje analizéje prisirinko tiek
daug, kad tapo aiSku, jog krizé matematinéje analizéje, jos teoriniuose pagrinduose — realus faktas.

XIX a. pirmojoje puséje pranciizy matematikas O. Kosi (O. L. Cauchy, 1789-1857) pabandé
jveikti §ia krize, pakeisdamas begaliniai maZy dydZiy metoda grieZta riby teorija. Si krizé buvo
galutinai jveikta, kai, remdamasis Sia teorija, vokie¢iy matematikas K. VejerStrasas (K. Weierstraf,
1815-1897) aritmetizavo matemating analize, sukurdamas tvirta teorini jos pagrinda.

Dar vienas reiskinys, kuris savo laiku net tokiems matematikams kaip K. Gausas (K. F. Gauss,
1777-1855) atrodé paradoksaliu, buvo suristas su penktuoju Euklido postulatu, teigianciu, kad per taska,
negulintj duotoje ties¢je, tos tiesés ir to tasko plokStumoje visuomet galima pravesti vieng ir tik viena
tiesg, kuri, bidama vienoje plok§tumoje su duotaja tiese, nickada nekirsty pastarosios.

Sis postulatas, lyginant ji su pirmaisiais keturiais Euklido postulatais, daugeliui matematiky
atrodé maziau tinkamas geometrijos pagrinduose, nes jo teisingumo nebuvo galima taip akivaizdziai
pademonstruoti kaip pirmuyju keturiy. Juk, pratgsus dvi lygiagrecias tieses ir joms nesusikirtus, visuomet
buvo galima papriestarauti penktajam postulatui, teigiant: ,, Taip, Sios tiesés iki Siol tikrai nesusikirto.
Taciau kodél jos negaléty susikirsti véliau, pratgsus tas tieses pakankamai toli?*

Todél buvo nemazai bandymy konstruoti dedukcing geometrijos teorija, pakeiciant $i postulata
akivaizdesniu, bei bandant ji irodyti kaip geometrijos teorema. Taciau visi tie bandymai ilga laika buvo
nesé¢kmingi, kol rusy matematikui N. Lobacevskiui ir vengry matematikui J. Bojajui beveik vienu metu
ir nepriklausomai vienas nuo kito nekilo mintis jrodyti penktaji Euklido postulata, pakei€iant ji prieSingu
ir tikintis gauti priestara, t. y. naudojantis ,,suvedimo { absurda metodu*.

Didelei $iy matematiky nuostabai jie, naudodamiesi penktojo postulato neiginiu kartu su
visais kitais Euklido postulatais, jokios prieStaros negavo, o sukiiré naujas geometrijas, skirtingas
nuo Euklido geometrijos.

Pradzioje labai paradoksaliu pasirodé tai, jog gali egzistuoti kelios skirtingos nepriestaringos
geometrijos, nes iki tol atrode, kad Euklido geometrija yra vienintel¢ galima teisinga geometrija. Tas
isitikinimas atrod¢ toks natiiralus ir neabejotinas (kaip ankstyvosios Antikos laikais natiiraliu ir
neabejotinu atrodé bendrojo mato egzistavimas), kad net didysis Gausas, dar anks¢iau uz N. Lobacevski
ir J. Bojajy gaves panaSius rezultatus, neiSdriso juy skelbti. Pastarieji gi, biidami jaunesni ir maziau
garstis, tai padaryti i8driso, taciau tas juy atradimas ne iSkart buvo priimtas. Tuo labiau neiskart buvo
suprasta to atradimo revoliuciné reik§mé dedukciniam mokslui.

Buvo bandoma patikrinti $j atradima praktiSkai: net pats N. Lobacevskis geodeziniais ir
astronominiais matavimais bandé iSsiaiSkinti, ar trikampio kampy suma visada yra tiksliai lygi 180°,
kaip teigia Euklido geometrija, ar gali Siek tiek skirtis nuo 180°, kaip jis buvo gaves savo naujojoje
geometrijoje. Taciau dél matavimo prietaisy nepakankamo tikslumo jam taip ir nepavyko tokiu biudu
nustatyti, kuri i§ geometrijy yra teisinga.

Reikéjo laiko, reikéjo tokio matematikos autoriteto, kokiu buvo B. Rymanas (B. Riemann,
1826-1866), reikéjo jo mokslinés drasos ir minties gilumo, kad pagaliau biity suprasta, jog gali
egzistuoti ne viena, o kelios geometrijos, kuriy kiekviena gali biiti teisinga savo erdvéje, galincioje
skirtis nuo kity erdviy savo kreivumo koeficientu.

Reikéjo A. Einsteino (A. Einstein, 1879-1955) reliatyvumo teorijos (specialiosios ir
bendrosios, dél kuriy dar iki Siol tebesigin¢ijama), reikéjo teorijy apie kosmologinius reikinius ir apie
reiskinius mikrodaleliy pasaulyje bei kity panasiy teorijy atsiradimo, kad biity suvokta, jog neeuklidinés
geometrijos ir neeuklidinés erdvés gali egzistuoti ir egzistuoja ne tik virtualiai kaip loginé
galimybé, bet ir fiziskai.
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Dabar neeuklidinés geometrijos jau nebestebina nei matematiky, nei fiziky ir neatrodo jiems
paradoksaliomis ir nenatiiraliomis. Dabar stebina kas kita: kodél pradzioje daugeliui mokslininky jos
atrodé nenattiraliomis, kai jau tada buvo naudojamasi gaubliais, kuriuose dienovidzio linijos, biidamos
lygiagreciomis pusiaujyje (ekvatoriuje), kertasi asigaliuose (poliuose). Juk sferine trigonometrija ir jos
formulémis buvo naudojamasi jau tada.

Neeuklidiniy geometrijy atradimo revoliuciné reikSmé formaliy dedukciniy sistemy
teorijai buvo (ir iSliecka) tame, jog buvo suvokta,kad tokias sistemas galima kurti dviem biidais
(ziar. 398 pav.):

a) nagrinéti realy pasaulj, ieSkoti jame désningumy, stengiantis apibendrinti juos, ir gautus
désnius formalizuoti | aksiomas, o po to sudarytos aksiomy sistemos pagrindu kurti formalia dedukcing
sistema (formalig teorija) ir, interpretuojant i§ jos iSplaukiancias iSvadas, taikyti tg teorija moksle ir
praktikoje;

b) kurti logiskai galimus koncepcinius modelius ir kelti logiskai nepriestaringas hipotezes,
formalizuoti jas ir jungti i nepriestaringa aksiomy sistema, kurios pagrindu kurti formalia dedukcing
sistema (formalig teorija) ir, interpretuojant formalius modelius bei i tos teorijos iSplaukiancias i§vadas,
ieskoti ty modeliy ir iSvady taikymo sric¢iy moksle ir praktikoje.

Einant keliu ,a%*, buvo sukurta Euklido geometrija ir atsirado dauguma Siuolaikiniy
moksly. Kelia ,,b“ atvéré neeuklidiniy geometrijy atradimas. Einant tuo keliu buvo sukurta
kristaly simetrijos teorija ir nemaza dalis kvantinés mechanikos, dabar kuriami jvairiy virtualiy
sistemy modeliai, ypatingai paplitg Siuolaikinéje mokslinéje fantastikoje, o taip pat bandoma konstruoti
ivairius nezemisky civilizacijy modelius.

Kad kelias ,,b* technikoje ir jvairiuose gamtos moksluose gali biiti efektyvus, rodo kad ir toks
1.14.12.3.2. skyrelyje jau minétas istorinis pavyzdélis.

Dvidesimtojo amZiaus pradzioje tuomet dar jaunas rusy mokslininkas S. Ciaplyginas, véliau su
kitu rusy mokslininku N. Zukovskiu pagarséjes savo darbais aerodinamikoje, gyné daktaring disertacija
apie sroves dujose, kurioje iSnagringjo ir dujy judéjima greiiu, virSijanciu garso greiti. Gynimo metu
disertantas gavo pastaba, kam jis nagringjes toki atveji, kuris, nors ir biidamas teoriskai galimas, néra
fiziskai aktualus, nes garso greitis dujose — tai slégio jégos impulso sklidimo greitis jose, todél, esa,
dujos negali judéti greiCiau, negu ta judéjima iSSaukiantis jégos impulsas.

Praéjo trys deSimtys mety, atsirado pirmieji 1éktuvai, galintys iSvystyti greiti, virSijanti garso
greiti, ir buvo susidurta su tuolaikinéje aerodinamikoje nepaaiskinamu reiskiniu — 1é¢ktuvo, skrendancio
vir§garsiniu grei¢iu, vibracija ir subyréjimu ore. Tuomet ir paaiskéjo, jog Ciaplygino sukurta teorija apie
dujy judéjima greiciu, virsijanciu garso greitj, turi ir prakting reikSme.

a) Realus pasaulis  |«— b) Koncepciniai modeliai c
- Hipotezés
Indukcija J/
Désniai Formalizavimas
ésniai
Formalizavimas \I/ Aksiomy sistema
Aksiomy sistema Dt?dukqij air
_ neprieStaringumo
Dedukcija \I/ tikrinimas
Formali teorija Formali teorija
Interpretavimas Interpretavimas
ir taikymas ir taikymas
Realus pasaulis N

398 pav.

Apibendrinant panasius pavyzdzius (o dabar ju susikaupé tikrai nemazai), galima padaryti
iSvadg apie ne tik pirmojo, bet ir antrojo kelio vaisinguma gamtos moksluose ir technikoje.

Siek tiek abejotinai atrodo antrojo kelio tiesmukisko taikymo efektyvumas humanitariniuose
moksluose, nes humanitarinés sistemos:

a) gana sudétingos ir todél ju galimy varianty skaicius, kaip tai i$plaukia i§ kombinatorikos
désniy, yra tiesiog neaprépiamai didelis ir, didéjant sudétingumui, auga milziniskais tempais;

b) humanitariniy sistemy susikiirimo ir kiirimo istorija, palyginti, dar labai trumpa ir todél
egzistuojanciy bei egzistavusiy tokiy sistemuy, o taip pat tokiy, kurios apzvelgiamame istoriniame
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laikotarpyje galéty atsirasti ir egzistuoti, skaiCius, lyginant su humanitariniy sistemy visy galimy
varianty skai¢iumi, yra, galima sakyti, ,,be galo mazas dydis®.

Todél, be atrankos manipuliuojant jvairiomis galimomis hipotezémis ir tokiu budu konstruojant
galimy humanitariniy sistemy variantus, bus sukonstruota labai daug Siuo metu nerealizuojamo
»balasto®, o tikimybeé, kad tarp to ,,balasto pasitaikys Siandien praktiSkai vertingas variantas, — labai
maza. I§ viso to iSplaukia iSvada, kad humanitariniuose moksluose $alia pirmojo tikslinga taikyti tik
modifikuota antraji formaliy sistemy konstravimo kelia: formuluoti ne bet kokias logiskai galimas
hipotezes, o tik tokias, kurios galéty buti realizuotos dabar bei netolimoje ateityje.

Kas kita — gamtos moksluose, kur dauguma galimybiy, matyt, vienokiu ar kitokiu biidu jau
realizavosi ,,fiziSkai*, nes gamtos istorija jau gana ilga ir, matyt, dauguma sistemy, kurios galéjo
susikurti, jau susikiiré, uzimdamos gamtoje ta ar kita ,,ni$a": atomai — periodiniy cheminiy elementy
lenteléje, augalai ir gyviinai — augaly ir gyviiny sistematikoje ir pan. Todél tikimybé, kad sukonstruotas,
einant antruoju keliu, modelis gali rasti savo pritaikyma bei interpretacija realiame pasaulyje, yra gana
didele.

Tiesa, antrasis kelias turi ir savo pavojy: neatsargiai manipulivojant, pavyzdziui, geny
inzinerijoje, galima ,,prigaminti“ jvairiy ,,monstry™ ir net labai pavojingu ,konstrukciju®, kurioms
»iStrikus® uz laboratorijos sieny, galima susilaukti nemazy nemalonumy, o kartais — ir situacijy,
grésmingy ir net praziitingy visai zmonijai.

Antrasis formaliy teorijy kiirimo kelias taip pat gali biti efektyvus technikoje, nes, juo
einant, gali biiti “ generuojamos® visiskai naujos techninés idéjos ir surasti ,,nelaukti® (t. y. netikéti), bet
pakankamai efektyviis techniniy problemy sprendimai, kurie, tradiciskiau mastant, kazkodél ,,neateina {
galva“ kaip tik dél savo nejprastumo.

Atidesnis skaitytojas, matyt, jau pasteb&jo, kad 398 pav. pavaizduotieji du formaliy
dedukciniy teorijy formavimo Kkeliai taikomi ir sistemotyros mokslo teorinés dalies formavimui
(zitr. ,,Ivado* penktaji skyreli, kuriame kalbama apie sistemotyros mokslo formavimosi kelius).

Abu Sie keliai ne tik neprieStarauja vienas kitam, bet ir papildo vienas kita, todél,
vadovaujantis sistemine metodologija, tikslinga uZsiimti abiejy Siy keliy sinteze, apie ka taip pat
buvo kalbama jau minétajame ,,Ivado* skyrelyje. Siy keliy ir jy sintezés aktualumas sistemy teorijai
kaip tik ir buvo dar viena i§ priezasCiy, paskatinusiy Siy eiluciy autoriy skirti $ioje mokymo priemonéje
keliolika puslapiy formalioms dedukcinéms sistemoms, jose iSplaukiancioms problemoms bei ju
sprendimo istorijai.

Kita — dar svarbesné — priezastis — §ios mokymo priemonés autoriaus jsitikinimas, jog gilus ir
teisingas Siame skyrelyje nagrinéjamos problematikos suvokimas yra labai svarbus ir reikalingas
moksliskai pagrjsto sisteminio mastymo ugdymui.

Kadangi tradiciniuose matematikos ir matematinés logikos kursuose ka tik i$vardintiems
klausimams kazkodél neskiriama reikiamo démesio, tai tenka juos bent trumpai apzvelgti matematinés
sistemotyros kurse, tuo paciu ugdant ir sistemini mastyma, ir studenty matemating kulttira.

Tuo ir baigsiu iki XIX a. pradzios buvusiy matematikos kriziy bei paradoksy ir ty kriziy
iveikimo istorijos apzvalga, padarydamas apibendrinancia i§vada: laikas nuo laiko iSkylancios krizés
bei Kkrizinés situacijos matematikoje ne tik nesugriové dar nuo Antikos laiky statomo didingo
»matematikos riimo®, bet, i§Saukdamos ty kriziy bei kriziniy situacijy jveikimui reikalinga
kokybinj Suolj matematikos moksle, tg ,,riima* kas kart plété, tobulino ir tvirtino.

GriSime dabar prie (daugelio matematiky nuomone) dar galutinai nejveiktos krizés
matematikoje, kilusios devynioliktojo ir dvideSimtojo amziy sandiiroje rySium su antinomijy klasikinéje
aibiy teorijoje atradimu. Ta krizg¢ kai kurie matematikos istorikai vadina trecigja matematikos
pagrindy Krize (nors ja, kaip ka tik matéme, buvo galima pavadinti ir penktaja), laikydami ja bene
didziausia, nes, nagrinéjant tas antinomijas ir juy atsiradimo prieZastis, paaiskéjo tikrai nemaloniis
matematikai dalykai: kai kuriy svarbiy matematikos teoremy jrodymuose esama samprotavimy,
kuriy pagristumas dél nepakankamai atsargaus aktualiosios begalybés, treciojo negalimo bei
dvigubo neigimo désniy ir impredikatyviy savoky vartojimo negali biiti laikomas absoliudiai
neabejotinu. Pasirodeé, kad tas matematinis ir loginis grieZtumas, kuris, atrodé, buvo pasiektas
aibiy teorijos pagrindu aritmetizuojant matemating analize, kas buvo padaryta, iveikiant antraja
matematikos krize, ir kuo taip didziavosi XIX a. matematikai (prisiminkime, kad ir garsiaja D.Hilberto
frazg apie matematini roju, i kuri matematikus, esa, atvedes G.Kantoras, sukurdamas aibiy teorija, ir i$
kurio matematikai jau niekada nebeiSeisia), yra Siek tiek iliuzorinis, negalintis apsaugoti
matematikos mokslo nuo paradoksy, neturiniy biiti nuoseklioje neprieStaringoje dedukcinéje
teorijoje.

Visa tai sukélé grésme¢ matematikos — kaip dedukcinio mokslo — pamatams, ir todél iSkilo
problema, kaip iSvengti abejotino pagristumo samprotavimy, impredikatyviy savokuy ir
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aktualiosios begalybés neleistino vartojimo atvejy patekimo | matematinius jrodymus ir kaip
sukurti neprieStaringus matematikos pagrindus.

Bandymams sprgsti trec¢iosios matematinés krizés problemas ir tapo skirtas ketvirtasis logikos
raidos ir jos sgveikavimo su matematika etapas.

1.16.1.5.5.6. Ketvirtasis logikos raidos etapas. Cermelo aksiomy sistema.
Logicizmas, intuicionizmas ir formalizmas

Viena i§ budy, kaip iSvengti matematikoje loginiy ir semantiniy antinomijy, pasitlé vokieciy
matematikas E. Cermelas (E. Zermelo, 1871-1953). Jis pertvarké aibiy teorija ir parinko tokia jos
aksiomatika, kuria naudojantis né viena i§ XIX a. pabaigoje ir XX a. pradzioje atrasty antinomijy jau
nebegaléjo atsirasti. Cermelo sistema véliau patobulino eilé kity Zymiy matematiky: Frenkelis (Fraenkel,
1922, 1925), Skolemas (Skolem, 1922, 1929), fon Noimanas (fon Neumann, 1925, 1928), Bernaisas
(P.Bernays, 1937+1948) ir kiti.

Si tretiosios matematinés krizés iSkelty problemy sprendimo biida dar negalima laikyti
pilnai patenkinamu: leisdamas iSvengti jau Zinomy paradoksy aibiy teorijoje, jis nepaaiskina ju
atsiradimo prieZasciy bei salygu ir negarantuoja, kad pasiiilytoje naujoje aibiy teorijoje ateityje
neatsiras naujy, dabar mums dar neZinomy paradoksy.

Todel eilé kity matematiky bei logiky nusprendé uzsiimti gilesne antinomijy atsiradimo
priezas¢iy analize ir paieskoti kardinalesniy iskilusios problemos sprendimo bidy. Buvo ivairiy
bandymy spresti aibiy teorijoje atrasty antinomijy sukeltas problemas. Tuose bandymuose galima
pastebéti tris pagrindines kryptis: logicizma, intuicionizma ir formalizma. Visos kitos kryptys buvo
arba §iy pagrindiniy krypc¢iy modifikacijos arba jy kombinacijos.

1. Logicizmas atsirado kaip natiiralus matematikos ir logikos vystymosi tendenciju tgsinys,
kaip pastebéty analogijy tarp logikos ir matematikos filosofinio apibendrinimo rezultatas. Sprendziant
antrosios matematinés krizés problemas, matematiné analizé buvo aritmetizuota, remiantis realiyjy
skai¢iy teorija, kitaip tariant, matematinés analizés metody pagrindimas buvo suvestas | aritmetinius
veiksmus su realiais skaiciais. Realiyjy skaiéiy teorija, savo ruoztu, buvo galima suvesti | natiiraliyju
skaiCiy teorija, o Sia — | aibiy teorija. Traktuodami aibiy teorija kaip matematikos pagrinda ir kaip
matematinés logikos dalj, logistai suformulavo idéja, kuria galima pavadinti pagrindine logicizmo teze:
matematika galima traktuoti kaip logikos dalj ir todél matematikos kaip dedukcinio mokslo
pagrindy kiirimg reikia pradéti nuo logikos formalizavimo, o po to jj testi, loginémis priemonémis
konstruojant matematines savokas ir iSvedant matematikos teoremas.

Logicizmas turi gana gilias istorines Saknis. Dar 1666 m. Leibnicas buvo pareiskes, kad logika
yra tas mokslas, kurio pagrindiniai principai ir idéjos sudaro visy kity moksly pagrinda. Jis net buvo
iSsakes mintj apie tokio visuotinio mokslo sukiirima, kuris leisty visus gincus spresti loginiais
skai¢iavimais. Praéjus daugiau nei 200 mety, 1888 m. Dedekindui ir 1884-1903 mm. Frégei pavyksta
eilg svarbiy matematiniy savoky isreiksti loginémis priemonémis, o 1889—-1908 mm. Peanas (DZ. Peano)
aptinka, kad simboliné matematinés logikos kalba yra labai patogi matematikos teoremy formulavimui.
Todél Leibnica, Dedekinda, Frégg ir Peang galima laikyti logicizmo idéjy pirmtakais.

Taciau logicizmo kaip tam tikros matematinés mokyklos, tam tikros jau gana apibréztos
filosofinés krypties matematikoje ir logikoje susiformavimas siejamas su B. Raselo (B. Russell) ir
A. Vaithedo (A. Whitehead) ,Matematikos principy“ (,,Principia mathematika®) pasirodymu
(1910+1913 m.m.). Tuose principuose jau minétoji pagrindiné logicizmo tezé ne tik iSsakoma, bet ir
bandoma ja realizuoti: pradedant nuo matematinés logikos bandoma kurti visa matematika kaip
dedukcing sistema.

,,Matematikos principuose® ivedamos ,pradinés idéjos* ir ,pradiniai teiginiai“, atitinkantys
»heapibréziamus terminus® ir ,,aksiomas®, reikalingus dedukcinés sistemos kiirimo pradziai. Priimama,
kad tie terminai intuityviai suprantami, o aksiomos — intuityviai atrodo teisingomis, kadangi
neprieStarauja zmonijos sukauptai patir¢iai. RySium su tuo nekeliama ty aksiomy sistemos
nepriestaringumo ijrodymo problema, kuri, kaip véliau pamatysime, neiSvengiamai isSkyla formalizmo
mokyklos kuriamose formaliose dedukcinése sistemose ir i§Saukia daug sunkumy.

Remiantis $ia pradine baze, ,,Matematikos principuose® sukuriamas teiginiy skai¢iavimas, po to
— klasiy ir santykiy skai¢iavimai, atitinkantys predikaty skaiiavima, o jau po to — ir natiiraliyjy skaiciy
sistema su visomis i§ jos iSplaukianCiomis iSvadomis. ,,Matematikos principuose® sukonstruotoje
natiiraliyjy skaiciy sistemoje tie skaiciai apibréziami kaip bet kokie objektai (mes dabar pasakytume: bet
kokios esybés), tenkinantys tam tikrus reikalavimus, iSplaukiancius i§ priimty aksiomy. Svarbu
pazyméti, kad tokiu biidu sukonstruota natiiraliyjy skaiciy sistema visomis savo savybémis visiSkai
tiksliai atitinka jau nuo seno visiems zinoma natiiraliyjy skaiciy sistema, kuria, kaip véliau pamatysime,
intuicionistai ima savo konstruojamos sistemos pagrindu.
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Siekiant iSvengti impredikatyviy apibréZimy ir aibiy teorijos antinomijy, ,Matematikos
principuose kuriama ,.tipy teorija“. Priimama, kad pradiniai elementai, kurie jau neskaidomi {
smulkesnius, turi tipa, lygu 0. Tokiy elementy aibéms priskiriamas tipas, lygus 1. Aibéms, sudarytoms i§
elementy, priklausanciy pirmajam ir tik pirmajam tipui, priskiriamas tipas, lygus 2 ir t. t. Priimama taip
pat, kad teisingai sudarytomis aibémis, kuriomis leidziama naudotis konstruojamoje dedukcingje
sistemoje, yra tik tokios aibés, kurios sudarytos i§ elementy, turin¢iy vienodus tipus. Jungti i aibes
elementus, priklausancius skirtingiems tipams, neleidziama. Tai uzkerta galimybe konstruoti
impredikatyvius apibrézimus ir leidzia i§vengti antinomijy.

Logicizmo idéjy igyvendinimo darbo pradzia buvo gana sékminga, ta¢iau, kurdami matemating
analizg, ,Principy” autoriai susidiré su sunkumais, nes, nesinaudojant impredikatyviais
apibrézimais, nepavyko jvesti eile matematinés analizés matematinio aparato sukiirimui ir jos
teoremy jrodymui reikalingy savoky. Todél B. Raselas ir A. Vaithedas buvo priversti papildomai
ivesti specialia ,,suvedimo aksioma“. Si aksioma, nebiidama tokia natirali ir nesudétinga kaip anki&iau
minétos pradinés aksiomos, sulauké rimtos oponenty kritikos. Todél veliau logistai stengési kurti tokj
dedukcini aparata, kuriame nebiity reikalo naudotis suvedimo aksioma.

Vaithedo ir Raselo idéjas ir ju pradeéta logicistinés sistemos kiirimo darba toliau tgsé
Vitgensteinas (Wittgenstein, 1922), Chvistekas (Chwistek, 1924, 1925), Rams¢jas (Ramsey, 1926),
Langfordas (Langford, 1927), Karnapas (Carnap, 1931), Kvainas (Quine, 1940) ir kiti matematikai bei
logikai.

Logicisty pasiekimai Siandien vertinami jvairiai. Vieni laiko jy programa patenkinancia, kiti
i§sako eileg priekaiSty. Vieno tokiy priekaisty esmé yra tame, kad logicistai, kurdami logini matematikos
pagrinda, naudojasi kai kuriomis matematinémis idéjomis, neiSplaukianciomis i$ logikos (pavyzdziui,
kuriant tipy teorija, naudojamasi iteracija, kuri negali biiti apibrézta logikos terminais, o gali buti
apibrézta tik matematikos terminais ir pan.). Taigi, dar negalima teigti, kad logicistams pilnai pavyko
rasti tokj treciosios krizés matematikoje sprendima, kuris tenkinty visus matematikus. Kai kurie ju
net nelaiko logicizmo $iuolaikine savarankiska kryptimi.

2. Intuicionizmo pradininku laikomas olandy matematikas L. E. Braueris (L. E. J. Brouwer,
1908), nors intuicionizmo idéjas L. Kronekeris (L. Kronecker) kelé dar XIX a. pabaigoje, o H. Puankare
(H. Poincaré) — 1902+-1906 mm.

Pagrindiné intuicionizmo tezé — ,,matematikos rimas* turi buti statomas, remiantis
natiiraliyjy skaiciy sistema, kuri laikoma intuityviai suprantama pirmine sistema, ir tik
finitinémis (baigtinémis) konstruktyvinémis priemonémis, t.y. kiekvienas matematinis objektas
turi buti sukonstruotas i§ jau turimy (pirminiy ar jau anks$¢iau sukonstruoty) elementy per
baigtinj elementariy Zingsniy (veiksmy) skaifiy, naudojantis vienareikSmiskai apibréztomis
baigtinémis operacijomis i§ baigtinio operaciju saraso.

Intuicionisty nuomone, matematikos pagrinda sudaro intuicija, tiksliau tariant, vienas po
kito vykstanciy jvykiy begalinés sekos intuityvus suvokimas, ir tik po to — dedukcijos metodo
taikymas. Minétojo begalinés sekos intuityvaus suvokimo déka mes, turédami koki nors vieng tos sekos
narj, intuityviai galime nustatyti egzistuojant sekantj po jo ir t. t., ir tokiu bidu intuityviai suvokti vienas
po kito einanc¢iy natiiraliyjy skaic¢iy niekada nesibaigiancCia seka. Priimdami ta seka kaip pradinj
matematikos pagrinda, intuicionistai genetiSkai kuria visas kitas matematikos savokas,
konstruodami jas i§ jau turimy elementy, naudodamiesi jau minétais finitiniais metodais.
Intuicionistai laiko kokj nors matematinj objekta egzistuojanciu tada ir tik tada, kai jie gali
sudaryti baigtinj to objekto sukonstravimo algoritmg ir ,,pagaminti“ ta objekta. Jokiy kity to
objekto egzistavimo jrodymy intuicionistai nepripazjsta.

Pavyzdziui, jei i$ kokio nors matematinio objekto neegzistavimo prielaidos iSplaukia priestara,
tai intuicionistai to fakto dar nelaiko pakankamu, kad galéty teigti, jog tas matematinis objektas biitinai
egzistuoja. Todél nemaza dalis klasikinés matematikos jrodymuy intuicionisty nuomone negali biti
laikomi grieztais jrodymais, priimtinais intuicionistams.

Intuicionistai nesinaudoja aktualiosios begalybés savoka ir laiko kokia nors aibg egzistuojancia
tada ir tik tada, jei galima nurodyti taisykle, kuria naudojantis zingsnis po zingsnio galima ,,gaminti tos
aibés elementus, imant juos i§ pirminés nattiraliyjuy skaiciy aibés arba konstruojant juos finitiniais
metodais i§ jau turimy (pirminiy ar anksciau sukonstruoty) elementy. Todél intuicionisty nagrinéjamy
matematiniy objekty aibéje negali atsirasti tokiy kuriozisky aibiy kaip ,,visy aibiy aibé* ir pan.

Irodymuy konstruktyvumo reikalavimas priveda prie to, kad intuicionistai atsisako
pripaZinti negalimo treciojo désnio formule Av—A&1 absoliuciai teisinga formule begalinéms
aibéms. Intuicionisty argumentacijg galima paaiskinti tokiu pavyzdéliu.

Tarkime, kad skaiCius x apibréztas taip: jei 1 yra k-tasis deSimtainis skaitmuo deSimtaingje
misriojoje trupmenoje, vaizduojancioje skaiCiy =, ir jei tuoj po 1 eina skaiciai 2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9 ...
sudarydami natiiraliyjy skai¢iy seka, o kairiau k-tojo deSimtainio Zenklo tokios skaitmenuy sekos
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pradzios dar néra, tai x=(—1)*, priesingu atveju x=0. Ir nors skai¢ius x apibréztas visiskai korektidkai,
intuicionizmo keliami apribojimai neleidzia intuicionistams teigti, kad teiginys ,,x=0 yra arba teisingas,
arba neteisingas. Intuicionistai galéty teigti, kad S$is teiginys teisingas, jei egzistuoty to teiginio
teisingumo jrodymas, turintis baigtini zingsniy skaiéiy, t.y. egzistuoty baigtinis irodymas, jog
begalinéje skaitmeny eilutéje n=3,141592654... negali egzistuoti natiiraliy skaiciy seka ...123 4567 8
9... Tai, kad iki $iol tokios sekos nerasta, dar néra jrodymas, jog tokia seka i§ viso egzistuoti negalés, nes
k gali biti kiek nori didelis natiiralus skaicius. Nejrodyta ir tai, kad ,,x=0 — neteisingas teiginys, t. y.,
kad tokia seka skaitmeny eilutéje m=3,14... tikrai egzistuoja. Taigi, kol né vieno jrodymo néra,
intuicionisty nuomone, teiginys ,,x=0“ negali biiti pripazintas nei teisingu, nei neteisingu, ir tre¢iojo
negalimojo désnis $iuo atveju, intuicionisty nuomone, taikomas biiti negali.

Taigi, intuicionisty nuomone, treciojo negalimojo (tertium non datur) formulé (Av—-A)=1
yra tapatybé tik grieZtai apibréZtomis baigtinéms aibéms, ir negalimo treciojo désnio taikymas
begalinéms aibéms neturi pagrindo. Taciau klasikinéje logikoje negalimo treCiojo désnis taikomas ir
begalinéms aibéms. Braueris tai aiSkina istorinémis priezastimis. Logikos désniai susiformavo dar
tada, kada Zmonés operuodavo tik su baigtinémis aibémis, o véliau visi logikos désniai
automatiskai ir be kokios nors papildomos analizés bei pagrindimo buvo perkelti ir begalinéms
aibéms, dél ko ir atsirado priestaros.

Analogiskai prieinama i$vados, kad intuicionistinéje logikoje ir dvigubo neigimo
eliminavimo formulé (——A=A)<1 negali biti laikoma absoliuciai teisinga formule.

Kadangi intuicionistai atmeté kai kuriuos klasikinés logikos désnius, tai jiems iskilo uzdavinys
sukurti aksiomating teiginiy ir predikaty skaiciavimo sistema, kurioje biity iSvedamos visos tos ir tik tos
formulés, kurios gali biti laikomos absoliudiai teisingomis, atsiZzvelgiant { intuicionisty keliamus
finitinio konstruktyvumo reikalavimus. Tokj predikaty skaiCiavima 1930m. sudaré A.Heitingas
(A.Heyting). Tai reiské, kad intuicionistiné matematika privedé prie naujo tipo logikos sukiirimo, ir
todél intuicionistai jgijo teise teigti (prieSingai logicistams), jog matematiné logika yra
matematikos dalis, nes intuicionistiné matematiné logika, kurioje teiginiai gali turéti be galo daug
reikSmiy, buvo sukonstruota, remiantis matematinémis idéjomis ir natiiraliyjy skaiciy seka.

Jeigu intuicionistams bty pavyke pertvarkyti visa matematika taip, kad visy jos teoremy
irodymai tenkinty intuicionisty keliamus reikalavimus, tai biity galima laikyti, jog trecioji matematikos
krizé pilnai jveikta. Taciau intuicionistams, nors jie ir pertvarké didele dali matematikos pagal savo
reikalavimus, visos dabartinés matematikos pertvarkyti kol kas dar nepavyko ir néra jrodymy, kad kada
nors biitinai pavyks. Kol kas intuicionistiné matematika yra silpnesné uzZ klasiking ir negali jrodyti
eilés svarbiy teoremy, jrodyty klasikinéje matematikoje. Be to irodymai intuicionistinéje
matematikoje daugelyje atvejy zymiai sudétingesni negu klasikinéje. Pagrindiné intuicionizmo béda,
kuri trukdo jo isigalé¢jimui, yra tame, kad daugeliui matematiky sunku atsisakyti tos dalies svarbiy
klasikinés matematikos pasiekimy, kurie nepriimtini intuicionistams, taciau neatrodo neteisingi ir
nepriimtini klasikinés matematikos atstovams.

Reikia pazymeéti, kad i§ intuicionizmo iSaugo konstruktyvinés matematikos mokykla, kuri
vis labiau populiaréja ir kurioje, kaip ir intuicionizme, atrodo, negali atsirasti jokiy prieStary bei
paradoksuy. Tobulinant konstruktyvinés matematikos aparata, tikimasi pertvarkyti visa matematika ir
tokiu biidu galutinai jveikti treciaja kriz¢ matematikoje. Taciau néra garantijy, kad tai butinai pavyks.

3. Formalizmo esmg¢ sudaro bandymas kurti matematikos pagrindus antruoju miisy jau
minétu formaliy teorijy konstravimo biidu (zitir. 398 pav.) grynai formaliai, panasiai, kaip kuriami
taisykliy formaliai pilna rinkinj, leidzianti nustatyti kiekvienoje galimoje situacijoje, kokie zaidéjo
»&jimai® i§ baigtinio juy rinkinio §iuo momentu yra leistini, o kartais — ir nei§vengiami.

Formalizmo pradininku ir formalizmo mokyklos iktréju laikomas vokieiy matematikas
D. Hilbertas (D. Hilbert, 1862—1943). Formalizmo koncepcija jis suformulavo dar 1904m., taciau tik
nuo 1920m. kartu su savo bendradarbiais V. Akermanu (W. Ackermann), P. Bernaisu (P. Bernays) ir
Dz. Fon Noimanu (J. von Nuemann) sukiiré ir pradéjo nuosekliai realizuoti formalizmo programa,
matematikos pagrindus be jokiy galimy antinomijy ir kity paradoksy.

Formalizmo programoje galima isskirti tokius etapus:

1) pradzioje sukuriama formalios kalbos gramatika, t.y. suformuluojamos tam tikros
nepriestaringos matematiniy formuliy konstravimo i§ nieko konkretaus nereiSkian¢iy simboliy (t.y.
simboliy, pradzioje neturin¢iy jokio konkretaus prasminio turinio, i§skyrus tai, jog jie Zymi kazkokias su
tais simboliais abipusiai vienareikSmiskai suriStas esybes bei ju vietas formalioje struktiiroje —
formuléje) taisyklés, vadinamos sintaksés taisyklémis, ir jvedama taisyklingai sukonstruotos
formulés savoka;
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2) po to, naudojantis sukurtaja formalia kalba, konstruojamos leistiny taisyklingai
sukonstruoty formuliy iSvedimo matematinis aparatas: tuo tikslu sudaromas pradinis leistiny
taisyklingai sukonstruoty formuliy rinkinys — formalios teorijos aksiomy sistema — ir
suformuluojamos naujy leistiny taisyklingai suformuluoty formuliy, vadinamy teoremomis, gavimo i$
aksiomy taisyklés — iSvedimo taisyklés;

3) naudojantis i§vedimo taisyklémis, i§ aksiomy ir i§ jau iSvesty teoremy iSvedinéjamos
naujos teoremos, i§ ju konstruojama formali iSvesty TSF sistema ir bandoma jrodyti konstruojamos
formalios sistemos formaly neprieStaringuma, t. y. bandoma irodyti, kad konstruojamoje sistemoje,
iSvedus kokia nors teorema, nejmanoma i$vesti formulg, kuri toje sistemoje biity laikoma iSvestosios
teoremos loginiu neiginiu;

4) naudojantis sukurtuoju i$vedimo aparatu, nagrin¢jamas pasirinktos aksiomy sistemos
formalaus pilnumo ar formalaus nepilnumo klausimas, t. y. nagrinéjama, ar galima prie turimos
aksiomy sistemos pridéti dar viena taisyklingai sukonstruota formulg, nei§vedama i§ turimy aksiomuy,
naudojantis turimomis iSvedimo taisyklémis, nepaverCiant visos formalios sistemos formaliai
priestaringa, ar jokios naujos i§ turimy aksiomy neiSvedamos taisyklingai sukonstruotos formulés prie
aksiomy sistemos prideéti, papildant ja dar viena nauja aksioma, jau nebegalima; pirmuoju atveju formali
sistema laikoma dar formaliai nepilna (kaip, pavyzdziui, predikaty skai¢iavimas), antruoju — formaliai
pilna (kaip, pavyzdziui, teiginiy skaifiavimas); kartais nagriné¢jamas dar ir aksiomy formalaus
nepriklausomumo klausimas, t. y. nagrinéjama, ar negalima i§ turimos aksiomy sistemos iSmesti kokia
nors aksioma, nemazinant formalios teorijos formalaus pilnumo, kitaip tariant, ar néra turimoje aksiomy
sistemoje tokiy aksiomy, kurios galéty buti iSvestos i$ likusiy aksiomy kaip teoremos, ir todél galéty biti
eliminuotos i§ aksiomy saraso;

5) gautoji formali teorija (jos aksiomos ir iSvestos teoremas, o taip pat teoremos, kurios toje
teorijoje galéty biti iSvestos) taikoma jvairiose srityse, atitinkamai interpretuojant toje teorijoje
naudojamus simbolius, i§ jy sudarytas formules, aksiomas ir teoremas, t.y. jvedant atitinkama
semantikg.

Formalizmo programoje, daznai vadinamoje ,,Hilberto programa* buvo numatyta:

a) sukurti toki formaly matematiniy irodymy (matematiniy formuliy iSvedimo) aparata, kuris
remtysi nekelian¢iomis abejoniy savo teisingumu ir neprieStaringumu aksiomomis ir tik tokiomis
iSvedimo taisyklémis, kuriomis naudojantis i§ teisingy aksiomy ir bei teoremy, iSreikSty formalia
matematine kalba formuliy pavidalu, formaliai biity galima iSvesti tik teisingas formules — naujas
teoremas; kadangi tokiam naujy teoremy gavimo biidui nereikalingi ir neleistini jokie papildomi
samprotavimai, o tik formaliis jau turimy formuliy pertvarkymai i naujas formules, vadovaujantis tik
duotosiomis i§vedimo taisyklémis, kuriy, paimty kartu su aksiomomis, formalus neprieStaringumas,
irodomas, remiantis pacios formalios teorijos priemonémis, t. y. tomis pac¢iomis formaliomis i§vedimo
taisyklémis ir aksiomomis, tai tokiu biidu uzkertamas kelias bet kokiu kity (tame tarpe ir tokiy, kurie
buty priestaringi ir salygoty antinomijy atsiradima) samprotavimy patekima i matematiniy teoremy
iSvedima;

b) naudojantis sukurtu teoremy iSvedimo aparatu, iSvesti teoremas, sudaranCias ivairiy
matematikos skyriu (geometrijos, aritmetikos, matematinés analizés ir t.t.) pagrinda, t.y. perstatyti
»matematikos rima“ ant tvirty patikimy pamaty ir toliau ji vystyti, remiantis nepriekaiStingu
formalizuotu dedukciniu aparatu.

Vykdant Sios programos pirmaja dali (t.y. dali ,,a“), buvo sukurti teiginiy ir predikaty
skaiCiavimai — formalios dedukcinés loginés sistemos, kurios po to buvo naudojamos, kuriant
formalizuota aksiomating geometrija ir aksiomating aritmetika, t. y., vykdant antrajg Sios programos
dalj.

Kuriant formalizuotas logines dedukcines sistemas, susiformavo matematikos pagrindy
mokslas ir matematiniy jrodymy teorija — metamatematika (Zidr., pavyzdziui, [252]), kurios
sudétinémis dalimis ir tapo formalizuotos loginés dedukcinés sistemos, ju tarpe — jau mums Zinomi
teiginiy ir predikaty skaic¢iavimai.

,.Hilberto programos* id¢jos buvo déstomos ir realizuojamos Hilberto ir Bernaiso kapitaliniame
veikale ,,Matematikos pagrindai“, vaidinusiame formalizmo mokykloje panasy vaidmeni kaip Raselo
ir Vaithedo ,,Matematikos principai“ logicizmo mokykloje. Pirmasis ,,Matematikos pagrindy* tomas
pasirodé 1934 m., o 1939 m. — antrasis, taciau, jau berasant §j traktata, buvo susidurta su anksc¢iau
nenumatytais nejveikiamais sunkumais. Todél ,,Hilberto programos* idéjas pavyko realizuoti tik
dalinai: buvo sukurtos tokios matematinés logikos dalys kaip teiginiy ir predikaty skaiciavimai, jrodant
ju formaly nepriestaringuma, o taip pat formali aksiomatiné geometrija, ta¢iau formalios aksiomatinés
aritmetikos kiirimo pilnai uZbaigti jau nebepavyko, nes nepavyko jrodyti tokios formalios sistemos
formaly nepriestaringumg bei pilnuma, naudojantis vien tik pacios formalios sistemos vidinémis
priemonémis.
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Hilberto planas toje jo formoje, kokioje ji isivaizdavo pats Hilbertas formalizmo
programos kiirimo pradZioje, pasirodé nerealizuojamas. Tai dar 1931 m. jrodé austry
matematikas Kurtas Giodelis (K. Gédel). Naudodamasis nepriekaiStingai grieztais metodais,
priimtinais ir logicizmo, ir intuicionizmo, ir formalizmo atstovams, jis irodé, kad tokios formalizuotos
dedukcinés sistemos kaip Hilberto kuriama formali klasikinés matematikos sistema, formalus
neprieStaringumas negali biiti jrodytas, naudojantis vien tik tos formalios sistemos priemonémis.
Si i$vada iSplauké i§ dar bendresnio K. Giodelio jrodyto teiginio: teiginio apie Hilberto sistemos
nepilnumg. K. Giodelis irodé, kad Hilberto sistemoje egzistuoja eilé problemy, kuriy ji negalés
iSspresti, naudodamasi vien tik tos formalios sistemos vidinémis priemonémis. Tarp tokiy problemy
atsidiré ir tos sistemos formalaus pilnumo jrodymo tos formalios sistemos vidinémis priemonémis
problema. I$ Giodelio teoremy iSplaukia, jog baigtiniais metodais, formalizuotais viduje formalios
sistemos, adekvacios Siuolaikinei matematikai, negalima jrodyti formalaus tos sistemos pilnumo, o tos

sistemos, kuriose toks ju formalaus nepriestaringumo jrodymas vidinémis formaliomis
priemonémis yra jmanomas, netenkina adekvatumo Siuolaikinei matematikai reikalavimo. Tai reiskia,
jog Giodelis savo teoremomis jrodé formalistiniy metody taikymo ribotuma: net tokie mokslai
kaip matematika negali biiti pilnai aksiomatizuoti ir formalizuoti taip, kad ty moksly
nepriestaringumg ir formaly pilnuma biity galima jrodyti grynai formaliai, nesinaudojant
interpretacijomis, t. y. nesinaudojant konkrecios praktikos faktais ir kriterijais. Kitaip tariant, i$
Giodelio teoremuy iSplaukia, jog egzistuoja sistemos, kuriy bet kokie formaliis modeliai yra
formaliai nepilni ir niekada negali tapti pilnais, kiek mes juos bepildytume naujomis aksiomomis.
Kiek daug aksiomy, formaliai vaizduojanciy tokios sistemos désningumus, toks formalus modelis
beturéty, visuomet isliks galimybé surasti ir pridéti dar viena neiSvedama i§ turimy aksiomy formule
kaip papildoma aksioma, kad gautume nauja neprieStaringa modeli — nauja formaliai neprieStaringa
teorija, iSliekancig ir toliau formaliai nepilna. Ir tokj aksiomy saraso didinimg galima testi be galo.

Garsioji Giodelio teorema apie aksiomatinés aritmetikos ir kity sudétingy formaliy teorijy
formaly nepilnumg ir formalaus pilnumo nepasiekiamumg parodé¢, jog Hilberto idéja sukonstruoti
visa matematika kaip aksiomating formalia teorija, kurioje visos teoremos biity formaliai i§vedamos i$
baigtinio skai¢iaus neabejotinai teisingy aksiomy, naudojantis tik baigtiniu skai¢iumi patikrinty
nepriestaringy formaliy i§vedimo taisykliy, niekada negalés biti realizuota.

Nezidrint | tai, kad ,,Hilberto programa“ jvykdyti nepavyko ir niekada nepavyks, darbai,
padaryti, stengiantis ta programa jgyvendinti, tur¢jo ir turi didelg¢ metodologing ir prakting reikSmg.

Apie ,Hilberto programa“ ir jos reikSme tolesnei matematikos raidai galima pasakyti beveik ta
pati, ka labai taikliai yra pasakgs G. Poja apie 1.16.1.5.5.2. skyrelyje jau minétojo pranciizy filosofo,
matematiko, fiziko ir fiziologo R. Dekarto visuotinio loginio—matematinio metodo mokslinémis
problemoms spresti sukiirimo programa: ,,Dekarto projektas Zlugo, taciau tai buvo didis projektas, ir
net savo nesékme jis paveiké mokslo raida Zymiai daugiau, nei tukstantis ir vienas mazy projekty,
pasirodZiusiy sékmingais* [264].

Metodologiné darby, padaryty vykdant ,,Hilberto programa®, ir ju rezultaty reik§mé pasireiské
tuo, kad bandymas pilnai formalizuoti matematika, patirdamas nesékmg, padéjo giliau suprasti, koks
turéty buti santykis tarp indukcinio ir dedukcinio paZinimo metody. Dabartiniu metu mes
pakankamai aiSkiai suvokiame, jog jokia formali dedukciné teorija negali buti uZbaigtu viso
pasaulio modeliu ir atspindi tik dalj jo désningumy tam tikroje ribotoje srityje, kuria apraso ir
apibrézia aksiomy sistema, sudaranti tos formalios teorijos pagrinda. Nagrinédami naujus reiskinius,
atrasdami naujus faktus ir darydami naujus apibendrinimus, mes, naudodamiesi indukciniu
metodu, papildome dedukciniy teorijy baziniy teiginiy (aksiomy) arsenala, tokiu biidu iSplésdami
tos formalios teorijos ribas ir platyn ir gilyn, tafiau ta teorija niekada neaprépsime viso pasaulio.

Kitaip tariant, matematiniai ir loginiai darbai matematikos pagrindy srityje (ir, tame tarpe,
minétoji Giodelio teorema) patvirtino filosofing nuostata apie pasaulio neiSsemiamumg ir i§ to
iSplaukiancia iSvada, jog negali egzistuoti baigtiné désniy aibé, i$ kuriy logiskai iSplaukty viskas,
kas vyksta, egzistuoja bei galéty vykti ir egzistuoti mus supanciame pasaulyje. Pasaulis, biidamas
begalinis erdvéje ir laike, yra nei§semiamas ir ,,platyn®, ir ,,gilyn*, ir ,,pirmyn*, t. y. neiSsemiamas
savo sudétingume ir savo potencialiose galimybése generuoti tai, ko dar nebuvo ir kas nebiitinai
vienareik§mi$kai ir nei§vengiamai turéty i§plaukti i§ to, kas yra ar buvo. Si nuostata tapo vienu i§
pagrindiniy sisteminio mastymo principy ir gerai koresponduoja su sistemotyroje nagrinéjamu
emerdZencijos reiskiniu.

Jeigu biity priesingai, t.y., jei egzistuoty baigtiné désniy aibe, i$ kuriy deduktyviai iSplaukty
viskas, kas vyksta ar galéty vykti, tai mes turétume pasauli, kuriame viskas bty fataliSskai i§ anksto
apibrézta, i§ anksto apspresta. Toks pasaulis kaip virtuali sistema logiskai yra jmanomas ir gali buti
isivaizduojamas, taCiau jis vargu ar panasus | ta realy pasaulj, kuriame gyvename.
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Taikomoji ty darby, kurie buvo ivykdyti metamatematikoje, kuriant formaly teoremy i§vedimo
ir metateoremy {rodymo aparata, ir gauty rezultaty reikSmé yra tame, jog jie, praturtindami
matematikos ir logikos instrumentarijy, reikSmingai palengvino ir palengvina loginio mastymo
procesy formalizavima, algoritmizavima ir kompiuterizavima, kas labai svarbu ir aktualu, kuriant
kompiuterini ,,dirbtinj intelekta*, galésiantj tapti efektyviu Zmogaus pagalbininku sudétingy loginiy
problemy sprendime ir kitokioje intelektualioje veikloje, tame tarpe, ir kuriant patogy ir efektyvy
interfeisa tarp Zmogaus ir kompiuterio, o tuo labiau — tarp didelio kolektyvo, sudaryto i§ ivairiy sri¢iy
specialisty, suburty sudétingos kompleksinés problemos sprendimui. Juk, naudojantis Siuolaikine
kompiuterine technika, kol kas galima apdoroti tik tokia informacija, kuri yra pilnai formalizuota:
i§skaidyta i tokius informacinius ,,atomus®, kuriuos gali ,,atpazinti“ ir ,,isiminti“ kompiuteris ir i§ kuriy
jis, vadovaudamasis formaliomis vienareik§miskai apibréztomis taisyklémis, gali konstruoti mums
reikalingus bei mus dominancéius ty ,,atomy‘ junginius, t. y. formaliai i§vedinéti i§ turimy teiginiy naujus
teiginius, tame tarpe ir tokius, kuriuos gauti be kompiuterio biity sunku ar net neimanoma, nes
pareikalauty i§ musy labai galingos atminties ir vaizduotés, neleistinai daug laiko ir labai sudétingo ir
nepriekaiStingo loginio mastymo, nedarancio apsirikimy ir apmaudziy klaidy. Formalizmo mokyklos
atstovai, vykdydami ,Hilberto programa®, ne taip jau mazai pasieké Sioje srityje, sukurdami ir
iStobulindami informacijos ir operacijy su ja formalizavimo ,,technologija*.

O tai, kad paaiskéjo, jog ,Hilberto programa®“ negali buti pilnai realizuota, padéjo
intelektualiy procesy kompiuterizavimo ir automatizavimo entuziastams blaiviau jvertinti savo
galimybes, greifiau ir giliau suvokti formaliyjy metody ribotuma bei atsisakyti nepagristai
pretenzingy pazady, kad kibernetiné technika jau pacioje artimiausioje ateityje kompiuterizuosianti ir
automatizuosianti visg intelektualine veikla.

Buvo pagaliau suvokta, kad kuriant ,,dirbtinj intelekta“, nepakanka vien tik formaliy
sintaksés taisykliy, kad labai svarbu ir tai, kg tie informaciniai ,,atomai“ reiskia, kokia neformalia
prasme jie turi. Todél nuo darby, pradzioje skirty vien tik formaliajai sintaktikai, palaipsniui buvo
pereita ir prie darby, skirty semantikai, ir $i tema tampa vis labiau dominuojanti: vis placiau ir giliau
nagriné¢jami tokie klausimai kaip ,,semiotiniai modeliai®, ,,prasminés informacijos apdorojimas*,
»Zenkly sistemos®, ,,freimai“ir ,,slotai“, ,,semantiniai rySiai%, ,,sintagmatinés grandinés* ir pan.

Taciau visa tai ivyko (ir tebevyksta) jau penktajame logikos mokslo raidos etape, prie kurio
apzvalgos dabar ir pereisime.

1.16.1.5.5.7. Siuolaikinés matematinés logikos raidos etapas

Trecioji matematikos krizé, apie kuria buvo tiek rasyta 1.16.1.5.5.4., 1.16.1.5.5.5. ir
1.16.1.5.5.6. skyreliuose, ketvirtajame matematinés logikos raidos etape bent jau ta prasme, ko buvo
uzsibrézta pasiekti to etapo pradzioje, daugelio matematiky nuomone taip ir liko iki galo nejveikta.
Todél situacija Siuolaikinéje matematikoje daugeliui tikrai gali atrodyti nepavydétinai.

Taciau, jei pazvelgtume | matematikos mokslg ir i Sia krize jame i$ sistemy teorijos pusés,
tai (daugelio klasikinés matematikos atstovy nuostabai) rastume, kad nutiko tai, kas ir turéjo
nutikti, ir, kas svarbiausia, kad matematikos moksle nieko tragi§ko nejvyko. Paaiskinsiu §ig savo
mintj.

Apzvelgdami tai, kas buvo iSdéstyta 1.16.1.5.5.4., 1.16.1.5.5.5. ir 1.16.1.5.5.6. skyreliuose,
galime padaryti apibendrinancia iSvada, jog XIX a. pabaigoje ir XX a. pirmojoje puséje matematikai
susidiiré su dviem jiems netikétais ir juos sutrikdziusiais dalykais, kurie mano — ir ne tik mano —
nuomone, i$§auké tai, ka mes Cia salyginai pavadinome trecigja matematikos krize:

1) su loginiy ir semantiniy antinomijy atradimu klasikingje aibiy teorijoje, laikomoje vienu i$
pamatiniy Siuolaikinés matematikos moksly;

2) su bet kurios baigtinés matematiniy aksiomy sistemos — Siuolaikinés matematikos ,,rimo*
loginio ,,pamato® svarbiausiojo ,,akmens“ — nepakankamumu, t.y. su tos sistemos nepilnumo bei jos
negaléjimo nickada tapti pilna jrodymu.

Kyla klausimas: ar tie du dalykai atsirado dél to, kad Siuolaikinés matematikos esmé ir
spamatai“ yra ydingi ir todél juos biitina keisti, ar ty dalyky atsiradimas — natiiralus matematikos
mokslo natiiralios raidos rezultatas?

AS linkes laikytis antrosios nuomonés, kuri, kaip rodo 1.16.1.5.5.5. skyrelyje pateikta trumpa
istoriné¢ matematikos kriziy apzvalga, visose ankstesnése krizése save pateisino. [sitikings, kad ji save
pateisins ir §j karta. Toks isitikinimas man atrodo pakankamai pagristas: jis iSplaukia i§ susidariusios
situacijos sisteminés analizés rezultaty.

Antinomijy aibiy teorijoje atsiradimo prieZastys, nagrinéjant jas vadovaujantis sistemine
metodologija, atrodo analogiSkos 1.16.1.5.5.5. skyrelyje jau minétoms paradoksy atsiradimo
matematinéje analizéje prieZastims: matematinéje analizéje paradoksai atsirado dél pernelyg laisvo ir
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todél ne visada korektisko operavimo su nepakankamai grieztai apibréztais ir todél gana miglotai
suvokiamais begaliniai mazais dydziais, beveik automatiS$kai ir todél nepakankamai pagristai
transformuojant baigtiniy dydziy algebra | begaliniai mazy dydziy algebra, o antinomijos aibiy teorijoje
atsirado pernelyg laisvai ir todel ne visada korektiskai operuojant su begalinémis aibémis, beveik
automatiskai ir todel nepakankamai pagristai transformuojant baigtiniy aibiy algebra | begaliniy aibiy
algebra, isivedant joje tokius vidiniai prieStaringus operandus kaip aktualiosios begalybés ir tokius
apibrézimus kaip impredikatyviis apibrézimai, kurie, nekorektiskai juos taikant, gali atvesti prie
ydingojo rato susidarymo bei ,,apibrézimo* tokiy savokuy, kurios yra vidiniai priestaringos. Beveik
automatiskai, o todél ir nepakankamai pagristai buvo perkelti i begaliniy aibiy teorija ir logikos désniai,
galiojantys baigtiniy aibiy teorijoje, tarp jy — ir treCiojo negalimojo, ir dvigubo neiginio désniai, nors,
kaip jau buvo parodyta 1.16.1.5.5.6. skyrelyje, ju taikymo galimybé¢ begalinéms aibéms kelia abejoniy.

IS ¢ia kg tik apraSytos priezasCiy analogijos iSplaukia ir priemoniy toms priezastims
pasalinti analogiSkumas: reikia kritiskai perzitiréti begaliniy aibiy teorija, sugrieztinant operavimo su
jomis bei ju apibrézimy taisykles taip, kad buty eliminuota galimybé bet kokiy alogiskumy atsiradimui,
t.y. pasielgti panaSiai, kaip buvo pasielgta matematinéje analizéje, sukuriant riby teorija ir
aritmetrizuojant matematinés analizés pagrindus.

Siuo keliu jau einama ir einama pakankamai sékmingai: issiaikintos antinomiju atsiradimo
priezastys, sukurta ir tobulinama Cermelo aksiomy sistema, daug klausimy, kurie nebuvo pakankamai
aiskds, iSsiaiskino savo darbuose logicizmo, intuicionizmo ir formalizmo kryp¢iy atstovai. Todél galima
sakyti, jog matematika, iSsiaiSkinusi antinomijy atsiradimo prieZastis, tapo gilesné ir patikimesné
nei buvo anksciau.

PanaSia iSvada galima padaryti ir sistemiSskai iSanalizavus antraja treCiosios Kkrizés
matematikoje priezastj — iSsiaiSkinta matematikos aksiomy sistemos nepilnuma ir negalimybe ta
aksiomy sistema kada nors papildyti iki substancionaliai (neformaliai) ir formaliai pilnos aksiomy
sistemos.

Juk matematikos mokslas bendrasisteminiu poZiiiriu yra mokslas, kuris susiformavo,
nagrinéjant tuos pacius bendruosius visy realiai miisy pasaulyje vykstanciy procesy ir jame
egzistuojanciy realiy sistemy désningumus, kuriuos mes, abstrahave nuo paciy procesy ir sistemy,
iSmokome formalizuoti, iSreik§dami formaliais Zenklais ir vykdydami su tais Zenklais formalias
operacijas, atspindincias (modelinojancias) tas realias operacijas, kuriose tie désningumai realiai
pasireiskia. Tod¢l matematikos mokslas skiriasi nuo tokiy moksly kaip fizika, chemija, biologija tik
tuo, kad jo objektas yra bendresnis — ne tiek patys fiziniai, cheminiai, biologiniai, bei visi kiti
reiSkiniai, kiek bendrasisteminiai santykliai juose, bendrasisteminés jy savybés — ir todél jo
poZziiiris yra bendresnis ir abstraktesnis: matematikos mokslas abstrahuoja tik tas nagrinéjamy
objekty ir reiSkiniy savybes ir tik tuos santykius tarp jy, kurie yra bendri visiems objektams ir
visiems reiSkiniams, kokiai realaus pasaulio sriiai jie bepriklausyty. Nagrinédami matematikos
mokslo objekta, nesunkiai galime pastebéti, kad didZiosios dalies matematikos mokslo sric¢iy objektas
yra kiekybé, t.y. kiekybiniai santykiai, tafiau Siuolaikiné matematika jau neapsiriboja vien tik
tuo, ir kai kurios naujausios jos Sakos pradeda pretenduoti ir | antros kategorijos — kokybés — analize,
bandydamos joje taikyti metodus, artimus kiekybinés analizés metodams. Todél, Siy eiluciy
autoriaus nuomone, Siuolaikiné matematika tiek savo specifine kalba, tiek savo specifiniais
metodais ir specifiniu ty metody taikymo aparatu ne tiek jau daug besiskiria nuo matematinés
sistemotyros, o abiejy ty moksly objektai vis labiau artéja vienas prie kito ir, laikui bégant, Sie
abu mokslai galéty ir turéty susilieti { viena moksla. Apie tai jau buvo raSyta 1.6.4.1.4. skyrelyje, kur
$ios mintys buvo idéstytos Zymiai i§samiau . Cia pridésiu tik tai, jog matematika yra toks pat gamtos
(pacia placiaja to zodzio prasme) mokslas, kaip ir visi kiti gamtos mokslai, ir skiriasi nuo pastaryjy tik
tuo, kad jo objektas yra platesnis (bendrieji visoms sistemoms ir visiems reiSkiniams santykiai), o
pozitris | ta objekta yra abstraktesnis, bendresnis ir specifiskesnis (siauresnis ta prasme, kad stengiamasi
susikoncentruoti tik ties tuo, kas tuo ar kitu bidu galéty biiti iSmatuojama, jvertinama).

O jeigu mes priimame toki bendrasisteminj pozitiri i matematika ir jeigu mums atrodo natiiralu,
kad tokie mokslai kaip fizika ar biologija negali buiti formaliai iSvesti i§ baigtinio skaiciaus
vienareik§miskai suformuluoty aksiomy, tai kodél mus turéty Sokiruoti, kad matematika, budama
realaus neiSsemiamo pasaulio modeliu (kad ir labai abstrakciu, projektuojamu labai specifiniu ir
siauru aspektu, bet vis délto modeliu, kurj galima visg laika plésti ir tikslinti, artinant prie
modeliuojamo objekto), turi panaSia savybe, t.y. negali biiti visa iSvesta i§ baigtinio skailiaus
aksiomy?

AksiomatiSkai gali buiti kuriamos tik tam tikros atskiros to modelio dalys ir tik tam tikrame
abstrakcijos bei adekvatumo atspindimam (modeliuojamam) realiam objektui (t.y. minétiems
bendrasisteminiams realaus pasaulio désningumams, kuriuos mes stengiamés matematiskai atvaizduoti)
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lygyje, tafiau jokiu biidu ne visa matematika ir ne bet kuriame adekvatumo lygyje, jei matematika
pretenduoja i bendrasisteminio gamtos placiaja prasme mokslo statusa.

Taigi, Zidirint i§ sistemy teorijos pozicijy, taip vadinamoji trecioji matematikos krizé néra
jokia jos krizé, jokia matematikos katastrofa. [ , katastrofa™ pateko tik tie matematikai, kurie, uzmirse
matematikos kilmg ir todél klaidingai suvoke¢ jos esmg, nepamatuotai pretenzingai uzsimojo pasiekti
nepasieckiamg — i§ baigtinio vienareikSmiSkai suformuluoty aksiomy rinkinio, naudojantis baigtiniu
vienareikSmisky taisykliy rinkiniu, gauti kiek norint sudétinga neiSsemiamai sudétingo pasaulio modelj,
kuris adekvaciai atspindéty visus egzistuojanCius tame pasaulyje bendruosius matematine kalba
iSreiSkiamus désningumus. Juk i$ riboto aksiomy rinkinio, naudojantis ribotu taisykliy rinkiniy, galima
deduktyviai i§vesti tik ribota matematika, ir su tuo tokios matematikos ribotumu mes anksciau ar véliau
neisvengiamai turime susidurti, kaip kad, pavyzdziui, jau buvo susidurta, bandant realizuoti formalizmo
programa. O jei mes norime Kurti tokj matematikos moksla, kuris, biidamas ribotas kiekvienu
konkreciu baigtiniu momentu, potencialiai leisty mums neribotai artéti prie to, ka filosofai vadina
absoliucia tiesa, tai mes negalime i§ anksto ir visiems laikams apsiriboti kokiu nors pastoviu
baigtiniu aksiomy bei taisykliy rinkiniu ir tikétis deduktyviai gauti i§ jo visa esamg ir biisima
matematika. Todé¢l pastangos pastatyti visa matematikos rlima ant ,.tvirty pamaty®, kuriuos sudaro
baigtinis aksiomy bei iSvedimo taisykliy rinkinys, deduktyviai iSvedant visa matematika i§ ty ir tik ty
aksiomy, naudojantis tomis ir tik tomis i§vedimo taisyklémis, $iy eilu¢iy autoriui, zitirin¢iam i visa tai i§
ka tik i§sakyty bendrasisteminiy pozicijy, atrodo bergzdzios.

Matyt, ta bergzduma, po to, kai K. Giodelis irodé savo garsiasias nepilnumo teoremas, pradéjo
suvokti ir dauguma matematiky: penktajame matematinés logikos raidos etape, kuri mes ¢ia dabar
pradéjome nagrinéti, darby, skirty matematikos pagrindimui bei jos dedukcinio grieztumo problemoms,
lyginant su ketvirtuoju etapu, jau Zymiai sumazgjo ir atviro nusivylimo aksiomatiniu metodu gaidelés
i8sakomos net pakankamai izymiy ir autoritetingy matematiky. Pavyzdziui, Niujorko universiteto ir
R. Kuranto vardo Matematikos instituto profesorius bei keliy zurnaly JAV redakcijy narys M. Klainas
savo beveik puspenkto Simto puslapiu apimties knygoje ,,Matematika, apibréztumo praradimas“ [265]
prisipazista esas priverstas pripazinti jrodymy matematikoje absoliutaus grieZtumo iliuziSkuma.
Skaitytojui rekomenduociau $ia knyga bent jau pavartyti, nes joje jis ras gana turtingg ir istoriskai
vertinga kolekcija paciy ivairiausiy (tame tarpe — ir prieStaringy) nuomoniy apie matematika ir jos
problemas, iSsakyty ivairiais laikais jvairiy daugiau ar maZziau garsiy autoriy, o taip pat daug idomiy
pavyzdziy. Tai padéty skaitytojui zymiai papildyti ir patikslinti ta matematikos jvaizdi, kurj jis dabar turi
susidargs i savo patirties bei i$ to, ka paskaité Sios mokymo priemonés skyriuose.

Pasigirsta net ir tokiy balsy, kurie, susiSaukdami su miisy jau minétu zymiu angly filosofu
F. Bekonu, dar 1620 m. parasiusiu ,,Naujaji organona”, nukrypsta i kita krastutinumg ir pareiSkia
gana kategoriSka nuomoneg, kad dedukcinis aksiomatinis metodas yra tik formalus Zaidimas,
imituojantis tariamajj jrodymy grieZtuma, bet tikrovéje neturintis jokios paZintinés vertés ir
galintis atneSti net Zala, nes atima laika tusStiems ,,eksercizams* ir mulkina (nesamoningai ar net
samoningai) | §j metodg jtikéjusius naivuolius. Su tokiomis kraStutinémis nuomonémis skaitytojui taip
pat labai rekomenduociau detaliau susipazinti, paskaicius, pavyzdziui, knygutes [266, 267], paraSytas
gana Smaikscia kalba su nemaza pasaipios ironijos doze adresu tokiy daugelio matematiky pripazjstamuy
autoritety kaip Burbaki [268, 269], Klini [251], Frenkelis ir Bar — Hilelas [270], Konas [271], Fridas
[272], Foras [273] ir t. t. Tai, manau, padéty jaunam ir dar nepatyrusiam skaitytojui atidziau ir kritiskiau
ziureéti i kai kuriuos matematikoje daznai sutinkamus jrodymus, pretenduojanéius i absoliuty grieztuma,
ir tiksliau suvokti formaliyju metody tikraja vieta teorijoje ir praktikoje, ju taikymy galimybes ir ribas, o
taip pat, i§ kitos pusés, atidziau bei kritiSkiau zitiréti ir i Smaikscius, taciau ne visada pakankamai
atsakingus kritinius pareiSkimus bei bandancius juos pagristi samprotavimus. Taigi, knyguciy [266] ir
[267] kritiné analizé biity veiksmingas priesnuodis, sulaikantis nuo polinkio i nepagristus kraStutinumus
1 viena ar kita puse.

Kadangi, kaip dazniausiai blina, dauguma skaitytojy nesiry$ ieskoti minétyju knyguciy [266,
267], kurias ne kiekvienoje bibliotekoje ir rasi, tai a§ Cia pateiksiu trejeta pavyzdéliy, iliustruojanéiy,
kaip ir uz ka kritikuoja formalizma ir aksiomatini metoda ar$ts ju oponentai. I§ ty pavyzdéliy mes
galésime akivaizdziai pamatyti bei spresti, kiek tokia kritika teisi, ir kiek — neteisi, o kartu (kas
svarbiausia) — ir pasidaryti sau naudingas iSvadas.

Pirmajame pavyzdélyje, kuri knygutés [267] autorius paémé i§ planimetrijos pradmeny,
analizuojamas teoremos, kad kiekvienas taSkas gali priklausyti bent dviems tieséms, jrodymas.

Prie§ uzrasydamas aksiomas, kuriy sistema buvo pavadinta sistema Nr.1 ir i$§ kuriy ta teorema
iSvedama, knygutés [267] autorius K. I. Valjkovas analizuoja ir kritiSkai vertina formalistams badinga
tendencija taip apibendrinti aksiomy formuluotes, kad jose likty kuo maziau ZodZiy, turinciy
konkrety turinj ir prasme, pakeiciant kai kuriuos ZodZius Zenklais, o Kitus ZodZius — i§ viso
eliminuojant. K. I. Valjkovas teigia, kad, pereinant nuo formuluotés ,,Kiekvienai porai tasky A ir B
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egzistuoja tiesé L, kuriai tie taskai priklauso® prie formuluotés ,,Kiekvienai porai A ir B egzistuoja L,
kuriai tie A ir B priklauso®, o véliau — ir prie formuluotés ,,V V3 [(AeL)A(BeL)]“, kuria formalistai
jau laiko ,,pakankamai respektabilia“, ne tik iSple¢iama ta sritis, kuriai ta aksioma galima taikyti, bet ir
negriztamai prarandama daug prasminés informacijos. Su §iuo knygutés [267] autoriaus teiginiu galima
sutikti, tuo labiau, kad ¢ia nieko ypatingai nauja ir nepasakyta. Seniai Zinoma, kad, apibendrinant
savokas, gaunamos naujos savokos, kuriy apimtis platesné, taciau turinys — siauresnis. Apie tai
buvo kalbéta ir Sios mokymo priemonés 1.5.4. skyrelyje. Savoky apibendrinimo operacijos tikrai
»menkina“ savoky turini, taiau ne visada turi buti smerktinos, o kartais jos biina net ir labai naudingos,
nes reikalingos ir labai konkrecios (bet ,siauros® savo apimtimi), ir labai ,placios (bet labai
abstrakcios) savokos. Viskas priklauso nuo situacijos, kurioje tos sagvokos vartojamos. Taciau vis délto
svarbu (ir ¢ia K. L. Valjkovas tikrai teisus), kad Zmogus, operuodamas abstrak¢iais Zenklais,
suvokty, kas uz ty Zenkly slepiasi, kg jie galéty reiksti. Todél naujy dalyky déstyme turéty vyrauti
metodas, kuris remiasi éjimu ,nuo konkretaus prie abstraktaus®, laipsni§ku turimy savoky
apibendrinimu, tik palaipsniui jvedant vis abstraktesnes ir platesnes savokas, kuriomis po to biity
galima operuoti ir nuo kuriy, gavus atitinkamus rezultatus, reikalui esant, biity galima grjzti i
»konkrety pasaulj*“. Kai kur vis dar sutinkama ,,mada* pradéti matematikos kursy déstyma aukstosiose
mokyklose nuo labai apibendrinto ir abstraktaus lygio, kai studentai priversti nusirasinéti nuo lentos
formules, nesuprasdami, ka jos i§ viso reiskia, tikrai yra ydinga ir kritikuotina. Burbaki knygos gali
biiti naudingos sistematizuojant jau turimas Zinias, bet pradéti matematikos déstymg nuo Burbaki —
tikrai neracionalu. O juk tokia ,,mada“ matematikos déstyme ne taip jau seniai buvo gana placiai
paplitusi ir dar iki Siol kai kurie déstytojai Sios pedagogikos atzvilgiu ydingos ,,mados‘ vis dar laikosi,
kaltindami pirmakursius nesugebéjimu matematiskai mastyti.

Taciau grizkime prie sistemos Nr.1 aksiomy formulavimo ir teoremos irodymo kritinés
analizés, pateiktos K. I. Valjkovo knygutéje [267].

Minétosios teoremos iSvedimui pasitelkiama aksiomy sistema, susidedanti i§ keturiy aksiomy:
Bet kuriems dviems A; ir B; egzistuoja ¢, priklausanti A; ir B;.

Bet kuriems dviems A; ir B; egzistuoja ne daugiau nei viena jiems priklausanti ;.
Kiekvienai /; egzistuoja bent viena jai priklausanti pora, susidedanti i§ A; ir B;.
Egzistuoja trejetas A;, B; ir C;, nepriklausantis vienai ¢;.

Siose aksiomose ZodZiai ,tagkai* ir , tieses specialiai praleisti todél, kad, kaip teigia formaliy
aksiomatiniy teorijy atstovai, visas i$ Sios aksiomy sistemos iSvedamas teoremas biity galima taikyti
ne tik tieséms ir taSkams, bet ir visiems bet kokios prigimties objektams, kuriems galioja visos Sios
aksiomos.

Teoremos, kad kiekvienas A; priklauso ne maziau kaip dviem /; , i§vedimas pateikiamas taip:

,,Tarkime, kad A priklauso tik vienai ¢ . I§ pirmosios aksiomos i$plaukia, kad egzistuoja tokia
¢, kuri priklauso A ir B. I8 ketvirtosios aksiomos i$plaukia, jog atsiras toks C, kuris nepriklauso /. I$
pirmosios aksiomos iSplaukia, kad egzistuoja m, priklausanti A ir C. Objektai ¢ ir m skirtingi (ketvirtoji
aksioma). Taigi, gavome, kad A priklauso tuo pa¢iu metu ir ¢ ir m, kas prieStarauja prielaidai. Tai
reiskia, jog prielaida neteisinga, i§ kur iSplaukia teoremos teisingumas®.

K. I. Valjkovas kritikuoja §i teoremos i§vedima daugeliu aspekty ir kritikuoja, mano manymu,
teisingai.

Visy pirma, jis pazymi, kad priklausomybés savoka pirmojoje bei antrojoje aksiomose
vartojama viena prasme, o treciojoje ir ketvirtojoje — kita. Bendrai paémus — tai skirtingos savokos, nes
ne bitinai i§ to, kad koks nors A priklauso kokiai tai 7, iSplaukia, jog ir ¢ priklauso kokiam tai A,
ta¢iau teoremos jrodyme tos savokos sutapatinamos. Norint toki sutapatinima iteisinti, aksiomy sistema
turéty biti papildyta penktaja aksioma ,,Jei A; priklauso ¢, tai /; priklauso A;.*

Bet ir to, pasirodo, nepakanka, kad btity vienareik§miskai ir pilnai apibrézta zodzio ,,priklauso®
reik§mé. Juk, pavyzdziui, tuo atveju, jei mes nezinome to zodzio reikSmes ir stengiamés issiaiskinti ja
tik i§ pateikty aksiomy, turin¢iy implicitiSkai apibrézti visas i tas aksiomas jeinancias savokas, mums
visiSkai pagristai gali kilti klausimas, ar i$ to, kad A ir B priklauso 7, i$plaukia, jog ir A atskirai bei B
atskirai taip pat priklauso ¢ .

Pateiktose aksiomose apie tai juk niecko nepasakyta, o i§vesdami teorema mes neiSreikstinai
naudojomés tuo, kad objektai A, B ir C ir pavieniui gali priklausyti £ .

Todeél reikalinga dar ir Sestoji aksioma, teigianti, kad, jei A;, B; C,, ..., N; priklauso ¢; visi kartu,
tai jie priklauso /; ir kiekvienas atskirai, o taip pat ¢; priklauso bet koks ty objekty poaibis.

Cia knygutés [267] autorius pagristai daro i$vada, kad, bandydami formaliai apibrézti
savoka ,,priklauso®“, mes tampame priversti jsivedinéti vis naujas aksiomas, o kartu su jomis ir
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naujas savokas (naujus ZodZius ar juos Zymincius bei pakeiciancius Zenklus), kuriy apibrézimui
vél gali prireikti naujy aksiomy su naujais ZodZziais (ar Zenklais), kuriuos irgi gali prireikti
apibreézti.

O juk pirmosiose keturiose aksiomose vartojamas ne tik zodis ,,priklauso* (arba ji pakeiciantis
zenklas ,,e“, nuo ko formalaus apibrézimo problema né kiek nepalengvéja), bet ir zodis ,,egzistuoja“
(arba kvantorius 3), o taip pat Zodziai ,bet kuris®, arba ,kiekvienas“, zymimi kvantoriumi V, ka
formaliose sistemose, nesinaudojanciose intuityviai suvokia tais zodziais Zymimy savoky prasme, irgi
reikia implicitiSkai apibrézti. Kyla ne toks jau trivialus klausimas, ar Sis besipleciantis aksiomy,
skirty jose naudojamy savoky formaliam apibrézimui, ratas, kada nors gali uZsibaigti? Ar galima
iSsiversti be intuityvaus kai kuriy pirminiy savoky suvokimo, apsiribojant vien tik formaliais
apibrézimais, naudojantis formaliai uZraSytomis aksiomomis? K. I. Valjkovas teigia, kad ne, ir
daugelyje atvejy jis teisus, kaip tam tikra prasme teisus ir savo laiku sukélusios daug gincy knygos
»Skai¢iavimo masinos ir sveikas protas“ [274] autorius M. Taubé, teigdamas, kad ,,bet koks formalus
procesas, koks ilgas jis bebuity ir su kokiu tikslumu jis bebiity vykdomas — yra vis délto tik
intarpas tarp neformalios pradZios ir neformalios pabaigos. Taciau K. I. Valjkovas, kritikuodamas
formalizuota dedukcini metoda, teisus ne visada ir tik i$ dalies, nes juk egzistuoja tokios formalios
sistemos, kaip teiginiy bei predikaty skaifiavimai, kuriose teoremy iSvedimas i§ duoto baigtinio
aksiomy saraSo, naudojantis baigtiniu formaliy iSvedimo taisykliy skai¢iumi, nereikalauja
intuityvaus toje sistemoje vartojamy simboliy prasmés suvokimo. O be to klasikinis teiginiy
skaiCiavimas yra ne tik substancionaliai, bet ir formaliai pilna sistema, i§ kur iSplaukia, jog tokiai
sistemai ty formaliy apibrézimuy, kurie egzistuoja teiginiy skaiciavimo aksiomy forma, pilnai pakanka ir
pakanka net ir tam, kad formaliai apibrézti simboliai ,,—, ,,A%, ,,v*, ,,— pilnai sutapty su teiginiy
algebros operacijy neigimo, konjunkcijos, disjunkcijos ir materialiosios implikacijos zenklais, jvestais
teiginiy algebroje neformaliai.

Viena i§ priezas¢iy, dél kuriy { 1.16.skyriaus sudéti buvo itraukti 1.16.1.5.2., 1.16.1.5.3. ir
1.16.1.5.4. skyreliai, skirti teiginiy ir predikaty skai¢iavimams, kaip tik ir buvo tame, kad turétume
atitinkamy svariy argumenty Sioje labai svarbioje sistemotyrai (ir matematikai tame tarpe)
diskusijoje, t. y. kad turétume atsakyma i klausima, ar i§ viso galima sukurti kokia nors formalia
sistem3, kuri bty pilnai apibrézta savo vidinémis priemonémis ir nereikalauty tam papildomos
intuityvios informacijos is iSorés.

Pripazindamas, kad didzioji dalis ty kritiniy pastabuy, kurias knygutés [267] autoriaus i$saké ka
tik minétos teoremos jrodymo atzvilgiu, yra teisingos, jokiu budu negaliu sutikti su jo pateikta tos
teoremos ir jos jrodymo ,interpretacija®“, pavadinta ,nevykeélio dviratininko jrodymu®. Juk S$is
»irodymas® ir ,iSvada“, kad ,,dviratininkas, atsitrenk¢s i viena medi, bitinai turi atsitrenkti ir i kita™,
neturi ne tik semantinio, bet ir jokio loginio rySio su nagriné¢jama teorema ir ka tik nagrinétu jos
irodymu, nes ,,dviratininko, atsitrenkusio i medi“ situacija netenkina aksiomy, i§ kuriy buvo gauta
teorema, kad kiekvienas A priklauso ne maziau kaip dviems /;. Todél ,nevykélio dviratininko

irodymas® ,.irodo* gal biit tik tai, kad K. I. Valjkovas, matyt, veikiamas polemikos ikar$¢io, neretai ir
pats nusizengia logikos taisykléms, kartais prarasdamas net elementarig ,,sveiko proto kontrolg, kas
labai sumenkina gana idomig ir savotiskai vertinga savo kritiSkomis pastabomis jo knygutg.

Antrasis K. I. Valjkovo pavyzdélis sukonstruotas, formalizuojant ir aksiomatizuojant
giminystés rySius. Jis skirtas tam, kad biity pailiustruota, kaip irodomos teoremos aibiy teorijoje, ir
pasiSaipyta i to.

Knygutés [267] 25-jame puslapyje pateikiama tokia aksiomy sistema, pavadinta aksiomy
sistema Nr.2:

1) A~V; 2) V~G; 3) D~B; 4) D ne ~G; 5) jei X~Y, tai taip pat ir Y~X; 6) jei X~Y ir Y~Z, tai
taip pat ir X~Z.

Remiantis Siomis aksiomomis, irodinéjama, jog aksiomomis aprasytoje situacijoje turéty galioti
teorema, teigianti, kad A ne ~B.

Teoremos jrodymui naudojamasi, kaip ir anksciau, suvedimo | prieSpriesa (reductio ad
absurdum) metodu. [rodymas susideda i$ septyniy Zingsniy:

1) priimama prielaida, jog A~B;

2) i8S Sios prielaidos ir penktosios aksiomos gaunama iSvada, jog B~A;

3) pasinaudojant treCiaja aksioma D~B, antrajame zingsnyje gautaja i§vada B~A ir Sestaja
aksioma, gaunama nauja iSvada, jog D~A;

4) pasinaudojant pirmaja, antragja ir SeStaja aksiomomis, iSvedama duotojoje sistemoje
galiojanti teorema A~G;

5) pasinaudojant treciajame Zingsnyje gautaja salygine ((t. y. galiojancia tuo atveju, jei teisinga
pradzioje priimta prielaida A~B) iSvada D~A, teorema A~G ir SeStaja aksioma, iSreiSkiancia santykio
»~" tranzityvuma, gaunama nauja salyginé i§vada D~G;
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6) gautoji salyginé iSvada D~G lyginama su ketvirtaja aksioma D ne ~G ir daroma i§vada, jog,
priémus priclaida A~B ir naudojantis duotosiomis aksiomomis (ir tik jomis), gaunama salyginé iSvada,
priestaraujanti vienai i§ aksiomuy, i§ ko iSplaukia, jog priimtoji prielaida A~B yra neteisinga;

7) i8 to, kad priimtoji prielaida A~B yra neteisinga, daroma iSvada, kad turi biiti teisingas
teiginys A ne ~B, ka ir buvo siekta jrodyti.

Analizuodamas §i irodyma, K.I. Valjkovas visiSkai teisingai pastebi, kad septintajame
zingsnyje neiSreikstinéje formoje buvo pasinaudota treciojo negalimojo désniu, kuris ne visuomet
galioja, ir pateikia pavyzdj situacijos, kada tas désnis gali ir negalioti. Todél negalima nesutikti su
knygutés [267] autoriaus teiginiu, kad teoremos A ne ~B jrodymui suvedimo { priestara metodu duotyjy
SeSiy aksiomy nepakanka ir reikalinga dar septintoji aksioma, teigianti, jog bet kuriems X ir Y yra
teisingas vienas ir tik vienas i§ teiginiy X~Y arba X ne ~Y, t.y. reikalinga aksioma, iSreiskianti
negalimo treciojo désnj, tikrai galiojanti situacijoje, kai teiginyje X~Y jungtis ,,~ interpretuojama kaip
giminystés rysys tarp X ir Y.

Galima sutikti ir su kai kuriomis kitomis minétosios knygutés autoriaus pastabomis dél
frodymo nepakankamo pagristumo bei grieztumo ir aksiomy sistemos nepakankamo pilnumo, tuo
atveju, kai aksiomose panaudoti simboliai gali reiksti bet ka, tenkinantj tas aksiomas.

Taciau K. I. Valjkovas neapsiriboja tik tokia kritika. Jis uzsimoja parodyti, kad ,neteisinga
viena i§ pagrindiniy aksiomatinio formalizmo teziy®, i$sakyty K. I. Valjkovo cituojamoje istraukoje i$
Burbaki:

»Suformuoti duotosios struktiiros aksiomatine teorija — reiSkia iSvesti i§ struktiiros
aksiomy iSplaukiancias logines iSvadas, nesinaudojant jokiomis kitomis prielaidomis nagrinéjamy
elementy atZvilgiu (tame tarpe ir bet kokiomis hipotezémis apie ty elementy ,,prigimti*).

... Kiekviena karta, kai matematikas pastebi, jog tarp elementy, kuriuos jis nagrinéja,
egzistuoja santykiai, tenkinantys tam tikro tipo struktiiros aksiomas, jis tuoj pat gali pasinaudoti
visu to tipo struktiiros bendryjy teoremy arsenalu.*

Remdamasis pirmaja $ios iStraukos dalimi, K. I. Valjkovas jgyja teisg¢ laisvai interpretuoti
aksiomy sistemos Nr.2 simbolius: ir esybes A, B, D, V, G, X, Y, ir santyki ,,~* bei jo buvimo neigima
,»he ~“. Naudodamasis §ia teise, jis interpretuoja santykj ,,~“ kaip informacinj rysj tarp punkty, Zymimy
simboliais A, B, D, V, G, X, Y ir savo knygutés [267] 28-jame puslapyje pateikia schema, pavaizduota
399" pav. Schemas, pavaizduotas 399" pav. ir 399" pav., papildomai pateikiu as.

a) \Y% b) \Y, c) Vv
B B
D b Do<=—2=%»8B

399 pav.

Po to knygutés [267] autorius pereina prie pacituotos iStraukos i§ Burbaki antrosios dalies ir
bando ja paneigti, teigdamas, kad jo knygutéje pateiktoji schema ,tenkina visas sistemos Nr.2
aksiomas®, taciau ,,netenkina ka tik i$ ty aksiomy iSvestos teoremos A ne ~B“, nes kaip matyti i$ 399+
pav., gavome, jog A~B. I§ viso to K. I. Valjkovas daro apibendrinancia i§vada, patvirtinancia visg abiejy
jo knyguciy ([266] ir [267]) teksta raudona gija jungian¢ia mintj, kad ,.teisingas iSvadas galima gauti tik
neformaliai, tik konkreéiai interpretuojant aksiomas, o formaliai, kai objektai ir santykiai gali biti
laisvai interpretuojami, esa, galima gauti kokias tik nori i§vadas, tame tarpe ir prieStaringas‘.

Sitoje vietoje K. I. Valjkovas neteisus, nes daro eilg klaidy, kuriy kilmé man iki $iol neaiski: i§
vienos pusés, jis, kritikuodamas formalizma ir formalius jrodymus, rodo didelj pastabumg ir
minties aiSkumg, i§ Kitos pusés, pateikdamas savo pavyzdZius, nepastebi tiesiog akivaizdZiy
klaidy.

Visy pirma, knygutés [267] autorius neteisus, kad schema, pavaizduota 399" pav., tenkina
visas sistemos Nr.2 aksiomas, nes ta schema netenkina penktosios aksiomos: juk jei, pavyzdziui, A~V,
tai turéty buti ir V~A. Todél nieko nuostabaus, kad Si schema netenkina ir i§ sistemos Nr.2 aksiomy
iSplaukiancios teoremos A ne ~B, kurios i§vedimui penktajame zingsnyje buvo pasinaudota formule
D~A, kurios 399" pav. schema taip pat netenkina.

Jei patenkintume penktosios aksiomos reikalavimus ir i§ schemos, pavaizduotos 399" pav.,
gautume schema, pavaizduota 399" pav., tai nesunkiai isitikintume, jog tuomet bity netenkinama
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ketvirtoji aksioma. Vadinasi, 399" pav. schema, kuri turi aksiomu sistemai Nr.2 priestaraujanius
rySius A~D ir A~B, negali biiti tos sistemos modeliu.

Jei mes pareitume i 399" pav. pavaizduota schema, kuri tenkina visas $eias sistemos Nr.2
aksiomas, kuo visiskai nesunku isitikinti, tai pastebétume, kad $i schema tenkina ir teorema A ne ~B.

K. I. Valjkovas suklydo ne tik pateikdamas schema, kuri netenkina penktosios aksiomos, bet
daro ir dar didesn¢ bei dar bendresne klaida, interpretuodamas santyki ,,~“ kaip informacini rysi tarp
dvieju punkty. Tokia interpretacija netinka todél, kad informaciniy rySiy sistema ne biitinai turi tenkinti
penktaja ir SeStaja sistemos Nr.2 aksiomas. Juk i§ to, kad punktas X perduoda informacija punktui Y,
nei$plaukia, jog ir punktas Y biitinai turi perduoti informacija punktui X: informacinis rySys gali biiti ne
tik dupleksinis, bet ir simpleksinis. Taip pat i$ to, kad punktas X suristas tiesioginiu informaciniu rysiu
su punktu Y, o punktas Y — su punktu Z, neiSplaukia, kad punktas X batinai turi biiti sujungtas
tiesioginiu informaciniu ry$iu su punktu Z.

Kaip matome, knyguéiy [266] ir [267] autoriaus bandymas paneigti iStraukoje i§ Burbaki
iSsakytas mintis nepavyko. Jis ir negaléjo pavykti, nes tos Burbaki mintys yra teisingos, ir, jei
nedaryti klaidy, panasSiy | tas, kurias padaré minétyjy knyguciy autorius, negausime ir ,,iSvady*,
priestaraujanciy toms mintims. Tiesa, ne visada klaidos biina tokios akivaizdzios, kaip ka tik
iSnagrinétuoju atveju. Kartais jos blina subtilesnés ir sunkiau pastebimos. Su tokiu atveju kaip tik ir
susipazinsime dar viename (ir paskutiniame) pavyzdélyje.

Treciasis pavyzdélis, kuri ¢ia panagrinésime, knygutés [267] autoriaus buvo paimtas i§ grupiy
teorijos.

Priminsiu (zitr. 1.9.1.5. skyrelj), kad algebrine grupe (A, x) vadinama bet kokios prigimties
elementy a;, a,, as,... aibé A={ a;, a,, a;,...}, kurioje apibrézta algebriné operacija (ja salyginai Cia
pavadinsime ,,daugyba‘“ ir salyginai pazymésime zenklu ,,x*), kai tos aibés elementai ir ta operacija
tenkina Sias salygas:

1) aibés A uzdarumo operacijos ,x“ atzvilgiu, ka formaliai galima iSreik$ti teiginiu
vaivaj {[(aie A)A(aje A)]—>[(aixaj)) e A]}, kuriame (a;xa;) yra operacijos ,,x* rezultatas, kai jos operandai
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yra aibés A elementai a; ir a;;
2) operacijos ,,x" asociatyvumo: V, AV oV ea t[aix(ajxa)]=[(aixa)xai};

3) neutralaus elemento e egzistavimo: 3oV, ca {[(exa)=ai]A[(aixe)=ai]};

4) atvirkStinio elemento a;l kiekvienam aibés A elementui a; egzistavimo:

vaiEAHai’]EA {Kai Xai_l): eJ/\ l(ai_l xa; = C)J}

Burbaki [268] prideda dar ir penktajj reikalavima, kad ,sandauga“ (ajxa;) bet kuriems
duotosioms aibés A elementams a; ir a; vienareikSmiSkai apibréZzty viena ir tik vieng atitinkantj ta
»sandauga“ aibés A elementa a,=a;xa;.

To reikalavimo algebrinés grupés apibrézime, pateiktame 1.9.1.5. skyrelyje, nebuvo, nes tas
reikalavimas jau buvo jtrauktas | algebrinés operacijos apibrézima, todél, apibréziant algebring grupg,
ten jo galima buvo jau nebekartoti.

Knygutés [267] autorius analizuoja grupiy teorijos vienos teoremos iSvedimo pavyzdj, paimta
i§ Burbaki [268], bitent teoremos: VaiéAVaje AV, ea {[(aixa)=(aixa)]—>(a=ax)}, teigianCios, kad i§
»sandaugu® ajxa; ir ajxay, turiniy viena bendra ,.dauginamaji* a;, lygybés (ajxaj)=(aixay) iSplaukia
»daugikliy® a; ir a, lygybe, iSvedima.

Minétoje Burbaki knygoje anksciau iSvardinti reikalavimai aibés A elementams ir operacijai

X suformuluojami atitinkamy aksiomy forma. K. I. Valjkovas ty aksiomy sistema pavadina sistema
Nr.3 ir pateikia toki, paimta i§ Burbaki knygos ka tik minétosios teoremos iSvedima:

1) remiantis aksioma (4), kad VaiEAEIai,leA {l(ai xa;l): eJ/\l(a;I xa; = e)J}, i§ aibés A
pasirenkamas elementas a; Ui i3 jo ,,padauginamos* abi lygybés a;xaj=a;xa, pusés; gaunama lygybé
ai’1 x(a;jxaj)= 3;1 x(a;xay);

2) remiantis aksioma (2), kad V, . Avaje AVa ea {[aix(ajxay)]=[(aixaj)xac]}, pirmame Zingsnyje
gautoji lygybé pakeiciama lygybe ( a{l xaj)xa=( a;l xa;)Xay;

3) vél remiantis jau minétaja aksioma (4), antrajame Zingsnyje gautoji lygybé pakei¢iama
lygybe exa=exay;
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4) remiantis aksioma (3), kad JeeaVaiea {[(exaj)=ai]A[(aixe)=a;]}, lygybé exa=exay

pakei¢iama lygybe aj=a, t. y. gaunama, kad i§ lygybés a;xaj=a;jxay ir aksiomy sistemos Nr.3 i§vedama
lygybé aj=ay, ka ir reiké&jo jrodyti.

Analizuodamas $j jrodyma, K. I. Valjkovas pazymi, kad jame buvo naudojamasi ne tik sistemos
Nr.3 aksiomomis, bet ir eile prielaidy, vaidinanéiy vaidmeni papildomy aksiomy, neitraukty { sistema
Nr.3. Pavyzdziui, jis visiS$kai pagristai klausia, i§ kur iSplaukia, kad ,,daugindami“ abi lygybés
(aixaj)=(a;xay) puses i§ elemento ai_l mes gausime vél lygybg, nes sistemoje Nr.3 tokios aksiomos néra
ir ji i§ duotyjy aksiomy neisplaukia. Su tokiomis pastabomis tikrai reikia sutikti, taciau jos ne tik
nepriestarauja jrodymy formalizavimo idéjai, bet, atvirksc¢iai, parodo dar gilesnio formalizavimo
reikiamybe, kad biity uZkirstas kelias neiSreikStiniam naudojimuisi tuo, kas formaliai neiSreiksta
ir nejtraukta i ,,duotajj“ aksiomy sarasa. [ pastaba, kad tas sarasas kartais gali nebiiti baigtinis, galima
atsakyti taip: aksiomy sarasas nebus baigtinis, jei mes norésime gauti absoliuciai adekvaty realios
sistemos modelj, t.y. jei mes operuosime ne su formaliomis, o su realiomis sistemomis. Jeigu gi
mes apsiribosime formalia sistema, esanc¢ia artutiniu realios sistemos modeliu, atvaizduojanciu tik
tam tikrg baigting tos sistemos savybiy ir joje egzistuojaniy santykiy aibe, tai ir aksiomy,
sudarandiy tos formalios sistemos pagrinda, skaicius taip pat bus baigtinis.

Taigi, kritikes strélés, kurias K. I. Valjkovas nukreipia prie§ formalizavimo idéja,
formalias sistemas ir formalius jrodymus ir, galima sakyti, net ir, apskritai, pries dedukcinj
metoda, ne tik nesugriauna formaliy teorijy, bet, atkreipdamos démesj j tuos ar kitus trikumus,
net padeda jy tobulinimui, dél ko ir naudinga paanalizuoti tokia, pavadindiau, ,priesiska*
formalizmui ir formalizavimui literatiira.

Tuo labiau nepajégios irodyti formalizavimo metody netinkamuma (o pagal K. I. Valjkova —
net zalinguma) tokios nevykusiai sukonstruotos ,.interpretacijos® kaip jau minétasis ,,dviratininkas®,
»informaciniy rysiy tinklas®, pavaizduotas 399 pav., bei tas pavyzdélis su ,,sunkiais taskais“, kuriuo
knygutés [267] autorius bando jrodyti, jog, remiantis aksiomy sistema Nr.3, galima ne tik iSvesti
teorema apie ,,daugikliy® a; ir a; lygybe, bet ir sukonstruoti sistema, kurioje tie elementai a; ir a, yra
nelygis, tuo lyg ir parodant aksiomatinés grupiy teorijos priestaringuma, o todél — ir beprasmiskuma bei
bevertiSkuma.

Tame pavyzdélyje K. I. Valjkovas nagrinéja aib¢ A, sudaryta i§ ploks$tumos tasky, turinéiy
svorius, kurie tolygiai ir proporcingai did¢ja, didéjant ty tasky atstumams nuo tasko E (zitir. 400 pav.),
turinéio nuling masg ir nulinj svorij.

e

-
/
/
|
A
\

S~ -

400 pav.

Pavyzdziui, tasky A, B ir C, kaip priklausan¢iy vienam ir tam paciam apskritimui, turin¢iam
centra taske E ir spindulj, lygu 8, svoriai yra lygis, ir todél Siuo atzvilgiu galima teigti, jog A=B=C, kur
zenklas ,,=" panaudotas kaip ekvivalentumo zenklas, reiSkiantis atitinkamy tasky svoriy lygybe.

Analogiskai, tasky F ir H, priklausanc¢iy kitam koncentriskam apskritimui, turin¢iam spinduli,
lygu 2 vienetams, svoriai taip pat yra lygis, taciau tie svoriai yra lygiai keturis kartus mazesni negu
taSky A, B ar C svoriai.
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Tasko D, kurio atstumas nuo tasko E yra lygus 6 vienetams, svorio santykis su tasko A svoriu
6 3 .6
yra lygus T = o su tasko F svoriu — 3= 3.

Pasirinkus tokius svorio matavimo vienetus, kad tasko, nutolusio nuo tasko E atstumu, lygiu 1,
svoris bty lygus vienam svorio vienetui, galima apskaiciuoti kiekvieno plok§tumos, pavaizduotos 400
pav., tasko svori: tasko svoris turés tiek svorio vienety, kiek to tasko atstumas nuo tasko E turi ilgio
vienety.

Taip isivedgs aibg A ir apibrézes jos elementus, knygutés [267] autorius isiveda ir apibrézia
operacija ,,x“, leidZiancia kiekvienai aibés tasky a ir b porai rasti taska c, atitinkantj a ir b ,,sandauga“
axb ir todél tenkinanti lygybe axb=c. Tokia operacija K.I.Valjkovas pasirenka materialiyjy tasky svorio

n n
inmi ZYimi
i=1 * =l

. v * * .. 1=
centro koordina¢iy x ir y nustatymo operacija x" ==—, y =—
2.m 2 m
i=1 i=1

materialiyjy tasky (x;, y;), turin¢iy mases m; koordinatés, o X ir y* — visy duotyju n tasky svorio centro
koordinatés.

, kur x; ir y; yra

. . m;x; + m,X m,y,; +m . .
Kai n=2, tai x"=—""1—"—272  y'— My, T MaYs , o kai n=3, tai

o = Xy Hm,yX, +MsX, y* = my, +myy, +msys

= Ly = )
I§ fizikos kurso Zinoma, kad svorio centro koordinadiy nustatymo operacija yra asociatyvi.
*
. m, X, + m,X (m1+m2)'X12+m3X3 m;X; + m,X, + myXx .
Pavyzdzlul’ XT2 :M’ XZI 2)3 — > — 121 222 323 T3( patl
’ m; +m, e (m1+m2)+m3 m; +m, +mj

_ . " : o x myx; +(my +my)-x5 5 +myx;
butume gaveg ir apskaiCiuodami, naudodamiesi formule x;3) = . =
s m, +(m, +m;)

m,X; + m,x
1Xq 2X2
m;x, +(m2 +m3)-
m; +m, m;X; +M,yX, + MyXs

Analogiskus rezultatus gautume ir

m; +m, +mj m; +m, +ms
apskai¢iuodami y" bei z', kai materialieji taikai su masémis m; biity issidéste trimatéje erdvéje.

Taip apibrézgs operacija ,,x“, knygutés [267] autorius, suranda, kad ,,sandauga™ AxB atitinka
taskas E, taSky A ir D, sandauga atitinka taskas F, o taSky A ir C ,,sandauga” — taskas H, ka, naudojantis
isivestais apibrézimais ir zyméjimais, galima uzrasyti kaip AxB=E, AxD=F ir AxC=H.

Po to K. I. Valjkovas pareiskia, kad ivestosios aibés A elementai ir isivestoji operacija ,,x“
tenkina visas penkias sistemos Nr.3 aksiomas. I§ pirmo zvilgsnio gali pasirodyti, jog toks K. I. Valjkovo
teiginys yra visiskai teisingas.

I8 tikryjy, isivestoji aibé A yra uzdara operacijos ,,x* atzvilgiu, nes plokStumoje kiekvienos
dviejuy materialiyjy tasky poros svorio centras yra toje pacioje plokStumoje ant atkarpos, jungiancios ta
tasky pora, arCiau to tasko, kurio masé yra didesné. Taigi, pirmosios aksiomos reikalavimas yra
tenkinamas.

Tenkinamas ir penktosios aksiomos reikalavimas, nes kiekviena materialiy tasky pora visada
turi viena ir tik viena svorio centra, kadangi daugybos, sudéties ir dalybos operacijos, kuriomis
naudojamasi apskaic¢iuojant svorio centro koordinates X ir y', yra vienareikimés, o trupmeny vardikliai —
nelygis nuliui.

Remdamasis tuo, kad svorio centro koordinaciy apskaic¢iavimo operacija, kaip tai zinoma i$
fizikos, yra asociatyvi, K. I. Valjkovas pareiskia, jog tenkinami ir antrosios aksiomos reikalavimai.

Tenkinama ir trecioji aksioma, nes aibéje A egzistuoja neutralusis elementas e operacijos ,,x*
atzvilgiu. Tokiu elementu yra taSkas E, turintis mase, lygia 0, ir svorj — taip pat lygy nuliui. Todél, kaip
nesunku jsitikinti, naudojantis svorio centro koordinaciy apskaic¢iavimo formulémis, AXE=A, ExA=A,
BxE=B, ExB=Birt. t.

Nesunku jsitikinti, kad tenkinami ir ketvirtosios aksiomos reikalavimai, nes kiekvienam
plokstumo taskui egzistuoja tasko E atzvilgiu simetrinis jam taskas, kuris ir yra atvirkStinis jam
elementas jsivestos operacijos ,,x", interpretuojamos kaip svorio centro nustatymo operacija, atzvilgiu.
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I8 salygos, kad tenkinamos visos penkios sistemos Nr.3 aksiomos, privaléty iSplaukti, jog turéty
biiti tenkinama ir i$ ty aksiomy iSvesta teorema [(axb)=(axc)]—>(b=c), t. y. i§ to, kad AxD=F ir AxC=H
bei i§ lygybés F=H, turéty iSplaukti lygybé D=C.

Taciau, kaip tai matyti i§ 400 pav., akivaizdu, kad lygybé D=C $§iuo atveju neteisinga, nes
taskai D ir C, priklausydami skirtingy spinduliy koncentriniams apskritimams, privalo turéti skirtingus
svorius ir todél negali bati tuo atzvilgiu ekvivalentis. O tai jau leidzia K. I. Valjkovui triumfuoti, nes
gautas rezultatas paneigia Burbaki teiginj, kad bet kokie elementai, nepriklausomai nuo ju prigimties, jei
tenkina algebrinés struktiiros aksiomas, biitinai privalo tenkinti ir visas i§ ty aksiomy iSplaukiancias
teoremas. Bet §tai aibés A taskai tenkina visas aksiomas, o i$ jy iSplaukiancios teoremos juk netenkina!

Taciau K. 1. Valjkovas triumfuoja per anksti ir ieSko Sio paradokso priezasciy ne ten, kur jos i§
tikryjy yra. Sitas ,,paradoksas* gautas ne todél, kad i§ formaliy aksiomy i$vestos formalios teoremos
teisingumas ar neteisingumas priklauso nuo elementy ir operacijos x ,,prigimties* bei nuo to, kaip joje
interpretuojama lygybe ,=", bet tod¢l, kad knygutés [267] autorius ir vél nepastebéjo, kad jo
sukonstruotoji sistema vis délto ir vél netenkina kai kuriy nagrinéjamos aksiomy sistemos Nr.3 aksiomy.

K. I. Valjkovas padaré klaida, nepagristai perkeldamas svorio centra koordinaciy apskaic¢iavimo
operacijos asociatyvumo savybe, nustatyta tomis salygomis, kai materialiyjy tasky masés ir svoriai
nepriklauso nuo jy padéties erdvéje (ir nesikeicia materialiajam taskui pereinant i§ vienos vietos | kita), {
savo sukonstruotg situacija, kurioje materialiyjy tasky svoriai priklauso nuo ju atstumy iki tasko E ir
kinta, materialiajam taSkui tolstant nuo tasko E arba artéjant prie jo.

Nesunku jrodyti, kad sistemoje, kuria sukonstravo knygutés [267] autorius ir kuri S$ioje
mokymo priemonéje pavaizduota 400 pav., svorio centro nustatymo operacija jau néra asociatyvi.
Neasociatyvumo priezastis Siuo atveju néra tokia jau akivaizdi. Todél jos, matyt, ir nesugebejo (o gal
nepanoro?) pastebeti K. I. Valjkovas. O gludi ta priezastis toje aplinkybéje, kad K. I. Valjkovo
sukonstruotoje sistemoje dviejy materialiyju tasky svorio centro svoris jau néra lygiis ty tasky svoriy
sumai, o priklauso nuo to centro atstumo iki tasko E ir visuomet yra mazesnis uz minétaja suma. RySium
su tuo K. I Valjkovo sukonstruotoje sistemoje trijy tasky svorio centro nustatymo rezultatas jau
priklauso nuo to, kokia tvarka jis bus apskaiiuojamas. Pailiustruosiu §i teigini konkreciu pavyzdziu,
apskai¢iuodamas materialiyju tasky A, D ir B (Zitir. 400 pav.) svorio centro ordinate y*, priimdamas, kad
tasky masés ir svoriai iSreiksti tokiais vienetais kaip masés kilogramai kg ir svorio kilogramai kG.
Tuomet tasky masiy ir svoriy reik§més turés po tiek pat vienety. Kaip jau buvome nustatg, aptardami
400 pav., tasko A svoris yra lygus 8 kG, tasko D svoris — 6 kG ir tasko B svoris — 8 kG. Tasko A
ordinaté yra (-8), tasko D ordinaté lygi 6, o tasko B ordinaté yp yra lygi 8 ilgio vienetams.

n n
inmi ZYimi
i=1 * =l

Jei turétume situacija, kurioje buvo i§vestos formulés x* =-= y =
2m;
i=1

n b
Zmi
i=1

ir

*

n
A
7" = i=1
n
2 m
i=1

nesikeiCiantys, taskam keiciant savo padéti erdvéje, tai tasky A, D ir B svorio centro ordinatés y, g

, t.y. situacija, kurioje materialiyju tasky masés ir svoriai yra pastovis dydziai,

apskai¢iavimo rezultatas tikrai nepriklausyty nuo to, kokia tvarka vyko tas apskaiciavimas, kai taskai A,
D ir B buvo grupuojami poromis.
L cyat . (- . —64 2
Pavyzdzii, yAD:mA ya +mp yD:8 (-8)+6 6: 6 +36:__8
’ m, +mp 8+6 14 14

=-2, kas sutapty

su rezultatu, kad materialiyju tasky A ir D svorio centras yra taske F. Laikydami, kad dabar du
materialius taskus A ir D gali atstovauti vienas materialus taskas, turintis ordinatg (—2) ir mas¢ 8+6=14,
rasime to tasko ir tasko B svorio centra yZ‘A D)B = 14-(2)+8-8_36_18 .

r 14+8 22 11

Jei biitume pradzioje surade tasky D ir B svorio centro ordinatg y*D’B, tai biitume gave

6-6+8-8 100 50 s . . . S . -

W:WZT' Po to apskai¢iuodami materialaus tasko A ir taskus D ir B atstovaujancio
+

materialaus tasko, turin¢io tasky D ir B masiy suma ir esancio ju svorio centre, svorio centro ordinatg
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50

. . B+ _6ai100 36 18 y o
Ya,(pB)> gautume yu (pp) = .Y = %I t.y. ta pacia centro ordinatés

reikSme.
Ja biitume gave ir tuo atveju, jei blitume naudojgsi svorio centro koordinaciy apskaiciavimo
8:(-8)+6-6+8-8 36 18
8+6+8 22 11
Taciau visai kita situacija gaunama K.I. Valjkovo sukonstruotoje sistemoje, kurioje
materialiyjy tasky svoriai priklauso nuo jy atstumy iki tasko E.

formule iskart: yj g =
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