H, b X, %, X,
B FPn i i
X, X, X, X, X,

381 pav.

ISnagrinétasis pavyzdélis taip pat rodo, kad kartais loginé funkcija gali turéti
ne viena, o kelias MDNF.

Miisy nagrinétuoju atveju ju yra dvi: Y, =X,X, v XX, vX,X,,
Y, =X, X, vXX,vXX.

Geometrinis metodas turi ta triikuma, kad juo galima naudotis, tik kai funkcijos
argumenty skaicius n<3.

Sis trukumas jveikiamas modifikuojant geometrini metoda ir gaunant i$ jo taip
vadinamaji Karno korteliy metoda.

1.16.1.4.3. Karno korteliy metodas

Karno kortelése n—macio vienetinio kubo vir§iinés vaizduojamos matricos
langeliais, iSdéstytais taip, kad gretimos virSinés biity atvaizduotos gretimais
langeliais, t. y., kad, pereinant nuo n—macio kubo prie Karno kortelés bty iSsaugotas
gretimumo santykis.

Kadangi n—matis kubas turi 2" vir§tniy (zitr. 1.9.1.1. skyrelj), tai Karno kortelé
(Karno matrica) turi 2" langeliu, i kuriuos jraSomos funkcijos reik§mes atitinkamose n—
macio kubo vir§iinése.

IS to, kas pasakyta apie Karno kortelg, iSplaukia, jog Karno kortelé — tai gana
kompaktiska teiginiy algebros funkcijos reik§miy lentelé, turinti 2" langeliy (kai
tuo tarpu musy iprastos lentelés, kuriomis mes iki Siol naudojomés teiginiy algebros
funkciju apraSymui, turi po 2"(n+1) langeliu), i§déstyty taip, kad biity iSsaugotas
gretimumo santykis ir kad pagal langelio padétj lenteléje biity galima nustatyti ta
langelj atitinkancios n—macio kubo virSiinés koordinaciy reikSmes. Patogumo délei
tos reikSmés pazymimos Karno kortelés pakrasciuose, dalinant langeliy aibg i dvi

lygias ir nepriklausomas dalis, atitinkancias kiekvieng kintamaji Xj ir jo neigini Xj .
382 pav. pavaizduotos dvi Karno lentelés: pirmoji priklauso tai funkcijai, kuria

vaizduoja 379 pav. vienetinis kubas, antroji — tai funkcijai, kuria vaizduoja 380 pav.
vienetinis kubas.

iz X, X, iz X, iz
X, | 1 1 ]1]1 X501 ]1]1
X, |t lof|1]o0 X, | 1t [1]o]1
Y Yy Y Y
X, X, X, X
382 pav.

Ty Karno korteliy horizontalios linijos galuose yra pratgstos ir tie pratgsimai
skirti korteliy galy suklijavimo atvaizdavimui. Tas suklijavimas reikalingas tam, kad
biity i§saugotas gretimumo santykis: trimacio kubo kiekviena virStiné yra gretima trims
kitoms vir§inéms, todél trimatés Karno lentelés kiekvienas langelis turi turéti tris
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gretimus langelius. Suklijavus lentelés galus, gaunama cilindriné lentelé, kuri ir
pavaizduota 382 pav. Praktikoje lentelés galy suklijavimas yra tik isivaizduojamas,
negaistant laiko klijavimams.

Keturmatj vienetini kuba vaizduojanti Karno lentel¢ turés jau 2'=16 langeliy,
kuriy kiekvienas privalo turéti po 4 gretimus langelius. Kad biity i§saugotas gretimumo
santykis, tokios lentelés galus teks suklijuoti ne tik sujungiant horizontalias, bet ir
vertikalias linijas, suteikiant Karno kortelei toro pavidala.

383 pav. pavaizduota: 1) miisy jau nagrinétos keturiy argumenty A, B, C ir D
loginés funkcijos f (A, B,C, D) = ABCv ACvBCv ABD Karno lentelé; 2) Karno
lentelé, atitinkanti minimizavimo rezultata — funkcija f(A,B,C,D)=Bv AC, o taip pat 3)
tas lenteles atitinkantis toras.

BC
1) 2 3)
C ABD C B
— —A— = — —A— =
C Cy C C
B{ N D B{ M1 1D '-
RN }D SHINIFEE }D w
E{ 0 [[1][ 0\ 0 §{ o [t][o]o -‘-ia
o L\i/1 o No [D o\M/lo]o[D
AC A A TABC AC A A
383 pav.

Kai loginés funkcijos argumenty skaifius n=5, tai tokios funkcijos Karno
lentele, kuria sudaro 2°=32 langeliai, jau nebegali buti pavaizduota vienoje
plokstumoje, net supjauscius ja per suklijavimo linijas, nes plokStumoje kvadratinis
langelis negali turéti daugiau negu keturis gretimus tokio pat dydzio kvadratinius
langelius. Todel, kai n=5, tai Karno lentelg¢ sudaro jau dvi lentelés po 16 langeliy,
sudétos viena virs kitos, kitaip tariant, du gretimi torai. Tada kiekvienas langelis turés
po keturis gretimus langelius vienoje plokStumoje ir dar viena langelj, uzimanti tokia
pat padéti kitoje Karno lenteléje, esancioje kitoje plokStumoje. Vaizduojant tokias
Karno lenteles vienoje plokStumoje, jos patalpinamos viena S$alia kitos, taiau

isivaizduojama, jog jos yra viena ant kitos.

Idomu, ar néra topologinio rysio tarp tokiy dviejy fakty:

1) keturmacio kubo ,,isklotiné* sudaro pilnai uzdara pavirS$iy — tora, kuriame nelicka vietos
penktajam matavimui, ir, norint jvesti penktaji matavima, tenka kurti lygiagrety tora — antraji keturmati
»pasauli;

2) tas pasaulis, kuriame mes gyvename, gali turéti irgi tik keturis matavimus: tris — fizinei
erdvei ir viena — laikui; penktajam matavimui miisy fiziniame pasaulyje tiesiog néra vietos.

Rys$ium su tuo iSkyla klausimas: ar negaléty lygiagreciai su misy keturmaciu pasauliu
egzistuoti kiti tokie pat uzdari keturmaciai pasauliai, nesusisiekiantys vienas su kitu?

Tokie klausimai, Zinoma, priklauso mokslinés fantastikos bei filosofijos sri¢iai ir sistemotyra ju
kol kas nenagringja, taciau nuo to jie nenustoja buti jdomiis. Kai kurie Siuolaikinés teorinés fizikos
atstovai rimtai nagrinéja hipotetinius teorinius daugiamacius pasaulio modelius.

Kai n=6, tai Karno lentel¢ susideda i§ 2°=64 langeliy, sudaranciy keturias
lenteles po 16 langeliy kiekvienoje, t. y. keturis torus, iSdéstytus taip, kad kiekvienas
toras turéty po du gretimus.

Kai n=7, tai Karno lentelg sudaro 8 torai sujungti i tory cilindra, panasiai kaip
buvo tuo atveju, kai n buvo lygu 3 ir 8 langeliai buvo sujungti i cilindra (zidir. 382

pav.).
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Kai n=8, tai Karno lentel¢ sudaro 16 pirmosios eilés tory, sujungty i antrosios
eilés tora.

Kai n=9, tai Karno lentel¢ sudaro 2 antrosios eilés torai, kai n=10 — keturi
antrosios eilés torai, kai n=11 — 8§ antrosios eilés torai, sujungti i tory cilindra, kai
n=12 — 16 antrosios eilés tory, sujungty i viena treciosios eilés tora, ir t. t.

Karno lentelés langelj galima laikyti nulinés eilés toru, vaizduojanciu loging
funkecija, turincia n=0 argumenty, t. y., loging konstanta.

Pasinaudodami $iuo nulinés eilés toro apibrézimu, galime sudaryti Karno len-
telés struktiiros formulg: teiginiy algebros funkcijos, turindios n=4m+k argu-
menty, kur k=0, 1, 2, 3, o m=0, 1, 2, 3, 4, 5, ..., Karno lentel¢ sudaro 2K gretimy
m-sios eilés tory, kuriy kiekvienas, kai m>0, susideda i§ SeSiolikos (m—1)—osios
eilés tory ir t.t., t.y. i§ 2*™ nulinés eilés tory — Karno lentelés elementariy
langeliy, atitinkan¢iy n—macio kubo virSines. Visa Karno lentele sudaro 2*™*=2"
langeliy — nulinés eilés tory.

Pavyzdziui, kai n=2, t. y., kai n=4.0+2, tai Karno lentele sudaro 2%=22=4 nulinés eilés gretimi
torai, paprasciau tariant, keturiy gretimy langeliy lentelé, o kai n=6, t. y. kai n=4-142, tai Karno lentelg

sudaro 2"=2%=4 pirmosios eilés torai, kitaip tariant keturios gretimos lentelés po 16 langeliy kiekviena.
Abu $ie atvejai parodyti 384 pav.

X2 X2
a) b) i2 i2 X2 i2
Xl{ 0, 0 [T 11X, X, 0 01T }Xl
X[ 1]o 01\1]1§JX3X%017]1 X,
X, lo|1] = ofolo]o0 ol o/ O\ -
X Xz X o0 ToNo T\
XO Xo XZ / 0 0 O\l§3 §3// < \Xz
XsX3XoXi X Xo XXX X Xo XaX:1Xo
j2 i2
Xl{ ololo]olx, X,Jo[ofT]T }Xl
ojofo]o y} X {—q 0o fui)1 %
X { o[{ofo]o olofl1J]o }i >
Xl 0[0]o0]o0]X; X JololoN ] J2
= = = = = X
2 XZ [ —] XZ X2 X2 X2 — XZ 2
- 22 X2 D — X2 D X4X3X2X0
X, X4
384 pav.

384" pav. vaizduoja funkcijos f(X, XO): X, ®X, =X, X, vX,X, Karno kortelg, 0 384"
pav. — Kammo kortele tokios funkcijos, kurios MDNF yra f(X5 , X4, X3,X5, X, ,X0)=
=X, X X VXX X VX XXX v X XXX

Sia funkcija 1952 m. pateiké Berkhartas (W.H.Burkhart) kaip pavyzdi funkcijos, i§ kurios
MDNF tiesiogiai jau nejmanoma gauti jos faktorizuotos formos (FF) f (X 5,X4,X3,X5,X, ,X0)=
= (XlX0 vX3X2)/\(X4X0 vXsX,). Tokiy pavyzdziy egzistavimas rodo, jog MDNF gavima ne
visada galima laikyti teiginiy algebros funkcijy faktorizavimo etapu, ir tai gerokai apsunkina
faktorizavimo problemos sprendima.

Naudojantis Karno kortelémis, Bulio algebros funkciju minimizavimas
vykdomas, stengiantis suklijuoti kuo daugiau gretimy langeliy j staciakampius,
turindius 2P langeliy, kur p=1, 2, 3, 4, ... — yra sveikas skai¢ius, ne maZesnis uz 1.

Suklijave Karno lentelés, vaizduojanc¢ios n—mati kuba, du gretimus langelius
(p=1), mes suklijuojame dvi gretimas n—-macio kubo virStnes ir vietoj dvieju
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konjunkciju, susidedan¢iy i§ n raidziy® kiekviena, gauname viena konjunkcija,
susidedancia i§ (n—1) raidés. Vienos tokios operacijos déka minimizuojamoje DNF
raidziy skaiCius sumaz¢ja (n+l) raide, o ta DNF realizuojanios schemos diody
skai¢ius sumazéja 2n+2—(n—1)—1=n+2 diodais.

Suklijave keturis gretimus langelius (p=2), mes suklijuojame 2 n—macio kubo
briaunas 1 viena siena, esancia dvimatéje plokStumoje, kitaip tariant, vietoje keturiy
konjunkciju, turin¢iy po n raidziy, gauname viena konjunkcija, turin¢ia (n—2) raides.
Diody skaicius Sia DNF realizuojancioje schemoje sumaZzé¢ja 4nt+4—(n—2)-1=3n+5
diodais.

Suklijave 8 gretimus langelius (p=3), mes suklijuojame dvi n—macio kubo
dvimates sienas { viena trimatg siena, kitaip tariant, vietoj 8 konjunkcijy, turin¢iy po n
raidziy, gauname viena konjunkcija, turinfia n—3 raides. Diody skaiCius sumazéja
8(n+1)—(n-3)-1=7n+10 diody.

Suklijave 16 gretimy langeliy (p=4), t.y. suklijavg visa pirmos eilés tora {
n-macio kubo keturmat¢ siena, mes vietoj 16 konjunkciju po n raidziy kiekviena,
gauname viena konjunkcija, turin¢ia (n—4) raides. Sutaupyty diody skaicius tampa
lygus 16(n+1)—(n—4)-1=15n+19.

Daugiau 16 langeliu suklijuoti viename pirmos eilés tore nebejmanoma, taciau
gali buti taip, kad gretimi langeliai yra kitame ar kituose toruose ir i§ tokiy langeliy
galima sudaryti ,erdvini staCiakampi®, turinti 32 langelius, ir 1§ kiekvienos
konjunkcijos, turin¢ios po n raidziy, suklijuojant jas, eliminuoti po penkias raides, t. y.
gauti viena konjunkcija, turin€ia (n—5) raides. Toks suklijavimas leisty sutaupyti
32(n+1)—(n-5)-1=31n+36 diodus.

Analogiskai galima elgtis, klijuojant po 64,128 ir t.t. (bendrai, po 2) ir
n—macio kubo gretimy vir§oiniy, gaunant vietoj 64,128 ir t. t. (bendrai 2°) konjunkciju,
turin€iy po n raidziy, viena konjunkcija, turincia po (n—6), (n—7) (bendrai, n—p) raidziy
ir sutaupant 2P(n+1)—~(n—p+1)=(2"~1)(n+1)+p diodu.

Tiesa, didéjant n ir p, ,,erdvinis staCiakampis®, sudarytas i§ gretimy n-macio
kubo virsiiniy, leidZzian¢iy suklijuoti 2° konjunkcijy i viena, turin¢ia n—p raidziy, darosi
vis painesnis ir tod¢l, esant dideléms n reikSméms, Karno korteliy metodas tampa
nebepatogus ir praktiSkai nebetaikomas. Taciau, kol Bulio algebros funkcijy
argumenty skaicius n yra 10 ribose (ar nedaug virSija §i skaiciy), naudotis Karno
korteliu metodu, minimizuojant Bulio algebros funkcijos ,rankiniu budu“, gana
patogu.

Pailiustruosiu tai konkreciais pavyzdziais.

Tarkime mums reikia rasti funkcijos f(X4,X3,X2,X1):§4§3i2i1
VXL XXX, VXXX, X VXXX X VXXX X, VXXX X, v XXX, X
v X, XX, X, v X, X5X,X, , kurios Karno kortelé pavaizduota 385 pav.

Nesunku iskart pastebéti, kad duotoje Karno lenteléje galima sudaryti du staciakampius,
turin¢ius po 2°=4 gretimus langelius ir viena stadiakampi, turintj 2'=2 langelius (zidr. 385" pav.).

v
4838 AV AYRZARH A

Vienas langelis, atitinkantis keturmacio kubo virsting i4i3§2§, =1, lieka su niekuo nesuklijuotas.
Gauname tokia nagringjamos funkcijos DNF: XX, X, v X, X, X, X, vX,X, v X,X,.
Taciau §i DNF, nors vietoj buvusiy 44 raidziy turi jau tik 11 raidZiy, dar néra MDNF.
Atsizvelgdami | tai, kad nagrinéjamoji Karno lentelé yra pirmos eilés toras, matome, jog

nesuklijuotoji virSiine i“i}izil =1 turi dar tris gretimas ,,vienetines* vir§tnes: X4X3X2§1 =1,

X, X,X,X, =1, X,X,X,X, =1, kurios visos keturios kartu sudaro statiakampi, turint 2’=4 langelius

* Literas toliau vadinsime raidémis, laikydami raidémis ne tik elementariy teiginiy Zymenius kokios nors
abécélés raidémis, bet ir raides su bruksniu virSuje, Zymincias elementariy teiginiy neiginius.
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ir todél gali bati suklijuotos | viena konjunkcija §4§3 =1- ta staCiakampi aprasancia lygti. Tos
suklijuojamos vir§iinés parodytos 385" pav., kuri apraso DNF X, X, v X,X,X, vX,X, v X,X,.
Taciau ir §i DNF dar néra MDNF, kaip néra MDNF ir jai ekvivalenti DNF
X, X, vX,X,X, vX,X,vX,X,, taip pat turinti 9 raides ir pavaizduota 385" pav.

X3 X3 X3
a) | %5 X _ b) | %5 X3 _ o 1% lX3|_
N LIOoJof X, (] o] o][1NX, X{‘QJOOQ,X4
2 R 21 W Tyt SHIUIZRE
} 4 }X4 X4
i{ ol1]|1]1 X{ o L] U1 Y{ o o[ Ut
2 1jofo]|1[x, : 1lo]oll1]lx, 2Ly o] o (10X,
[T [ 1
Xl X Xl X, X1 X
d)_ % |X3l_ e)__ I3 |fi3|
o 0O oo,
XD DE }X Xz{ (L O }X
i{ o (L] 1 4?{ o \u ] Ut 4
2 — 2 rNT=—
Il\l 0 0 I\LI X4 I1| 0 0 Iklj|>(4
X X X X
385 pav.

MDNF gausime, prijunge prie staiakampio X 4X2§1 =1 dar dvi virStnes, kaip parodyta
385" pav., ir gaudami stagiakampi X,X,=1, jungiantj jau ne dvi, o keturias kubo vir§ines.

Taigi, nagrinéjamos funkcijos MNDF yra funkcija f(X4,X3,X2,X1):X4X3 vX, X,V
vX,X, \/i}X, , turinti tik 8 raides.

IS Sio pavyzdélio skaitytojas turéty padaryti sau iSvada, kad reikia stengtis jungti ,,vienetines®
vir§tnes i kiek galima didesnius sta¢iakampius, turinéius po 2P langeliy.

Nesunku pastebéti, kad miisy nagrinéjamu atveju gautoji MDNF néra vienintele, nes yra ir kity
biidu padengti visas ,,vienetines“ vir§iines maziausiu didZiausiy sta¢iakampiy, turinéiy po 2" langeliy,
skai¢iumi. Kitas §ios funkcijos MDNF (o ju yra keturios) surasime Siek tiek véliau. Siai MDNF
realizuoti prireikty tik 12 diody, kai tuo tarpu nagrinéjamos funkcijos TDNF realizacijai biity prireike
11x4+11=55 diody. Taigi, surandant MDNF, reikalingy diody skaiciy pavyko sumazinti daugiau nei 4,5
karto.

Kitas minimizavimo, naudojantis Karno kortelémis, pavyzdélis — tai funkcijos
VXX, XXX v XX XXX VXXX XX, VXX, XXX, VXX, XXX
VXX XXX VXX XXX, v XX XXX VXX XXX v XX XXX v
VXX, XXX VXX, XXX v XX, XX, X v XX, X, X, X, MDNF paieska.

Sios funkcijos TDNF, turingios 18 konjunkciju po 5 raides kiekvienoje, realizavimui prireikty
18%5+18=108 diodu.

Kadangi §iuo atveju minimizuojamos funkcijos argumenty skaicius n=5>4, tai vieno pirmos
eilés toro jau nebepakaks ir prireiks dviejy tokiy tory.

Jie pavaizduoti 386 pav.

Antrasis toras skiriasi nuo pirmojo tik koordinatés Xs reikSme: antrajame tore Xs=1, o
pirmajame Xs=0. Todél jungdami pirmojo toro keturis vidurinius langelius jungianti staciakampi,
apraSoma lygtimi X,X,X; =1, su antrojo toro analogisku stac¢iakampiu, apraSomu lygtimi
X;X,X; =1, gauname ,.erdvinj staciakampi“, susidedantj i§ 8 langeliy ir apraSoma lygtimi X,X;=1,
nes suklijavimo metu eliminuojasi kintamasis Xs.
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Analogiskai, jungdami pirmojo toro stadiakampi XsX,X,X, =1, susidedanti i§ dvieju
langeliy, su antrojo analogisku staciakampiu X;X,X,X; =1, gauname ,erdvini staciakampi®,
susidedanti i§ 4 langeliy ir aprasoma lygtimi X, X,X;=1.

X X, X,X, X
X Y

%5 3
01 [N _} XZ{ 0
X{ 0\110__>X4X3§{ okt Vo]
LDl o o (NN, Lo o (0K,

A

\ 7
ﬂ; %_} \_ o « —~— J | —)
X, X X, XX, X, X

X

s
—
€]
S
)
QB
(=)
\O
e

X, X,
386 pav.

Dar viena ,,erdvinj staciakampi, susidedanti i§ 4 langeliy, sudaro penkiamacio kubo virS§tinés
gauname konjunkcija X,X,X, =1 (zidr. 386 pav., kur parodyti visi trys ¢ia paminéti ,erdviniy
staciakampiy“ suklijavimo rezultatai).

Kiti ,,vienetiniai“ nagrinéjamy tory langeliai jau nebesudaro ,erdviniy staciakampiy“ ir yra
jungiami kiekviename pirmos eilés tore i staCiakampius atskirai.

Pirmajame tore gauname du ,ploks¢ius® staciakampius po keturis langelius kiekviename,
aprafomus lygtimis X X,X, =1 ir XsX,X, =1, o antrajame tore — viena ploks¢ia statiakampi,
jungiantj du langelius ir aprasoma lygtimi X X,X,X, =1.

Jungdami  visus gautus rezultatus, sudarome nagrinéjamos funkcijos MDNF
(X5, X4, X5, X5,X, )= X4 X5 VX XX, v X XX, v XX X5 v XX, X, v XXX, X, , kurios realizacijai
prireikty 24 dioduy, t. y. 84 diodais maZiau, negu pradzioje.

Treciuoju minimizavimo pavyzdziu, naudojantis Karno kortelémis, galéty buti SeSiy argumenty
funkcijos f (X 5, X4,X3,X,,X 1,XO) — miisy jau minéto Berkharto pavyzdzio (zitr. 384 pav.) — MDNF
sudarymas i$ jos TDNF, susidedancios i$ 15 vieneto konstituenciy, kurios realizavimui biity prireikg 105
diody. Gautos MDNF realizavimui pakakty 18 dioduy, o Sios funkcijos FF — tik 14 diody.

ISnagrinéti pavyzdziai rodo, kad Karno korteliy metodas yra gana patogus ir
efektyvus Bulio algebros funkcijy ,,rankinio® minimizavimo metodas, kai ty funkciju
argumenty skaiCius n néra labai didelis ir mums tenka operuoti su pirmos bei antros,
na, dar ir trecios eilés torais. Esant dar didesnéms n reikSméms, Karno lenteliy metodo
taikymas, kaip jau buvo minéta, tampa gana painus ir praktiskai jau nebepatogus.
Todé¢l tenka ieSkoti metody, kuriuos biity nesunku kompiuterizuoti.

Tokiy metoduy pavyzdziu galéty buti JAV matematiko Mak Klaskio (Mc
Cluskey) pasitlytas sutrumpintos DNF (SDNF) gavimo metodas, papildytas Kvaino
(Quine W. V.) implikantinés matricos arba algebriniu Petriko (Petrick S. R.)
metodu, leidzianciais 1§ SDNF gauti visas ,,akligatvines* DNF, tame tarpe ir MDNF.

Norint apraSyti Siuos metodus, teks isivesti kai kurias naujas savokas.

1.16.1.4.4. Implikantés. Paprastos implikantés. Sutrumpintoji DNF (SDNF)

Teiginiy algebros funkcijos f(X;, Xz, ..., X,) implikante vadinama tokia
teiginiy algebros funkcija o(X;, Xa, ..., Xy), kuri yra ne silpnesné uz (X, Xo, ..., Xu),
t. y. tokia funkecija, kuriai galioja lygybé

vx, vx,.vx [o(X,,X,,...X, )= f(X,,X,...X, )] = 1.
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Tai reiSkia, kad tuo atveju, kai (X, Xy, ..., Xy) yra funkcijos f(X;, Xa, ..., Xp)
implikanté, tai bet kuriam ty funkciju argumenty rinkiniui galioja teiginiai: 1) ,jei
o(Xy, Xa, ..., Xn)=1, tai ir f(X;, Xy, ..., Xy) biitinai lygi 1%; 2) ,jei f(X;, Xa, ..., X4)=0,
tai ir @(X;, Xy, ..., Xn) butinai lygi 0. Kitaip tariant, funkcijos f(X;, Xz, ..., Xn)
implikantés ¢(X;, Xy, ..., Xn) Karno kortelés vienetukai (kai tokiy yra) dengia kai
kuriuos (o gali biti ir visus) funkcijos f(X;, X, ..., X;) Karno kortelés vienetukus
ir negali dengti né vieno jos nulio.

Funkcijos f(X;, X», ..., X,) paprasta implikante W (X|, ..., X;) vadinama tokia
jos implikanté (X, ..., X,), kuri tenkina Sias salygas:

1) yra elementari konjunkcija, t. y. kai kuriy (kartais gali bati ir visy) funkcijos
f(X1, ..., Xy) argumenty X; bei ju neiginiy Xj loginé sandauga,;

2) toje elementarioje konjunkcijoje jau neimanoma iSbraukti né vieno teiginio
(ar jo neiginio), nepazeidziant implikantés implikantiSkumo, t. y., nepadarant jos jau
nebe implikante.

Pavyzdziui, funkcija f; (XS,X4,X3,X2,Xl )= XXy vXs5X,X, yra misy anks¢iau nagrinétos
Berkharto funkcijos (zidir. 384" pav.) implikanté, taiau néra jos paprastoji implikanté, nes netenkina
pirmosios salygos — néra elementarioji konjunkcija.

Funkcija £H(Xs, Xi, X3, X, X, Xo)=XsX4X3X,X X, taip pat yra Berkharto funkcijos
implikante, taciau néra jos paprastoji implikanté, nes netenkina antrosios salygos: i§ Sios elementarios
konjunkcijos galima iSbraukti, pavyzdziui, Xs, arba Xj, arba X,, arba bet kuria ju pora, ar net visus tris
tuos teiginius, o likusi elementari konjunkcija vis tiek iSlieka Berkharto funkcijos implikante.

Funkcija f3(X5,X,,X;5,X5,X, )= XsX,X5X,X, X, néra Berkharto funkcijos paprastoji
implikanté, nes §i elementari konjunkcija i§ viso néra Berkharto funkcijos implikanté.

Funkcijos f(Xs, X4, X3, Xa, X1, Xo)=XsX5XoX1, f5(Xs, Xar X3, Xa, X1, Xo)=XaX5XoXo, f6(Xs,
Xy, X3, Xo, Xy, Xo)=XsX1Xp ir £(Xs, Xy, Xz, Xy, Xy, Xo)=X4X X, yra Berkharto funkcijos paprastos
implikantés, nes kiekviena i§ juy yra tos funkcijos implikanté ir tuo paciu — elementari konjunkcija, i§
kurios negali biiti iSbraukta né viena raidé, nepazeidziant implikantiskumo.

Palieku skaitytojui isitikinti, kad Berkharto funkcija jokiy kity paprasty implikanciy (apart jau
minétyjy fy, fs, fs ir f7) neturi ir turéti negali.

Funkcijos {(X;, ...,X,) sutrumpinta DNF (SDNF) vadinama visy jos
paprastyjuy implikanciy disjunkcija.

Pavyzdziui, funkcija f(Xs, Xa, X3, Xo, X, X0)=XaX1XovXsX;XovXsX3XoXoVv
vXsX3X,X; yra Berkharto funkcijos SDNF, o kartu ir jos MDNF.

Ne visada funkcijos SDNF yra jos MDNF, nes kartais SDNF sudétyje gali
biiti tokiy paprasty implikanciy, kurias galima iSbraukti, nepaZeidZiant nei
implikantiSkumo nei net funkcinio ekvivalentiSkumo. Taip gali atsitikti tada, kai
SDNF turi tokiy paprasty implikanciy, kuriy visi vienetukai persidengia kitomis
paprastomis implikantémis. )

Pavyzdziui, funkcijos f(X4,X3,X5,X;), kurios Karno kortelé pavaizduota 385" pav., SDNF
sudaro visy jos paprasty implikanéiy disjunkcija X, X, v X, X, v X, X, vX,X, vX,X, vX,X,.
Sioje disjunkcijoje, nepaZeidziant jos funkcinio ekvivalentiskumo, galima isbraukti, pavyzdziui,
paprastas implikantes §3X2 ir X,X;, nes implikantés X3X2 dengiamas ,,vienetines” keturmacio kubo
virsines X, X,X,X, =1, X, X,X,X, =1, X, X,X,X, =1 ir X,X,X,X, =1 dengia paprastos
implikantés §4§3 ir X4X,, o implikantés X,X; dengiamas ,vienetines” virSiines X;X3;X,X;=1,
X, XX, X, =1, X, X,X,X, =1 ir X,X,X,X, =1 dengia paprastos implikantés X,X; ir X,X, . Todél
Sios funkcijos MDNF turi maziau paprasty implikanc¢iy negu jos SDNF.

1.16.1.4.5. Nepilnas elementarus suklijavimas. Kvaino algoritmas SDNF gauti

Nepilnu elementariu suklijavimu vadinsime toki dvieju elementariy
konjunkcijy suklijavima, kada po suklijavimo paliekami ir tos operacijos operandai —
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suklijuojamos konjunkcijos. Tai reiSkia, kad nepilno elementaraus suklijavimo
operacijos rezultatas yra disjunkcija, susidedanti i§ 1) pirmojo suklijavimo operacijos
operando, 2) antrojo operacijos operando, 3) pilno suklijavimo rezultato —
konjunkecijos, turin¢ios viena raide maziau negu tos operacijos operandai (kartais pilno
suklijavimo operacijos rezultatu gali biiti ne tik konjunkcija, bet ir viena raid¢ be
neiginio ar su neiginiu).

Nepilno suklijavimo pavyzdys: ABCv ABC =ABv ABCv ABC.

Vykdant nepilna suklijavima nebiitina perrasyti suklijuojamas konjunkcijas.
Galima tiesiog priraSyti ju pilno suklijavimo rezultata, neiSbraukiant tuo rezultatu
absorbuojamy suklijavimo operacijy operandu.

Dabar jau galim atsakyti 1 klausima: 1) kaip surasti Bulio algebros funkcijos
SDNF ir 2) kaip i§ SDNF gauti MDNF.

I pirmaji klausima atsakyma duoda Kvaino teorema: jei, naudojantis funkcijos
TDNF, ivykdyti visus galimus nepilnus elementarius suklijavimus (klijuojant vieneto
konstituentes ir ty klijavimy rezultate atsirandancias elementarias konjunkcijas), o po
to — visas galimas absorbcijas, tai rezultate gausime tos funkcijos SDNF.

Su Sios teoremos jrodymu skaitytojas gali susipazinti §ios mokymo priemonés
autoriaus knygoje [100] (zilir. teorema 1.2.9.6.2.1). Ten jis gali susipazinti ir su
Kvaino algoritmu, realizuojanciu SDNF gavima, remiantis minétaja teorema.

Pailiustruosiu SDNF gavima konkreciu pavyzdziu. )

Rasime funkcijos, kurios Karno kortelé pavaizduota 385“ pav., SDNF,
naudodamiesi Kvaino algoritmu.

Pradzioje ivykdysime visus galimus nepilnus suklijavimus, zymédami
zvaigzdutémis tas konjunkcijas, kurias pavyko suklijuoti. Gausime:

(X, X, X,,X, )= X, X, X, X v X, X, X, X vX, X, X,X vX,XX,X v

VX XXX VXXX X VXXX X Y XXX X VXXX X

VX XXX VX XXX VXXX VXXX v XXX XXX
VXXX VXXX VXXX VXXX VXXX Y XXX VXXX
VXXX VXXX VXXX VXXX VXXX Y XX v XX v XX Y
vX, X, vX, X, VXX, VXX VXX VXX VXX v v XX, v XX

Ivykde visas galimas absorbcijas, gausime SDNF: f (X 19 X3, X5, X, ) =
=X, X, vX,X,vX,X,vXX vX,X,vX,X,,sutampanéia su jau ankséiau gautu
rezultatu.

1.16.1.4.6. Kvaino implikantinés matricos metodas MDNF gauti

Atsakyma 1 antraji klausima, kaip 1§ SDNF gauti MDNF, duoda Kvaino
implikantinés matricos metodas.

Kvaino implikantine matrica vadinama matrica, turinti tiek eiluciy, kiek
funkcijos SDNF turi paprasty implikanciy, ir tiek stulpeliy, kiek funkcijos TDNF turi
vieneto konstituen¢iy. Tos matricos langeliuose iraSomos zvaigzdutes, kai atitinkamos
eilutés paprastoji implikanté savo vienetukais dengia atitinkamo stulpelio vieneto
konstituente, t.y., kai to langelio eilutés paprastoji implikanté adsorbuoja to langelio
stulpelio vieneto konstituentg. Kai to néra, Kvaino implikantés matricos langelis
paliekamas tus¢ias.

Sudarysime ka tik minétosios funkcijos Kvaino implikanting matricg. Ji turés 11 stulpeliy ir 6
eilutes (zitir. 320 lentelg).
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320. lentelé

pi VK| X, XX, X, | X, XXX, | X XXX, | X XXX, | X,X.X,X,
v XX, * *
X, X, * *
X, X, * *
X, X,
v| X,X, * *
Y3)(1
\4 \4 \4 \Y
pi\vk| X, X, X, X, | X XXX | X, XXX, | X, XXX, | XXX, X, | X XXX,
X, X, * *
Y3X2 * *
X, X, * *
X, X, * * * *
X, X, * *
YSX] * * * *
Vv \Y \Y \Y4

Kadangi kiekviena ,,vienetiné” n — macio (Siuo atveju — keturmacio) kubo vir§tiné turi biiti
padengta | MDNF (o taip pat — ir { SDNF) sudéti ijeinandiomis paprastomis implikantémis, tai
kiekviename Kvaino implikantinés matricos stulpelyje turi biiti nors po viena Zvaigzdute.

Gali buti tokiy stulpeliy, kuriuose yra po keleta ZzvaigzduCiy. Tuo atveju galimi keli
»vienetiniy™ vir§iiniy padengimo variantai. Taciau gali bati ir tokiy stulpeliy, kuriuose yra tik po viena
zvaigzdutg. Tai reiskia, jog atitinkama ,,vieneting” kubo virSiing gali padengti tik viena paprastoji
implikanté. Tokios implikantés, jei ju yra, sudaro biitingji MDNF branduolj, t.y. tos implikantés
biitinai bus visuose galimuose MDNF variantuose.

Miisy nagrinéjamu atveju MDNF branduoli sudaro dvi paprastos implikantés: X,X; ir X4X.
Pazymésime tas implikantes ,,varnelémis* ,,v*. Tokiais pat Zenklais pazymésime ir ju dengiamus
stulpelius (zitir. 320-ja lentelg).

[traukdami tas dvi paprastasias implikantes { MDNF sudéti, mes padengsime 8 stulpelius, t. y.
aStuonias ,,vienetines” kubo virSiines. Liks nepadengtos dar 3 virSinés. Jy padengimui pasirinksime
tokias dar neitrauktas { MDNF sudéti paprastasias implikantes, kad gautume visas 11 kubo ,,vienetiniy*
vir§iiniy padengiancia DNF, turin¢ia minimaly raidziy (be neiginiy ar su neiginiais — nesvarbu) skaiciy.
Tai ir bus MDNF.

Kad padengtume kubo virsting X,X;X,X; =1, atitinkancia treciaji matricos stulpelj, galime
pasielgti dvejopai: 1) arba pasirinkti implikantg X;X,, 2) arba — implikantg X,X,. Kiekviena i§ ju
padengs ir dar nepadengtaji astuntaji stulpeli, atitinkantj ,,vieneting" virding X,X;X,X, =1, tadiau né
viena i§ juy nepadengs dar nepadengto deSimtojo stulpelio, atitinkancio ,,vieneting” virSiing

Ta vir§iing dengia paprastos implikantés XX, ir §3X1 . Kiekviena i§ jy dengia dar ir
branduolio implikantémis nepadengtaja astuntajaq virSiing, tac¢iau né viena i§ jy nedengia treCiosios
virstinés. Todél norint padengti visas (11) ,,vienetines™ kubo virStines, branduolj tenka papildyti dviem
paprastom implikantém, paimant vieng (bet kuria, nes abi turi po vienoda raidziy skaiciy) i§ poros,
dengianciy treCiaja virSing (t. y. arba X;X,, arba X,X), ir viena i§ poros, dengianciy deSimtaja virsting
(t. y. arba XX, arba Y3X1 ).

Taigi, galimi 4 variantai MDNF:

1) X, X5 vXaX;vXX, vX,X,,

2) X, X;vX,X;vX,X,vX;X,,

3) X, X5 v X, X5 vX, X, vX, X,

4) X, X5 vX,X;vX,X,vX5X,.
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Paskutinysis variantas sutampa su anks¢iau (Karno korteliy metodu) gautu variantu. Antraji
varianta biitume galéje gauti, jei 385" pav. biitume suklijave sta¢iakampi X5X,X; =1 su staciakampiu
X3X,X, =1, priklausanéiu sta¢iakampiui XX, = 1. Palieku skaitytojui nustatyti, kaip reikéjo sujungti
i statiakampius 385" pav. Karno kortelés vienetukus, kad biity gautas pirmasis ir tre¢iasis MDNF
variantai.

1.16.1.4.7. Algebrinis Petriko metodas

Kvaino implikatinés matricos metoda galima papildyti taip vadinamu
algebriniu Petriko metodu.

Toks papildymas ypatingai naudingas, kai implikantiné matrica yra didelé ir
galima sudaryti daug n—macio kubo virStiniy padengimo varianty, tarp kuriy atrinkti
minimalius darosi ne taip jau paprasta.

Naudojantis  algebriniu ~ Petriko  metodu, paprastosios implikantés
interpretuojamos kaip tam tikri elementaris teiginiai A, B, C, D, ... ir, naudojantis Siais
zymejimais, matematinés logikos formule aprasoma visy matricos stulpeliu padengimo
salyga: jei atitinkamo stulpelio virSting dengia kelios paprastos implikantés, tai
sudaroma ty implikanciy zZymeny disjunkcija, reiskianti, kad stulpelio virSting gali
padengti ta arba kita implikanté, po to sudaroma visy ty disjunkcijy, apraSanciy
kiekvieno stulpelio padengimo salyga, konjunkcija, nes juk reikia padengti kiekviena
stulpeli, ir tokiu budu gautoji KNF pertvarkoma i DNF, kurioje ir iSrenkami tie
variantai, kurie atitinka minimalius visy stulpeliy padengimus.

Pailiustruosiu Petriko metodo taikyma miisy sudarytajai Kvaino implikantinei
matricai (zior. 320-ja lentelg).

Pazymésiu paprastasias implikantes eilés tvarka (nuo virSaus zemyn) raidémis A, B, C, D, E, F.

Kadangi pirmaji stulpeli dengia tik viena paprastoji implikanté X,X; pazyméta raide A, tai to
stulpelio padengimo salyga yra A.

Antrojo stulpelio padengimo salyga yra AvB. Treciojo stulpelio: BvC, ketvirtojo: CVE,
penktojo E, SeStojo: DVE, septintojo: CvDVE, aStuntojo BvCvDVF, devintojo: AvBVF, deSimtojo:
DvVF, vienuoliktojo: AVF.

Visy stulpeliy padengimo salyga:

A(AvB)(BVvC)(CVE)E(DVE)(CvDVE)(BvCvDVF)(AVBVF)(DVF)(AVF).

Gautaja KNF pertvarkome | DNF, logiskai sudaugindami loginius dauginamuosius
(disjunkcijas ir pavienes raides). Gauname: ACDEvVABDEVACEFVABEF. Tai reiskia, kad galimi keturi
nepriklausomi padengimo variantai:

1) i pirmaji variantg turi jeiti paprastosios implikantés A, C, D ir E, t. y. gauname DNF:
X, X5 v X, X, vX X, vX X5

2) i antraji varianta turi ieiti paprastosios implikantés A, B, D ir E, t.y. gauname DNF:
X, X5 v XX, VXX, v X, Xy

3) i treciaji varianta turi jeiti paprastosios implikantés A, C, E ir F, t.y. gauname DNF:
X, X5 v X5X, vX, Xy v XX

4) 1 ketvirtaji varianta turi jeiti paprastosios implikantés A, B, E ir F, t. y. gauname DNF:
X, X5 v XX, VXX, VXX

Kadangi visos Sios KNF turi po vienoda raidziy skai€iy, tai visos keturios yra MDNF. Kaip
matome, jos sutampa su anksciau gauty 4 MDNF formulémis.

Petriko metodas leidzia gauti ne tik MDNF, bet ir visas DNF, sudarytas i§ paprastyjy
implikanciy ir dengiandias visas ,,vienetines* virStines. Tarp ty DNF, aisku, bus ir MDNF.

Norint gauti visas tas DNF, pakanka, pervedant KNF, aprasancia visy stulpeliy dengimo salyga,
1 DNF, nepaprastinti (t. y. neabsorbuoti) atsirandanc¢iy konjunkcijy, iSraSant galutiniame rezultate visy
skirtingy konjunkcijy disjunkcija.

Miisy nagrinéjamu atveju butume gave disjunkcija: ABCDEVABCDEFVACDEVACDEFv

vABDEVABDEFVABCEFVACEFVABEF, kurioje riebesniu Sriftu iSskirtos konjunkcijos atitinka
minimalius perdengimus — miisy jau ankséiau gautas MDNF. Visos kitos konjunkcijos atitinka
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disjunkcijas, sudarytas i§ paprastyju implikanciy, dengiancias visas ,,vienetines™ virSiines, taciau ne
minimaliu badu.

1.16.1.4.8. Kvaino algoritmo patobulinimas. Mak Klaskio metodas

Galima patobulinti ir SDNF gavimo algoritma, sumazinant palyginimy skaiciy,
vykdant nepilnus suklijavimus ir absorbcijas Kvaino algoritme, bei palengvinant ir
pagreitinant pacius palyginimus.

Tai galima padaryti, pakeiCiant vieneto konstituentes jy numeriais i, {vedant
vieneto konstituentés indekso savoka ir jrodant Mak—Klaskio teoremas apie
elementariy konjunkcijy klijavimosi poZymius.

n-1
Vieneto konstituentés A x|’ numeris i, kur oy yra kintamojo X; reik§me
=0

natiiraliai sutvarkytos (iSrikiuotos) reikSmiy lentelés i-joje eilutéje, sutampa su eilutés
n—1

numeriu ir apskai¢iuojamas, naudojantis formule i = Z a;2'.
i=0

Pavyzdziui, vieneto konstituentés X,X,X,X,X, numeris i=1-2*+0-2"+0-2%+
+1-2'41.2°=16+2+1=19. Dvejetainéje sistemoje tas numeris uzra§omas taip: i=100115.

Ivedus vieneto konstituentés numerj, funkcijos TDNF galime atvaizduoti ty jos
vieneto konstituenciy, kurios atitinka funkcijos reikSme, lygia 1, numeriy rinkiniu —
numeriy disjunkcija. Kitaip tariant, funkcijos TDNF galima atvaizduoti n—macio
kubo ,vienetiniy“ virSiniy numeriy disjunkcija, numeruojant kubo virSiines
atitinkamy vieneto konstituenc¢iy numeriais i.

Pavyzdziui, misy jau nagrinétosios Berkharto funkcijos f(Xs, X4, X3, X, Xj,
Xo), kurios reikSmiy Karno kortelé pavaizduota 384 pav., tobuloji disjunkciné
normalioji forma (TDNF) gali biti atvaizduota ne tik formule f(Xs,X4,X3,X5,X1,X0)=
=X X, X, X, X, X, vX X, XX, X X, v XX, XXX X VXX XXX X Vv
VXX, XXX X VX XXX, X X VXX XXX X VXX XXX X v
VXX, XXX X VXXX XX X VXX, XXX X v XX XXX X
XX, XXX X v XX XXX X v XX, XXX X v XX XX, X X, bet ir
formule (101110v101111v100111v100011v101011v111110v111111v110111v
v110011v111011v010111v011111v011101v011011v010011v111101).

Sia formule kompaktiskiau galima uZra$yti deSimtaingje sistemoje: (46v47v
Vv39v35v43v62v63v55v51vEov23v31v29v27v19v6l), arba dar kompaktiskiau:
1(x5,X4,X3,X2,X1,X0)=V(19,23,27,29,31,35,39,43,46,47,51,55,59,61,62,63).

Vieneto konstituentés indeksu k vadinamas vienetuky skaicius dvejetainéje
vieneto konstituentés numerio iSraiskoje.

Pavyzdziui, vieneto konstituentés, turinCios numeri i=46 indeksas k=4, o
vieneto konstituentés, turinéios numerj i=19, indeksas k=3.

Mak—Klaskio teoremos nusako bitinus ir pakankamus dviejy elementariy
konjunkcijy suklijuojamumo pozymius.

Pirmoji Mak—Klaskio teorema nusako Bulio algebros funkcijos dviejuy
vieneto konstituen¢iy suklijuojamumo biiting ir pakankama poZymi. Si teorema
formuluojama taip:

»Kad Bulio funkcijos dvi vieneto konstituentes buty galima suklijuoti
eliminuojant vieng raide, butina ir pakankama, kad buty patenkintos dvi salygos:
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1) ty Konstituen¢iy numeriy skirtumas turi buti lygus 2P, kur p — sveikas
neneigiamas skaicius;

2) didesniojo numerio indeksas turi buti lygiai vienetu didesnis uz
mazesniojo numerio indeksg.*

Pavyzdziui, konstituentés, turincios numerius 9 ir 1 gali buti suklijuotos, nes: 1)
9-1=8=2", 2) numerio 9 indeksas 2 ir jis yra vienetu didesnis uz 1 indeksa, kuris yra
lygus 1. Kad S$is teiginys yra teisingas, galima isitikinti tiesiogiai: numeri 9 atitinka
konstituent¢ X,X,X,X,, o numerji 1 — konstituent¢ X,X,X,X,; X,X,X,X,v
VXX, X X, = X,X,X, (X, vX, )=X,XX,.

Konstituentés, turin¢ios numerius 9 ir 4, nors ju indeksai skiriasi vienetu, negali
buti suklijuotos, nes 9—4=5 — néra sveikas dvejeto laipsnis.

Konstituentés, turin¢ios numerius 9 ir 5, taip pat negali buti suklijuotos, nors
9-5=4=2 nes ty konstitueniy indeksai vienodi (lygis 2).

Konstituentés, turinios numerius 9 ir 7, nors 9-7=2 ir ty numeriy
konstituentés skiriasi 1, nes 9 indeksas yra 2, o 7 indeksas yra 3, suklijuotos biti
negali. Priezastis — didesniojo numerio indeksas yra mazesnis uZ mazesniojo numerio
indeksa. Kad S$ios konstituentés negali biiti suklijuotos, galima isitikinti tiesiogiai:
numerj 9 atitinka konstituent¢ X,X,X,X,, o numerj 7 — konstituenté X,X,X,X,;
X, X, X, X, v X, X, XX, =X,(X,X,X, vX,X,X, ) - konstituentés nesiklijuoja.

Sios ir kity Mak—Klaskio teoremy jrodyma skaitytojas gali rasti §ios mokymo
priemones autoriaus knygeléje [100], kur Bulio algebros funkcijuy minimizavimo
problemos aprasytos Zymiai placiau ir detaliau.

Remiantis pirmgja Mak—Klaskio teorema, minimizuojamos funkcijos
konstituentés, turin¢ios vienodus indeksus, jungiamos i grupes ir iSrikiuojamos tose
grupése numeriy did¢jimo tvarka, o po to pacios grupés isrikiuojamos indeksy
did¢jimo tvarka.

Tikrinant konstituen¢iy suklijuojamuma, nebereikia konstituenciy lyginti
kiekviena su kiekviena, o pakanka palyginti tik konstituentes, esancias gretimose
grupése, kuriy indeksai skiriasi vienetu. Tikrinant belieka tik zitiréti, ar Zemiau
esanCios grupés konstituentés numeris yra didesnis uz aukS¢iau esancios grupés
konstituentés numerj sveiku dvejeto laipsniu ar ne, o tai Zymiai palengvina ir
pagreitina tikrinima.

Jei konstituentés klijuojasi, tai suklijuojamus numerius pazymime
zvaigzdutémis, o suklijavimo rezultata, iSreikSta per mazesniji numeri ir numeriy
skirtuma, paimta | skliaustelius, uzraSome 1 kita stulpel;. Kei¢iantis mazesniojo
numerio indeksui, gaunama kita rezultaty grupé. Grupés atskiriamos viena nuo kitos
horizontaliais briikSneliais.

Ivykdysime vieneto konstituenc¢iy suklijavima Berkharto funkcijai (Zidir. 321-ja
lentele).

Gauti suklijavimo rezultatai vaizduoja konjunkcijas, gautas i§ vieneto
konstituenciy, atitinkanciy suklijuotas vieneto konstituentes su mazesniais numeriais,
iSbraukiant tose konstituentése argumentus X, (arba juy neiginius), kur p yra laipsnis,
kuriuo reikia pakelti 2, kad gautume suklijuoty konstituen¢iy numeriy skirtuma.

Pavyzdziui, 19(4) reiskia konjunkcija, kuri gaunama i§ konstituentés
X X,X,X,X,X,, turin¢ios numerj i=19, isbraukiant argumenta X,, nes 4=2 t.y.

p=2. Gauname konjunkcija X;X,X,X,X,.
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321. lentelé Rezultatas 62(1) reiSkia konjunkcija, kuri gaunama,

k| i |Rezultatas 1Sbraukiant 1§ konstituentés, turin¢ios numerj =62, argumenta
3| 197 [194) X,, nes 1=2°. Tokiu biidu gauname konjunkcija X,X,X,X,X,.
;g igg)z) ' Vi'c'eneto 'kon.stitl'l'ené'iq sukli'javirn'o rezul'tate gautos
27" [35(4) konjunkcijos gali biti klijuojamos toliau (ziiir. 322-ja lentelg).
29" |35(8) Ju suklijuojamumo biiting ir pakankama salyga nusako
39: 35(16) antroji Mak—Klaskio teorema.
32* ;gg)z »Kad pirmojo suklijavimo rezultatai biity
51" 27 4)) suklijuojami, biitina ir pakanka, kad buty tenkinamos dvi
5317 2732) salygos: )
47" 12902) 1) pirmojo suklijavimo rezultaty skirtumai bity
55" [29(32) vienodi, t. y. i$ vieneto konstituenciy iSbrauktos raidés buty
59" [39(8) vienodos ir todél konjunkcijos, kurias bandome suklijuoti,
gé 431221)6) biity sudarytos iS ty paciy raidziy;
5 63 143(16) 2) pirmojo suklijavimo rezultaty maZesnieji vieneto
46(1) konstituenfiy numeriai biity suklijuojami, t.y. tenkinty
46(16) pirmosios Mak—Klaskio teoremos biitinus ir pakankamus
51(4) reikalavimus.“
51(8) Antrasis  Sios teoremos reikalavimas galés bati
i ;82 tenkinamas tik tada, jei bus bandoma klijuoti konjunkcijas tik 18
55(8) gretimy grupiy, kadangi kiekvienoje grupéje mazesniyju
59(4) numeriy indeksai bus vienodi, o gretimose — skirsis vienetu. Tai
61(2) reiSkia, jog ir antrojo klijavimo metu nereiks perzilirinéti visas
62(1) konjunkcijas, o tik tas, kuriy mazesniyju numeriy indeksai

skiriasi vienetu.

Pratgsime Berkharto funkcijos DNF konjunkcijy klijavima. Antrojo
suklijavimo rezultatai (ziur. 322-ja lentelg) turés jau du skirtumus. Kai kurie
suklijavimo rezultatai gali kartotis, t.y. skirtis tik raidziy iSbraukymo tvarka. Juos
1Sbraukiame lengvu briksneliu.

Suklijuotus pirmojo suklijavimo rezultatus taip pat pazymime Zvaigzdutémis,
raSydami jas tik po viena karta nepriklausomai nuo to, keliuose suklijavimuose ta
konjunkcija dalyvavo. Svarbu tik pazymeéti, kad ji jau suklijuota.

Antrojo suklijavimo rezultatai — i§ atitinkamu vieneto konstituenciy iSbraukiant
po dvi raides gautos konjunkcijos — gali biti ir toliau klijuojamos.

Ju suklijuojamumo biitiniems ir pakankamiems poZymiams nusakyti galéty biiti
suformuluota trecioji Mak—Klaskio teorema, taciau racionaliau yra Siek tiek
apibendrinti antraja Mak—Klaskio teorema ir suformuluoti (bei irodyti) apibendrintaja
antraja Mak—Klaskio teorema:

»Kad m-tojo suklijavimo rezultatai (kur m=1, 2, ...) buty suklijuojami,
biitina ir pakanka, kad biity tenkinamos Sios dvi salygos:

1) m-tojo suklijavimo rezultaty visi m skirtumy turi sutapti, t.y. tie
rezultatai turi biiti Kkonjunkcijos, turinios po n—-m raidZiy, Kkurios tose
konjunkcijose turi biiti atitinkamai vienodos ir gali skirtis tik neigimo buvimu ar
nebuvimu;

2) m-jo suklijavimo rezultaty Kkonstituen¢iy numeriai turi buti
suklijuojami, t. y. turi tenkinti pirmosios Mak—Klaskio teoremos reikalavimus.*

Sis antrasis reikalavimas gali biiti patenkintas tik tada, kada bandomi
suklijuoti m-jo suklijavimo rezultatai priklausys gretimoms grupéms, kuriy
konstituen¢iy numeriy indeksai skiriasi lygiai 1. Tai reiSkia, jog bandant suklijuoti
po m-jo suklijavimo gautas konjunkcijas, pakanka palyginti tik konjunkcijas 1§ gretimy
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322. lentelé

Pirmojo Antrojo
suklijavimo | suklijavimo
rezultatas rezultatas

19(4)° 19(4,8)
19(8)° 19(4,32)
19(32)" 1984
35(4)° 19(8,32)
35(8)° 19624
35(16)" 19(32.8)
23(8) 35(4,8)
23(32)" 35(4,16)
27(4) 35684
27(32)° 35(8,16)
29(2)° 35¢H6:4)
29(32)" 35(18;8)
39(8)° 23(8,32)
39(16)" 23(32.8)
43(4) 27(4,32)
43(16)° 27(32.4)
46(1)" 29(2,32)
46(16)° 29(32.2)
51(4) 39(8,16)
51(8)° 39¢+6:8)
31(32) 43(4,16)
47(16)° 4306:4)
55(8)° 46(1,16)
59(4)° 46(+6:1)
61(2)° 51(4,8
62(1)° 5184

grupiy neperzitirinéjant visy kity, kas kaip tik ir yra
svarbiausias Mak—Klaskio metodo pranasumas.

Antras Mak—Klaskio metodo labai svarbus
pranaSumas — ji labai patogu realizuoti kompiuteriu.
Minimizuojant Bulio algebros funkcijas belieka tik jvesti {
kompiuter; vieneto konstituen¢iy, kurios atitinka
minimizuojamos funkcijos vienetines reikSmes, numerius.
Visa kita atlieka kompiuteris.

Patikrinsime ar galimas treciasis, po to ketvirtasis
ir t. t. suklijjavimas, ieSkant Berkharto funkcijos SDNF.
ISraSysime visas suklijavimo procediiras nuo pradzios ir i§
eilés (ziiir. 323-ja lentelg).

Ketvirtojo suklijavimo nagrin¢jamu atveju biti
jau nebegali, nes po treciojo suklijavimo liko tik viena
grup¢é, kurioje konstituenciy 19 ir 35 indeksai
vienodi ir lygis 3. Belieka iSrinkti nesuklijuotas ir
neabsorbuotas  (t.y. nepazymétas  zvaigzdutémis)
konjunkcijas ir sudaryti ju disjunkcija, kuri ir bus
Berkharto funkcijos SDNF.

Tarp tos funkcijos vieneto konstituenciy, kaip
matyti 1§ 323-osios lentelés, konjunkcijy, nepazyméty
zvaigzdutémis, néra. Néra juy ir tarp pirmojo suklijavimo
rezultaty — konjunkcijy, turin€iy po 5 raides. Tarp antrojo
suklijavimo rezultaty — konjunkciju, turin¢iy po 4 raides, —
tokiy jau pasitaiko. Tai konjunkcijos

29(2,32)= X. X, XX, X, X, = X, XX, X, ir46(1,16)= X, X, X,X,X, X, =
=X, X, X,X,.

Nesuklijuoti (ir nepazymeéti zvaigzdutémis) liko ir treciojo suklijavimo
rezultatai — konjunkcijos, turinfios po 3 raides: 19(4,8,32):X5X4X3X2X1X0 =
= X, X,X, ir 35(4,8,16)= X, X, X, X,X,X, = X;X,X,.

323. lentelé

1765

k 1 Pirmasis Antrasis Treciasis

rezultatas rezultatas rezultatas

3 19 [19(4) 19(4.,8)" 19(4,8,32)

35" |19(8) 19(4,32) [19(4:32.8)

4 23" |19(32)° 19(8.4) 19(8:32.4)

27" [35(4) 19(8,32)°  |35(4,8,16)

29" [35(8) 19(32.4) 35(4.16.8)

39" [35(16) 19(32.8) 35(8:16:4)
43" [23(8) 35(4,8)"
46" [23(32)° 35(4,16)"
517 |27(4) 35(8.4)
5 317 |27(32) 35(8,16)"
47" 1292) 3506:4)
55" 129(32) 35(16;8)
59" 139(8) 23(8,32)"
61" |39(16)" 23(32.8)
62" |43(4) 27(4,32)"




6 63" |43(16) 27(32.4)
46(1) 29(2,32)
46(16)° 29(32.2)
51(4) 39(8,16)"
51(8)° 39¢16:8)
31(32) 43(4,16)
47(16)° 43(16:4)
55(8)" 46(1,16)
59(4)° 46(+6:1)
61(2)° 51(4,8)
62(1)° 5HE&A

Todé¢l Berkharto funkcijos SDNF yra funkceija f(Xs, X4, X3, Xz, X1, Xo)=
=[29(2,32)]v[46(1,16)]v[19(4,8,32)]Vv[35(4,8,16)]=X4X3X, XovX5X3 XXV
vXuX 1 XovXsX X, kas sutampa su rezultatu, gautu naudojantis Karno lentelémis.

324. lentelé

v.k| XX, | XX, | XX, | XX, [ XX, | XX, | XX, | XX,
XX, [ XX, | XX, [ XX, | XX, | XX, [ XX, | XX,
pl X1X0 X1Xo X1Xo leo XIXO X1Xo X1Xo X1X0
v XXXX, * *
v XXX, X,
v XXX, * * * *
v XSXIXO k k %k
\4 \4 \4 \4 \4 \4 \4
v XX, | XX, [ XX [ XX | XX [ XX | XX, | XX,
XX, [ XX, | XX, | XX, | XX, | XX, | XX, [ XX,
pl Xlio X1X0 X1X0 X1X0 X1X0 XJXO Xlio XIXO
v XXX X, * *
v XX XX, * * * *
v XXX, * * * *
v XXX, * * * * *

\4 \4 \4

Norédami 1§ SDNF gauti MDNF, sudarysime Kvaino implikanting matrica
(zitir. 324-ja lentelg).

Kaip matome, MDNF branduolj sudaro visos keturios paprastosios implikantés,
ieinancios { SDNF sudéti. Todél funkcijos MDNF sutampa su SDNF.

Ta pati rezultata biitume gave, jei biitume naudojgsi algebriniu Petriko metodu.
Suzyméje paprastasias implikantes eilés tvarka (i§ virSaus zemyn raidémis A, B, C ir
D, biitume gave tokia stulpeliy padengimo salygomis lygti: CCCA(AvC)DDDB(Bv
vD)(CvD)(CvD)(CvD)AB(AvBvcvD)=1, t.y. lygti ABCD(AvC)(BvD)(CvD)(Av
vBvCvD)=1, kuria perved¢ i DNF forma, gautume ABCD=1. O tai reiskia, kad 1
MDNF sudéti biitinai jeis visos keturios paprastosios implikantés.

Kai Mak—Klaskio metode vietoj vieneto konstituen¢iy naudojameés ju
numeriais, tai ir Kvaino implikanting matrica galima sudaryti naudojantis numeriais
(zitdir. 325 lentelg).
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325. lentelé

p.i \_v.k]19]23]27]29]31[35[39]43]46]47]51]55[59]61]62]63
A 29(2,32) dE * *
B [46(1,16) dE dE
C19(4,832) | * | * | * * NEE *

Vieneto konstituen¢iy numerius, kuriuos dengia paprastoji implikanté, surasti
labai nesunku: kiekviena paprastoji implikant¢ dengia vieneto konstituentg, kurios
numeris sutampa su vieneto konstituentés maziausiu numeriu, uzrasSytu paprastosios
implikantés Zyméjimo pradzioje, o taip pat visas tas vieneto konstituentes, kuriy
numeriai gaunami i§ maziausiojo vieneto konstituentés numerio, pridedant prie jo
kiekvieng 1§ skirtumy, uZraSyty skliausteliuose, bei kiekviena ty skirtumy sumuy
kombinacija.

Pavyzdziui, paprastoji implikant¢ 29(2,32) dengia vieneto konstituentes,
turin¢ias numerius: 29, 29+2=31, 29+32=61, 29+2+32=63, t. y. keturias kubo virsiines.

Keturias kubo virSiines (46, 47, 62 ir 63) dengia ir paprastoji implikanté
46(1,16).

Paprastoji implikant¢ 19(4,8,32) dengia 8 kubo virSines: 19, 19+4=23,
19+8=27, 19+4+8=31, 19+32=5, 19+32+4=55, 19+32+8=59 ir 19+32+8+4=63.

8 virSiines dengia ir implikanté 35(4,8,16): 35, 35+4=39, 35+8=43, 35+4+8=
=47, 35+16=51, 35+16+4=55, 35+16+8=59 ir 35+16+8+7=63.

Tie numeriai ir pazyméti zvaigzdutémis 325-ojoje lentel¢je, kuri sutampa su
324-3ja lentele.

Pavyzdziy, kaip, naudojantis Mak—Klaskio metodu, surandamos Bulio algebros
funkciju SDNF, o i§ juy, naudojantis Kvaino implikantinés matricos bei Petriko
metodu, — MDNF, galima rasti jau minétoje knygeléje [100].

1.16.1.4.9. MKNF gavimo metodai

Toje pacioje knygel¢je apraSyti ir MKNF gavimo metodai: euristinis,
neapibréztyjy koeficienty bei minimizaciniy korteliy, geometrinis ir Karno korteliy,
Kvaino, Kvaino implicientinés matricos bei Petriko metodai. Jie yra panasiis { misy
Cia apraSytus metodus ir gali buti gauti 1§ juy, naudojantis dualumo principu,
galiojan¢iu Bulio algebroje. Naudojantis Siuo principu, galima pereiti nuo DNF prie
KNF ir atvirk$¢iai. Pakanka konjunkcijos Zenklus ,,A* pakeisti disjunkcijos Zenklais
Vv, o disjunkcijos Zenklus — konjunkcijos Zenklais, teiginius — juy neiginiais, o
neiginius — jy neiginiais, t.y. teiginiais be neigimo, vienetukus pakeisti nuliais, o
nulius vienetukais.

Todéel, ieskant MKNF, pavyzdziui, Karno korteliy metodu, staciakampiai,
susidedantys i$ 2" langeliy, sudarinéjami ne i$ langeliy, kurivose jrasyti vienetukai, o i$
langeliy, kuriuose jraSyti nuliai.

Pavyzdziui, funkcijos, kurios Karno lentel¢ pavaizduota 385" pav., SKNF ir
MKNF sudarys tik dvi paprastos implicientés (t. y. elementarios disjunkcijos, esancios

dualiis paprasty implikan¢iy — elementariy konjunkcijy — analogai): X, \/X3 ir
X, vX;vX,vX,. Todél tos funkcijos MKNF (X, vX,)a (X, vX,vX,vX,)
bus sudaryta tik i§ 6 raidziy ir jos realizavimui prireiks tik 8 diody, kai tuo tarpu tos
pacios funkcijos MDNF, kuriy gal¢jo buti net keturi variantai, buvo sudarytos i§ 8
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raidziy ir kiekvienos ju realizavimui reikéjo po 12 diody. Taigi Siuo atveju naudingiau
naudotis MKNF, o ne MDNF. Kitais atvejais gali atsitikti taip, kad naudingiau
naudotis MDNF, o ne MKNF.

Pavyzdziui, jei butume ieSkoje¢ Berkharto funkcijos MKNF, tai biitume gave,
kad f(Xs, X4, X3, Xz, X], Xo)Z(X5VX4)(X5VX0)(X4VX1)(X3VX1)(X3VX0)(X]VX())/\
AXovX))(XavXp). I Sios MKNF sudéti jeina 16 raidziy ir realizacijai reikia 24 diody,
kai tuo tarpu tos funkcijos MDNF, kaip jau esame gave, sudaro 14 raidziy ir jos
realizacijai reikia tik 18 dioduy, t. y. 6 diodais maZiau.

Yra ir tokiy funkciju, kuriy MDNF ir MKNF turi po vienoda raidziy skaiciy ir
kuriy realizacijai reikia vienodo diody skaiciaus. PavyzdZziui, funkcijos y =X, @ X,
MKNF ir MDNF turi vienoda raidziy skaidiy: X, ®X,=X,X,vXX, ir
X, @X, = (X1 vX, )(il v X, ) Kiekvienos jy realizacijai reikia 6 diody.

Todél, ieSkant minimaliy funkcijos formy DNF ir KNF Kklaséje, tenka
surasti ir MDNF ir MKNF ir po to iSsirinkti i§ jy geriausig (jei jos turi ne po
vienoda raidziy skaiCiy ir juy realizacijai reikia nevienodo diody skaiciaus).

Minétoje knygutéje [100] aprasyti ir kitit MDNF ir MKNF suradimo algoritmai
(Bleiko—Poreckio, Nelsono), kuriy mes ¢ia jau nebenagrinésime.

Paminésime tik nepilnai apibrézty teiginiy algebros funkcijy minimizavimo ir
tokiy funkcijy realizavimo schemy sudarymo ypatumus.

1.16.1.4.10. Teiginiy algebros daliniy funkcijy minimizavimo metodai

Nepilnai apibréZtomis, arba dalinémis teiginiy algebros funkcijomis
vadinamos tokios funkcijos, kuriy reikSmeés grieztai apibréztos ne visiems galimiems
ty funkcijy argumenty reikSmiy rinkiniams, t.y. tokios teiginiy algebros funkcijos,
kuriy reikSmés, esant kai kurioms ty funkcijy argumenty reikSméms gali biiti kokios
nori. Praktikoje tokios funkcijos atsiranda tada, kai ne visi logiSkai galimi funkciju
argumenty reikSmiy rinkiniai yra fiziSkai realizuojami arba leistini. Tokiais atvejais
loginés funkcijos reikSme, esant tokioms nerealizuojamoms arba neleistinoms
argumenty reikSméms, gali biiti kokia nori ir tod¢l atsiranda papildoma galimybé,
minimizuojant tokia funkcija, dar labiau supaprastinti jos schema, lyginant su tuo
atveju, kai panasi funkcija grieztai apibrézta.

Minimizuojant daling loging funkcija f(x, 1, ..., Xo), nagriné¢jamos dvi funkcijos:
1) fo(Xn-1, ..., Xo) — nulinis dalinés funkcijos papildymas, kuris gaunamas 1§ dalinés
funkcijos, priimant, kad neapibréztose situacijose dalinés funkcijos reik§mé tampa lygi
0; 2) fiXn-1, ..., Xo) — vienetinis dalinés funkcijos papildymas, kuris gaunamas i$
dalinés funkcijos, priimant, kad neapibréZtose situacijose dalinés funkcijos reikSme
tampa lygi vienetui.

IeSkant dalinés funkcijos MDNF, pradZioje surandama vienetinio jos
papildymo fj(xy 1, ..., X0) SDNF, o po to — tos SDNF paprastomis implikantémis
stengiamasi minimaliu biidu padengti visus nulinio dalinés funkcijos papildymo
fo(Xn-1, ..., X0) vieneto konstituentes. Tuo tikslu sudaroma Kvaino implikantiné matrica,
kurios eilutes sudaro fj(x, 1, ..., Xo) SDNF paprastyjy implikanciy eilutés, o stulpelius —
fo(Xn-1, ..., X0) TDNF vieneto konstituentés.

IeSkant dalinés funkcijos MKNF, surandama fy(x, i, ..., xo) SKNF ir po to tos
SKNF paprastomis implicientémis stengiamasi minimaliai padengti funkcijos
fi(Xa 15 ---» Xo) NUli0 konstituentes, sudarant Kvaino implicienting matrica, kurios eilutés —
nulinio papildymo funkcijos fy(x, 1, ..., x9) SKNF paprastos implicientés, o stulpeliai —
vienetinio papildymo funkcijos fi(x, 1, ..., xo) nulio konstituentes.
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Gautos MDNF ir MKNF lyginamos ir i§sirenkama ta forma, kuri turi maZziau

raidziy.

Pailiustruosiu daliniy teiginiy algebros funkcijy minimizavimo procesa konkreciu pavyzdziu,
kuriame dalinés funkcijos f(x3, X,, X, Xo) Karno korteléje neapibréztos reikSmés pazymétos zenkleliais
~ (zidr. 387" pav.).

X2 X2 X2
_ _ _ _ _ 22
a) X X b) Xy X ¢) X3 X3
X1{00~13100013 10011X3
01~}X3 1010})(3 tlofufe] |
K{ ~]~]101]0 X 0lo0]o]o X 1|]1]o]o]
L~ ~]1 110011 L1 X
XO Xo XO XO XO XO
Xs X2
d) X2 X2 C) X2 X2
Xl{ Lo o \GTUXs Xl{ [ o/ 1 [X,
10108 (0o P S N
i{ J oo g{ Co 1ol 0\[Lo)
T L JeJTo 1 X
X Xo X Xo
387 pav.

387" pav. pavaizduota tos funkcijos nulinio papildymo fy(xs, x», X1, Xo) Karno kortelé, o 387
pav. — Vlenetlnlo papildymo fi(x3, X,, X1, X¢) Karno kortelé.

387" pav. pavaizduota vienetinio papildymo funkcijos fi(xs, X2, X1, Xo) SDNF Karno kortelé, i
kurios matytl jog tos funkcuos SDNF yra 6 paprastyju implikan¢iy disjunkcija
X X1 v X X0 v XXy vX 1 X VX, X XO v X, X » X, . Funkcijos fi(x3, X2, X1, Xg) MDNF (ju yra ne

viena) turi po 9 raides ir ju realizacijai prireikty 13 diody.
326-0ji lentelé vaizduoja Kvaino implikanting matrica, sudaryta dalinés funkcijos MDNF
paieskai.

326. lentelé

v v
il | XXX X, | XXX X, | X3XoX X | X5X,X, X, | XX XX,
\% §3§1 * *
XX, *
v | XX, * *
isxo * *
XX, X, *
X5 XX, *

Dalinés funkcijos f(x3, X, X, Xg) MDNF branduoli sudaro paprastos implikantés Y3Y1 ir
XX, Jos padengia funkcijos fo(Xs, X2, X1, Xo) keturis vienetinius stulpelius. Nepadengtas lieka tik
stulpelis X;X,X,X,, kurj gali dengti bet kuri i§ dvieju paprastu implikanéiy: X;X,X, ir X;X,X,.
Todél daliné funkcija f(xs, Xa, Xj, Xo) turi dvi MDNF: 1) XX, v XX, v X;X,X, arba 2) X;X; v
vX,X, v X;X,X,. Abi MDNF turi po 7 raides ir ju realizacijai reikia po 10 diody kiekvienai. Tai yra

maziau negu 9 raidés ir 13 diody, kuriy reikia funkcijos fi(x3, X,, X, Xg) MDNF.
387° pav. vaizduoja nulinio papildymo funkcijos fo(x3, X,, X1, Xo) SKNF, susidedancia i$ 6

paprastyjuy implicienc¢iy ir sudarancia ju konjunkcija (X3 vX,) (X3 v X 1) (X2 le) <X2 vXO)
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/\(X3 \/Yl VXO)'(§3 v X, vio). Si funkcija turi viena MKNF, susidarandia i§ 5 paprastujy
implicienciy: (X3 vX, ) &3 Y X1)~(i2 vXO)-(X3 vX, v XO)-(X3 vX, vio). Ja sudaro 12 raidziy
ir jos realizavimui prireikty 17 diody.

Dalinés funkcijos MKNF paieskai sudarysime Kvaino implicienting lentel¢ (zitr. 327-ja
lentelg), kurios eilutés atitiks nulinio papildymo funkcijos fo(x3, X», X1, Xo) paprastas implicientes, o
stulpeliai — vienetinio papildymo funkcijos fi(x3, X,, X;, Xo) nulio konstituentes.

327. lentelé

£\ f, X3_VX2V X3_v§2v §3_V§2V §3v§2_v §3VX2_V
vXivXe [vXivX [vX vX, [ vX vX, [vX vX,
X3\/§2 *
X; v X, * *
Vv izvX0 ® ®
X, vX, *
Vv X3VZVX0 ® ®
X3VX2\/XO *
\% \%

Dalinés funkcijos SKNF branduoli sudaro dvi paprastosios implicientés: X; v X, v X, ir
iz v X, . Jos padengia 3 stulpelius. Likusius du stulpelius galima padengti dviem biidais. Vienas i§ ty
blidy yra minimalus. Tai padengimas viena impliciente 23 v X, . Todél 8i daliné funkcija turi tik vieng
MKNF, susidedancia i§ 3 paprastyjy implicienciy: (iz Y X0)~(X3 vX, v X0)~(§3 v X, ) I jos sudeti
ieina 7 raidés ir jos realizavimui reikéty 10 diody.

Lygindami dalinés funkcijos MKNF su jos MDNF, matome, kad jos visos trys funkcijos turi

vienoda sudétinguma, todél galima teigti, kad nagrinéjamos dalinés funkcijos minimali i§raiSka DNF ir
KNF klas¢je gali biiti tokia:

) XX, vX,X,vX;X,Xp;
2) XX, vX,X,vX;X,X,;
3) (X, vXo) (X v vX (X vx,)

Pirmosios funkcijos Karno kortelé parodyta 388" pav., antrosios — 388" pav., tretiosios —
388" pav.

X Xa Xs

—_— K_H_ —_— R — P— —
o % X, b) X 1T X, 0 X, 1T X,
XI{OO®1X3 X1{00®1X3 X1{00®0x3

101@})(3 101(D}X3 101(D}X3
g{ﬁ@oo_i{m@oo_ i{@@oo_
! L@ [x; LD X : L(0|MD] 1 X5

X Xo X Xo X Xo

388 pav.

Lygindami §ias korteles su 387" pav. Karno kortele, pastebime, kad minimizuojant duotaja
daling Bulio algebros funkcija, neapibrézta funkcijos reikSme keturmadio kubo virStnése

XX, X, X =1, X3X,X, X, =1 ir X3X,X,X, =1 visais atvejais tikslinga keisti i 1, o virsiinéje
X;X 2ilio =1 —10. Kitose dviejose vir§iinése, kuriose funkcijos reikSme taip pat neapibrézta, vienais
atvejais neapibréztaja reikSme reikia keisti i 1, kitais —1 0.

1.16.1.4.11. Bulio algebros funkcijy faktorizavimas

Knygeléje [100] nagrin¢jama ir Bulio algebros funkcijy faktorizavimo (FF
radimo) problema, apie kurig mes jau kalb&¢jome, nagrinédami Berkharto funkcija ir jos
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FF. Priminsiu, kad funkcijos disjunkcingje bei konjunkcinése formose bendrus
argumentus, faktorizuojant ta funkcija, galima iSkelti uz skliausty ir tokiu bidu
sumazinti raidziy ir reikalingy diody skai¢iy. Taciau, kaip jau buvo minéta, kartais,
sudarant FF, galima susidurti ir su nepageidautinais reiSkiniais: gali pailgéti signaly
kelias nuo bloko i¢jimo iki jo i§¢jimo ir tai gali sumazinti bloko veikimo greitj, o
kartais dé¢l jvairiy signaly keliu nevienodo ilgio blokas gali suveikti klaidingai,
sumaiSydamas ,,Siandieng su vakaryksc¢ia diena“.

Siomis pastabomis ir Berkharto funkcijos faktorizavimo pavyzdziu (ziar. 384
pav.) Cia ir apsiribosiu, pareckomenduodamas tiems skaitytojams, kurie noréty apie
Bulio algebros funkciju faktorizavima suzinoti daugiau, pasiskaityti jau ne karta
minétaja Siy eiluciy autoriaus knygelg [100]. Dar viena faktorizavimo pavyzdéli
pateiksiu 1.16.1.4.12. skyrelyje (zitr. 391 pav.).

1.16.1.4.12. Absoliutus Bulio algebros funkcijy minimizavimas

Pereisiu  prie absoliutaus minimizavimo pavyzdzio, kuris gaunamas
minimizuojant dvejetainio vienaskil¢io aritmetinio sumatoriaus, turin€io tris (€jimus,
schema.

Absoliutaus minimizavimo metu atmetami bet kokie apribojimai, kuriuos
turéty tenkinti minimali funkcijos forma, ir reikalaujama tik vieno — operacijy skaicius,
realizuojant duotaja funkcija, turi biiti minimalus ir schema, realizuojanti Sia funkcija,
turi turéti minimaly skai€iy elementy (ir tokiu budu turéty biiti pigiausia ir, galbit,
patikimiausia bei greiciausiai veikianti).

Taikydami absoliutaus minimizavimo metoda dvejetainio vienskiléio aritmetinio sumatoriaus
schemai, pasinaudosime jo i$¢jimo funkcijy Karno kortelémis (zitir. 389 pav.).

X; XX X; XX,
X2l1]10]11]0 X201 |11
Xl011]01(1 X010 11]0

X, X1 X, X1

Y, = X, X,X; v X, X, X5 v Y, =X, X, vX,X; v X, X,
vX X, X5 v X X, X5 =
=X, ®X, ®X,

389 pav.

Lygindami Sias Karno korteles, galime pastebéti {domy fakta: jei i§¢jimo Y, reikSmiy lenteléje
vienetuka i§ langelio, atitinkancio trimacio kubo virSing X;X,X, =1, perkeltume { langeli, atitinkantj
kubo virsung §3i2i1 =1, pakeisdami juo ten esanti nulj, tai gautume Karno lentelg, atvirkscia i§éjimo
Y, lentelei, t. y. gautume funkcijos ?1 lentelg.

I§ to, kas Cia pasakyta, iSplaukia, kad funkcijos Y; (kurios realizavimo schema yra zymiai
sudétingesné uz funkcijos Y, realizavimo schema) reik§mes galima gauti i§ funkcijos Y, realizavimo
schemos i8¢jimo, Siek tiek pakeitus jji ir po to invertavus.

Kad langelyje X;X,X,; =1 i8nykty vienetas, funkcija Y, pakanka logiSkai padauginti i§

funkcijos X;X,X, , kuri lygi 0, kai Xy=1, Xo=1, X,=1, ir lygi 1 visais kitais atvejais.

Kad langelyje X;X,X, =1 atsirasty vienetas reikia prie funkcijos Y, /\m logiskai
pridéti funkcija X, X, X, kuri lygi 1, kai X5=0, X,=0, X,=0, ir lygi 0 visais kitais atvejais.

Tuomet funkcija Y, gausime, invertuodami funkcija (Y2 /\m)v §3§2§1 , Ly, Y=

= (Y, A XXX, VXXX, = (V) v X X0 X A (X5 VX, VX ).
I§ Siy formuliy iSplaukia tokia dvejetainio vienskilCio aritmetinio sumatoriaus, turincio tris
iéjimus, schema, kaip parodyta 390 pav.
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G

X1 &
X, &
X; &

390 pav.

Gavome schema, kuriai reikalingas vienas invertorius, 5 konjunktoriai, turintys po du {&jimus, 2
disjunktoriai, turintys po tris j€jimus, ir vienas disjunktorius, turintis du j€jimus, t. y. 1 tranzistorius, 18
diody ir 10 rezistoriy. Tokiu btidu mes sutaupéme dar 7 diodus, 2 tranzistorius ir 5 rezistorius.

Atsizvelgiant i tai, kad realiis sumatoriai turi po 16, 32 ir net 64 skiltis, sutaupyta suma net
vienam n—skil¢iui sumatoriui tampa ne taip jau maza.

X O jei paskaiiuotume, kiek dabar gaminama
—_— kalkuliatoriy ir kompiuteriy, tai galétume suprasti, ka gali
duoti net mazyté ekonomija, gaminant viena mazytj elementa,
X, kuriy reikia labai daug kiekvienai sudétingai schemai, kai ty
schemy gaminama deSimtys ir Simtai milijony.
}X4 Pailiustruosiu faktorizavimo ir absoliutaus minimizavimo
euristinio metodo taikyma dar vienu konkre¢iu pavyzdziu.

Tarkime, jog mums reikia minimizuoti funkcijos y=f(x,

X3, Xp, X1), kurios reik§miy Karno lentelé pavaizduota 391 pav.,

X, X, realizavimo schema.
Is Karno lentelés matyti, kad né viena Sios funkcijos
391 pav. . . . . . . . . C .
vieneto konstituenté (o taip pat ir nulio konstituenté) negali buti
suklijuota, todél Sios funkcijos MDNF sutaps su TDNF, MKNF su jos TKNF ir $ia funkcija
realizuojancios schemos MDNF ar MKNF formoje sudarymui prireiks 40 diody, 4 tranzistoriy ir ne

maziau kaip 17 rezistoriy.

Diody ir rezistoriy skaiciy schemoje galima sumazinti faktorizavus §ia funkcija.

Y =X, XX, X, v X XXX v XXX X VXXX X VX XXX VX XXX v
VX XXX v X XXX = XX, (XX v XX v Xo X, (XX v XX v Xo X (XX v
VX5V XX (XX v XX )= (XX v XX ) (XX v XX (XX v XX )A
/\(Xzi1 \ izXl )

Sioje faktorizuotoje formoje realizuojant funkcija, jos schemai, kuria sudarys 4 e3elonai
(pirmas eSelonas — 8 konjunktoriai po du iéjimus kiekvienas; antras eSelonas — 4 disjunktoriai po du
i¢jimus kiekvienas; trecias eSelonas — 2 konjunktoriai po du i¢jimus kiekvienas; ketvirtas eSelonas —
disjunktorius, turintis du i¢jimus), prireiks jau tik 30 diody. Tranzistoriy skaicius liks toks pat, nors
rezistoriy skaiCius Siek tiek padidés. Taciau rezistoriai zymiai pigesni uz diodus, o tuo labiau uz
tranzistorius, todél faktorizuotos funkcijos schema bus pigesné uz schema MDNF ar MKNF
variantuose. Tuo atveju, kai signalai X; ir ij iSeina i§ trigeriy registry, visy signaly keliy ilgiai

faktorizuotoje formoje (kaip ir MDNF bei MKNF) bus vienodi (tik du kartus ilgesni negu MDNF ir
MKNF). FF schema $iuo atveju yra simetriska.

X

I

“
o

ol =N el k=]
(=N RN
— o= |
(=N Kl e

Xy
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Taciau FF Siuo atveju néra pati minimaliausia schema. Galima sumazinti ir diody, ir
tranzistoriy, ir rezistoriy skaiciuy.

Ivesime Zymenis: z; = X,X; vi4i3 =X, X3 vX,vXss z, =X,X, vX,X, =X,X, v
vX,vX;.
Nesunku pastebéti, kad X4i3 v§4X3 =X, X3 v§4§3 =7, it X,X,vX,X, =7%,. Todél

Y=22,VZ22) =212, VZ|VZ,.

Gauti rezultatai rodo, kad schema, leidziancCia gauti i$¢jima Y, galima sudaryti i§ 3 izomorfisky
bloky, susidedanciy i$ konjunktoriaus, turin¢io du i¢jimus, dviejy disjunktoriy, turinéiy po du i¢jimus, ir
vieno inventoriaus. Pirmasis blokas gaminty z, i§ X; ir X4, antrasis — z, i§ X, ir X», o treciasis — Y i§ z; ir
7, (zitr. 392 pav.).

Y
)
L v |
Treciasis
blokas
[ A]] Vv
Z II\ %)
| |
L v | L v |
Pirmasis Antrasi
blokas brllorli‘;;S

[ A ]l Vv [ A ][ Vv

X3 X,y X4 X,
392 pav.

Kadangi vienam blokui reikia 6 diody, 1 tranzistoriaus ir 5 rezistoriy, tai visai schemai,
surinktai i$ trijy vienody bloky, prireiks 18 dioduy, 3 tranzistoriy ir 15 rezistoriy. Taigi, absoliuciai
minimali schema Siuo atveju, lyginant ja su MDNF, turés daugiau negu dvigubai maziau diody, o be to
maziau tranzistoriy ir rezistoriy. Lyginant su FF, §i schema taip pat leis sutaupyti 12 diody, 1
tranzistoriy ir 8 rezistorius. Be to Sios schemos gamyba taip pat labai paprasta: schema surenkama i$
trijy izomorfisky bloky.

1.16.1.4.13. Loginiy schemy, turinciy kelis iSéjimus, minimizavimas

Papildomos schemos minimizavimo galimybés atsiranda, kai schema turi kelis
18éjimus, t. y. vienu metu realizuoja kelias 18¢jimy funkcijas. Tuomet gali atsitikti, kad
kai kurias schemos dalis galima padaryti bendromis keliems iSéjimams. Tuo,
pavyzdziui, mes jau pasinaudojome minimizuodami dvejetainio vienaskil¢io
aritmetinio sumatoriaus schema: i§¢jimui Y; gauti buvo panaudota ir ta visos schemos
dalis, kuri buvo skirta 1$¢jimui Y, gauti.

Atsirandant papildomoms galimybéms, pats minimizavimo procesas, Zinoma,
tampa sudétingesnis (ir tai yra natiiralus logiskai paaiSkinamas désningumas: visada,
atsirandant papildomoms galimybéms, atsiranda ne tik papildomas poreikis, bet
papildomos pastangos jomis pasinaudoti), tac¢iau tai dazniausiai atsiperka, nes daznai
leidzia gauti papildoma efekta — padaryti bendra schema paprastesng, lyginant su tuo
atveju, jei blity minimizuojama atskirai kiekviena i8¢jimo funkcija. Kitaip tariant, visos
schemos, turin€ios keleta i$¢jimy, globali minimizacija gana daznai gali duoti geresni
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rezultata negu tos schemos visy i$¢jimo funkciju lokali minimizacija kiekvienos
atskirai.

Pavyzdziui, kai bloko, turin€io keturis jéjimus su i$¢jimo funkcijomis Y =fi(X;, X,, X,
XO):V(63 79 89 97 10, 115 129 137 14’ 15)9 Y2:f2(X3: XZ: Xls XO):V(ls 3! 63 79 85 99 105 11)5 Y3:f3(X39 XZa
X1, Xo)=V(1, 2, 3, 6,7, 8, 12, 13, 14, 15), tas i§¢jimo funkcijas minimizuojame atskirai surasdami ju
MDNF, tai gauname: Y, =X;vX,X;, Y, =X3X, vX,X,VvX;X,X;, Y;=X;X,VvX;X;Vv
vX;X, X, v X;X,X,. Tokiy funkciju realizavimui prireikty 4+10+14=28 diody. Jei atkreiptume
démes;j { tai, kad konjunkcija X;X,X,, kurios realizavimui reikia trijy diody, galime gauti, logiskai
sudauging jau turimus signalus X,X, ir X;X,, kam prireikty tik dviejy diody, tai sutaupytume 1
dioda. Analogiskai sutaupytume dar viena dioda, gaudami reikalinga signala XX, X, i§ dvieju signaly
§3 ir izxo konjunkcijos. Tuomet projektuojame bloke belikty 26 diodai, taciau signaly keliy ilgiai
jau tapty nevienodi ir bloko schema jau nebebiity dvieSeloniné.

Bet svarbiausia yra tai, kad ir §iuo atveju bloko schema dar nebiity minimali. Jei atsizvelgtume {
tai, kad minimizuojamy funkcijy Y, Y, ir Y; TDNF turi nemazai bendry vieneto konstituenéiy, kurias
klijuodami galétume gauti ir bendry konjunkcijy, turin€iy maziau raidziy, negu konstituentés, tai
galétume gauti tokias funkcijy Yy, Y, ir Y; DNF, kurios maksimaliai panaudoja bendrasias implikantes
ir, panaudodamos minimaly raidziy skaiciy, padengia visas funkcijy Y, Y, ir Y3 vieneto konstituentes.

Tas implikantes ir tokias funkcijy Y, Y, ir Y; DNF galima surasti, pavyzdziui, naudojantis
Mak—Klaskio ir Kvaino implikantinés matricos metodais (kaip tai daroma, zitr. knygelg [100]). Cia
pateiksiu galutinj rezultata: Y, = X5X, X, v X3X, vX;3X,, Y, = X5X, X, v X3X, X, v X3X,,

Lygindami §ias DNF su funkciju Y,, Y, ir Y; MDNF, matome, jog Sios DNF zymiai skiriasi:
yra sudétingesnés ir lengvai galéty biiti minimizuotos. Taciau to specialiai nedaroma, norint iSsaugoti
bendrasias implikantes, dalyvaujancias keliy i$¢jimo funkcijy schemose, ir tokiu biidu sutaupyti diodus
(ziur. 393 pav.).

Yi Y2 Y;

|
AAICA] A Al
Xo & _
] X,
X & _
Q X
X, & _
Q X,
X3 & _
€
393 pav.

Gavome schema, kuri iSlieka dvieseloniné ir kurios sudarymui reikia maziau diody (jau tik 25).
Jei atsisakytume schemos dvieSeloniskumo, tai diody skaiciy galiam biity sumazinti iki 24, nes

tuomet, sudarydami konjunkcija §3X » X, galétume pasinaudoti jau turima konjunkcija §3X1 ir tokiu
biidu gauti konjunkcija §3X2X1 , panaudodami jau ne tris, o tik du diodus.

Ieskant minimaliy schemy, ne biitina pradéti nuo DNF, nes, kaip jau buvome
pastebeje, kartais KNF gali biiti ekonomiskesnés negu DNF.

Pavyzdziui, mokymo praktika rodo, kad jei studentams duodi uzduotj sudaryti bloko, turin¢io 3
i€jimus ir 2 i§éjimus su i$¢jimo funkcijomis Y,=V(0, 1, 2, 7) ir Y,=V(0, 1, 2, 6, 7), schema, panaudojant
ne daugiau kaip 11 diody, tai jie gana ilgai vargsta, o kai kurie ir nejvykdo uzduoties, nes naudodamiesi
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DNF, jie pasiekia riba — 12 diody ir daugiau niekaip nepajégia sumazinti dioduy skaiciaus. Tuo
tarpu, jei pereitume priec KNF, tai gana nesunkiai galétume gauti reikiama sprendima:
Y, =(X, v X, )X, vilvio), Y =Y, /\(iz v X, ). I8¢jimo Y, gavimui sunaudotume 7 diodus, o
tam, kad gautume Y, tekty, naudojantis jau gautu iéjimu Y,, pridéti dar 4 diodus.

Tuo ir baigsime ketvirtosios klasés loginiu uzdaviniy ir ju sprendimo metodu
apzvalga, o kartu ir visy keturiy klasiy loginiy uzdaviniy apzvalga. Siek tiek susipaZing
su galimais matematinés logikos taikymais, pereisime prie Siek tiek sudétingesniy
klausimy — logikos ir matematikos teoriniy pagrindy nagrinéjimo. Tai labai aktualu
dar besiformuojan¢iam sistemotyros mokslui, nes logikos ir matematikos désniai,
mano nuomone, yra bendrasisteminiai désniai, o ir formaliaja logika bei matematika
galima laikyti sudedamaja sistemu teorijos placiaja prasme dalimi, nes ir logika, ir
matematika nagrinéja ir taiko désnius, budingus santykiams ir sistemy
struktiiroms, nepriklausancius nuo objekty ir sistemuy substrato.

1.16.1.5. Formalios dedukcinés sistemos. Aristotelio silogistika. Teiginiy
ir predikaty skaiciavimai. Metamatematika. Neklasikinés ir
modalinés logikos

Zmongs, stebédami aplinkini pasaulj ir pa¢ius save, pastebétus faktus fiksuoja
teiginiy forma, kurdami ir fiksuodami savo atmintyje vaizdini (jutiminj) ir koncepcini
pasaulio modeli. Surinke pakankamai daug fakty, jie pastebi, kad egzistuoja ne tik
jvairiis objektai bei reiSkiniai, bet ir tam tikri désningumai, kurie leidzia
suformuluoti apibendrinancius teiginius — désnius.

Pavyzdziui, stebédami, kaip vienas po kito miré ir mirSta jy giminaiciai bei
pazistami, ir nesutikdami né vieno zmogaus, kuris gyventy nuo neatmenamy laiky,
zmonés suformulavo apibendrinant teigini: ,,Visi Zmonés mirtingi‘.

Toks apibendrinanciy samprotavimy tipas, kurio rezultatas — apibendrinantys
teiginiai, leidZiantys daryti iSvadas ir apie dar nestebétus kai kuriuos objektus bei
reiSkinius, vadinamas indukcija.

Indukciniai samprotavimai, vedantys nuo daliniy stebéjimy prie
apibendrinandiy teiginiy, leidZia pastebéti ir iSreiksti teiginiais egzistuojancius
désningumus ne tik aplinkiniuose reiSkiniuose, bet ir paciuose Zmoniy
samprotavimuose, atspindin¢iuose aplinkos désningumus Zmogaus samonéje.
Tokiu btidu indukciniai samprotavimai priveda ne tik prie gamtos désniy, bet ir prie
taip vadinamy logikos désniy suvokimo ir formulavimo. Logikos désniai, kaip ka tik
buvo minéta, ypatingai svarbiis sistemotyros mokslui, nes jie yra bendrasisteminiai
struktiiriniai désniai ir jais naudojasi visi mokslai. Logikos désniais turéty remtis ir
kiekvieno Zmogaus mastymas, nes taisyklingas mastymas (t. y. nepriestaraujantis
logikos désniams, o jais grindZiamas mastymas) yra bitina teisingo mastymo ir
teisingy iSvady gavimo salyga.

Mastymo logiSkumas yra biitina sisteminio mastymo salyga, tode¢l
sistemotyros kursui skirtoje mokymo priemongje mes gana daug démesio skirsime
logikos mokslui ir jo problemoms.

Objektyvumo ir pilnumo délei reikéty paZymeéti, kad ne visai sutampa jvairiy
filosofu nuomonés dél logikos désniy prigimties.

Vieni tvirtina, kad logikos désniai — tai gamtoje egzistuojantiems
santykiams budingy struktiiriniy désningumy atspindys, susiformuojantis Zzmogaus
samonéje, jam bendraujant su realiu pasauliu, kaupiant individualia patirti, ir
mokymosi procese, per kalba (Zodziu ir rastu) perimant kity zmoniy ir kity ju karty jau
sukaupta patirti.
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Taciau yra ir tokiy filosofy, kurie teigia, jog bent jau pagrindiniai mastymo
désniai yra jgimti bei paveldimi (kaip ir instinktai), t.y. jau i§ anksto
»suZprogramuoti“ Zmogaus samonéje, ir individuali patirtis bei mokymasis tik
praturtina, dar labiau iSvysto bei konkretizuoja Zmogaus mastyma, padeda samonei
sugeneruoti naujas — konkretesnes ir detalesnes — ,,mastymo programas®, papildancias
ir iSpleciancias paveldétaja ,,mastymo jranga‘‘.

Cia mes nesiimsime spresti, kurie filosofai yra teisesni, nes mums ¢ia svarbu tik
tai, jog gamtos ir logikos désniai bei rySiai tarp jy egzistuoja, jog tuos désnius ir
rySius tarp jy, analizuojant gamtoje ir Zmogaus mastyme vykstancius procesus,
galima atrasti ir suprasti, kad ty désniy egzistavimas leidZia gauti i§ juy
iSplaukiancias iSvadas. Net ir tuo atveju, jei kai kurie logikos désniai biity i§ anksto
»irasyti 1 zmogaus samong kaip jo populiacijos genetinio kodo sudéting dalis, jie
turéjo evoliucijos procese, veikiant gamtos désniams, susiformuoti, 0 Zmonés, kurdami
logikos moksla, turéjo tuos, tarkime, jgimtus mastymo désningumus pastebéti ir po to
iSreiksti jy esme Zodziais, t. y. vél gi ivykdyti indukcini procesa. Atsakyma i klausima,
kaip pas Zmoniy populiacijos atstovus atsirado sugebéjimas skirti tiesa nuo netiesos ir
suvokti logikos désnius bei jais naudotis savo mastyme, turi duoti jau ne logikos, o
neuropsichologijos ir evoliucijos mokslai. Koks tas atsakymas bebiity, logika nuo to
nepasikeis.

Naudodamiesi indukcijos procese surastais gamtos (placiaja prasme) ir logikos
désniais, Zmonés, kaip jau buvo minéta, tampa pajégis daryti iSvadas apie dar
nestebétus objektus ir daiktus, apie procesus ir ju eiga bei galimas pasekmes.

Pavyzdziui, Sienpjovys, nuo pat ryto, saulei kepinant, pjoves pieva ir po piety
namie truput] numiges, atsibudes ir i8éjes 1 kiema, pastebi, kad Zolé aplinkui visur
Slapia. IS to jis daro iSvada, kad, jam miegant, palijo, nors paties lietaus jis nei mate,
nei gird¢jo.

Tokie samprotavimai, kada i§ pastebéty fakty, vadovaujantis jau Zinomais
gamtos ir logikos désniais, daromos i§vados ir formuluojami teiginiai apie faktus, kurie
nebuvo tiesiogiai stebimi, vadinami dedukciniais samprotavimais, o pats iSvady
gavimas — dedukcija. Tuo atzvilgiu dedukciniai mastymo procesai yra lyg ir
atvirkstiniai indukciniams: indukcija veda mus nuo daliniy fakty prie bendryju
teiginiy, dedukcija leidZia, naudojantis bendraisiais teiginiais, daryti iSvadas apie
dalinius faktus.

Indukcija ir dedukcija — du vienas kita papildantys pasaulio pazinimo ir
mastymo procesai: be indukcijos nebiity Zinomi bendrieji désniai ir negaléty buti
dedukcijos, taciau ir dedukcija padeda surasti ir formuluoti bei tikrinti
désningumus ir tokiu buidu skatina indukcinius procesus, padeda jiems.

Dedukcija — grynai ir grieZtai loginis procesas, besiremiantis tik logikos
désniais ir turimais patikrintais (ir todél) laikomais neabejotinais faktais.
Dedukcijos metu gautos i§vados yra jrodomes, ir jvairiy teoremy jrodymas — vienas
1§ grynai dedukcinio mastymo pavyzdziy.

Indukcija, bendrai paémus, bidama pirminiu loginiu procesu, negali buti
pilnai pagrjsta vien tik loginémis priemonémis, vien tik logine dedukcija.
Indukcija pirmoje eil¢je remiasi steb¢jimais ir pastebétais faktais, ir, juos
apibendrindama, formuluoja bendrus teiginius, aprépiancius visy stebéty tam tikros
rusies fakty visuma. Todé¢l nauji faktai kartais gali ne tik patvirtinti bei patikslinti, bet
ir paneigti ankstesniame indukcijos procese suformuluotus teiginius bei gali paskatinti
naujus indukcinius procesus, siekiancius suformuluoti naujus apibendrinancius
teiginius, aprépiancius ir sengja ir naujaja praktika. Taciau ir apibendrinant surinkta
fakting medziaga, formuluojant teiginius apie pastebétus désningumus bei tikrinant
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hipotezes apie ty teiginiy teisinguma, taip pat reikia laikytis tam tikry mastymo
taisykliy. Tod¢l egzistuoja ne tik dedukciné bet ir indukciné logika, kurios viena
kitai padeda, viena kita papildo.

Gana daznai atsitinka taip, kad atrastieji nauji faktai neatmeta seniau
suformuluoty apibendrinanciy teiginiy (nors kartais btina ir taip, kaip, pavyzdziui,
molekuliariné kinetiné Silumos teorija atmeté senaja flogistono teorija), bet patikslina
ir papildo juos, palikdami senaja teorija naujosios teorijos daliniu atveju.

Ryskus tokio reiskinio pavyzdys — formulavimas reliatyvistinés mechanikos
désniy, kurie aprépia senaja klasiking Niutono mechanika kaip reliativystinés

mechanikos dalinj atveji: kai 3 = Y (kur v — kiino jud¢jimo greitis, ¢ — Sviesos greitis)
c

art¢ja prie 0, tai i§ reliatyvistinés mechanikos désniu gauname juy dalini atveji —
Niutono mechanikos désnius, kuriais zmonés ir iki Siol naudojasi savo kasdieninéje
praktikoje, apie ka mes jau esame kalbéje 1.1. skyriuje.

Kitas analogiSkas pavyzdys — kvantiné mechanika, kurios désniai buvo
suformuluoti, nagriné¢jant mikrodaleliy saveikavima. Tai atominés fizikos désniai,
nesutampantys su Niutono mechanikos désniais, suformuluotais, nagrin¢jant palyginti
dideliy ktiny (makrokiiny) judéjima ir ju energetinj saveikavima. Taciau tuo atveju, kai
C
n
osciliuojamos bangos 1ilgis, ¢ — Sviesos greitis, lyginant ji su stebimo makrokiino
energija, galime laikyti dydziu, pakankamai artimu 0, tai i§ kvantinés mechanikos
désniy gauname Niutono mechanikos désnius. Apie tai mes taip pat jau esame kalbéje
1.9.1.2. skyrelyje.

Sie pavyzdziai rodo (o tokiu pavyzdziy galima rasti gana daug, tame tarpe ir
logikoje, su kuo mes susidursime 1.16.2. skyrelyje), jog mokslo surasti désningumai,
kai jie neiSkreiptai atspindi realaus pasaulio désningumus, mokslui vystantis, néra
atmetami, o tik tobulinami, tikslinami, t.y. vyksta iteracinis mokslo artéjimo prie
objektyvios ir absoliu¢iai pilnos tiesos nepabaigiamas procesas. S apibendrinima
galima laikyti bendrasisteminiu désniu ir prijungti prie kity sistemu teorijos désniu.

Indukcijos proceso metu rasti désningumai negali biiti grieZtai jrodyti per
bet kurj baigtinj laiko intervala, ir jy teisingumo ,,jrodymas* — nepabaigiamas ty
désningumy tikrinimo ir tikslinimo procesas, kurio metu mes vis pilniau
susipaZjstame su mus supanciu ir mumyse esanciu pasauliu, jj suprantame vis
giliau ir tiksliau.

Sis teiginys — tai irgi vienas i§ indukcinés logikos ir sisteminio mastymo
postulaty, susiformavusiy pasaulio pazinimo procese.

Tiesa, yra viena loginio mastymo procedira, turinti indukcijos pavadinima,
kurig galima biity priskirti prie ,,uzdary* dedukciniy procesy, formuluojanciy grieztai ir
pilnai jrodytus teiginius.

Tai — matematiné, arba pilnoji, indukcija, kuri remiasi matematinés
indukcijos principu, laikomu neabejotinai teisingu teiginiu, priimtinu ir logicistams,
ir intuicionistams ir formalistams (zidir. 1.16.1.5.5.6. skyrelj).

Sis principas teigia, kad tuo atveju, kai mes turime seka kokiy tai reiskiniy
(pavyzdziui, seka formuliy), priklausanciy nuo parametro n, galinio turéti be galo
daug sveiky reikSmiy n=0, 1, 2, 3, ..., k, k+1, ..., ir kai mes galime:

1) patikrinti, jog tos sekos pradzioje (t.y. kelioms pradinéms n reikSméms,
pavyzdziui, n=0, 1, ..., k>2) miisy suformuluotas teiginys (pavyzdziui, formulé, désnis
ir pan.) yra teisingas,

osciliuojamos energijos kvanto dydi hv=h-, kur h — Planko konstanta, A —
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2) jrodyti, jog iS to teiginio teisingumo visoms parametro n reikSméms,
tenkinan¢ioms nelygybe¢ n<k (kur k — sveikas kintamasis, galintis turéti ir pradines, ir
bet kurias kitas parametro n reikSmes), iSplaukia to teiginio teisingumas parametro n
reikSmei, lygiai k+1,

tai mes galime buti isitiking, jog miisy suformuluotas teiginys yra teisingas
visoms parametro n reikSméms, pradedant nuo patikrintyjy ir, kiek nori, didesnéms uz
jas.

IS tikryjy, jei mes patikriname, kad, pavyzdziui, kokia tai formulé yra teisinga,
kai n=2 ir n=3, ir jrodome, jog i§ tos formulés teisingumo visoms n reikSméms, kai
n<k, kur k — bet koks sveikas skaiCius, tenkinantis nelygybe¢ k>3, bitinai iSplaukia jos
teisingumas, esant parametro reikSmei lygiai k+1, tai, naudodamiesi tuo jrodymu, mes
gausime, jog ta formulé privalo biti teisinga, kai n=4, po to — kai n=5 ir t.t. iki
begalybés.

n 2

Pavyzdziui, nesunku patikrinti, jog formulé Zi3 = [@} yra teisinga, kai n=0, o taip
i=0

pat, kai n=1 ir kai n=2.

Siuos faktus vadinsime formulés if = {@T teisingumo jrodymo matematinés
indukcijos metodu pradine baze (Zitr. matema‘l[i:r(iés indukcijos principo apraSymo pirmaji punkta).
Nesunku jrodyti ir peréjimo proceso (zilir. matematinés indukcijos principo apraS§ymo antraji
punkta) loginj teisétuma, t.y., irodyti, jog i§ formulés Zk:i3 = {@T teisingumo iSplaukia
i=0
formulés %f = {WT teisingumas bet kuriai k reik§mei k=0, 1, 2, 3, 4,...
11;;21ysime tai.

kiil —21 +(k+1) [k(k;l)} (k+1)3:(k+1)2|:1;—§+(k+1)}:(%f><

X (k2 +4k + 4): [W} , ka ir turéjome gauti.

Todél, remdamiesi matematinés indukcijos principu, galima teigti, jog formulé

2
.3 | n(n+1) . . o
Zl == yra teisinga visoms n reik§méms.
i=0

Analogiskai, naudodamiesi matematinés indukcijos metodu, galime jrodyti formulés

22 n+1)(2n+ )

teisinguma.

0
gl formulé teisinga, kai n:O, nes 212 = 02 =0 1r w

i=0

=0.

1
Teisinga §i formulé ir tuomet, kai n=1, nes Zi2 =0 +1°=11ir w = g

i=0
2

Si formulé islieka teisinga ir kai n=2, nes Ziz =02 +17+2%=51ir M =
i=0

Taigi, prading bazg jau turime. Belieka jrodyti peréjimo formulg, t.y. jrodyti, jog

=1.

k+1 k
Ziz = Zi2 + (k+ 1)2 yra lygu (k * 1)(k +62)(2k+3) .
i i=0

[rodysime tai.
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= k +1)2k + 2 k+
21 —Zl +k+1 er(kH) 61[k(2k+1)+6(k+1)]

k+1 k+1)k+2)2k +3)

6
Dabar, naudodam1651 peréjimo proceso jrodytu teisétumu ir zinodami, jog formule

Z g n+1)(2n+1)

k+1(

2k% + 7k + 6) [Zk(k +2)+3(k +2)]= ( , ka ir reikéjo jrodyti.

yra teisinga, kai n=2, gauname, jog ta formulé turi buti teisinga ir kai n=3.

Prltalke; peréjimo procesa gautam rezultatui, gauname, jog formulé turi biiti teisinga, kai n=4 ir t. t. Sia

peréjimy seka galime testi be galo, o tai ir reiskia, jog formulé Ziz 2%
i=0

visoms n reik§méms n=3, 4, 5,.... Kadangi buvo patikrinta, kad ta formulé teisinga, kai n=0, 1, 2, tai

gauname, jog ta formulé teisinga visoms natiiralioms kintamojo n reikSméms: n=0, 1, 2, 3, 4,..

Paprastoji (nepilnoji) indukcija skiriasi nuo matematinés indukcijos tuo, kad,
naudojantis paprastaja (nepilnaja) indukcija, tikrinamas pastebéto désningumo
galiojimas visais stebimais atvejais (t. y. minétoji pilnosios matematinés indukcijos
metodo taikymo pradiné bazé aprépia visus nagrinétus atvejus), nes néra galimybés
jrodyti peréjimo proceso teisétumg visiems atvejams. Apsiribojama tik tuo, kad
nerandama fakty, kurie prieStarauty tokio proceso teisétumui (t.y. paneigty
pastebéta désningumg), ir tod¢l priimama hipotezé, kad toks procesas, matyt,
teisétas. Ir tol, kol tokia hipotezé nepaneigiama kokiais nors faktais, laikoma, kad
indukcijos metodu surastas désnis galioja.

Svarbu pazyméti, kad tokios hipotezés, kuriomis remiantis mes laikome
indukcijos metodu gautus désnius galiojanciais, turi neprieStarauti viena kitai, t. y. turi
sudaryti neprieStaringa sistema (apie formalyji neprieStaringuma ziur. 1.16.1.5.2.
skyreli). IS indukcijos metodu suformuluoty hipoteziy iSplaukiandiy iSvady
gavimui ir juy neprieStaringumo tikrinimui naudojamasi dedukcine logika,
sudarant grjZtamajj rysj tarp indukcijos ir dedukcijos metody bei tais metodais
gauty rezultaty.

Tokia nepriestaringa ir daug karty patikrinta sistema sudaro, pavyzdziui, fizikos
désniy sistema, ir todél mes su labai maza tikimybe, jog miisy nuomoné néra teisinga,
galime teigti, kad mums zinomi fizikos désniai, matyt, teisingai atspindi tikrove.

Artimas indukcijos metodui yra ir analogijy metodas, kurio panaudojimo
s¢kme paaiSkina mums jau Zinomi izomorfizmo reiSkiniai. Analogiju metodas
atkreipia démesi i panaSius reiskinius ir padeda formuluoti hipotezes, kurios gana
daznai pasiteisina. Taciau analogiju metodas (kaip ir nepilnos indukcijos metodas)
negali buti laikomas grieztai loginiu metodu, galin¢iu irodyti suformuluotos hipotezés
absoliuty teisinguma visur ir visada. Nepakankamai atsargus Sio metodo vartojimas
gali privesti prie nepakankamai pagristy ar net klaidingy iSvadu.

ISvady pilno pagristumo savybe turi tik taisyklingai taikomas dedukcijos
metodas, taiau ir jis remiasi indukcijos metodu nustatytais désniais, todél dedukcijos
metodu gautos iSvados gali biiti laikomos teisingomis tik su salyga, jei indukcijos
metodu surasti désniai, kuriais buvo remiamasi dedukciniame procese, galioja
dedukciniy iSvady interpretavimo bei taikymo srityje.

Visa tai reiskia, kad jvairiy moksly pastangomis sudarytas pasaulio ir jo
sudétiniy daliy modelis gali biiti laikomas teisingu, t.y. atitinkanciu tikrove, tik
su tam tikra (tiesa, gana nemaza) tikimybe, ir ta tikimybé tuo didesné, kuo
daugiau surandama fakty, neprieStaraujanciy tam modeliui bei dar ir dar karta
patvirtinan¢iy jj.

Kadangi fakty, prieStaraujanciy dabar turimam moksliniam materialaus
pasaulio ir jame egzistuojanéiy gamtos ir logikos désniy modeliui bei i§ pagrindy

yra teisinga
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sugriaunanciy ji, per netrumpa moksly istorija nebuvo surasta, o vyko tik to modelio
koregavimo, tikslinimo ir papildymo procesai, tai galima priimti (ir laikyti gana
pagrista) hipoteze, jog Siuolaikiniam mokslui Zinomi gamtos ir logikos désniai
savo pagrinde yra teisingi ir ju rémuose galima pakankamai patikimai kurti
dedukcines sistemas. Si i§vada taip pat labai svarbi sistemotyros mokslui ir
sisteminio mastymo ugdymui.

Dedukcines sistemas galima formalizuoti ir tokiu btdu gauti formalias
teorijas. Tokiy teoriju rémuose, naudojantis isivestaja formalia kalba ir ty teorijy
dedukciniu aparatu, galima iSvedinéti i§ indukcijos metodu nustatyty désniy
iSplaukiancias iSvadas, jrodinéti teoremas.

Sugebé¢jimas kurti formalias sistemas ir jomis naudotis, dar ne taip seniai buvgs
budingu tik gana negausiai matematikos bei matematinés logikos specialisty grupei,
rySium su intensyviu kompiuterinés technikos bei jos programings irangos tobul¢jimu
ir jos taikymy srities augimu platyn ir gilyn, tampa vis aktualesniu dalyku. Jis tampa
aktualiu ir studijuojantiems sistemotyra, nes ne tik reikalingas sisteminiams
modeliuotojams ir sisteminiams projektuotojams, bet ir yra, kaip jau buvo minéta,
viena i§ svarbiy sudedamyjy sisteminio mastymo daliy. Tokio sugebéjimo ugdymas
kartu yra ir mastymo logiskumo, bendros mastymo Kkultiros, pasiZymincios
mastymo nuoseklumu ir grieZtumu, ugdymas. Todél formalizavimui, formaliy
sistemy kiirimui ir jy panaudojimui, o taip pat teisingam formalizavimo vietos moksly
sistemoje suvokimui sistemotyros kurse skiriamas ypatingas démesys.

Siame skyrelyje mes nagrinésime kai kurias formalias sistemas, biatent,
formalias dedukcines sistemas, vadinamas formaliomis teorijomis.

Formaliomis sistemomis vadinamos sistemos, sudarytos i§ formaliy objekty,
sujungty 1 sistema formaliais santykiais. Formalios sistemos savybeés iSplaukia i$
minétyju formaliy santykiy ir tod¢l gali buti deduktyviai iSvestos i§ formalios sistemos
apibrézimo, pilnai ir vienareikSmiskai iSreiSkianc¢io visus formalioje sistemoje
egzistuojancius pagrindinius formalius santykius.

Formaliais objektais vadinami abstrak¢iy objekty, sudaranciy formalios
sistemos sudétj, zymenys (Zyméjimai, zenklai). Formaliais santykiais vadinami
abstrak¢iy santykiy, sudaranciy formalios sistemos struktiira, Zymenys (Zenklai,
zyméjimai).

Apie tai, kas yra abstrakcija, abstraktiis objektai, abstrakCios savybés ir
abstraktlis santykiai, jau buvo kalbéta 1.5. skyriuje, todél ¢ia apsiribosiu tik priminimu,
jog abstrakéiais objektais vadinami realiai egzistuojan¢iy bei galinCiy realiai ar
virtualiai egzistuoti objekty bei ju savybiy ar santykiy artutiniai modeliai, gaunami
abstrahuojantis nuo ty realiy savybiy ir realiy santykiy, kurie nagrin¢jamu aspektu
laikomi neesminiais bei nereikSmingais. Abstraktiis objektai skiriasi nuo realiy objekty
visy pirma tuo, kad yra baigtiniai (iSsemiami), t.y. grieztai apibréZzti, turintys
baigtinius grieztai apibrézty savybiy skaiCius ir galintys turéti tik baigtini skaifiy
grieztai apibréZzty santykiy su kitais abstrakciais objektais.

Kitaip tariant, abstraktiis objektai — tai savokos, turincios baigtinj grieztai
apibréZzta turinj, iSreiSkiama baigtiniu grieZtai apibrézty teiginiy skai¢iumi.

Abstrakdiais santykiais vadinami realiai egzistuojanciy bei galinciy realiai ar
virtualiai egzistuoti santykiy artutiniai modeliai, kuriems budingas turinio
iSsemiamumas ir apibrézimo vienareikSmiskumas. Kitaip tariant, abstraktiis santykiai
— tai santykiai, kurie gali buiti pilnai ir vienareikSmiskai iSreik$ti baigtiniu grieZtai
apibrézty teiginiy skaifiumi. Pagrindiniy abstrak¢iy santykiy, egzistuojanciy
formalioje sistemoje, skaiCius taip pat turi biiti ir yra baigtinis.
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Formalia dedukcing sistema — formalig teorija — galima sukurti, sudarius
(uzsidavus) ketvertuka (A, Ti, Az, T2), kur

A; — baziniy elementy — baziniy simboliy, Zyminciy abstrak¢ius objektus,
baigtiné aibé,

T, — baigtiné¢ aibe sintaksés taisykliy, kuriomis naudojantis i§ aibés A;
elementy konstruojamos teisingai sudarytos formulés (TSF),

A, — baziniy (pradiniy) TSF (pavyzdZiui, pradiniy teisingy teiginiy bei
predikaty), priimamy formalios teorijos aksiomomis bei postulatais, baigtin¢ aib¢,

T, — iSvedimo taisykliy, leidZzianc¢iy 1§ aksiomy gauti formalios teorijos
teoremas, baigtiné aibé.

Aibés A; ir Ty sudaro formaliosios sistemos formaligja kalba su jai biidinga
sintaktika, o aibés A, ir T, — formaliosios sistemos loginj (dedukcinj) aparata,
kartais vadinama formalios teorijos deduktika.

Cia ivardintas ketvertukas kartu su i§ jo i$plaukian¢iomis teoremomis,
uzraSytomis formaligja kalba, ir sudaro formaligja teorija.

Visos galimos tos sistemos interpretacijos, t. y. visos realios bei virtualios
sistemos, kuriy formaliu modeliu galéty biiti sukonstruotoji formali sistema, apibrézia
formalios sistemos semantika, o visi tie atvejai, kuriuose formalioji sistema — jos
kalba ir jos loginis (dedukcinis) aparatas — galéty biuti panaudoti kokioms nors
aktualioms praktinéms ar teorinéms problemoms spregsti — formaliosios sistemos
pragmatika.

IS to, kas ¢ia buvo pasakyta, iSplaukia, jog formali teorija, tai dedukciné formali
sistema, kuriai biidinga, kad formaliojoje teorijoje i§, palyginti, nedidelio skaifiaus
pradiniy elementy ir pradiniy konstrukcijy (prielaidy, aksiomy, postulaty ir pan.),
naudojantis nedideliu skai¢iumi formaliy konstravimo taisykliy, gaunamos
(iSvedamos) visos kitos tos formalios teorijos konstrukcijos (teoremos), kurios po to
gali biti jvairiai interpretuojamos ir panaudojamos.

Baziniy elementy aibé A, ir sintaksés taisykliy aibé T, gali buti pasirinktos
gana laisvai, taciau taip, kad jy uZtekty vienareik§miskam aibiy A, ir T, elementy
ir i§ jy iSplaukianciy teoremy uZraSymui.

Pradinés konstrukcijos A; ir iSvedimo taisyklés T, gali biiti gautos dvejopai:

a) apibendrinant realaus pasaulio bei mastymo désningumus ir
formalizuojant jy modelius | pradines formalios sistemos konstrukcijas (aksiomas) ir
1 formalias sistemos konstrukcijy pertvarkymo (jungimo, dekomponavimo, iSplétimo ir
pan.) taisykles (iSvedimo taisykles);

b) konstruojant nepriestaringas pradines konstrukcijas ir operavimo su
jomis taisykles, t.y., kuriant ne tik realiai egzistuojancio, bet ir galinCiy realiai
egzistuoti virtualiy pasauliy bei ju daliy hipotetinius formalius modelius.

Kam reikalingas formalizavimas, formaliy kalby ir formaliy teoriju kiirimas?

Tiksliyjy moksly atstovai seniai pastebéjo, kad natiiraliosios kalbos dél jose
vartojamy savoky daugiareik§Smiskumo bei lingvistiniy konstrukciju neoperacionalumo
ir nekompaktiSkumo néra pakankamai tinkamos tiksliesiems mokslams kaip ju
mokslinés kalbos. Jau Platono dialoge ,,Eutideme* galima rasti daug sofizmuy,
kuriuose, naudojantis natiiraliosios kalbos daugiareik§miSkumu, gaunamos absurdiskos
1Svados. Ypatingai aiskiai tikslios mokslinés kalbos poreikis buvo suformuluotas
XVII a. Dekarto, o Siek tiek véliau — ir Leibnico. Dekartas 1621 m. savo laiske
pranciizy abatui Mersenui rase, jog reikia ir mintyse jvesti tokia pat tvarka, kaip ir
skaiciuose. Dekartas ne tik iSsaké mokslinés kalbos reikalingumo idéja, bet ir buvo
pradéjes tokia kalba kurti, taciau to darbo neuzbaigé, nes ir negaléjo jo uzbaigti. Apie
formalios kalbos ir formalios teorijos, leidzianios matematiSkai iSreiksti logines
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mastymo procediiras ir apskaiciuoti iS duotyjy prielaidy iSplaukiancias iSvadas
panasiai, kaip apskaifiuojamos formuliy reikSmés, reikalinguma rase¢ ir Leibnicas,
kuris net buvo émgsis ,,loginés masinos* kiirimo darby.

Kaip pamatysime vélesniuose Sio skyriaus skyreliuose, formaliy kalby ir
formaliy teorijy kiirime dalyvavo visa eilé¢ Zymiy mokslininky.

Ypatingai aktualiu formaliy kalby ir formaliy teorijy kurimas ir
tobulinimas tapo, kaip jau buvo minéta, Siais laikais rySium su kompiuterinés
technikos taikymu. Manau, jog skaitytojas jau ne karta buvo susidiirgs su
algoritminémis kalbomis ir yra gird¢jgs apie dirbtinio intelekto sistemas. Bet apie
tai véliau. O dabar pereisime prie dedukciniy loginiy sistemu pavyzdziy nagrinéjimo.
Tarp ju iSnagrinésime ir formaliy loginiy sistemy pavyzdzius: klasikinius teiginiy ir
predikaty skai¢iavimus.

1.16.1.5.1. Aristotelio silogistika

Pirmasis mums zZinomas sékmingas bandymas sukurti dedukcine logine
sistema buvo padarytas dar Antikos laikais. Tai Aristotelio silogistiné sistema,
kurioje Aristotelis silogizmy pavidalu iSreiské¢ pagrindinius dedukcinio mgstymo
désnius (teisingo mastymo taisykles).

Silogizmu vadinamas teiginiy — silogizmo prielaidy (premisy) — rinkinys kartu
su 1§ ty prielaidy logiSkai iSplaukiancia iSvada, uzraSytas simboline kalba ir
iSreiSkiantis kokia tai mastymo taisykle, kitaip tariant, silogizmas — tai mastymo
taisyklés formulé.

Silogizmai gali buti paprasti ir sudétingi, salyginiai ir besalyginiai
(kategoriski).

Trumpai apzvelgsime paprasty kategorisky silogizmuy sistema.

Paprastu kategoriSku silogizmu vadinamas silogizmas, turintis tik dvi
paprastas prielaidas ir iSvada. Kiekviena prielaida susideda i§ dvieju terminy,
zyminciy objekty klases (aibes), bei tuos terminus jungiancio besalyginio loginio
rysSio. Abi prielaidas viena su kita jungia taip vadinamas vidurinysis terminas M,
kuris yra bendras abiem prielaidom ir gali biti jose ir subjektu ir predikatu. Pirmoji
prielaida vaizduoja besalygini logini ry$i tarp viduriniojo termino M ir iSvados
predikato P, o antroji prielaida — besalygini logini ry$i tarp iSvados subjekto S ir
viduriniojo termino M. Sujungdamas abi prielaidas, vidurinysis terminas M kartais
leidzia gauti iSvada, vaizduojancia besalygini logini ry$i tarp subjekto S ir predikato P.

Besalyginiai loginiai rySiai paprasto kategoriSkojo silogizmo prielaidose ir
iSvadoje gali priklausyti keturiems tipams, reiSkiantiems: 1) bendrajj teigima,
sutrumpintai Zymima raide ,,a“ — pirmaja zodzio ,,afirmo* (,,teigiu®, ,tvirtinu®) balse;
2) bendrajj neigima, Zymima raide ,,e*“ — pirmaja Zodzio ,,nego (,,neigiu®) balse;
3) dalinj teigimg, Zymima raide ,,i“ — antraja ZodZio ,afirmo* balse; 4) dalinj
neigima, Zymima raide ,,0° — antraja zodzio ,,nego* balse.

Formulé SaP reiskia teigini ,,Visi objektai, priklausantys klasei S, priklauso ir
klasei P*“. Matematinés logikos kalboje $i formulé iSreiskiama, naudojantis predikatais
S(x) bei P(x) ir bendrumo kvantoriumi Vx: Vx [S(x)— P(x)].

Konkretus bendrojo teigianc¢iojo teiginio SaP pavyzdys: ,,Visi kvadratai yra
rombai®.

Formulé¢ SeP reiSkia teigini ,,Né vienas objektas, priklausantis klasei S,
nepriklauso (negali priklausyti) klasei P“. Matematinés logikos kalba S§is teiginys
iSreiSkiamas formule Vx[S(x)—>—P(x)], arba formule — Ix[S(x)AP(x)].
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Konkretus bendrojo neigianciojo teiginio SeP pavyzdys: ,,Né vienas gyvas
organizmas néra uzdara sistema*.

Formul¢ SiP reiSkia teigini ,.Kai kurie objektai, priklausantys klasei S,
priklauso ir klasei P*“. Matematinés logikos kalba tai reiskia Ix[S(x)AP(x)].

Konkretus dalinio teigianciojo teiginio SiP pavyzdys: ,,Kai kurios pirmojo tipo
sistemos priklauso dirbtiniy sistemy klasei‘.

Formulé¢ SoP reiskia teigini ,,Kai kurie objektai, priklausantys klasei S,
nepriklauso klasei P““. Matematinés logikos kalba tai uzraSoma taip: Ix[S(x)A—P(x)].

Konkretus dalinio neigianciojo teiginio pavyzdys: ,,Kai kurios sistemos néra
determinuotos*®.

Paprastieji kategoriskieji silogizmai priklausomai nuo viduriniojo termino M
vaidmens bei vietos prielaidose skirstomi i keturias grupes, vadinamas paprastojo
kategoriskojo silogizmo figiiromis (ziiir. 394 pav.).

M—P P—M M—P P—M

S —M S—M M —S M—S

S—P S— P S— P S—P
I figiira II figiira IIT figtra IV figiira
394 pav.

Kiekvienos figtros silogizmai priklausomai nuo loginiy rySiy prielaidose
i§sidéstymo skirstomi 1 modusus.

Kadangi yra keturi loginio ry$io tipai ir dvi prielaidos, tai kiekvienoje figiiroje
galéty buti po 16 modusy (aa, ae, ai, ao, ea, ee, ei, €o, ia, ie, ii, 10, 0a, o€, 01, 00), 0 1§
viso — 64 modusai. Atsizvelge i iSvady ivairove, gautume 64-4=256 galimus modusus.

Taciau ne kiekviena galima prielaidy kombinacija leidzia gauti apibrézta
(vienareikSme) iSvada apie rysi tarp subjekto S ir predikato P.

Pavyzdziui, kai pirmojoje figiiroje pirmoji prielaida priklauso ,,a“tipui, o antroji
— ,,e“ tipui, jokios vienareik§misSkai apibréztos iSvados apie santyki tarp S ir P, kaip
rodo 395 pav., padaryti negalima, nes galimi keli skirtingi atvejai.

395 pav.

Atveju, kurj vaizduoja 395 pav., kai kurie objektai, priklausantys klasei S,
nepriklausydami klasei M, patenka i klas¢ P; atveju, kuri vaizduoja 395" pav., né
vienas objektas, priklausantis klasei S, { klas¢ P nepatenka, o atveju ,,c* visi objektai,
priklausantys klasei S, priklauso ir klasei P. Taigi, vienais atvejais galétume gauti
iSvada SiP bei SoP, kitais SeP, o dar kitais — SaP, ir reikéty papildomos informacijos,
kad galétume nustatyti, kuri i§ galimy iSvady Siuo atveju yra tinkama.

Analogiskai galima parodyti, kad ketvirtoje figtroje, kai pirmoji prielaida
priklauso ,,a“ tipui, o antroji — ,,i* arba ,,0“ tipui, taip pat jokios vienareikSmiskai
apibréztos iSvados apie ry$j tarp S ir P padaryti negalima.

Tokiy pavyzdziy galima rasti gana daug. Nesunku jrodyti net kai kurias
teoremas: 1) kai abi prielaidos yra neigiamos, tai jokios apibréztos iSvados gauti
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negalima; 2) kai abi prielaidos yra dalinés, taip pat jokios apibréztos iSvados
padaryti negalima.

Tik devyniolikoje atvejy i§ 64 gaunamos vienareikSmeés stipriausios iSvados,
t. y., egzistuoja tik 19 ,,stipriyjy“ paprastojo kategoriskojoj silogizmo modusy.

Keturi i$ ju priklauso pirmajai figtirai, keturi — antrajai, $esi — tre€iajai ir penki
— ketvirtajai. Egzistuoja dar 5 taip vadinamieji ,,silpnieji“ modusai.

Modusams priskiriami pavadinimai — Zodziai, kuriuose balsés eilés tvarka
vaizduoja loginius rySius tarp terminy abiejose prielaidose ir iSvadoje. Tuos zodzius
sugalvojo viduramziy scholastai (zitr. 1.16.1.5.5.2. skyreli), kad palengvinty
Aristotelio silogistikos modusy isiminima ir taikyma. Sie gana skambiis mnemoniniai
pavadinimai prigijo ir i$liko iki Siy dieny.

Pirmosios figliros modusams buvo priskirti tokie pavadinimai: Barbara,
Celarent, Darii, Ferio (zitr. 396 pav., kuriame parodytos kai kurios budingos
situacijos.

> (uQs(]r)
YOOED. g6

Barbara Celarent Darii

396 pav.

I§ 396 pav. nesunku nustatyti, kad i§vados: 1) SaP moduse Barbara, 2) SeP
moduse Celarent, 3)Sip moduse Darii ir 4) SoP moduse Ferio tikrai yra teisingos.

Teisingas iSvadas duoda ir antrosios figiiros modusai Cesare, Camestres,
Festino, Baroco, treciosios — Darapti, Disamis, Datisi, Felapton, Bocardo ir Ferison,
ketvirtosios — Bramalip, Camenes, Dimaris, Fesapo ir Fresison bei ,silpnieji* —
Barbari, Celaront, Cesaro, Cameostro ir Cameno.

Cia i$vardinty modusy teisinguma galima jrodyti ir pasitelkus predikaty
skai¢iavimg, apie ka bus kalbama truputi véliau, t.y. 1.16.1.5.4. skyrelyje. Tiesa,
irodant modusy, kuriy pavadinimuose yra raidé ,,p%, teisinguma predikaty skai¢iavime,
reikés priimti papildoma prielaida, kad tam tikros aibés yra netuscios. [domu pazyméti,
jog tuo metu, kai buvo sudaromi modusai, tus¢ios aibés dar nebuvo nagrin¢jamos ir
modusuy teisingumas buvo irodin¢jamas atvejams, kai aibés néra tuscios, taciau jau
tada modusy pavadinimai buvo parinkti taip, kad iSskirty ypatingus atvejus, kada
modusuy vaizduojamos loginés iSvady gavimo taisyklés galioja tik netus¢ioms aibéms,
kai tuo tarpu visais kitai atvejais tos taisyklés galioja tiek netus¢ioms, tiek tuS¢ioms
aibéms.

Nors dabar sukurtos galingesnés ir universalesnés loginés dedukcinés sistemos
— teiginiy ir predikaty skaiCiavimai, Aristotelio silogistika ir dabar dar néra tik logikos
mokslo istorijos faktas. Dar ir dabar logikos vadovéliuose, skirtuose elementaraus
loginio mastymo pradmeny ugdymui, galima rasti silogizmy apraSyma ir ju modusy
panaudojimo pavyzdziy, ypa¢ nagringjant tuos ar kitus klaidingy samprotavimy
pavyzdzius. Juk i§ galimy 256 modusy tik 24 yra teisingi, o i$ ju 4 yra teisingi tik tada,
kai aibés yra netuscios. Nuomone, kad silogizmai nagrinéja ir apraSo tik trivialias
situacijas, néra visiskai teisinga. Pavyzdziui, i§ prielaidy PaM ir MaS tikrai nesunku
gauti i1Svada PaS, taciau | klausima, ar Sioje situacijoje galima gauti i§vada, turin¢ia
forma S—P ir, jei galima, tai kokiam tipui turéty priklausyti loginis rySys, pazymétas
bruksneliu, ne tik ne kiekvienas mokinukas, bet ir ne kiekvienas studentas iSkart duoda

Ferio
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teisinga atsakyma, ne visada sugeba paaiskinti, kod¢l Siuo atveju negalima teigti, jog
1Svada gali biiti teiginiai SaP ir SoP bei kodé¢l iSvada gali biti teiginys SiP, taciau ir §i
iSvada gali biti teisinga tik tada, kai aibé <P> néra tuscia. O juk $is atvejis apraSomas
vienu 1§ modusu, biitent ketvirtosios figtiros modusas Bramalip. Neveltui dar ir dabar
kartais pasirodo rimty moksliniy straipsniy, skirty Aristotelio silogistikai.

1.16.1.5.2. Aksiomatinés teiginiy skaiciavimo sistemos

Dabar pereisime prie Siuolaikinés jau pilnai formalios dedukcinés loginés
sistemos — teiginiy skaifiavimo, kartais vadinamo propoziciniu skai¢iavimu.

Sia sistema galima konstruoti dvejopai: 1) naudojantis aksiomy ir
2) natiraliosios dedukcijos (tame tarpe ir sekvencijy) metodu. Siame skyrelyje
pailiustruosiu pirmojo metodo taikyma, o su antruoju metodu supazindinsiu 1.16.1.5.3.
skyrelyje.

Naudojantis aksiomatiniu metodu, pradzioje parenkama pradiniy absoliuciai
teisingy teiginiy — aksiomy — sistema, iSreiSkianti toje sistemoje naudojamy loginiy
operaciju (loginiy ry$iy) pagrindines savybes, ir prie tos sistemos pridedamos taip
vadinamos iSvedimo taisyklés, leidzianCios i§ duotyjuy absoliuciai teisingy formuliy —
aksiomy — gauti naujas absoliuciai teisingas formules — teoremas, o i$ ju ir aksiomy —
naujas teoremas ir t.t. Teoremy gavima i§ aksiomy ir/ar jau iSvesty teoremuy,
naudojantis iSvedimo taisyklémis ir tik jomis, vadinsime teiginiy skaifiavimo
formulémis, galin¢iomis formalioje aksiomatinéje teiginiy skaiciavimo sistemoje,
iSvedimu.

Pailiustruosiu  tai vienos aksiomatinés teiginiy skaiiavimo sistemos,
naudojancios logines operacijas ,,A“, ,,v*, ,,—“ ir ,,—%, kurios laikomos i§ anksto
neapibréZtomis ir apibréziamomis paciomis aksiomomis®, pavyzdziu.

Sioje sistemoje elementarius teiginius Zymésime didziosiomis lotyniskomis
raidémis A, B, C, D ir t. t.,, o sudétingus teiginius, sudarytus i§ elementariy teiginiy,
jungiant pastaruosius loginémis jungtimis (loginiu operaciju Zenklais A, v, —, =) —
didZiosiomis gotiSkomis raidémis 2, B, €, D ir t.t. Bendrumo dé¢lei loginémis
formulémis galésime vadinti ir elementarius teiginius, kuriuos taip pat galésime
zyméti ne tik didziosiomis lotyniSkomis, bet ir gotiSkomis raidémis. Tais atvejais, kai
norésime parodyti, jog kokie nors elementariis teiginiai (pavyzdziui, A arba B) ieina i
kokios nors formulés (pavyzdziui, A arba 8) sudéti, tai ta elementary teigini
vaizduosime kaip formulés argumentg (pavyzdziui, A (A), B(B), A(A, B) ir pan.).

Zymeniu S [QI(A)] zymésime superpozicijos S rezultata, kuris gaunamas i$
formulés 2(A), istatius | ja vietoj kiekvieno jeinan¢io i Sia formule elementaraus
teiginio A formule 9. Pavyzdziui: S [A—>(B—A)|=R—>B—-R); SA[(A>B->
—C))—>((A—>B)—>(A—C))][=(A—>(B—>A))—>((A>B)—>(A—A)); Si‘{; [A—>(B—A)]=

=R—>(A—->N).
Formulés iSvedamumg Zymésime Zenklu ,,-“. Pavyzdziui, ta fakta, jog i
formuliy A—B ir B—>C iSvedama formul¢ A—C, Zymésime (A—>B)A(B—>C) FA—C.
Prisimindami i 1.16.1.2. skyrelio, jog §i iSvada néra pati stipriausia, galima
uzrasyti ir tokia — stipresng — formule: (A—B)A(B—>C)-H(AvB)—>C(A—B).

Biidus, kuriuo ¢ia naudojamés, netiesiogiai apibrézdami ivedamus loginiy operacijy Zyméjimus, ,,A%,
13

»V, >, " bel palias tas operacijas, yra dar vienas implicitinio apibrézimo, apie kurj buvo rasyta
1.5.5. skyrelyje pavyzdys. Rekomenduociau skaitytojui dar karta paskaityti ta skyrel;.
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Kadangi aksiomos yra pirminés prielaidos, kurios i§ niekur neisSvedamos (kitaip
tariant, iSvedamos ,,i§ niekur®, t. y. i$ tusCios aibés prielaidy), tai aksiomose Zenklelis
,»F“ raSomas aksiomai i§ kairés, paliekant kairigja formulés puse (i kair¢ nuo Zenklelio
»F, kur turéty biiti raSomos formulés, 1§ kuriy iSvedamos naujos formulés) tuscia.
Pavyzdziui, aksioma A—(B—A) uzrasoma taip: FA—>(A—B). ISvedamas formules
(aksiomas ir teoremas) sutrumpintai zymésime gotiSka raide X (nuo vokisko ZodZio
,recht®).

Ta fakta, kad i§ formuliy A ir 8 logiSkai i$plaukia formulé €, galésime Zyméti

b

ne tik formule AUALBHE, bet ir formule

. Toks zZyméjimas kartais biina labiau

patogus nei zyméjimas AALFE, nes leidZia gana paprastai atvaizduoti ir tokj fakta,
FA, HIB
FC

Nagrinéjamoje aksiomatingje sistemoje, aprasytoje knygoje [251], yra 11 ak-
siomy. Pirmosios dvi imlicitiSkai apibrézia loging jungti ,,—, iSreikS§damos jos savy-
bes, kitgs trys — loging jungti ,,A%, dar kitos trys —,,v* ir paskutinés trys — jungti ,,—".

Stai Sios aksiomos:

AlLl. FA—>(B—>A),

AJL2. HA—>(B—->C))>((A—>B)—>(A—>0));

AILL. FAAB—>A,

A.IL2. FAAB—B,

A.IL3. F(A—>B)—>((A—>C)>(A—>BAQ));

AIIL1. FA—>AVB,

A.IIL.2. FB—>AVB,

AIIL3. F(A—>C)—>((B—>C)—>(AvB—(0));

A.IV.1. HA->B)—>(—B—>—-A),

AIV.2. FA>—A,

AIV.3. F/—A—>A.

Galima buvo i$plésti loginiy jungCiy sarasa, vedant dar viena jungti, pavyzdziui

jog 1§ formuliy 2 ir B iSvedamumo iSplaukia formulés € iSvedamumas:

13

>

Tuomet biity reikalinga ta jungti apibrézti, ivedant papildomas aksiomas
(prisiminkite 1.5.5. skyrelyje aprasSytaji ,,aksiomatini* sagvoky apibrézima):

12. H(A>B)A(B—>A)—>(A<-B),

13. HA<>B)—>(A—>B)A(B—A).

Vietoje $iy dviejy papildomy aksiomy galima biity apsiriboti ir viena aksioma
F(A—>B)A(B—>A)<>(AB), arba H(A-B)<>(A—>B)A(B—A).

Taciau mes Cia nedidinsim pagrindiniy jungciy ir aksiomy skaiciaus, o jungtimi
»<>* naudosimés kaip pagalbine jungtimi, leidZiancia sutrumpintai uzrasyti formulg
(A—>B)A(B—A). Tuomet formulg¢ (A—>B)A(B—>A)<>(A-B) laikysime to sutrumpi-
nimo ir pagalbinés jungties ,,<>* apibréZimu.

PanaSiu biudu gali biti ivestos bei apibréztos ir kitos pagalbinés jungtys.
Pavyzdziui, galima biity {vesti dar ir jungti ®:A@B<>(AA—B)v(—A A B). Taciau mes
¢ia to irgi nedarysime.

Nagrinéjamoji sistema turi dvi iSvedimo taisykles:

AA>DB
B

A—PB —isplaukia ivada — teiginys B;

1) ,modus ponens* , reiskianéia, jog i§ prielaidy — teiginiy A ir
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HA(A)
2) superpozicijos taisykle , reiskiancia, kad jstacius | iSvedama
FsPar(a)]

formule vietoj 1 ta formulg ieinancio elementaraus teiginio kokia nors formulg
(nesvarbu iSvedama ar neiSvedama), gauname formulg, kuri iSlieka iSvedama.

Svarbu paZzymeéti, jog, istatant | formule A formule ¥ vietoj elementaraus
teiginio A, bitina visoje formuléje 2[ pakeisti visus teiginius A vienodai, t. y. tomis
paciomis formulémis 8, nes tik tuomet i§ iSvedamos formulés A(A) gauta formulé
A(B) bus taip pat iSvedama, tik tuomet i§ tapaciai teisingos formulés A(A) gauta
formulé (D) butinai bus tapadiai teisinga.

Egzistuoja teiginiy skaiciavimo sistemos, kuriose néra tokios iSvedimo taisyklés
kaip ¢ia aprasSytoji superpozicijos taisyklé. Be jos apsieinama tada, kai vietoj aksiomy
vartojamos aksiomy schemos, vaizduojancios tapaciai teisingy formuliy pagrindines
(pirmines) struktiras, naudojantis kuriomis galima gauti kitas struktiras,
uztikrinancias atitinkamy formuliy tapaty teisinguma.

Kitaip tariant, aksiomy schemos yra tos pacios aksiomos, o kartu ir visos
formulés, kurios iSplaukia 1§ tu aksiomuy, panaudojus superpozicijos taisykle. Taigi,
aksiomy schemose superpozicijos taisykle lyg ir ,imontuota® ir gludi jose
neiSreikstinéje formoje. Naudojantis aksiomy schemomis, superpozicijos taisykle
naudojamasi  neiSreikStinai, todél iSreiksStinéje (eksplicitinéje) formoje
superpozicijos taisyklé tampa nebereikalinga.

Pailiustruosiu, kaip atrodo aksiomy schemos, atitinkancios miisy nagriné¢jamos
teiginiy skaiciavimo sistemos aksiomas.

AS.LL FA—(B>Y),

AS.L2. FHU-(EB-E) > (U—>B)—>(A—->E));
ASILL FUAB- U,

ASIL2. FUAB— B,

ASIL3. HA-B)> (U= C)>(A->BAEC));
ASIILL FA-SAUVE,

ASIIL2. HB—- AV,

ASJIL3. HUA->C)>((B->E)»>AVB—->E));
ASIV.1 FRA->B)=>(—=B->-A),

ASIV2 FA-—U,

A.S.IV.3. |'—|—|2[j—)2[j.

Taigi, aksiomy schemos skiriasi nuo aksiomy tik tuo, kad aksiomose vartojami
elementariis teiginiai, vietoj kuriy, naudojantis superpozicijos taisykle, gali biiti
istatytos bet kokios formulés, o aksiomy schemose — iSkart naudojamos gotisSkos
raidés, reiSkiancios bet kokias formules.

Naudojantis aksiomy schemomis, formuliy iSvedimas sutrumpgja, nes
nebereikia jstatinéti formuliy vietoj lotynisSkuy raidziy, reiSkian¢iy elementarius
teiginius, kadangi Siuo atveju iSkart naudojamés lyg ir tokio istatymo (superpozicijos)
rezultatais, taiau nejpratusiam prie formalaus formuliy iSvedimo technologijos tas
iSvedimas lyg ir pasunkéja (bent jau pradZioje, kol Zmogus pripranta prie tokios
technologijos).

Atsizvelgiant | tai, kad dauguma Sios mokymo priemonés skaitytojy susiduria su
formaliu iSvedimu pirma karta, ir jiems viskas dar labai nejprasta, buvo pasirinktas
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ilgesnis, bet paprastesnis (aiSkesnis) formuliy iSvedimo budas, prasidedantis ne nuo
aksiomy schemy, bet nuo aksiomu.

Nesunku jsitikinti, jog, jei priimtume prielaida, kad teiginiy skai¢iavimo
loginés jungtys , A%, ,,v*, ,— ir ,,—“ reiskia ta patj, ka ir mums jprastos teiginiy
algebros loginés operacijos ,A“ (konjunkcija), ,v* (disjunkcija), ,,—
(materialioji implikacija) ir ,—* (loginis neigimas), tai gautume, jog visos
aksiomos (A.L.1, A.L.2; A.IL1, A.IL2, A.IL3; A.IIL1, AJIIL2, A.IIL3; A.IV.1,
A.IV.2 ir A.IV.3) yra absoliudiai teisingos formulés, t. y. tapaciai lygios 1.

Patikrinsime, pavyzdziui, aksiomas A.L.1 ir A.IL.1 (zitr. 328-3ja ir 329-3ja
lenteles).

328. lentelé 329. lentelé
A| B| BoA | A>(B>A) A| B| AAB| AAB—> A
0] 0 1 1 0] 0 0 1
0] 1 0 1 0] 1 0 1
1|0 1 1 1|0 0 1
1] 1 1 1 1] 1 1 1
A—>(B—A)=1 AAB—>A=1

AnalogiSkai galima patikrinti ir visas kitas aksiomas ir isitikinti, jog visos jos
yra tapaciai lygios 1.

Taip pat nesunku patikrinti, kad, naudodamiesi iSvedimo taisyklémis, i$
tapaciai teisingy formuliy galime gauti tik tapaciai teisingas formules.

Pavyzdziui, jei A=1 ir A—>V=1, tai i§ materialiosios implikacijos operacijos
apibrézimo iSplaukia, jog ir ¥=1. Tai reiskia, jog, naudodamiesi ,modus ponens*
iSvedimo taisykle, i§ tapadiai teisingy formuliy A ir A—B negalime gauti
formulés, kuri nebiity tapaciai teisinga.

IS tapaciai teisingos formulés apibrézimo iSplaukia, jog tapaciai teisinga formulé
yra teisinga bet kokioms argumenty reikSméms, todél, jei 2(A) tapaciai teisinga
formulé, tai teiginio A pakeitimas formule 8 negali padaryti formulés (D)
neteisinga. O tai reiSkia, kad, naudojantis superpozicijos taisykle, i§ tapaciai
teisingy formuliy negalima gauti formuliy, kurios nebiity tapaciai teisingos.

Todé¢l galima suformuluoti bendra iSvada: miisy nagrinéjamoje aksiomatinéje
teiginiy skaiciavimo sistemoje visos iSvedamos formulés gali buti tik tapaciai
teisingomis formulémis.

Si i§vada galioja visoms teiginiy skaiiavimo sistemoms, nes visose jose
aksiomos ir iSvedimo taisyklés kaip tik taip ir parenkamos, kad biity iSvedamos tik
tapaciai teisingos formulés.

Tokios teiginiy bei predikaty skai¢iavimy sistemos, kuriose gali biiti i§vestos tik
tapacCiai teisingos formulés,vadinamos neprieStaringomis pagal savo turinj, t.y.
kontensyviai, arba substancionaliai (neformaliai, iSoriniai) neprieStaringomis.

IS ka tik gauty rezultaty iSplaukia, jog miisy nagrin¢jamoji aksiomatiné teiginiy
skaiiavimo sistema yra substancionaliai (kontensyviai, t.y. neformaliai)
nepriestaringa.

Substancionaliai (neformaliai) neprieStaringos sistemos yra kartu ir formaliai
(vidiniai) neprieStaringos sistemos, t. y. tokios sistemos, kuriose negalima iSvesti
kokia nors formule ir jos neiginj. Tai jrodyti visai nesunku, nes jei aksiomatingje
sistemoje biity galima iSvesti formulg ir jos neiginj, tai tokia sistema negaléty biti
substancionaliai neprieStaringa, kadangi formulé ir jos neiginys negali vienu ir tuo
paciu metu biiti kartu tapaciai teisingomis formulémis.
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IS to, kas jau pasakyta anksCiau, iSplaukia, jog miisy nagrinéjamoje
aksiomatinéje sistemoje taip pat negalima iSvesti formulés ir jos neiginio, nes visos

......

teisingy teiginiy leidzia gauti tik absoliuciai teisingus teiginius.

Dabar pailiustruosiu, kaip teiginiy skai¢iavime 1§ aksiomy, naudojantis
1Svedimo taisyklémis, formaliai iSvedamos teoremos.

Pavyzdys. Naudodamiesi aksiomomis ir iSvedimo taisyklémis, iSvesime
formul¢ A—>A.

1. Pritaikysime superpozicijos taisyklg A.L.2. aksiomai ir gausime +S{ [(A—>
—-(B—->C))=>((A—>B)—>(A—>0))], t. y. formulg HA—>(B—A))>((A—>B)—>(A—>A)).

2. Interpretuodami formule¢ A—(B—A) kaip 2 ir formulg (A—>B)—>(A—A)

kaip B, pasinaudodami modus ponens taisykle ir A.I.1 aksioma, i§ pirmajame jrodymo
zingsnyje gautos (iSvestos) formulés gauname formule F(A—>B)—>(A—A).

Taip padaryti galima todeél, kad i§ modus ponens taisyklés w iSplaukia

U, 27UA > B
2B

(kaip dalinis jos atvejis) Siek tiek silpnesne taisykle , kuria ir buvo

pasinaudota Siame (antrajame) i§vedimo zZingsnyje.

3. Pritaikysime superpozicijos taisykl¢ formulei H(A—>B)—(A—A), kuri buvo
gauta antrajame i$vedimo Zingsnyje. Gausime +S|'”" [(A—>B)—>(A—A)], t. y. H(A—>
—>(B—A))—>(A—A).

4. Gautai formulei, pasinaudodami A.IL.1. aksioma, pritaikysime modus ponens
taisykle:

FA->(EB > A),FQRE> (B> 2UA) > R A)
FA A '

Gauname formulg FA—A, kuria ir reikéjo iSvesti.

Ta formulg galime vadinti misy nagrinéjamos aksiomatinés teiginiy
skaiciavimo sistemos teorema. Pazymeésime ja T.1.

Teoremos T.1. FA—A iSvedimo procedira galima buvo uzraSyti Zymiai
trumpiau, iSrasant tik kiekvieno iSvedimo Zzingsnio rezultatus, palydint juos paimtu i
figiirinius skliaustelius trumpu komentaru, paaiSkinanciu, kaip ir 1§ kur tas rezultatas
buvo gautas:

1. HA—(B—A)>((A>B)>(A—>A)) {82[A12]);

2.H(A>B)—>(A—>A) {MP %} arba {MP(A.LL., (1))};

3. HAD(BoA)>(A>A) 88V 2]}

4. FA>A {MP(A.LL, (3))}.

Dabar jau galime apibrézti, ka vadina formulés (teoremos) iSvedimu teiginiy
skaiCiavime.

Formulés (teoremos) iSvedimu teiginiy skai¢iavime vadina formuliy
(eiluciy) seka, kurioje: 1) kiekviena formulé yra arba aksioma, arba anksciau
iSvesta teorema, t. y. formulé, gauta i§ aukS¢iau esanciy (anks¢iau gauty) tos sekos
formuliy bei aksiomy, naudojantis iSvedimo taisyklémis, ir kurioje 2) paskutiné sekos
formulé yra ta formulé, kurig reikéjo iSvesti.
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Kai zodis ,,iSvedimas® suprantamas kaip tam tikras procesas tuomet formulés
(teoremos) iSvedimu teiginiy skaiiavime vadina auksSCiau minétosios sekos,
tenkinancios nurodytus du reikalavimus, sudarymo procesa.

Svarbu pazymeti, kad, iSvedant formule formalioje sistemoje, leidZiama
naudotis tik tos sistemos aiskiai apibréztomis vidinémis priemonémis (aksiomomis
ir iSvedimo taisyklémis) ir neleidZiama naudotis jokiomis kitomis priemonémis bei
samprotavimais, kokie logiSkai pagrijsti tie samprotavimai beatrodyty.

Tuo formalios sistemos vidiniy teoremy iSvedimas skiriasi nuo teoremy apie
formalig sistema, vadinamy tos sistemos atzvilgiu metateoremomis, jrodymo.

[rodant metateorema apie sistema, leidziama naudotis ir priemonémis,
neapibréztomis tos sistemos viduje, taciau logiskai pagristomis platesnéje teorijoje,
vadinamoje metateorija (metasistema) nagrin¢jamos formalios sistemos (formalios
teorijos) atzvilgiu.

Pavyzdziui, TIFA—A yra formalios sistemos, vadinamos teiginiy skai¢iavimu,
teorema (vidiné teorema, iSvedama vien tik to skai¢iavimo priemonémis). O teiginys,
jog teiginiy skaiciavimas yra neformaliai neprieStaringa sistema, t.y. sistema,
kurioje gali biti iSvestos tik tapaciai teisingos formulés, yra metateorema teiginiy
skaiCiavimo atzvilgiu, nes ji jrodoma, pasitelkus loginiy operacijy interpretacijas,
nepriklausandias teiginiy skai¢iavimui. Tos operacijos ir ju interpretacijos priklauso
kitai sistemai — teiginiy algebrai, kuri yra metasistema teiginiy skaiiavimo atzvilgiu.
Tode¢l formaliyjy sistemy teorijose ir metateorijose savokos ,,teoremos iSvedimas® ir
,teoremos jrodymas‘ laikomos Siek tiek skirtingomis.

Ka formaliose teorijose vadina formuliy bei jomis iSreikSty teoremy iSvedimu,
mes jau esame apibréze: ir kaip tam tikra konstrukcija (formuliy seka), ir kaip tos
konstrukcijos sudarymo procesa.

Metateoremos apie formalia sistema ir teoremos formalioje sistemoje jrodymu
vadinsime tokia konstrukcija (ir jos sudarymo procesa), kuriy sintaksinis
taisyklingumas uZtikrina jy semantinj teisinguma.

Placiau apie metasistemas, teoremas ir metateoremas skaitytojai gali rasti Siu
eiluciy autoriaus knygeléje [53], o dar pladiau — knygoje [252]. Knyga [252] ir knygelé
[53] viena kita papildo: knygoje [252] skaitytojas susipazins su metamatematikos
teoriniais pagrindais, o knygeléje [53] ras metateoremy apie teiginiy skaiciavima
irodymus ir keliy deSimciy teiginiy skaiiavimo teoremu iSvedima. ISstudijavus
knygelg [53], taps lengviau suprantamas gana abstrakciai iSdéstytas knygos [252]
tekstas.

Cia apsiribosiu tik pirmujy keturiy labai paprasty teoremy i§vedimo iliustracija.

ISvesime teiginiy skai¢iavimo teorema T2-FAAB—>BAA:

1. HAAB—B)—>((AAB—C)—>(AAB—BAC)) {2 P[AIL3]};

2. H(AAB—C)—>(AAB—-BAC)) {MP:(A.IL.2, (1))};

3. H(AAB—A)—>(AAB—(BAA)) S2[12]}:

4. FAAB—BAA {MP: (A.IL1, (3))}.

IS teoremos T2, pritaikg superpozicijos taisykle Si’fg [T2], gauname T3+BA
AA—>AAB.

IS teoremy T2 ir T3 iSplaukia, jog operacija ,,A“, aprasytoji miisy nagriné¢jamos
sistemos aksiomomis, yra komutatyvi.

ISvesime dar viena pagalbing teiginiy skaiiavimo formulg (teorema — schema),
kuri reikalinga iSvedant kai kurias kitas teiginiy skaiCiavimo ir predikaty skai¢iavimo
formules.
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