Pateiksiu pavyzdélj, iliustruojantj Sias mintis.

Atsakydamas | studenty klausima, kodél vienos ir tos pacios funkcijos x(t) skirtingo ilgio
fragmenty spektrai gali bati skirtingi, a§ (paskaitose ir Sioje mokymo priemonéje) remiuose Furjé eiluciy
savybémis, deklaruotomis Furjé eilutés apibrézime arba logiskai iSplaukianciomis i§ jo. Viena tokiy
savybiy — savybe, kad | bet kurios funkcijos x(t) fragmento, turincio ilgi (b—a), Furjé eilutés sudétj gali
feiti tik tokios elementarios harmonikos, kuriy periodams T;, T, :ETI’ T, :éTl’ s T :éTl’
intervalo ilgis (b—a) yra sveikaskaitinis kartotinis, nes T;=b—a. Taip yra todél, kad Furjé eilutés
pagrindinés harmonikos ciklinis daznis ®, yra lygus %F_Tc:bZ_Tc’ o visy kity harmoniky cikliniai dazniai

. b-
yra op=ko,. k=1, 2, ..., t. y. sveika skaiciy karty didesniu uz o;.

Taciau, jei studentai paklausty, kodél Furjé eilutvé turi tokia, o ne kokia nors kitokia savybe, tai,
remdamasis tik matematika, galéciau atsakyti tik taip: ,,Si savybé iSplaukia i§ Furjé eilutés apibrézimo.
Jei pakeistume $ig savybe, tai gautume kitokia ,,matemating konstrukcija®, kuri jau nebiity Furjé eiluté.

Bet, prisimindamas teigini, jog gyvybingos (t. y. galinCios turéti placia taikymo
srit) ,,matematinés konstrukcijos® yra ne tik matematinés abstrakcijos, o ir tam tikros
realybés apibendrinti matematiniai modeliai, a§ lengvai ras¢iau fizikini paaiskinima,
kodél Furjé eiluté turi butent tokia, o ne kokia nors kitokia savybe.

Man pakakty tik priminti 1.9.1.4 skyrelyje nagrinéty stovinéiyjuy garso bangy
susidarymo vamzdeliuose reiskini ir tame skyrelyje pateikta 100-ji paveiksleéli,
parodanti, kad vamzdelyje, kurio abu galai uzdari, gali susidaryti tik tokios stovincios
bangos, kuriy ilgiams A vamzdelio ilgis ¢ yra sveikaskaitinis kartotinis. Sis reiskinys
lengvai paaiSkinamas, prisiminus stovinciyjy banguy susidarymo ,,mechanizma‘,
apraSyta tame paCiame 1.9.1.4 skyrelyje. O pats tas reiSkinys paaiskina daug kity
dalyku: kodél vieny saliy akustika yra gera, o kity — bloga, kodél birbynés tonai ir
okertonai priklauso ir nuo birbynés ilgio, ir nuo to, kuriose vietose padarytos angelés
bei kurios ju paliktos neuzspaustos, kodél ilgos stygos skamba vienaip, o trumpos —
kitaip ir t. t. ir t. t.

Visy tokiy reiSkiniy matematiniam aprasSymui ir matematinei analizei puikiai
tinka Furjé eilutés ir Furjé integralai, nes Furjé eilutes ir Furjé integralus galima
laikyti ty reiSkiniy matematiniais modeliais, o pacius tuos reiSkinius — Furjé
eili¢iy ir Furjé integraly fizikiniais modeliais.

Ir tokie atitikimai biidingi ne tik Furjé eilutéms ir ¢ia paminétiems reiskiniams.
Jie, pavyzdziui, yra gana daznas reiskinys, kuris pastebimas analizuojant matematikos
vaidmen] teorin¢je fizikoje bei teorinés fizikos vaidmeni matematikos raidoje.
Kvantinéje fizikoje ir reliatyvistinéje mechanikoje sunku net atskirti, kur ¢ia vien tik
fizika, o kur — vien tik matematika.

Sparc¢iai augancios kompiuterinés technikos ir informaciniy technologiju
galimybés dar labiau padidina matematinio modeliavimo ir matematiniy
eksperimenty vaidmenj paciuose jvairiausiuose moksluose. Matematika ir
matematiné sistemotyra jau artimoje ateityje taps universaliu instrumentu,
tinkanciu ir reikalingu pac¢ioms jvairiausioms Zmoniy veiklos sritims.

Apie tokio Siy moksly universalumo priezastis jau buvo kalbéta 1.6.14.
skyriuje. Cia tas pokalbis tik pratesiamas ir papildomas, nes jis labai aktualus
sistemotyros kursui. Biitina, kad $ios mintys tapty asmeniniais studenty isitikinimais.

Pateiksiu dar viena pavyzdéli, Siek tiek susijusi su vibracija, o todél ir su
spektrais, t.y. su Siame skyrelyje nagrin¢gjama tema, bei su bendrasisteminiais
désningumais, kuriuos iSreikSdama ir kuriais naudodamasi matematika tampa ne tik
loginiu Zaidimu ir proto gimnastika, bet ir mokslu apie realy pasaulj ir jo desnius.

1905 m. rusy matematikas ir aerodinamikas S. Ciaplyginas gyné moksly daktaro disertacija,

kurioje buvo nagrinéjamos duju srovés ir pateikti ju judéjimo matematinio modeliavimo bei
matematinés analizés rezultatai.
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Matematiniais metodais analizuodamas jvairias dujy sroves, S. Ciaplyginas i$nagringjo ir tokj
ju judéjimo atveji, kuriame ty judéjimy greiciai galéjo virSyti garso sklidimo dujose greiti. Kadangi
dujose garso greitis yra garso bangds, pernesancios slégio dujose pasikeitimus, atsiradusius dél bet kurio
iSorinio ar vidinio poveikio, sklidimo greitis, tai 1905 m. neimanoma buvo net isivaizduoti, kaip gali
dujose atsirasti srové, judanti greiciau uz ja sukeélusi poveiki. Todél vienas i§ disertacijos gynime
dalyvavusiy oponenty net Siek tiek papriekaiStavo disertantui, kam jis gaiSe¢s laika nagrinéjimui to, ko
buti negali.

Bet pragjus keliems desimtmeciams, profesoriui S. Ciaplyginui dar tebesant gyvam, prasidéjo
reaktyviniy virSgarsiniy skrydziy bandymai ir buvo susidurta su flaterio — savaime atsirandancios ir
greitai, kartais net katastrofiskai greitai, didéjancios léktuvo sparny ir uodegos plok$tumy vibracijos —
reiskiniu. Tuomet paaiskéjo, kad S. Ciaplygino matematiskai nagrinétas ir 1905 m. jo disertacijoje
aprasytas duju judéjimas virSgarsiniu grei¢iu — ne tik abstrakti matematiné teorija, bet ir realaus
reiskinio matematinis modelis.

Matematikos désniai — susiformavo ir formuojasi ne tuscioje vietoje, ne is§
nieko, o yra tikrovéje egzistuojanciy bei joje logiSkai galimy désningumuy
apibendrinimas, pakeltas | tokj auksta abstrakcijos lygj, kad matematiniai désniai
galioja visiems objektams ir procesams nepriklausomai nuo jy substrato,
egzistavimo srities ir prigimties. Matematika yra tokia universali todél, kad
nagrinéja ne tiek pacius objektus ir procesus, kiek santykius, egzistuojancius bei
galinius egzistuoti tarp juy ir juose, apraso juos savo kalba. Matematika yra
mokslas, priklausantis moksly ,antrajam matavimui“ ir yra gimininga
sistemotyrai. Apie tai jau irgi buvo raSyta Sios mokymo priemonés 1.6.4.14. skyrelyje,

ir ¢ia tas svarbias mintis tik dar karta pakartoju ir patvirtinu.

Tikiuosi, kad ¢ia pateiktas atsakymo | studenty klausima, kodél Furjé eilutés priklauso ne tik
nuo funkcijy, kurias jos aproksimuoja, bet ir nuo ty funkciju aproksimuojamy intervaly ilgio,
papildymas pagilino skaitytojo Zinias ne tik apie Furjé eilutes, bet ir apie matematika bei sistemotyra,
apie sisteminio mastymo specifika, kad jo pozitris i Siuos dalykus Siek tiek praturtéjo: pasidaré Siek tiek
platesnis ir gilesnis, kad skaitytojas dabar ne tik nemazai zino apie Furjé eilutes, bet ir supranta tai, ka
Zino, ir sugebés tomis ziniomis kiirybiskai naudotis.

Dabar belieka pateikti zadétuosius Furjé eiluciy sudarymo periodinéms neharmoninéms ir
neperiodinéms funkcijoms pavyzdzius, padaryti kai kurias i$vadas, iSplaukiancias i§ ty pavyzdziy
analizés ir jau bus galima pereiti prie Furjé integralo, Furjé transformacijy ir spektrinio tankio savoky
ivedimo.

Jau buvo raSyta, kad periodiniy harmoniniy ir periodiniy neharmoniniy funkcijy spektrai
skiriasi: kai funkcijy fragmenty, aproksimuojamy Furjé eilutémis, ilgiai (b—a) yra ty funkcijy periody
kartotiniai ir Furjé eilutés sutampa su aproksimuojamomis funkcijomis visoje tu funkcijy apibrézimo
srityje, harmoniniy funkciju spektrai turi baigtini nenuliniy harmoniky skai¢iy, o neharmoniniy
periodiniy funkcijy spektrai susideda i be galo didelio skaiciaus nenuliniy spektro linijy. Harmoninius
funkcijy spektrus mes jau nagrinéjome.

Sudarysime neharmoninés periodinés funkcijos

I+(t—2m~1} kai te [I(2m—1);1~2m}
2 2 2
x(t)=

I— t—2m-I ,kaite I~2m;I(2m+l) ,(m=0, £1, £2, £3,..),
2 2 2 2

vieno periodo T (o kartu ir visos tos funkcijos) Furjé eilutg.
Sios funkcijos grafikas parodytas 325 pav.
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Pasirinksime intervala (a, b), pasirinkdami taskus a ir b taip, kad a=—

—, b:I, o intervalo
2 2
(a, b) ilgis (b—a) buty lygus funkcijos x(t) periodui T.
o},

T
—+1, kai te{
Pasirinkta funkcijos x(t) fragmenta apraso lygybés: x(t)=

Nl—l NIH

I—t kai te{O,
2

Apskai¢iuosime §io fragmento Furjé eilutés koeficientus.

T T

- 0 T
a=thow=1l (g+tjdt+i(g_t]dt H[(Tm R ]

) )

1 T T2) (T2 T2\ T
=—| | ——+— |+ ——— ||=—.
2T 2 4 2 4 4

Gautas rezultatas patvirtina anksciau iSsakyta teigini, jog co yra lygus funkcijos x(t) vidurkiui
pasirinktame intervale (a, b), t.y. aukStinei stac¢iakampio, kuris, turédamas ta pati pagrinda, kaip ir
trikampis brézinyje, turéty ta patj plota, kaip ir tas trikampis.

T
5 ,ik@t 0 —ikﬂ&
Kai k=t1, +2, 3, ..., tai ckzljx(t)e T I[Iﬂjde Ty
T - T(-ik2m)| *;
2 2
i 0 0 T I
20T ﬂsz—“t 10T —ik%t T ﬂsz—“t T 7ik%t 2 T _ik2m |2
+I——tde =— —+tle +——ce +| ——tle —e T =
.2 2ikm|\ 2 T 2ikn T \2 —2ikm
) 2 2
. ) ikm —ikm
__ 1 I—O +'L(1_elkn)+ O_I _.L(eflkﬂ:_l) _ T l_e +¢€ _
2ikn 2ikn 2 ) 2ikn 2k%n? 2

(1 coskn)— 2 2[1 (-1 ]

Kal k=2m—l, m—l, 2, 3, .., tai 1-(—1)"=2, o kai k=2m, tai [1—(~1)"]=0. Todél c,,=0, o
T . 2 2 . T
€y =— . Kadangi 2m—1)"=(1-2m)", tai ¢_omn_1=C1om=Com-1=————— .
T omo1)2 e o 1)
. . . 2T
Pasinaudodami formule a,=citcy, gauname, jog ay=0, o a,,  =———,
Cm-1)"n

. . 1 .
pasinaudodami formule b, =-(c_, —c ), gauname, jog b=
i

L . . . TT S
Todél periodinés neharmoninés funkcijos x(t) intervalo [—5,—j Furjé eiluté yra

ik ikzll T T © 1(2m—1)2£t —i[Zm—l[%jjt
f(t)=co+ ceT+ ce T =—+— T t+e )=
’ Z : a; 4 nzmz 2m-— 1)
| 2@ cos(anrr;_ltj TT
=T|— —22 . Kadangi (b—a)=T, tai f(t)=x(t) ne tik intervale [—— —j bet ir visoms
4 &= (2m-1)? 22

argumento te (—oo,+o0) reik§méms.

Galima paaiskinti, kodél Sios neharmoninés periodinés funkcijos Furjé eiluté turi be galo daug
nenuliniy kooficienty, o tos funkcijos spektras — be galo daug nenuliniy spektro linijy. Juk suma
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[ 2m-1 j

» COs| 27 t

2T T C o . S . . T
—22—2 turi tiksliai atvaizduoti lauztés x(t) nuokrypius nuo vidurkio — kiekviename
T m=l (2m_1) 4

taske t, o tai, sumuojant kosinusoides, galima padaryti tik turint be galo daug kosinusoidziy, tarp kuriy
yra be galo daug kosinusoidziy, turin€iy be galo mazas amplitudes ir be galo mazus periodus. Dar
daugiau kosinusoidziy prireikty, jei intervalo (a, b) ilgis (b—a) nebiity funkcijos x(t) periodo kartotinis.

Skaitytojui rekomenduociau patikrinti, ar pasikeisty Furjé eiluté ir funkcijos x(t) spektras tuo
atveju, jei intervalo (a,b) ilgi b—a=T padvigubintuméme ir padarytuméme lygy 2T. Juk tuomet

o NI .. 2n . .o . .. . .
pagrindinis Furjé eilutés daznis o, :E turéty tapti dvigubai mazesnis ir ,atstumai® tarp galimy
gretimy spektro linijy dazniy oy ir @, turéty dvigubai sumazéti, nes tuomet @y it OO =
:(k+1)0)1*k0)1:(x)1:2—n=&=£,

b-a 2T T
paaiskinti gauta rezultata ir tokiu biidu patikrinty save, ar tikrai pakankamai gerai suprato nagrinéjama
tema ir sugeba net be skaiciavimy teisingai prognozuoti matematiniy eksperimenty rezultatus.

O a$ Cia, pasinaudodamas ka tik atlikto matematinio eksperimento rezultatais, parodZiusiais,
kaip atrodo periodinio neharmoninio proceso spektras, paaiskinsiu viena idomy reiSkinj, su kuriuo
kartais susiduriame ne tik akustikoje bei radiotechnikoje, bet ir ekonomikoje.

Akustikoje sudétingu garsy sudéties nustatymui daznai naudojamasi akustiniais rezonatoriais,
t. y. skirtingy tariy indais, pagamintais i§ plono kvarcinio stiklo ir turin¢iais tam tikrus nuosavy virpesiu
daznius. Kai akustinj rezonatoriy pasiekia garso bangos, turincios toki pat daznj, tas rezonatorius pats
pradeda virpéti ir ,,isisiibavgs™ gali palaikyti ir sustiprinti ateinantj ir rezonatoriy veikiantj to daznio
garsa, panasiai, kaip smuiko korpusas rezonuodamas sustiprina smuiko styguy virpesiy sukeliamus
garsus. Stebédami, kurie rezonatoriai pradeda rezonuoti veikiami sudétingo garso, mes galime atlikti to
garso spektring analize ir nustatyti, i§ kokiy harmoniky susideda Sis garsas. Vaizdziai tariant, didelis
ivairiy rezonatoriy rinkinys gali atlikti vaidmeni, panasy i ta vaidmenij, kurj atlieckame mes, matematiskai
sudarydami Furjé eilutes.

Tarkime, jog mes turime akustini rezonatoriy, kurio nuosavy virpesiy ciklinis daznis yra .
Galima jsitikinti, jog jis rezonuoja | stygos harmoninius virpesius, turinCius ciklini daznj, lygy ar
apytiksliai lygu cikliniam dazniui ® ir nerezonuoja | kity stygy harmoninius svyravimus, turincius

. " . PRV () B O I
ciklinius daznius, nesutampancius su dazniu o, pavyzdziui, daznius 232 irt. t.

0 ne ZTTE kaip dabar. Baty naudinga, kad skaitytojas pabandyty

Taciau, kai §i rezonatoriy pasiekia garso bangos, sukeltos neharmoninio periodinio proceso,
kurio periodas yra du, tris ar keturis kartus didesnis uz rezonatoriaus nuosavy svyravimy perioda, tai
rezonatorius, ty bangy veikiamas, pradeda rezonuoti ir mes iSgirstame i$ rezonatoriaus sklindantj garsa,
kurio daznis yra lygus rezonatoriaus nuosavy svyravimui dazniui.

Si reiskinj, kuris i§ pirmo Zvilgsnio atrodo keistokai, paaiskina misy Siame skyrelyje atlikty
matematiniy eksperimenty rezultatai.

Ju metu mes isitikinome, jog harmoniniy svyravimy spektrus sudaro tik patys tie svyravimai.
Kitaip tariant, harmoniniai svyravimai ,,svyravimy pasaulyje® yra cheminiy elementy analogas cheminiy
junginiy pasaulyje: jie gali jeiti | sudétingy svyravimy sudéti, bet patys i kitus svyravimus jau
nebesiskaido.

Rezonatorius susidiirgs su harmoniniais virpesiais, kuriy dazniai nesutampa su jo nuosavy
svyravimy daZzniais gali pradéti virpéti priverstinais svyravimais, bet tie svyravimai nestiprés ir, jei
nebus pakankamy iSoriniy jégy, tuoj pat uzges. Rezonatorius ,,neisisitibuos* ir rezonanso nebus.

Visai kitaip paveiks rezonatoriy periodiniai neharmoniniai svyravimai, kuriy periodas yra
sveika skaiciy karty didesnis uz rezonatoriaus nuosavy svyravimy perioda. Juk, kaip jau esame nustate
matematinio eksperimento metu, neharmoniniy periodiniy svyravimy spektra sudaro ne tik pagrindinio
daznio ®; harmonika, bet ir harmonikos turin¢ios 2, 3, 4 ir t.t. kartus didesnius ciklinius daZnius
o=ko,. Tarp ty harmoniky gali atsirasti (ir atsiranda, kai neharmoniniy svyravimy periodas yra sveikg
skaiciy karty ilgesnis uz rezonatoriaus nuosavy svyravimy perioda) tokia harmonika, kurios daznis yra
lygus rezonatoriaus nuosavy svyravimy dazniui. Ta harmonika ir ,,jsitibuoja“ rezonatoriaus nuosavus
svyravimus, sukeldama rezonansa.

Su panasiu reiskiniu mes galima susidurti ir radiotechnikoje, kai ieskodami tolimos silpnos
radijo stoties trumpyjy radijo bangy diapazone, kartu su tos stoties signalais kartais iSgirstame ir kitg
radijo stotj, kurios bafigos yra kelis kartus ilgesnés uz musy ieSkomos radijo stoties bangy ilgj.

Rezonanso reiskinius galime stebéti ne tik technikoje bei gamtoje, bet ir ekonomikoje bei
demografijoje. Todél spektry teorija ir spektrinés analizés metodus galime laikyti
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bendrasisteminiu sudétingy reiSkiniy analizés instrumentu, kuriuo naudotis privaléty mokéti ne
tik fizikai bei chemikai, bet ir visi studijuojantys matemating sistemotyra.

Mastydami sistemiskai ir visur ieSkodami bendrasisteminiy désningumy ir analogijy, mes net ir
labai tolimose nuo matematikos ir fizikos srityse rasime reiskiniy, primenanciy Cia ka tik iSnagrinéta (ir
pradzioje pasirodziusj net keistoku) akustinio rezonatoriaus ,,elgesi.

Psichologai, pavyzdziui, jau seniai pastebéjo, o propagandos ir reklamos specialistai taip pat
gerai zino, jog tiesmukiska propaganda ir reklama gali reik§Smingai paveikti palyginti nedidel¢ Zmoniy
dali, rasdama atgarsj ju protuose ir veiksmuose, ir todél, norint, kad propaganda ar reklama paveikty
didesnj zmoniy skaiCiy, reikia ta propaganda bei reklama daryti Zymiai ,,platesnémis®, net savotiskai
,,uzmaskuotomis.

Patyre auklétojai zino, kad vien tik nuogu ir sausu moralizavimu ne tik nepasieksi norimo
efekto, bet gali net pabloginti aukléjamojo elgesj: priverstiniai iSoriniai poveikiai gali i§Saukti ,,imtuve*
rezonansa tik tada, kai ,,imtuvas‘ tuose iSoriniuose poveikiuose suranda ,,harmonikas®, kuriy ,,dazniai‘
sutampa su ,,imtuvo* nuosavais ,,dazniais“. O juk ir pastarieji neatsiranda ,,tus¢ioje vietoje*.

Kad zmogus iSgirsty tai, kas jam sakoma, nepakanka to, kad tame, kas sakoma, buty ka iSgirsti.
Reikia dar ir to, jog tai biity pasakyta taip, kad pas zmogy atsirastu noras klausyti, girdéti ir suprasti, o
supratus — veikti.

I8siaisking periodiniy funkcijy Furjé eilu¢iy ypatumus, pereisime prie neperiodiniy funkcijy,
sudarydami funkcijos x(t)=¢ " fragmento Furjé eilute.

Si funkcija yra lyging, nes x(-t)=x(t).Atsizvelgdamas { §ia $ios funkcijos savybe, pasirinksiu
intervala (—a,+a), simetriska tasko t=0 atzvilgiu. Tuomet Furjé eilutés koeficientai c, bus realtis skaiciai
ir galios lygybeé c_y=cy.

e, kait<0,

e . a . .
Apskaiciuosiu koeficiento ¢ =20 reikime, pasinaudodamas tuo, kad x(t)= ]
2 et kait>0.

0

1§ 1 T 1 _ _ 1 -
Gauname, jog c=— [ x(t)dt=—1| |e'dt+|e'dt |=—|(1-e?)=(e* =1)|== |1-e7?].
Jgoza_ja() za[ { e -n]=2 (=)
. . TR = S
Kai k=1, £2, £3, ..., tai ck=2— Iee 2adt+|e’'e 2dt|=
a
-a 0

_1 L(l_e_(f_q(_a)” a (e_[ﬂ%“ja_l) :%{ 1 (l_eikn—a)_L(e—ikn—a_1):|:

2a| —ikn+a —ikmt—a a—ikm a+ikmn

1kn 1k1r)

:2 . +1k2n2 [(a-kikn)(l—eik“e"al )—(a—ikn)(efi m )] m [2a—ae ‘(e

+ikne (e M)]= 2a—2ae “coskn+2kme “sinkn]=————[1-e*(-1)"].
( : 2la? +k’n? [ ] a2+k2n2 (- 1))

Naudojantis $ia formule, éi karta buvo galima apskaiiuoti ir koeficiento ¢, reik§me, nes kai

k=0, tai ——— [1¢*(-1) ]——(l—e’d) ¢y, todél formule c,=

a’+0-n°

visoms indekso k=0, £1, £2, £3, ... reikSméms.
Gavome, jog funkcijos x(t)=¢ " fragmento (—a,+a) Furjé eiluté yra

f(t)= ZCkel 2 :az +k2 |- S

a _a k . . .
1—e (-1 alima taikyti
SR [I—e"(-1)71 g y

Kadangi S$iuo atveju ci=cy, tai b=0, 0 a=cytc =2¢c,= [l—e’a(—l)k]. Todél

a

a’+k*n?

trigonometrinéje formoje §i Furjé eiluté atrodo taip:

f(t)——+2ak cosk St =— (1 e” )+2aZ:W
a +

Neperlodlmq funkcijy fragmenty Furjé eilutés, turédamos be galo daug
nenuliniy démeny, Siuo atzvilgiu yra panaSios i periodiniy neharmoniniy funkcijy
Furjé eilutes.

[l—e_a (-D¥ ]coskgt .
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Taciau periodiniy ir neperiodiniy funkcijy Furjé eilutés turi ir esminj skirtuma:
periodinés funkcijos x(t) atveju visada galima rasti tokj jos argumento t kitimo
intervalg, kurio Furjé eiluté buty sukaupusi visa informacija, reikalinga tos
periodinés funkcijos x(t) bei jos iSvestiniy reikSmiy nustatymui kiekviename jos
apibréZimo srities taske, t. y. visada galima rasti tokj intervala a<t<b, kuriame Furje
eiluté f(t), sutapdama su funkcija x(t), bus tokia, jog lygybé f(t)=x(t) galios ne tik tame
intervale, bet ir kiekviename taske t uz to intervalo riby ir tod¢l funkeija f(t) bus
galima vadinti ne tik funkcijos x(t) fragmento (a, b), bet ir tiesiog funkcijos x(t)
Furjé eilute; tuo tarpu neperiodinés funkcijos x(t) atveju tokio baigtinio intervalo
rasti nejmanoma, nes, norint turéti visa informacija apie neperioding funkcija x(t)
kiekviename taSke, reikéty turéti funkcijos x(t) Furjé eilute visam intervalui (—o0,+), 0
toks intervalas jau nebebiity baigtinis.

Panagrinésime, kaip keisis neperiodinés funkcijos x(t)=e " fragmento (-a,+a)
Furje eilute f(t) ir to fragmento spektras, kai, didéjant a, intervalas (—a,+a) artés prie
intervalo (—o0,+0).

Kai a artés prie +oo, tai Furjé eilutés f(t) pagrindinis ciklinis daZnis o, :2—

a
artes prie 0. Kartu artés prie 0 ir ,atstumai“ Aw tarp gretimy spektro linijy, nes
Ao=oy1—o=(k+1)w;—ko 1=(01=E .

a

Ribiniu atveju atskiros diskretaus spektro linijos, artédamos viena prie
kitos, turéty susilieti, nes atstumai tarp juy tapty lygis 0. Tapty lygas 0 ir spektro
linijas vaizduojandiy atkarpy dydZziai |ck, nes, esant bet kuriai numerio k

T

reik§mei limc, =lim———— [1 e ] th l—-e @ (—1)k =

a—w a0 g +k2 2 ®,—0 P 2 )
— | +k'n
@,

- 111117—”)12 1Ly =0,
o =077 1+k (,01 UTI

Funkcijos x(t)e fragmenty (—a,*a) diskretus spektras, kai intervalas (—a,+a),
didéjant a, tapty intervalu (—oo, +0), virsty tolydZiu spektru.

Toki spektra vaizduoti atskiromis atkarpomis, turinCiomis ilgius |ckl,
atitinkancius diskrety spektra sudaranciy elementariy harmoniky amplitudes, biity jau
nebeimanoma del dviejy priezasCiy: 1) atstumai tarp spektro linijy tapty lygts 0 ir
spektro linijjos susiliety; 2) spektro liniju ilgiai |ck| taptu lygis 0 ir nieko
nebevaizduoty.

Vadinasi, toks funkcijos f(t), kuri tuomet visuose taskuose t € (-c0, +o0) tapty
lygi x (t), spektro vaizdavimo biuidas tapty nebetinkamas. Reikéty ieskoti kokio nors
kito tok@uc funkcijy ir juy spektry vaizdavimo biido.

Si situacija yra analogiska situacijai, su kuria susiduriama tikimybiy teorijoje, kai pereinama
nuo diskreciy tikimybiniy skirstiniy apraSymo ir grafinio vaizdavimo prie tolydziy tikimybiniy skirstiniy
aprasSymo ir grafinio vaizdavimo.

Kai atsitiktinio dydzio X skirstinys yra diskretus, tai tikimybes P{X=x;}, reiskiancias
tikimybes, kad atsitiktinis dydis X jgis reikSmg x;, galima vaizduoti vertikaliomis atkarpomis,
iSdéstytomis abscisiy aSies x taskuose x=x; ir turin¢iomis ilgius P{X=x;}. Tokiy atkarpy skaiCius gali

biti baigtinis, kaip, pavyzdZiui, vaizduojant binominj skirstinj P{X = E, p} =Clp™(1-p)"™™ (zidr. 326
n
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pav., kuriame pavaizduotos binominio skirstinio tikimybés, kai n=10; m=0, 1, 2, ..., n; p=0,5), bet gali
biti ir begalinis, kaip, pavyzdziui, vaizduojant geometrinio P{X=m, p}=(1-p)™'p, m=1, 2, 3, ... ar
7\‘](

Puasono P{X=k,\}= Fe_}‘ skirstiniy tikimybes.
1024

210 210
1024 1024

120 120

45 1024 1024

1024 45
10 1024 10
1 1024 1024 _1
1024 1024
! ! m

326 pav.

Kai tikimybinis skirstinys yra tolydus, kaip, pavyzdziui, normalusis ar eksponentinis skirstiniai,
tai skirstinio tikimybiy vaizdavimo biidas atkarpomis jau nebetinka, nes: 1) nebelieka tarpy tarp atkarpy,
kadangi atsitiktinis dydis X gali igyti bet kurias (racionalias ir iracionalias) reikSmes x, 2) ,taskinés*
tikimybés P{X=x} tampa lygios 0 ir galima apskaiCiuoti tik ,intervalines* tikimybes P {x;<X<x,},
P{x;<X<x,}, P{X<x}.

Todél tikimybiy teorijoje isivedama speciali ,taSkiné” tolydaus tikimybinio skirstinio

—AX<X<
charakteristika lim P{X Ax EAX SXF AX} =f(x), vadinama tikimybinio skirstinio tankiu taske x.
Ax—0 X

Tikimybinio tankio integralas If (z)dz=F(x) vadinamas integraline tikimybinio skirstinio
funkcija. Ji, budama lygi tikimybei P{X<x}, iSreiskia tos tikimybés priklausomybe nuo intervalo
(-0, x) ilgio, kurj charakterizuoja kintamasis x.

Integralinés funkcijos F(x) iSvestiné dl;(x) yra lygi tikimybiniam tankiui, nes _dl;(x) =
x X
d X X 6 dx d(—OO)
=— [ f(@)dz= || =f(2) dz+f(x)=—F(-0) = =0+f(x)-0=f(x).
dX_'[O @z _'[0(674 (Z))dz (X)dx (=) dx ) o0

Panasiai elgiamasi ir pereinant nuo diskre¢iy spektry apraSymo ir vaizdavimo
prie tolydziy spektry aprasymo ir vaizdavimo.

Kai, did¢jant a, baigtinis intervalas (—a,+a) pereina i intervala (—oo,+0), tai
Furjé eilutés elementariy harmoniky diskreciai kintantis ciklinis daZnis o, galintis

ety T we s ps e e
turéti reikSmes o=kw;=k— (k=0, +1, £2, £3, ...) tampa tolydziai kintanciu intervale
a
(—oo<mw<+w0) cikliniu daZniu ®, nes diskretaus daznio reikSmiy pokytis Aw=wg:1—

(x)kz(kﬂ)m]—ko)l:o)l:E , neribotai didéjant a, tampa lygus 0.
a

Pasinaudodami lygybe Aco:E, iSreikSime a per Aw. Gausime, jog a:Ai, ir
a ®

LT
ik—t
a

+o0 ) +o0
pazilirésime,  kuo  tampa  Furjé  eiluté f(H)= D™ =>ce * =
k=00 k=—0

e O -ik %t ikt
= Z [2—jx(t)e a dt]e @ kai Ao=0;—0 ir diskretus kintamasis o=o=kon;=k*
a’, a

k=—ow

tampa tolydziu kintamuoju o €(—o0, +o0).
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. . a.. LA : o
Pakeite o)k:k(m:kE 1 o ir daugikli 7 1 2—(D, gauname, jog Furjé eiluté tampa
a a T

. . 1 & ; h i ) . .
integraline suma f(t):z— > AwelkA“‘(jx(t)e_lwtdt], kuri, kai a0 ir Ao=2—0,
T k=—0 Ca a

arté¢ja  prie  ribos limL > e A Ix(t)e_mdt _ 1 I e doo fa(t)e’i‘”tdt ,
Aau?—t;oo 2n k=-o00 ey 2m e %

vadinamos Furjé integralu.

+o0 (400 +o0 +o0
Furjé integralo —— J' [ jx(t)e‘i“"dt]ei“‘dw: J' [i Ix(t)e_iwtdtjeimtdw sudétyje esantj
2n . 2n

—00 \ —00 — —0

. 17 4 : . v v e

integrala Y fx(t)e ‘“'dt, kurio reik§mé priklauso nuo tolydziai kintancio ciklinio
Tl:—oo

daznio ® funkcija, F(®), vadina funkcijos x(t) Furjé transformacija arba tiesiog —

Furjé transformacija.

+00

Kadangi F(w):?‘ifx(t)e"i"“dt yra riba, prie kurios art¢ja santykis
Tc—oo

21 [x(tye #'dt L
—1k—t

S 225 :—jx(t)e a dt, kai a artéja prie begalybés ir todél Aco:o)l:E

o, T 2n a

— —a

artéja prie 0, o diskretus dydis (ok:kg tampa tolydziu dydziu o, tai funkcijos x(t)
Furjé transformacija vaizduoja ta ribg prie kurios artéja funkcijos x(t) spektro
linijy ilgiy |cx| santykis su tarpy tarp ty linijy dydZiu Am=m;, kai intervalas (—a,*a)
artéja prie intervalo (—oo, +), 0 Am:wlzg artéja prie 0.

Natiiralu, kad funkcija F(w)= iTx(t)e‘i“’tdt buvo pavadinta spektrinio tankio
funkcija arba tiesiog — spektriniu tanki::

Isivedus zymenj F(w), Furjé integrala f(t)= f(zL fx(t)e‘imtdtjei‘”tdm galima
—0 T %

uzradyti trumpiau: f(t)= _[F(o))ei“’t do.

Kadangi intervalui (—a; +a) tapus intervalu (—oo;+o0) ir Furjé eilutei tapus Furje

integralu, funkcija f(t) tampa lygi funkcijai x(t), tai i§ lygybés f(t)= I F(o)e'do

—00

gauname lygybe x(t)= IF(w)ei‘”‘dco.

Si lygybé vadinama atvirkstine Furjé transformacija.
Apibendrindami gautus rezultatus, galime suformuluoti tokj teigini: tiesioginé
Furjé transformacija leidZia rasti absoliuciai integruojamos funkcijos x(t)

spektrinj tankj F(o)= Jx(t)e‘iwtdt, o atvirkS§tiné Furjé transformacija
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+00
x(t)= I F(o)e'do leidZia, Zinant funkcijos x(t) spektrinj tankj F(w), rasti pacia
funkcija x(t).
Rasime miisy nagrinétos funkcijos x(t)=e " spektrini tanki F(w) ir patikrinsime, ar tikrai
spektrinis tankis F(w) yra santykio Sk S S8 g fim K2
O O x a—o T

1 +00 ) 1 0 ) +00 _
F(o)=— | x(t)e™dt=—T | e'-e7dt+ |e " -edt]=
(©) Zn_j ® 2n[_jw | ]

1
1(0—1)}—

Tt(1+(u2).

(1-0)+—

B 1
27: —i0+1

Nesunku jsitikinti, jog ir $iuo konkreciu atveju galioja lygybe lim Sk - F(w). [rodysime tai.
. —0 i

[1- e‘”‘( D 1.

v . a _ k
Jau anks¢iau mes buvome radg, jog ¢, =————[1-e (1) ]——
P n(l+k’0?)

g

o _

Todél lim C——hm;[l—eia(—l)k]: , nes lime ™ =0, o kai Aw=0,

000, o-0(l+kim?) 1+ o) 00
artéja prie 0, tai diskretus kintamasis w=kw,. k=0, £1, £2, ... vis labiau artéja prie tolydaus kintamojo ir,
kai ®; tampa 1ygus 0, kintamasis o tampa tolydziu kintamuoju o, kintan¢iu nuo — oo iki +oo. Kaip

matome, lim <k =F(w) .

;=0 ;

Spektrinio tankio F(w) savoka ir jo apskai¢iavimo formulg galima taikyti ne tik
tolydiems, bet ir diskretiems procesy x(t) spektrams.

. _ . .. S . . 2n -
Rasime miisy jau nagrinétos periodinés harmoninés funkcijos x(t)= cosTt =cosot , turin¢ios

baigtini spektra, susidedant; i§ dviejy spektriniy linijy, spektrini tanki F(o):

+o0 +o0 +00 2n
F((0)=L J‘x(‘[)e_imtdt:L I cosﬁt-e_i‘“tdtzL I e i )tdt+—j Oy )tdt
2n 2n T 4
—00 —00 —00
Gauty netiesioginiy  integraly reikSmiy  apskaiCiavimui pasmaudosime formule
+o0
Ie"l“’tdt =2n18(w) , kurios i§vedima skaitytojas gali rasti matematikos vadovéliuose. Cia a$ tos formulés
—00
neiSvedinésiu, o apsiribosiu tik tos svarbios mums formulés iSvedimo idéjos, pasiskolintos i§ knygos
[187], paaiskinimu. Biity gerai, jei skaitytojas rasty noro ir laiko susipazinti su §iuo nestandartiskai
parasytu taikomosios matematikos vadovéliu, kuriame jis rasty nemazai naudingy Ziniy ir jdomiy
samprotavimuy.

+oo N N
Kadangi I e dt= lim |e'dt, tai, pazyméje integrala I e 'dt  zymeniu In(w),
Now
—o0 -N -N

panagrinésime, kaip keiciasi §i argumento o funkcija, kai integralo su réziais (-N; N) reik§mé, didéjant
N, artéja prie integralo su réziais (—oo;+o0) reikSmés.
1 < - 2
Iy(0)=—-~("N —e“”N)——sm No . Kadangi hm——l tai In(0)=2N. Funkcija In(®) yra
—10 x—=0 X
lyginé, nes In(—m)=In(®), todél pakanka iSnagrinéti ta funkcijg intervale (0<w<+oo).

Taskuose co:%, k=1, 2, 3, ... funkcija sinN® yra lygi 0, todél tuose taskuose ir funkcija In(®)

lygi 0.
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, k=0, 1, 2, ..., funkcija sinNw yra lygi 1. Todél tuose taskuose

4k +1
Taskuose w:(z;)n

4N

T (dk+Dn

(4k+3)n
2

2
integralas In(o) yra lygus —

Taskuose o= funkcija sinNw yra lygi (—1). Tod¢l tuose taskuose integralas In(®) yra

2 4N
lygus | — |=——
o (4k +3)n
Esant pastoviai N reik§mei, funkcijos In(®) svyravimy amplitudé 2 , didéjant o, hiperboliskai
®

mazéja.
Funkcijos In(o) grafikg vaizduoja 327 pav. Tai — mazéjancios amplitudés ,,bangeliy paketas®.

/\IN((D)

327 pav.

Didéjant N, atstumai tarp ,,bangeliy*“ mazéja, artédami prie 0, plonéja ir centrinis pikas, o jo
aukstis, budamas lygus 2N intensyviai didéja.
Jau minétoje knygoje [187] irodoma, kad lim In(o) =27d(w). Daugiklis 27 pries delta funkcija

smNo) —2J NsmNco

O(w) atsiranda todé¢l, kad integralas IIN (w)do= 2] ZJ‘wdu 27w, 0

integralas IS(m)d(o , kaip tai iSplaukia i§ funkcijos 6(w) apibrézimo, turi buti lygus 1.
Knygoje [187] skaitytojas ras iStisa skyrelj, skirta delta funkcijai, jos savybéms ir jos
400 . +00
taikymams, ¢ia panaudotos formulés I MXix =7 bei formulés J.e’xzdm:\/; iSvedima ir daug kity
X

naudingy dalykuy.

+00

. i . . . 2 .

Dabar, turédami formule Je !4t = 218(w) , galima pratesti funkcijos x(t)= CosTnt spektrinio

. . 1] i o2t .
tankio F(w) apskaiCiavima. [statydami | formulg F(a)):4— Je T dt+je T dt| vietoj
T

C S 2n, . 2 . " 2
netiesioginiy integraly ju reikSmes 2n8(m—?n) ir 2n8(m+?n), gauname, jog funkcijos x(t)= cos?nt
1 2n, 1 2n
spektrinis tankis —8(w——)+—=0(o+—) .
p FdO="D)+38(0+—0)

Tai reiskia, jog visuose funkcijos F(®) apibrézimo taSkuose we(—o0,+00), iSskyrus taskus

. 2n . . . .. <
Oo=— ir o)z—?, spektrinis tankis F(w) yra lygus 0, o minétuose dviejuose taskuose
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2 . 2n .. . . . 1 . .
:?n ir m:—?n jis yra vaizduojamas impulsais 56(0), gaunamais istacius { formulg

F(m)zlﬁ(m—z—n)JrlS(coJrz—n) ciklinio daznio ® reikSmes cozz—n ir co:—z—n.
2 T 2 T T T
Spektrinio tankio F(w) integralai visuose intervaluose, i kuriuos nepatenka né vienas i§ tasky
2n . 2n . _ . 2n . 2n T . _
(x)=? ir o):—? , taip pat yra lygts 0, o taSky (x)=? ir o):—T aplinkoje tie integralai yra lygiis

.2n .2n
. 2n R I = U e . o
funkcijos x(t)= cos?t Furjé eilutés Ee T +Ee T koeficienty reikSméms. Tuo nesunku isitikinti,

2n 2n 2n
“—+e “+e “—+e

T T T

apskaiciavus integralus J F(o)do = I F(o)do= 1 I [8((0 —E) +3(m _2_75)}10) =
2n 2 2n T T
T—s Tfa Tfa

2n 2n 2n
—+e —3 ——¢

1 1T 1 1 T 1 T =
=—(1+0)=—; F(w)do=—(0+1)=—; F(ow)do=—(0+0)=0; F(w)dw=0; F(w)dw=0.
o )22£() o )2_[0() S(0+0) 2{() znj()
—T—a 7?“: ?‘FZ

+o0 +o0
. s . .. i 1 2 2 ;
Atlike atvirk$ting Furjé transformacija IF(m)elmtdm:E f {S(w—?n)+6(co+?n)}emd(o:
.2m .2m +00
i—t —i—t 21 . iot . .. .
=E(e T 4e T ):cos?t , gauname, jog IF(co)e do=x(t), ka ir turégjome gauti.

+o0

IS jau iSnagrinéty dvieju spektrinio tankio F(m):zL I x(t)e_mdt
Tc—oo

apskai¢iavimo pavyzdziy galima padaryti iSvada: kai funkcijos x(t) spektras yra
tolydus, tai tos funkcijos spektrinis tankis F(w) yra tolydi ciklinio daZnio funkcija,
o kai funkcijos x(t) spektras yra diskretus, tai funkcijos spektrinis tankis yra
delta funkcijy suma. Ta suma turi baigtinj démeny skaiciy, kai funkcijos x(t)
spektras turi baigtinj nenuliniy spektro linijy skaiciy (t. y., kai funkcija x(t) yra
harmoniné funkcija ar harmoniniy funkcijy algebriné suma, turinti baigtini démeny
skaiCiy), ir begalinj démeny skaiiy, kai funkcijos x(t) spektras turi begalinj
skaiciy nenuliniy spektro linijy (t. y., kai funkcija x(t) yra periodiné neharmoniné
funkcija).

Rekomenduocdiau skaitytojui surasti miisy jau nagrinétos periodinés neharmoninés funkcijos

T T T T
—+(t——2m), te| —(2m-1);—2m |,
( 3 ) [2( ) 3

x(t)= spektrini tanki F(w). Tai padéty skaitytojui priprasti prie

2

spektrinio tankio apskai¢iavimo specifikos, kai funkciju spektrai gali biiti tolydis, diskretiis bei misras,
ir jsitikinti, kad spektrinis tankis ir Furjé transformacijos — gana universali tolydZiy ir diskreciy
funkcijy matematinio aprasymo ir ju ,.elgesio“ matematinés analizés priemoné.

Siame mokymo priemonés skyrelyje a$ gana detaliai aptarinéjau funkcijy ir procesu spektro ir
spektrinio tankio savokas bei nagrinéjau nemazai pavyzdziy, iliustruojanciy tas savokas bei spektry
charakteristiky apskai¢iavimo algoritmus, ir tai dariau dél dviejy priezasciy.

Pirmoji prieZastis jau buvo paminéta anksCiau: nemaza dalis studenty Sias sgvokas
nepakankamai gerai supranta, o kai kurie — i§ viso jy nesuvokia ir todél nesugeba kiirybiskai naudotis
praktikoje nei tomis savokomis, nei tas savokas charakterizuojanciomis formulémis. Didzioji dalis
studenty geriausiu atveju sugeba tomis formulémis bei atitinkamomis kompiuterinémis programomis
naudotis tik ,receptiSkai, taCiau nesugeba jomis pasinaudoti kirybiskai, kai susiduria su
nestandartinémis situacijomis.

I—(t—I2m), te I2m;I(2m+l)
2 2 2
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Ir dél to kalti ne tik studentai, bet ir mes, déstytojai, bei tie vadovéliai, i§ kuriy studentams
tenka mokytis. Noras uzpildyti kai kurias miisy paskaity ir vadovéliy spragas — antroji padidinto
démesio Siai temai mokymo priemonéje priezastis.

Apie tai, kad, ivedant naujas sudétingas savokas, nepakanka vien tik formaliy apibrézimy
pateikimo, jau buvo kalbéta. Dabar a$ noréciau atkreipti skaitytojo démesj dar | kitus du jvairiy
vadovéliy trikumus, atsiradusius dél sistemiSkumo stokos ir sukelianCius studijuojantiesiems
bereikalingus papildomus sunkumus.

Pirmasis trikumas — nusistovéjusios Zyméjimy sistemos nebuvimas. Pavyzdziui spektrinis
tankis vienose knygose zymimas F(w), kitose — S(w), treiose — X(s), ketvirtose — dar kitaip. AS Cia
pavartojau zymeni F(w) ne tik todél, kad matematikoje funkcijos gana daznai zymimos simboliu f (f(x),
f(t), f(z) ir t. t.), o juy integralai — simboliu F, bet ir todél, kad spektrinio tankio savoka labai susipynusi su
Furjé integralo ir Furjé transformacijy savokomis. Juk Laplaso transformacijos Zyméjimui gana daznai

o0 o0
vartojamas operatorius L (L[x(t)]:J.x(t)e_Stdt ), o Hevisaido — operatorius H (H[x(t)]=p _[ x(t)e P'dt).
0 0
17 i
Todél ir integrala — Jx(t)e_m’dt, mano nuomone, reikéty zyméti F. Ir toks Zyméjimas turéty tapti
2n i
standartinis, visiems privalomas ir visy vienodai suprantamas.

Daugelyje situacijy ivairové yra pageidautinas dalykas, taciau zyméjimy sistemoje vieno ir to
paties denotato zyméjimy jvairové ne tik néra naudinga, bet sukuria papildomus nepatogumus. Dabar,
deja, zyméjimy vienodumo ir vienareikSmiskumo nuostatos dar ne visada laikomasi: skirtingose srityse
gana daznai tas pacias savokas zymi skirtingai.

Laikau tai blogybe, nors ir ne pacia didziausia, nes literatiiroje, skirtoje spektrams ir spektrinei
analizei, pasitaiko ir didesniy blogybiy, atsirandanciy dél sistemiskumo stokos. Tokios blogybés
pavyzdys — antrasis trikumas, dél kurio man, jvedant spektrinio tankio savoka ir iSvedant jo
apskaiCiavimo formulg, teko (ir dabar tenka) rasyti apie dalykus, kurie, atrodo, turéty biiti savaime
suprantami. Sio — antrojo — trikumo esmé: spektrinj tankj skirtingi autoriai kartais apibréZia
skirtingomis formulémis, kurios skiriasi ne tik savo forma ir vartojamais Zyméjimais, bet ir savo
esme, nes apibrézia, nors ir proporcingus, bet skirtingus denotatus, skirtingus dydZius.

Man atrodo nattiralu, kad kokios nors funkcijos x(t) spektrinis tankis biity apibréziamas for-
mule, iSplaukiancia i§ tos funkcijos spektra formuojanciy harmoniky amplitudes charakterizuojanciy
b a

. 1 .
x(t)e ktdt=— [x(t)e " dt =
! ® o Jx

e . o e i 1
Furjé eilutés koeficienty c, reik§miy apskaic¢iavimo formulés c,= b

_ik e . o e - . oy - . .
x(t)e *''dt , kuri jvairiuose matematikos vadovéliuose, a¢iti Dievui, reiskia ta patj, nors Zymenys

— |

1
T

S|

kartais biina ir skirtingi. Tai rodo, jog visi matematikai spektro savoka traktuoja vienodai. Taip ir turéty
biiti, todél ¢ia kol kas viskas tvarkoje.
Man atrodo natiiralu apibrézti spektro tanki taske m,=kw; kaip riba, prie kurios artéja

. . o oo 1
koeficiento ¢ reik§Smés ir intervalo (cok —%,cok +%j:(ool(k—%),col (k+%)j ilgio o, (k +E)_

cy ¢ T

- (k—E):co1 , reiskiancio atstuma tarp gretimu spektro linijy, santykis =2—, kai svyravimy
oY T

periodas T artéja prie begalybés, o atstumai tarp gretimy spektro linijy, biidami lygiis o, :?n , artéja

+00

. 1 i
prie 0. Ta riba lygi P f x(t)e ’dt ir jg reikéty laikyti spektrinio tankio F(w) apskai¢iavimo
m
formule. Taciau spektrinis tankis taip apibréziamas ne visuose matematikos vadovéliuose ir Zinynuose.

+00
Yra nemazai vadovéliy, kuriuose spektrinis tankis apibréziamas formule J‘x(t)e’”“’dt , 0 taip pat
—00

1
V2
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+00
vadovéliy, kuriuose spektrinis tankis apskai¢iuojamas, naudojantis formule Ix(t)e_'tmdt. Cia pateiktos
—00
trys formulés skiriasi pastoviais daugikliais, todél skaiCiavimuy rezultatai, kuriuos gauname
naudodamiesi Siomis formulémis, yra proporcingi, taciau vis délto skirtingi.

Man atrodo, kad matematikoje tokio nevienareikSmiskumo ir tokios laisvés vadinti ,,ka noriu ir
kaip noriu® neturéty biiti. Juk matematika — tai visy matematiky bendra kalba, kurig visi matematikai
turéty vartoti taip, jog kiekviena frazé visur biity suprantama vienodai. Matematika — nors ir abstraktus
mokslas, taciau turéty skirtis nuo ,,abstraktaus meno®, kuri kiekvienas individas gali interpretuoti taip,
kaip jam patinka, pavyzdZziui, laikydamas ant popieriaus lapo padéta taska arba jo nebuvima ,,genialumo
virsane®, kuri galbiit nieko nepasako, bet gali biiti jsivaizduojama kaip pasakanti labai daug.

AS suprantu ir galiu net paaiskinti, i$ kur ir kaip atsirado kitos dvi mano ¢ia pateiktos spektro
tankio ,,apibrézimo® formulés, ir, manau, jog tas paaiskinimas biityu naudingas skaitytojui, renkantis
viena i$ trijy kandidaty.

1 el T e . .. o

Furjé integralas x(t)=— j e j x(t)e”"dt |do yra dviejy Furjé transformacijy — tiesioginés

2n - -
ir atvirkstinés — kompozicija. Tos transformacijos gana panasios savo forma: abi jos — integralai, turintys
tuos pacius rézius, abiejuose yra kompleksiniai eksponentiniai daugikliai, besiskiriantys tik eksponenciy
laipsniy rodikliy Zenklais (daugiklis, turintis neigiama laipsnio rodiklj, daugina funkcija x(t), daugiklis,
turintis teigiama laipsnio rodikli, daugina funkcija F(w), kuri gaunama integruojant ka tik minétaja
pirmaja sandauga), ir jei kokiam nors matematikui — teoretikui, tarkim, visiSkai neriipi gaunamy
matematiniy formuliy interpretacijos, o ripi tik abstraktus gaunamy formuliy ,,matematinis grozis®,
pasireiskiantis simetrijos tobulumu, tai, savaime suprantama, jog jam kils idéja siekti dar didesnio
simetriSkumo, apibréziant Furjé transformacijas Siek tiek kitaip negu jos buvo apibréztos formulémis

1 +00 ) . +00 '
F(o)=— j x(He dt ir x(t)= jF(m)e“mdm.

275_0O i

Juk galima pasiekti dar tobulesng simetrija, pasidlius tiesiogine Furjé transformacija

laikyti formule F(w)=

+00 —+00
I x(t)e ™dt, o atvirkstine — formule x(t):L JF(@)eitmdm. Nuo

1

. . L . . 1T
tokio pakeitimo Furjé integralo formul¢ iSliks ta pati, nes x(t)=— IF(w)e'twdmz
V2w ©
1 +00 1 +00 1 +00 +00
_ —it® it® _ it® —it® : . FIop C e e
__\/%_J;O _\/%_'[O x(t)e”dt)e™dw 275:[:3 :[Ox(t)e dt |dw, ir tas integralas iSliks tiesioginés ir

atvirkstinés Furjé transformacijy kompozicija.

Taip apibréziant tiesioging ir atvirksting Furjé transformacijas, simetrijos tarp ty transformaciju
tikrai padaugéja, todél daugelyje matematikos vadovéliy tos transformacijos taip ir apibréziamos.

AS sutinku su tuo, jog taip apibrézti Furjé transformacijas tikrai galima, taciau nenoréciau

N
%Jx(t)e_itmdt biity vadinama funkcijos x(t)
2m =

spektriniu tankiu. Priémus cia ka tik paminétus tiesioginés ir atvirkStinés Furjé transformacijy

sutikti su tuo, kad taip apibrézta funkcija F(w)=

+00
apibrézimus ir palikus formulei J‘x(t)e’it‘”dt zyméjima F(w), funkcijos x(t) spektriniam tankiui

1
V2
+00

2—Ix(t)e_im’dt reikéty pasirinkti kitoki zZyméjima, pavyzdziui, Sy(®). Nors, Zinoma, galima ir

T

tiesioging Furjé transformacija, ir funkcijos x(t) spektrini tankj iSreiksti viena formule
17 . e . AN

F((o):z— I x(t)e"dt, paliekant atvirktinei Furjé transformacijai formule x(t)= JF(m)e'm’dco.
T

Simetrijos maziau, bet prasmés daugiau. Kas svarbiau — ar formuliy simetriSkumas, ar ju
interpretuojamumas — reikéty apsispresti ir priimti vienareikSmiska sprendima.
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+00
Pastebéjes, kad treCiojo tipo Furjé transformacijy formulés F(w)= jx(t)e_i"”dt ir
+00

X(t):2_ IF((D)eim’dm dazniausiai pasitaiko knygose tu autoriy, kurie specializavosi kompleksinio
T

kintamojo funkcijy teorijos srityje, manau, kad Sios formulés atsirado, kaip Laplaso transformacijy

+o0 G+ioo
L[f(t)]=F(s)= j f(t)e™dt ir L“[F(s)]:f(t):z— j F(s)eds analogai. Zinoma, tai tik hipotezé,

T v

—o o—iwo

taciau jokiy kity argumenty, paaiSkinanciy, i§ kur ir kodél atsirado tokios Furjé transformacijy ir
400

spektrinio tankio apibrézimo formulé F(w)= J‘x(t)e’it‘”dt , nerandu.
—00

Nemanau, kad vienos ir tos pacios savokos apibrézimas Siek tiek skirtingas reikSmes
turin¢iomis formulémis yra sveikintinas reiskinys, padedantis matematikams bei sistemotyrininkams
efektyviau dirbti ir palengvinantis studentams ju studijas. Kaip tik atvirks¢iai: nemazai studenty,
studijuodami skirtingy autoriy darbus, susidirge su ta pacia savoka isreiSkianCiomis skirtingomis
formulémis ir nezinodami ty skirtumy priezasCiy, tiesiog, susipainioja, bandydami suprasti, i§ kur, ir
kaip atsirado tie skirtumai. O jei kai kurie Zingeidesni studentai paskaito dar ir fiziky darbus, tai
susiduria su dar vienu (ir veél reiskianciu jau kita savoka) spektrinio tankio apibrézimu: fiziky darbuose

+00
spektrinis tankis gana daZnai apibréZimas kaip funkcijos F (@):L Ix(t)e_itwdt modulio
2m -
kvadratas.

Toks apibrézimas, nagrinéjant energijos pasiskirstyma atéjusio sudétingo akustinio ar
elektromagnetinio signalo spektre, turi prasme, taciau a§ manau, kad ji deréty vadinti ne spektrinio
tankio (be papildomo epiteto) apibrézimu, nes toks pavadinimas jau atiduotas kitai savokai, o energijos
pasiskirstymo spektre tankio ar bent jau energijos pasiskirstymo spektrinio tankio apibrézimu.

Pradéje skaityti ekonomisty ir demografy darbus, rastume dar daugiau spektrinio tankio
apibrézimy, Siek tiek besiskirian¢iy nuo misy Cia ka tik pateikto apibrézimo. Ir tai yra labai negerai.
Sisteminis pozitiris i moksly sistema reikalauja savokos apibrézimy ir zyméjimy suvienodinimo. Apie
tai jau buvo rasyta 1.9.1.3. skyrelyje, nagrinéjant taip vadinamaja ,,chemijos nomenklatiira”, taciau
mokslinés terminijos tikslinimo ir standartizavimo problema aktuali ne tik chemijoje, bet ir kituose
moksluose. Sios problemos aktualumas ypa¢ iSaugo paskutiniais metais, suaktyvéjus skirtingy sriciy
specialisty bendravimui bei bendradarbiavimui, ir, suprantama, netolimoje ateityje dar labiau padidés ir
paastrés. NeiSsprendus Sios problemos, neimanoma kurti efektyviai veikiancias ,kolektyvinio proto
sistemas®, o tokios sistemos, kaip bus parodyta 1.16. skyriuje, greitu laiku taps biitinu sudétingy
problemy visose srityse spendimo instrumentu.

Taciau dabar net ir mokslo Zmoniy tarpe nemazai tokiy, kurie nemato nieko bloga tame, kad
ivairiose srityse ivairtis autoriai Siek tiek skirtingai supranta ir Siek tiek skirtingai apibrézia tas pacias
savokas. Humanitariniuose moksluose tai jprastas reiskinys. ,,Kas ¢ia blogo tame, kad spektrinio tankio
formulés skiriasi pastoviais daugikliais®, — samprotauja toks zmogus. ,,Juk taip apibrézti spektriniai
tankiai skiriasi tik masteliu, tik pasirinkto matavimo vieneto dydziu. AnglosaksiSkose Salyse Zmonés
savo buityje iki Siol vis dar naudojasi sengja (,,angliSkaja®) matavimo vienety sistema, vis dar
nenorédami galutinai pripazinti metrinés sistemos, kai kuriems anglosaksams turincios psichologiskai
neigiama ,,pranctiziska“ atspalvi, pranasumo. Ir dangus dél to negritiva.” Ir taip mastantys zmonés — irgi
savotiskai teistis. Daugeliui Zzmoniy toki pozitr galima laikyti normaliu ir leistinu. Taciau toks mastymo
siaurumas neturéty biiti leistinas tiems, nuo kuriy priklauso mokslo ir visuomenés raida, nes tokie
»vadovai“ nesugeba vesti nei mokslo, nei visuomenés progreso link. Jie tampa net savotiskais stichiskai
besivystanéio progreso stabdziais, atlikdami §i vaidmeni nesamoningai, o kartais — ir samoningai,
suteikdami jam giliamintiskai skambantj ,,iSmintingo konservatizmo* varda. Sutinku, su tuo, kad
iSmintingas konservatizmas kartais btina naudingas, o kartais — net biitinas (kaip iSmintingo atsargumo
sinonimas, apsaugantis nuo griovimo to, kas sukurta, nepakeiciant niekuo geresniu to, kas griaunama),
bet nesutinku su ,,iSmintingo konservatizmo* savokos naudojimu vaidmenyje skydo, pridengiancio
nenora ,,eikvoti“ savo asmeninj laika ir jégas tam, kas buity naudinga daugeliui kity zmoniy, bet negali
tuoj pat duoti biitent man — ,,vadovui* — pakankamai didelés asmeninés naudos ar net galéty pakenkti
mano bei mano ,,grupés draugy‘“ asmeniniams interesams.

Sistemiskai mastantis zmogus negali nemastyti apie tai, kas galéty bei turéty biti, ir privalo déti
pastangas, siekdamas, kad didéty pageidautinos ateities atéjimo tikimybé bei mazéty nepageidautinos
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ateities tikimybé, taciau jis taip pat privalo suprasti, jog realiame gyvenime daug kas nepriklauso nuo
misy nory bei valios ir todél vyksta ne visada ir ne visai taip, kaip norétysi. Tokiais atvejais jam tenka
priimti kaip neiSvengiamybg net ir tai, kam jis negaléty pritarti, taciau bent jau kol kas pakeisti negali.
Todél ir a8, nagrinédamas Siame skyrelyje ekonometrinius modelius bei laiko eiluciy teorija ir
suprasdamas, kad studentams teks naudotis ta ekonometrine literatiira, kokia dabar yra, privalau
supazindinti savo studentus ir kitus Sios mokymo priemonés skaitytojus su Sioje srityje dabar vartojama
terminologija bei joje taikomomis formulémis, zinoma, stengdamasis ten, kur reikia ir imanoma,
permesti ,tiltukus® tarp to, kaip yra, ir to, kaip turéty biti, ir vildamasis, kad tokios mano pastabos
palengvins studentams bei kitiems Sios mokymo priemonés skaitytojams {vairiy autoriy knygy
studijavima ir padés jiems nesusipainioti tarp vieng ir ta pacia savoka apibrézianciy skirtingy apibrézimy
ir tuos apibrézimus isreikSianciy formuliy, kartais skirtingy ne tik savo forma, bet ir savo prasme.
Pavyzdziui, ekonometrikoje stacionarids laiko eilutés x(t;), x(tp), x(t3), ...

E[(x(H) -E[x()])-(x(t+k) -E[x(t+k)]D]
VEL(x()— E[x()])*]- E[(x(t+K) —E[x(t+K)])’]

- Elx(© x(t+ )]~ Ex(O] Ex(t+ )] spektriniu tankiu, Zymimu p(®),

VEL(x() = E[x()])’]- E[(x(t + k)~ E[x(t+ K)")]

autokoreliacineés fukcijos 1 (k)=

+00
vadinamas ne integralas py _[rx (t)e™"dt, kur ry(t) yra minétosios laiko eilutés
autokoreliaciné funkcija, o integraliné suma > r (k)e™”.
k=—o0

Sia formule naudojamasi ir miisy jau ne karta minétoje knygoje [182].

Suprantama, kodél, nagrin¢jant realias laiko eilutes, aprasancias ekonominius
reiSkinius bei procesus, integrala tapo tikslinga pakeisti integraline suma: juk laiko
eilutés sudaromos atliekant steb&jimus ir matavimus ne kiekviena laiko momenta, t. y.
ne tolydziai, o diskreciai i§déstytais laiko momentais ty, tp, t3, ta, ... .

Suprantama ir tai, kodél ekonometriniuose skai¢iavimuose atsisakome tokiy
nebiidingy ekonomikai daugikliy kaip P tuo labiau, kad, kaip jau matéme, ir
T

matematikoje kai kurie matematikai kartais tokio daugiklio nevartoja, palikdami ji
atvirkstinei Furjé transformacijai. Juk nuo to daugiklio buvimo ar nebuvimo keiciasi
tik matavimy vienety mastelis, o pati formulé, ziiirint i ja kaip i nagrinéjmo reiskinio
modelj, 1§ esmés iSlieka ta pati: galima naudotis jvairaus mastelio Zemélapiais ir daryti
teisingus sprendimus, kai Zinai to konkretaus zemeélapio mastel;.

Dabar belieka paaiskinti, kodél ,,ekonometring¢je*“spektrinio tankio formul¢je
kompleksinio daugiklio laipsnio rodikli buvo galima pateikti su pliuso (o ne tik su mi-
nuso) zenklu, t. y. kodél stacionarios laiko eilutés autokoreliacijos funkcijos spektrinio

tankio formulé gali bati ne tik p(®)= > r, (k)e ™, betir p(w)= > 1, (k)" .

k=—00 k=—00

[rodysiu Siy formuliy ekvivalentuma stacionaraus proceso x(t) autokoreliacijos
funkcijai.

IS laiko eilutés x(t;), x(t2), x(t3), ... stacionarumo apibrézimo iSplaukia, jog jos
autokoreliaciné funkcija yra lyging€, o jos spektras yra simetriskas tasko k=0 atzvilgiu,
t. y. galioja lygybe rx(—k)=rx(k).

Ivedg nauja kintamaji m=—k, gauname, jog

pu(@)= T ()™ = Tor, (-m)e™ = T, (mpe™.

m=+o0 m=+o0
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n A
adangi sumos r,(m)e™ reikSmé nepriklauso nuo démeny sumavimo
Kad ; e reik kl d
m=+n
—n . +n )
tvarkos, tai galioja lygybé > 'r (m)e™ = > r (m)e™, i§ kurios, pereidami prie ribos

m=+n m=—n

—o0 ) +00 )
n—o0, gauname, jog Y r,(m)e™ = > 'r (m)e™ .

m=+o0 m=—o0

Todél tuo atveju, kai r(-k)=ry(k), formulés p ()= Dr (k)e™ ir
k=—00

p, (@)= Dr (k)e" yra ekvivalendios, ka ir reikéjo jrodyti.
k

=—00

Kadangi r(0)=1 ir stacionariose laiko eilutése r(—k)=r(k), o taip pat todé¢l, kad

-1
sin(-ko®)=-sink® ir cos(-ko)=cosko, tai gauname, jog p(w)= Y r(k)[cos(km)+

+isin(ko)]+r(0)[cos0+isin 0]+ 3 r(k)[cos(ke) +isin(ke)]=1+23 r(k)cos(ka).

Tai reiskia, jog stacionarios laiko eilutés autokoreliacijos funkcijos spektrinis

. 2
tankis p(®) yra periodiné ir simetriné argumento ® funkcija. Jos periodas T = el

®
Kadangi funkcijos p(w) grafikas, kurj daznai vadina tiesiog spektru, yra simetriSkas
ne tik tiesés ®=0, bet ir tiesés w=m atzvilgiu, nes cos(n—kw)=cos(ntkw), tai,
analizuojant funkcija p(®), galima apsiriboti ® reikSmémis i§ segmento [0, «t], o taip

. .o 1 e o]
pat {sivesti argumentg ® = o = T’ kurio reik§me keisis nuo 0 iki 5
T

Formule p(w)= > r(k)-e™ =1+2> r(k)cos(kw) galima interpretuoti kaip
k=—0 k=1

spektrinio tankio p(w®) iSraiSka per autokoreliacing funkcija r(k), t.y. kaip

autokoreliacinés funkcijos Furjé transformacija.

Galima gauti ir formulg, iSreiSkiancia koreliacing funkcija r(k) per spektring
tanki p(w). ISvesime tokia atvirksting priklausomybe, t.y. atliksime atvirkSting Furjé
transformacija.

Formulg p(w)= Zr(k)-e““”:1+2Zr(k)cos(koa) galima uzrasyti ir formoje

k=—0 k=l

p(®) =1+ 2> r(m)cos(mo) . Padauging abi §ios lygybés puses i cos(kw), kur k — bet

m=1

koks nelygus 0 sveikas skai¢ius, ir integruodami abi lygybés p(m)cos(kw)=cos(km)+

+2) " r(m)cos(mw) - cos(kw) puses gausime _[ p(w)cos(kmw)do = _[cos(kw)dw +
m=1 0 0

+2 i r(m)]E cos(mm) - cos(kw)dw.

m=1 0
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Kadangi jcos(km)doo:O visoms  sveikoms k#0 reikSméms, o
0

0, kaim=k,

_[cos(mm) cos(kw)dw= l_[[cos(m +k)o+cos(m—-k)odo=<7 tai gauname,
0 2% >’ kaim=Kk,

jog I p(®)cos(km)dw :0+2r(k)§, i$ kur i$plaukia formulé r(k) = lJp((o) cos(km)dw,
0 To
iSreiskianti autokoreliacinés funkcijos r(k) priklausomybe nuo spektrinio tankio

p(®). AnalogiSskai galima iSvesti ir formulg r(k)=2LJ‘p((o)cos(koo)d0). Sia
T[:—TC

priklausomybg galima iSreiksti ir formoje r(k) =2i J'p((o) edw.
Tc (4
Skaitytojas, prisimenantis Siame skyrelyje iSsakytas pastabas apie daugiklio 2L
T
vartojima Furjé transformacijose, galéty atkreipti démesi 1 tai, jog neraSydami §io
daugiklio tiesiogin¢je Furjé transformacijoje ir autokoreliacinés funkcijos r(k)
spektrinio tankio apibrézime (ka buty buve tikslinga daryti), mes ta daugikli Siuo
atveju gavome vis tiek, bet jau atvirkstinéje Furjé transformacijoje.

Laiko eilutés x(t) spektrinio tankio p(w) apskaiiavimas ir jo grafinis
atvaizdavimas (t. y. laiko eilutés spektro p(®) sudarymas) laiko eiluciy analizéje uzima
gana svarbig vieta, nes leidZia surasti to proceso, kuri apraSo nagrin¢jamoji laiko eilute,
sudétyje esanCius harmoninius bei kitus periodinius svyravimus ir tokiu bidu
»pagauti“ nagrin¢jamo proceso sudétyje esanfius sezoninius svyravimus bei
konjunktiirinius ciklus. Tai buina aktualu, kai sudétingame procese reikia isskirti jo
stochasting ir nestochastines sudétines dalis.

Apskaiciuodami funkcijos x(t)= cos?nt spektrinj tanki, esame nustate, jog tuo
atveju, kai proceso, kuri apraso laiko eiluté x(t), sudétyje yra harmoniniy svyravimu,
turin¢iy dazni o (t.y. perioda T = —T), tokio proceso spektrinio tankio p(w) grafike

®

atsiranda pikai, parodantys, kad proceso x(t) sudétyje yra harmoniniy svyravimuy,
turin¢iy ciklinj daznj o (ziar. 327 ,,c* pav.). Tai reiskia, kad, nagrinédami laiko
eilutés spektra p(m), pagal tame spektre esan¢iy piky skaiciy ir vietag mes galime
nustatyti Kiek ir kokiy harmoniky jeina j proceso x(t) sudétj.

Kai kokia nors sistema yra periodiskai veikiama ir ty poveikiu ciklinis daznis
o, tai sistemoje vykstan¢io proceso x(t) spektro sudétyje gali atsirasti ne tik

* £ *

) T S . L. O ®
harmonika, turinti ciklinj daznj ® , bet ir harmonikos su dazniais o3

Kitaip tariant, proceso x(t) sudétyje esantys periodiniai svyravimai, turintys
. . 2m ¢ ey . . Y Coe . ‘e
perioda T =—, gali iSSaukti Zemesnio daznio periodinius svyravimus, turin€ius

®

periodus ZT*, 3T*,..., 4T*,..., kartotinius periodui T". Tokius svyravimus, turincius
periodus 2T, 3T ,..., vadina svyravimy, turin¢iy perioda T, ,aidu‘.

Svyravimy ,,aido* reiSkinys — bendrasisteminis reiSkinys, nes svyravimy
»alda® galima aptikti pacios ivairiausios prigimties sistemose vykstanciy procesy
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spektruose (zitir., pavyzdziui, 328 ,.c“ pav. ). Kitas svyravimy ir jy ,,aido* atsiradimo
pavyzdys — demografiniai gimstamumo svyravimai, kurie po to pasireiSkia
besikartojanciais { mokyklas ateinan¢iy pirmokéliy skaiciaus, o dar véliau — ir
sudaromy santuoky bei naujose Seimose gimstanciy vaiky skai¢iaus svyravimais.

Antrojo pasaulinio karo metu labai daug vyry buvo mobilizuoti ir dalyvavo karo veiksmuose.
Fronty uzZnugariuose daugumoje Seimy buvo likusios tik moterys — mobilizuoty vyry motinos, seserys ir
zmonos — bei jy vaikai ir seneliai. Natiiralu, kad karo metais gimstamumas mazéjo ir paskutiniais karo
metais jis buvo labai mazas.

Taip pat natiiralu, kad, karui pasibaigus ir labai dideliam skai¢iui vyry po demobilizacijos
sugrizus i savo Seimas bei kuriantis dideliam skaiCiui naujy Seimy, jau kitais metais gimstamumas
staigiai figtelé¢jo. Dar po septyneriy mety tai atsiliepé mokinuky, atéjusiy i pirmaja klase, skaiCiaus
Suoliui ir to skaic¢iaus augimui, kuris tgsési dar keleta mety.

Praéjus porai deSimtmeciy nuo Antrojo pasaulinio karo pabaigos ka tik minétasis gimstamumo
Suolis atsiliepé santuoky skaiiaus Suoliui ir po jo sekusiu nauju gimstamumo Suoliu, kuris savo eile po
SeSeriy-septyneriy mety pasireiské ir nauju pirmokéliy skaiciaus Suoliu.

Si demografiné banga, pra¢jus apytikriai ketviréiui amziaus, dar karta pasikartojo, nors,
zinoma, ji jau nebebuvo tokia ryski, nes ,,pikas* buvo jau Zemesnis ir platesnis.

Demografinis Antrojo pasaulinio karo ,,aidas“ jauciamas iki Siol, nors jo ,,bangos® vis silpnéja
ir platéja bei po truputi vis labiau véluoja, nes dabar didzioji dalis Seimy susikuria ir susilaukia
palikuoniy ne tik mazesnio juy skaiéiaus, bet ir véliau.

Svyravimy ,,aido* atsiradimo mechanizma nesunku suvokti, prisiminus
bendraji svyravimy sistemose atsiradimo mechanizma, apie kuri $ioje mokymo
priemonéje jau ne karta buvo kalbéta.”

Stacionarids laiko eilutés X(t) = &(t) , gaunamos, eliminavus i$ laiko eilutés x(t)
trenda f, (t), sezoninius svyravimus ¢(t) ir konjunktirinius ciklinius procesus w(t),

pavyzdziu galéty buti laiko eiluté g(t)=oe(t—1)+0(t). Tokia eiluté¢ galéty buti gaunama,
stebint Markovo proceso biisenos koki nors pozymi ir laiko momentais t=0, 1, 2, ...
matuojant ir registruojant to poZymio kiekybing charakteristika &(t).

Markovo procesu, kaip jau buvo raSyta Sios mokymo priemonés 1.3. ir 1.4.
skyriuose, vadinamas toks atsitiktinis procesas, kurio visos tikimybinés
charakteristikos artimiausioje ateityje priklauso nuo to proceso buisenos dabar ir
nepriklauso nuo to proceso prieSistorijos, t. y. nuo to, kaip analizuojamoji sistema
pateko i ta busena, kurioje ji yra dabar.

Laiko eilutéje e(t)=oe(t—1)+0(t) atsitiktinis dydis €(t) yra nagrinéjamos
stacionarios stochastinés sistemos biisenos nagrinéjamojo poZymio kiekybinés
charakteristikos naujoji reikSmé, gaunama momentu t, &(t-1) — tos pacios
charakteristikos reikSme prie§ tai buvusiu momentu t-1, o — pastovus koeficientas,
tenkinantis nelygybes —1<a<1 (véliau isitikinsime, jog a=r(1), t.y., jog o — porinés
koreliacijos koeficientas tarp dvieju gretimy laiko eilutés g(t) elementy reikSmiy), d(t) —
atsitiktinio proceso, vadinamo ,,baltuoju triukSmu®, elementas. Jis zymimas delta
funkcijos zymeniu O(t) tode¢l, kad ,baltaji triukSma™“ galima gauti generuojant
atsitiktinio dydzio ir atsitiktinio Zenklo nepriklausomus impulsus, atsirandancius
atsitiktiniais momentais. ,,Baltasis triukSmas* — tai toks atsitiktinis procesas X(t)=

+00
= ZB(t—rk), kurio elementai d(t—x) tenkina salygas: 1) E[d(t)]=0; 2) cov(d(t-k),

k=—0
0, kaik, #k,, . . e
O(t-k2))=E[5(t-k1)-6(t-k2)]=1 , . kur k; ir k, — bet kokie skaiciai,
c,,kaik, =k,,

* Papildomu ziniy apie ta mechanizma skaitytojas gali rasti jau minétoje knygoje [187], ypa¢ XIV
skyriaus §5 (596+600 puslapiuose).
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reiSkiantys velinimo (uzdelsimo) dydzius 1, ir t, , o dydis o, — ,baltojo triuk§mo*

dispersija, kuri yra pastovus dydis, nepriklausantis nuo t; 3) 1 — atsitiktiniai momentai,
pasiskirste laike pagal Puasono désni.

Apskaiciuosime Markovo procesa vaizduojancios laiko eilutés e(t)=ae(t-1)+
+0(t) statistines charakteristikas ir jrodysime, kad §i laiko eiluté yra stacionari.

Pakartotinai naudodamiesi formule g(t)=oe(t—1)+3(t), gauname &(t)=ae(t—1)+5(t)=a[ae(t-2)+
+8(t=1)JH8(t) =0 e(t-2)+ad(t—1)+8(t)=a [ oe(t-3)+8(t-2) [+ ad(t—1)+8(t)=0 e(t-3 )+’ S (t-2)+ad(t—1 )+
+8(t)=...=a e (t—k—1)+a* 8 (t-k)+o* 'S(t—k+1)+... +ad(t—1)+8(t)=. ...

Kadangi |a/<1, tai limoa g(t—-n)=0, todél g(t) galima iSreiksti per ,baltajj triuk§ma*“:

n—oo

0 n
g(t)= Za'ﬁ(t—i) , ()~ Za'ﬁ(t—i) , kur n — pakankamai didelis sveikas teigiamas skaicius.
i=0 i=0
Kadangi E[8(t-1)]=0 esant bet kurioms t ir i reikSméms, tai E[g(t)]=0, o tai reiskia, kad laiko
eilutés g(t) matematinis vidurkis yra pastovus dydis, lygus 0.
Sios laiko eilutés autokovariaciné funkcija y(k)=cov(e(t), e(t-k))=E[e(t)-(t-k)]=

=E| > a'd(t=1)- ) a'3(t—k—i) | =E{[3()+ad(t-1)+a’d(t-2)+...+ol '§(t—k+1)+al(§(t-k)+
i=0 i=0
+o 1§ (t—k—1)+o 28 (t-k—2)+. . )] [8(tk)+ad(t—k—1 )+ d(t-k—2)+o’S(t-k—3)+...]} =
=0+0+. .. 0+ E[8*(t—k)]+0+0+.. +0+0a " *xE[8*(t—k—1)]+0+. ..+ 0+ “E[8*(t-k-2)]+...=
2
= ockcsg (1+a*+a*+..)= %o o, nes, kaip jau buvo minéta, E[3(t-k;), 8(t-k;)] yra lygus 0, kai k;#k,

ir lygus GS , kai ki=k,, o |a/<1.

2 2
2 Op ol = o)

Laiko eilutés dispersija cg rasime i§ lygybés csg =y(0). Todé¢l o

o l-a? Cl-o?
2
Kadangi y(k) = X %0 > o, tai autokovariacing funkcija y(k) galima isreiksti per eilutés g(t) dispersija
-
2
29 G . K=ol ok
G, = R auname, jog y(k)=oc; -a" .

Kadangi gavome, kad Markovo proceso laiko eilutés g(t)=ae(t—1)+03(t) matematinis vidurkis
E[e(t)], jos dispersija 05 ir kovariacija y(k) nepriklauso nuo t, tai i§ to ir iSplaukia, jog Markovo
procesa aprasanti laiko eiluté g(t)=ag(t—1)+5(t) yra stacionari.

Apskai¢iuosime Markovo proceso laiko eilutés g(t) autokoreliacing funkcija
E[e(t)-&(t—k)]

VEL(e(t) — E[e()])? TE[(e(t—k)— E[e(t—k)])*]

Kadangi E[e(t)e(t-k)]=c2 -a*, E[e(t)]=E[e(tk)]=0 ir E[e*(t)]=E[e(t-k)]=y(0)=c?, tai
2 k
O & =ak, t y. eilutés e(t)=oe(t—1)+3d(t) autokoreliaciné funkcija yra
GO

r(k) =

gauname, jog r(k)=
€
eksponentiskai mazéjanti funkcija, nes |o<I. Kai k=1, tai r(1)=o. Sia lygybe galima pasinaudoti
identifikuojant eilutés e(t) matematini modeli &(t)=oe(t—1)+3(t), t.y. empiriniu bidu nustatant
koeficiento a statistinj iverti: & = 1(1).
0 eikoo + e—iku)
Istatg | formule p(w) :1+2Z r(k)coske formules r(k)=a* ir coskm:T bei
k=1
prisimindami, kad |a/<l, ir geometrinés progresijos sumos formulg, galime rasti Markovo procesa
aprasancios laiko eilutés g(t) spektrinj tankj p(®), ka padaryti palieku paciam skaitytojui, jsitikinant,
1-a®

kad p(@0)=———.
p( 1+a?—2acos®
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Paliecku jam taip pat savarankiskai isitikinti, kad 328 ,,a* ir ,,b* pav. pateikti grafikai vaizduoja
eilutés &(t)=0,8-g(t—1)+8(t) koreliacine funkcija r(k) ir jos spektrinio tankio logaritma Inp(®), kur
~ o 1
O=—=—.

2 T

328 ,b“ pav. grafike koordinaciy asys specialiai paliktos negraduotos (t.y. nenurodyti ju

masteliai), kad skaitytojas, apskaiiaves laiko eilutés g(t)=0,8-g(t—1)+3(t) spektrini tankj p(w) ir suradgs

. S . ~ ~ o 1 ot
to tankio reikSmiy logaritmus Inp(®), kur (DZZ_:?’ pats savarankiSkai nustatyty grafiko
T

y=Inp(®) tasky koordinaciy reik§mes (o, Inp(w,)).

Tame paciame 328 pav. pateiktas ir kita atsitiktini procesa charakterizuojancios funkcijos
Inp(w) grafikas (Zidr. jau minétaji 328 ,,c* pav.), kuris buvo gautas, analizuojant JAV bankuy krilinga
(kasménesinius tarpbankinius atsiskaitymus, uzskaitant isiskolinimus bei kitus jsipareigojimus,
nevartojant atsiskaitymams grynyjy pinigy) uz laikotarpi nuo 1875 m. iki 1958 m. (ziiir. Granger
C. W.]. The effect of varying monthlength in the analysis of economic time-series. L’Industria, 1
(1963), 3, Milano).

Pries sudarant §i grafika, i§ laiko eilutés x(t), vaizduojancios atsitiktini kasménesiniy
tarpbankiniy atsiskaitymy uzskaitymais procesa, buvo eliminuotas eksponentinis trendas, paliekant visas

1

T
bidingi ,svyravimy ciklo* pikai, atitinkantys periodus, kartotinius periodui T'=1 mén. (pikai,
atitinkantys 1 mén. ir 2 mén., grafike nepavaizduoti).

kitas proceso x(t) sudétines dalis. Kaip matyti i§ 328 ,,c* pav., funkcijos y = Inp(®) =In p( j grafikui

y=r a) ol L] D) y=lp@ ©
y =Inp
1,0 T
0.9 10,0
08 -4 ’
0,7 4
0.6 1,0
0.6
0,51
0.5
0.41 0,10
0.4 0,33
0,3 026
0,17 0,01
02 %3 o1 ~_ 1
1.0, & =—
0,1 ~
0 1 K T 0,001 ©
1 2 345 67 8 910 0
328 pav.

Tikiuosi, kad ¢ia pateiktos pradinés Zinios apie procesy spektrus ir ju analize,
atlickama naudojantis informacija, sukaupta tuos procesus aprasanciose laiko eilutése,
bus naudingos Sios mokymo priemones skaitytojams, nes padés samoningiau ir
kiirybiskiau naudotis spektrinés analizés metodais.

Sios zinios palengvins ir iSsamesnés bei sudétingesnés literatiiros, skirtos
spektry analizei (pavyzdziui, [188, 189, 190] ir pan.), skaityma tais atvejais, kai
prireiks papildomy Ziniy.

O tokiy ziniy tikrai gali prireikti, ypac tiriant sudétingus procesus, vykstancius
netiesinése dinaminése sistemose, kuomet keiciasi ne tik tose sistemose vykstanciy
svyravimy fazés ir amplitudés, bet gali keistis ir ty svyravimy dazniai. Tokiais atvejais
¢ia nagrinéty spektrinés analizés metody jau nebepakanka, nes visi nagrinétieji metodai
buvo skirti nekintanc¢io laike spektro analizei. Juk spektrinio tankio funkcija

1 ¢ ; ) . .
F((D)=2— I x(t)e’“”‘dt rodo tik proceso x(t) spektro tankio F(w) priklausomybg nuo
Tc—oo

tame procese pasireiSkianCiy svyravimy cikliniy dazniy © ir negali suteikti
informacijos apie tai, kada ir kaip ivyko ar vyksta svyravimy dazniy poky¢iai.

1348



Tokia informacija galéty suteikti slenkanéiy Furjé ,,Jangy“ metodo taikymas,
to+s
t.y. daugkartinis ,lango® rémais aprézty Furjé transformacijy . J'x(t)e_mdt
ty—s
atlikimas, stumiant ,.lango* centra — taska t=t, laiko t asimi bei keiciant ,,Jango* ploti
2s, ir gauty rezultaty F(o, to, s) palyginimas.

Stumiant ,lango* centra t=t; nedideliais zingsniais At ir lyginant gaunamus
spektrus, galima ,,pagauti momentus, kada proceso spektre atsirado pokyciai, ir
nustatyti, kaip spektras pasikeité: kokie dazniai iSnyko, kokie — atsirado, kuriy dazniy
amplitudés padidéjo, o kuriy — sumazéjo ir t. t.

TaCiau toks metodas néra patogus ne tik todel, kad reikalauja daug
kompiuterinio laiko bei didelio skaiCiaus spektry perziiiros ir palyginimo, bet ir todél,
kad labai sudétinga lyginti keturmacius vektorius (o, to, s, F), nes tiesioginis vizualinis
spektro kitimo dinamikos stebéjimas tampa nebeimanomas. Slenkanciy Furjé ,,langu*
metodas turi dar ir kity trikumy. Vienas i§ ju iSplaukia i§ tos aplinkybés, kad tuo
atveju, kai ,lango® plotis yra baigtinis, harmoniky, esanciu proceso x(t) sudétyje,
spektrinis tankis vaizduojamas jau nebe impulsais, o ,,bangeliy paketais* (Zitr. 327
pav.), dél ko, siekiant didesnio tikslumo, nustatant svyravimy ciklinio daznio pokycio
momenta, sumazéja paties daznio ® nustatymo tikslumas (ir atvirkSciai: siekiant
padidinti daznio ® nustatymo tiksluma, sumaz¢ja momento t nustatymo tikslumas).

Tobulinant slenkan¢io Furjé ,Jlango” metoda, buvo sugalvotas veivletinés
spektry analizés metodas. Taikant §j metoda, kintamieji ® ir s suriSami funkcine
priklausomybe ir tokiu budu i§ keturmatés erdvés (o, to, s, F) pereiname i trimatg erdve
(s, to, W), kurioje veivletinés transformacijos rezultatas W(s, ty) vaizduojamas
dvimaciu pavirSiumi trimatéje erdvéje. Jo projekcijas jau galima nagrinéti ir vizualiai.
Pati veivletiné transformacija W(s, t)) skiriasi nuo Furjé transformacijos

1 +00 . .
F(m):gj'x(t)e““"dt tuo, kad daugiklis ¢’ pakei¢iamas veivletu — funkcija

‘I‘(t_t"j, atliekancia Furjé ,lango“ stimimo bei jo plocio keitimo operacijas ir
s
funkcijos x(t) skaidymg j veivletus, panaSiai, kaip, sudarant funkcijos x(t) Furjé
eilutg, §i funkcija yra skaidoma i trigonometrines funkcijas. Terminas ,,veivletiné
analizé* yra kilgs i$ anglisko zodzio ,,wavelet, reiSkiancio ,,bangele*.

Nors veivletiné analizé pradéjo formuotis palyginti neseniai (pirma karta
veivletine transformacija pasinaudojo J. Morletas 1980 m., analizuodamas seisminiy
steb¢jimy duomenis ir akustinius signalus), taciau §i spektrinés analizés sritis labai
sparCiai vystosi ir dabar jau sukonstruota gana daug ijvairiy veivlety, o taikant
veivletinés analizés metodus jau gauta nemaziau ijdomiy rezultaty. Skaitytojams,
norintiems daugiau suzinoti apie veivleting analiz¢ ir jos taikymus, rekomenduoju
knyga [190], kurioje ne tik iSdéstyti tolydziosios veivletinés analizés pradmenys, bet ir
pateiktas gana iSsamus literatliros, kuriose nagrin¢jami aktuallis veivletinei analizei
klausimai, saraSas. Su diskreCiosios veivletinés analizés pagrindais skaitytojas gali
susipazinti knygose [191, 192, 193].

Atliekant realiy laiko eiluéiy (realiy statistiniy duomeny X(t)) statisting
analizg, kai ty duomeny néra daug ir néra galimybeés greitai juos papildyti, ne taip jau
paprasta nustatyti, ar nagrinéjamoji laiko eiluté x(t) yra stacionari ar ne, ir, jei ji néra
stacionari, — iSskirti joje neatsitiktines sudétines dalis: trenda fi(t), sezoninius
svyravimus ¢(t), konjunktiirinius ciklus y(t).
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Jau pacioje statistinés analizés pradzioje iSkyla klausimas, ar laiko eilutés X(t)
vidurkis yra pastovus ar kintamas dydis, ir reikia mokéti surasti atsakyma 1 §i
klausima, kai statistiniy duomeny néra daug.

Tikrinant hipotezg apie laiko eilutés x(t) vidurkio pastovuma (ar nepastovuma)

galima naudotis taip vadinamais serijy metodais bei Abé kriterijum.

Naudojantis serijy metodais, eilutés x(t) elementai X(1), X(2), X(3), ..., X(n)
iSdéstomi chronologine tvarka ir lyginami su eilutés X(t) mediana (arba tarpusavyje).
To palyginimo rezultatai vaizduojamai ,,pliusais® ir ,,minusais®, o po to nagriné¢jamos
vienody Zenkly serijos, skai¢iuojamas tokiy seriju skaicius bei juy ilgis.

Jei nagrin¢jamoji laiko eiluté tikrai yra stacionari atsitiktiné eiluté, tai vienody
zenkly serijos neturéty biiti ilgos ir tokiy seriju turéty biti palyginti daug, nes
nuokrypiy nuo medianos zenklai turéty keistis daznai ir atsitiktinai.

Atsizvelgiant i tokiy skaifiavimy rezultatus ir i atitinkamus kriterijus, daroma
iSvada apie nagriné¢jamos eilutés X(t) vidurkio pastovumo hipotezés teisinguma: ta
hipotezé arba atmetama ir tai reiskia, jog eiluté X(t) néra stacionari, arba palickama ir
tai reiskia, jog ta eiluté galéty biiti stacionari, jei pasirodyty, kad ir jos dispersija ir
kovariacija taip pat nepriklauso nuo t, ka galima patikrinti tais paciais serijy metodais.

Naudojantis Abé¢ kriterijumi, surandamas skirtumy tarp gretimy eilutés nariy,
isdéestyty chronologine tvarka, kvadraty sumos vidurkio jvertis §°(n) ir lyginamas su

tos eilutés dispersijos jveriu §°(n), t.y. surandamas dydziu §’(n)= x 1)><
n_
n-1 R R 5 . ~ 1 n . 1 n . 2 ) 612(n) ]
> [R(t+D-OF it 8 m)=—=D | k()-=Y k(t)| santykis —>—. Kai tas
=1 n-13 n'g s”(n)

santykis néra didesnis uz tam tikra minimalig to santykio reikSme (duotajai n reikSmei
ir duotajam reikSmingumo lygmeniui o), kuria galima rasti specialioje lentel¢je, tai
hipotezé apie eilutés X(t) vidurkio pastovuma atmetama. PrieSingu atveju hipotezé

paliekama.

Detaliau apie serijy ir Abé metodus skaitytojas gali suzinoti knygoje [182].

Jei jsitikinama, kad nagrinéjamoji laiko eiluté X(t) yra stacionari, tai
pasirenkamas vienas i§ tipiniy stacionariy laiko eilu¢iy modeliy, apie kuriuos bus
pasakojama 1.14.12.3.2.1. skyrelyje, ir metodais, apraSytais 1.14.12.3.1. skyrelyje,
tvertinamos modelio parametry reikSmés. Po to tuo modeliu jau galima naudotis,
sprendZziant taikomuosius (pavyzdZziui, prognozavimo) uzdavinius.

Jei jsitikiname, kad laiko eiluté néra stacionari, tai bandome rasti neatsitiktines
tos eilutés sudedamasias dalis. Tai galima daryti, naudojantis ir analiziniais metodais,
ir algoritminiais metodais.

Analiziniais metodais naudojamasi tada, kada mes, analizuodami to proceso,
kuri vaizduoja nagrin¢jamoji laiko eiluté, funkcionavimo mechanizmus, galime
daugiau ar maziau tiksliai nustatyti laiko eilutés neatsitiktinés sudétinés dalies
modelio bendraja forma, t.y. galime daugiau ar maziau tiksliai iSspresti to
modelio specifikavimo uzdavinj ir mums belieka tik patikrinti savo hipotezg ir, jei ji
neatmetama, identifikuoti modeli, naudojantis 1.14.12.3.1. skyrelyje apraSytais
identifikavimo metodais, t. y. regresinés analizés metodais.

Algoritminiais metodais naudojamasi tada, kai néra galimybés pasinaudoti
analiziniais metodais. Algoritminiy metody esme sudaro laiko eilutés glodinimas,
eliminuojant atsitiktines fluktuacijas. Tuo tikslu naudojamo metodo, vadinamo
slenkancio vidurkio metodu, esm¢ sudaro gana paprasta idéja, iSplaukianti i$
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didziyjy skaiciy désnio: jei ,,individualus® laiko eilutés x(t) nario iSsibarstymas
savo vidurkio E[x(t)] atZvilgiu turi dispersija D(x(t))=0, tai tos eilutés N nariy

grupés vidurkio lif{(t+i) iSsibarstymas turés N karty maZesne¢ dispersija.
i=1

Todél, glodinant nestacionaria laiko eilute X(t), turin¢ia n elementy, tikslinga
vietoj to, kad analizuotume kiekvieno elemento individualy elgesj, analizuoti ty
elementy grupiy vidurkiy elgesj. Tuos vidurkius galima apskaiciuoti, pasirenkant
koki nors vidurkinimo intervalo ilgi N (pavyzdziui, N=2m+1), kuris biity Zymiai
mazesnis uz n (nes kitaip nebus galimybés tam intervalui slinkti eilute), apskai¢iuojant
pirmyju(nuo eilutés pradzios) N elementy vidurki, po to slinkti eilute nuo jos pradzios
jos pabaigos link, kaskart atmetant po elementa nuo slenkancio intervalo pradzios ir
pridedant nauja elementa prie to intervalo pabaigos, apskaiCiuojant nauja vidurki ir
t. t., kol slenkancio intervalo pabaiga nesutaps su eilutés pabaiga. Tokiu biidu vietoj
eilutés x(t) elementy n reikSmiy gausime n—2m vidurkiy reikSmiy kuriy iSsibarstymas
bus Zymiai mazZesnis. Tiesa, tokiu biidu gautos suglodintos funkcijos f (1),
aproksimuojanc¢ios duotaja laiko eilutg x(t), reikSmés, apskaiciuotos slenkancio
intervalo vidurkio taskuose m+1, m+2,..., n-m—2, n—-m-1, n—-m, neapréps intervaly
I<t<m ir n—m+1<t<n, taiau gautaja funkcija f (t) galima bus ekstrapoliuoti | dar
neapréptus laiko eilutés ,,galus®: 1 jos pradzig ir pabaiga.

Apskaiciuojant slenkancio intervalo vidurki t atitinkancias suglodintos
funkcijos f (t) reikSmes, nebiitina ir netikslinga visus i ta intervala patenkancius eilutés
elementus x(t-m), x(t-m+1),..., x(t=1), x(t), x(t+1),..., x(t+tm-1), x(ttm) imti su

vienodais svoriais my. Juos tikslinga imti vienodus ir lygius tik tada, kada mes

m+1
isitiking, kad eilutés elementy, patekusiy i vidurkinimo intervala, elgesi pakankami
tiksliai galima apraSyti tiesine funkcija — pirmojo (ar nulinio) laipsnio daugianariu. Kai
laiko eilutés elementy X(t), patekusiy 1 vidurkinimo intervala, elgesys

. P
aproksimuojamas p-jo laipsnio daugianariu f(t)=)6;t', kur p>1, tai svoriniy
i=0

koeficienty reikSmes wy jau turi biiti nevienodos, kuo nesunku jsitikinti, minimizuojant
glodinimo rezultato — funkcijos f(t) — ir laiko eilutés nariy X(t) reikSmiy skirtumy

kvadraty suma i (f(t +k)—x(t+ k))z .
k=—m

Todél bendruoju atveju slenkanciy vidurkiy metodu gautos funkcijos f (1)
reikSmés, aproksimuojancios suglodinta laiko eilutg x(t), apskai¢iuojamos, naudojantis

formule f(t)z > o X(t+k), kurioje t=m+l, m+2,..., n-m-1, n-m, o svoriniai

k=-m

koeficientai y pasirenkami taip, kad jy suma > e, bity lygi 1.

k=-m
Svoriniy koeficienty reikSmés wy, biidamos simetriskos centrinio koeficiento wy
atzvilgiu, priklauso nuo m bei p ir, kaip jau min¢jau, gali buti apskaifiuotos
maziausiyjy kvadraty metodu.
Kaip pavyzdi pateikiu 121-ja lentele su jau apskaic¢iuotomis wy reikSmémis kai
kurioms m ir p reikSméms, kai p>1. Rekomenduociau skaitytojui paciam apskaiciuoti

1351



ok reikSmes ir palyginti gautus rezultatus su 121-oje lenteléje pateiktomis svoriniy
koeficienty reikSmémis.

121. lentelé

m|p Ok
Y E) e R R
235 35 0 T35 T35t 2T 35
203, 3., 217 12 3
2350 35 035 T35t 2T 35
32y 2 36 T 6 32
ST R T O T 0T T e Ty T
33y o2 g 3 6T 6 32
ST o T T T T T T T T
314 5 30 75 131 75 30 5
35570 2T 757 O =075 @ = W =775 Wy =770 03 =20
231 231 231 231 231 231 231
3]s 5 30 75 131 75 30 5
3550 92T T O = » W =775 O =70 0 =—77— 5 03 =77
231 231 231 231 231 231 231
412 21 14 39 54 59 54 39 14 21
4= "5 3= SO = O S W)= O S Oy = 03 = 0y = >
231 231 231 231 231 231 231 231 231
413 21 14 39 54 59 54 39 14 21
4= 7757 3= SO = O S W)= O = Oy = 03 = 0y = >
231 231 231 231 231 231 231 231 231
414 15 55 30 135 179 135 30 55 15
4= O3 =~ 5 O g === W === O =——=5 0 =———, 0y =———; 03 =———— 04 =———
429 429 429 429 429 429 429 429 429
415 15 55 30 135 179 135 30 55 15
W_y=——=; O 3=""—"=; O = 5 O Wy = 0 = Wy = > 03 =— ; Oy =
429 429 429 429 429 429 429 429 429

Slenkancio vidurkio metoda, taikoma laiko eilu¢iy glodinimui, galima
modifikuoti taip, kad biity galima atsizvelgti ne tik i informacijos, sukauptos laiko
eilutéje, ne bitinai vienoda vertg, bet ir | informacijos vertés maz¢jima, jai sen¢jant.

Tokio modifikuoto metodo pavyzdziu gali biiti Brauno metodas, kartais vadi-
namas dar ir eksponencialiai pasverto slenkancio vidurkio metodu, nes laiko eilutés

elementy Xx(t—k) svoriai g, nustatant aproksimuojancios funkcijos f (t) reikSme

taske t, laikomi eksponencialiai maz¢janciais, didéjant k. Tuomet identifikuojant
t—1

aproksimuojancia funkcija f, t. y. nustatant formulés f (t)=> o, X(t—k) svorinius
k=0

A~ t_l A
koeficientus, minimizuojama funkcija Q(f(t))= ZN‘ [ﬁ(t -k)—-f (t)]z , kurioje
k=0

parametras Ae€(0; 1) charakterizuoja informacijos vertés maz¢jimo, tolstant nuo
momento t 1 praeiti, vidutini intensyvuma. ISsprende §i minimizavimo uzdavini,

gauname, kad f(t) —ll—kak X(t-k), kurt=1,2,3, .

Norintiems suzinoti daugiau apie laiko eilu¢iy glodinima (ir apie Brauno
metoda), rekomenduociau jau nekarta minéta knyga [182].

Egzistuoja gana paprastas biidas, kaip 18 laiko eilutés eliminuoti trenda fi(t), kai
tas trendas aproksimuojamas p-jo laipsnio daugianariu, ir kaip nustatyti to daugianario
laipsni p, kurio Zinojimas reikalingas, taikant ir analizinius, ir algoritminius laiko
eilu¢iy glodinimo metodus.

Sis metodas vadinamas skirtumy metodu, nes remiasi eilutés x(t) skirtumy
Ax()=x(t)—=x(t=1), Ax(tD)=x(t-1)=x(t-2), A*x(t)=Ax(t)-Ax(t-1), A’x(t)=A’x(t)-
—A’x(t-1) ir t. t. apskaiGiavimu bei ta p-jo laipsnio daugianario y(t)=0¢+0t+0,t>+...+
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+0,t” savybe, kad jo p+1-osios eilés i§vestiné y P D(t) yra lygi 0, o todél ir daugianario
y(t) pt+1-osios eilés skirtumas AP 'y(t) taip pat turi bati lygus nuliui.

Todél laiko eilutés x(t)=f(t)+e(t), kurios trendas fi(t) apraSomas p-sios eilés
daugianariu, (p+1)-sios eilés skirtumas AP"'x(t) jau negaléty turéti savo sudétyje to
trendo likuciy ir, jei laiko eilutéje nebuvo kity neatsitiktiniy sudétiniy daliy, turéty buti
sudarytas tik 1§ atsitiktiniy dydziy.

Pailiustruosiu i$sakyta minti konkreciu pavyzdziu.

Tarkime, jog laiko eiluté x(t) apraoma tokia regresijos lygtimi x(t)=0,+0,t+0,t*+&(t), kurioje
antrojo laipsnio daugianaris yra trendo funkcija f,(t)=0,+0,t+0,t>, o &(t) — atsitiktinis regresinis
likutis, kuris yra nekoreliuotas ir turi pastovia dispersija cﬁ .

Tuomet Ax(t)=x(t)—x(t=1)=[0¢+0, t+0,t*+&(t) | -[0p+0, (t—1)+0(t—1)*+e(t—1)]=0,+0,(2t—1 )+
+e(t)—e(t—1); Ax(t—1)=x(t—1)—x(t-2)=[05+0(t—1)+0(t—1)*+e(t=1)]-[05+0; (t-2)+0,(t-2) +&(t-2)]=0,+
+0,(2t=3)+e(t—1)—e(t=2); A*X(t)=AX(t)-Ax(t—1)=20,+&(t)2e(t—1)+e(t=2).

Analogiskai gausime, jog A’x(t—1)=20,+g(t—1)-2&(t-2)+e(t-3), i§ kur isplauks, kad A’x(t)=
=g(t)-3e(t-1)+3e(t-2)-&(t-3), t. y., kad A’x(t) sudétyje jau nebebus neatsitiktiniy sudedamyjy daliu.

Nesunku jrodyti, jog bendruoju atveju, kai x(t)=ftr(t)+8(t):90+61t+92t2+...+9pt'°+s(t), gausime,

p+l

kad AP"x(t)=g(t)-Cy,e(t— l)+Cp+18(t—2)—...+(—1)p+ls(t—p—l)=Z(—l)iCip+18(t—i).

p+l o
Tuomet E [Ap“x(t)]z D (-)'Cp, Ele(t—1)]=0, o dispersija D(Ap“x(t))=
i=0

+1 +1
:E[(Aerlx(t)—O)z}:E {pZ:(—l)iCipHa(t—i)] pZ(C L) ol —GZZ(C 1), nes, kaip jau buvo
i=0

minéta, priimama hipotezé, kad regresiniai likuciai g(t) yra nekoreliuoti ir turi pastovia dispersija Gﬁ .
Suma %ﬁ(Cp +1) yra lygi C2(p+l) [rodysime tai, apskai¢iuodami koeficienta prie z'

sandaugoje (1+z);)1-(1+z)p+1 ir tai sandaugai lygiame binomo (1+z) laipsnyje (1+z)*®*".

Sandaugoje (1+z)"" - (1+2)"" = [Z Cl,z J (fc; HZJ) koeficienta prie "' sudarys suma

=0

sandaugy koeficienty prie tokiy z' ir prie tokiy Z, kuriy laipsniai i ir j tenkina lygybe i+j=p+1, t.y.
koeficientas prie 2" bus lygus sumai C),,CP*| + C;HCE+l +Cp, Chl +..+CPICY

p+l p+l p+l p+l =
p+l ) p+l .
= X = X[ f s ey
i=0
2(p+l) )
Iskleide binoma (142)*®"", gausime, kad (1+z)*®"= Z Cz(p nZz', 18 kur idplaukia, jog
i=0

koeficientas prie z”"' turés biti lygus C5() .

ptl
Todél (wl)2 Cyl, e todel DAx()=02-CB i kur iSplaukia, jog

D!AP“ t!
G2 = x(t) ]

€ p+l
C2(P+1)

Dabar jau galime sukonstruoti trendo ft,(t)=90+91t+92t2+...+9pt" eliminavimo i§ laiko eilutés
x(t) ir laipsnio p nustatymo algoritma:

1) Pradédami nuo k=1 ir palaipsniui didindami k reik§me vienetu, apskai¢iuojame laiko
eilutés x(t) skirtumus A*x(t), t. y. surandame Ax(t), A’x(t), A’x(t),..., A*x(t).

2) Priimdami laiking hipoteze, kad koks nors k=k" jau galéty biiti lygus p+1, tikriname ta
hipoteze, apskai¢iuodami visoms k reik§méms, artimoms tokiai k=k" reik§mei, dispersijos Gi ivercius
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R ST
— > (A*)k(b)
L amnlsof
6, (K)=——"p—"—.

Cax

Pradzioje, did¢jant k, 6§(k) turi mazéti, nes, didéjant k, skirtumuose A*x(t) turéty likti vis
maziau trendo f,(t)=0¢+0,t-+0,t>+. . A0,t7 ,likuciy“. Tai reikstu, jog tol, kol &2 (k) mazéja, tol skirtumy
A*x(t) eilé k dar nepasieké p+1 ir k reikia didinti dar vienu vienetu.

Kai k tampa apytikriai lygus p+1 ar didesnis uz p+1, skirtume A"x(t) turéty nebelikti
neatsitiktiniy sudétiniy daliy. Jo vidurkis turéty tapti lygus 0, o dispersijos Gf (k) ivertis 65 (k) turéty
stabilizuotis, atitinkamai fluktuuodamas kokio nors pastovaus lygio atzvilgiu. Pasieke tokia k=k"
reik§me, mes galétume teigti, kad p=k —1.

Taikant §j trendo fi(t) eliminavimo metoda realioms laiko eilutéms, reikéty
atsiminti, jog eilutés x(t) sudétyje gali buti neatsitiktiniy daliy, esanCiy ne tik

daugianariais, kuriy tokiu biidu eliminuoti gali ir nepavykti. Be to net tuo atveju, kai
1 n-k

Y (A=(0)f

t=1
Ca
kad laiko eiluté x(t) i§ tikryjuy susideda tik i§ daugianario ir atsitiktinio likucio, o
galima tik teigti, kad ta laiko eilutg galima aproksimuoti daugianariu ir atsitiktiniu
liku¢iu. Todél cia apraSytasis trendo eliminavimo metodas néra universalus ir
vienintelis galimas.

Knygoje [182] skaitytojas gali rasti apraSyma metody, leidzian¢iy eliminuoti i$
laiko eilutés ne tik trenda vaizduojancius daugianarius, bet ir periodinius
procesus. Taikant Siuos metodus, periodiniy svyravimy periodu T nustatymui
naudojamasi misy jau nagrinétos spektrinés analizés metodais, o po to sudaromi
speciallis supaprastinantys operatoriai A ir V¥, kurie taikomi tipiniuose laiko eiluciy
modeliuose, apie kuriuos dar kalbésime 1.16.12.3.2.1. ir 1.16.12.3.2.2. skyreliuose.

Toje knygoje pateikti keturiy tipiniy modeliy, skirty laiko eiluciy, turinéiy
savo sudétyje sezoniniy ir cikliniy svyravimy, analizei, apraSymai.

atrodyty, jog {vertis &2 (k) = 2—

stabilizuojasi, dar negalima garantuoti,

1.14.12.3.2.1. Stacionariy laiko eilu¢iy matematiniai modeliai ir jy identifikavimas

Stacionariy laiko eilu¢iy €(t) matematiniy modeliy paskirtis — prognozuoti
atsitiktinio laiko eilutés x(t) likucio &(t), tenkinancio stacionarios laiko eilutés
reikalavimus, biisimas reikSmes g(t+1), g(t+2) ir t.t., remiantis jo reikSmémis
praéjusiais laiko momentais ir dabartiniu laiko momentu t. Tokios prognozés laiko
eilutése tampa galimomis tod¢l, kad laiko eilutése, aprasanciosiose realius procesus,
atsitiktiniai likuciai €(t) daZnai yra koreliuoti tarpusavyje ir todél ty likudiy
reikSmiy, kurias jie turéjo praéjusiais laiko momentais, Zinojimas gali duoti
naudingos informacijos, reikalingos proceso g(t) prognozei.

Stacionariy laiko eiluciy &(t) modeliai gali priklausyti autoregresiniy modeliy
tipui, kuris sutrumpintai zymimas AR, slenkancio vidurkio modeliy tipui, kuris
sutrumpintai zymimas MA, ir miSriam tipui, Zymimam santrumpa ARMA,
reiSkiancia, jog tame modelyje naudojamasi ir autoregresija, ir slenkanciu vidurkiu.

Autoregresiniai modeliai iSreiSkia g(t) priklausomybg nuo laiko eilutés
reikSmiy praéjusiais laiko momentais t-1, t-2, t-3, ..., t-p, kur p charakterizuoja
modelio ,,atminties* ilgj ir gali buiti bet koks teigiamas sveikas skaiCius.
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p
Tokie modeliai Zymimi AR(p) ir turi bendra formule &(t) = Z(xis(t—i)+

i=1
+0(t), kurioje o; — pastovis koeficientai, d(t) — atsitiktinis procesas, vadinamas
,baltuoju triukSmu®, apie kuri ir apie kurio savybes jau buvo kalbéta 1.14.12.3.2.
skyrelio ivadinéje dalyje, e(t—1) — laiko eilutés reikSmeés pragjusiais laiko momentais
t-i, o p — parametras, vaizduojantis modelio AR(p) ,,atminties” ilgi. Parametro p ir
koeficienty o; reik§més nustatomos modelio identifikavimo metu, bandant pritaikyti
tipini AR modelj realiai stacionariai laiko eilutei &(t) .

1.14.12.3.2. skyrelio {vadin¢je dalyje mes jau nagriné¢jome pati paprasciausia
AR tipo modeli — AR(1) modelj &(t)=oe(t—1)+0(t), aprasant; laiko eilutes, gaunamas
stebint kokius nors Markovo procesus ir registruojant ty procesy biisenas
charakterizuojancio kokio nors pozymio atsitiktines reikSmes. Tame skyrelyje buvo
apskaiciuotos beveik visos statistinés to modelio charakteristikos, iSskyrus daling
autokoreliacijos funkcija rq4a(k), kuri,kaip nesunku nustatyti, kai k>2, yra lygi 0.

Siek tiek sudétingesnis yra AR(2) modelis, aprasantis laiko eilutes, kurios
gaunamos stebint Julo procesus. AR(2) modelio bendroji formulé yra g(t)=o;e(t—1)+
+ae(t-2)+5(t).

Padauging Sios formulés abi puses i§ &(t-1), gauname lygybe e(t)-e(t—1)=
=au,7(t—1)+one(t-2)e(t-1)+8(t)e(t-1), i§ kurios iSplaukia lygybe E[g(t)-e(t-1)]=
=, E[e2(t-1)]+anE[e(t-2)e(t-1)[+E[8(t)e(t-1)], t. y. lygybeé y(1)=a1y(0)+oy(1)+0.

Analogiskai, daugindami abi formulés e(t)=a,e(t—1)+o,e(t—2)+5(t) puses is
e(t-2) ir apskai¢iuodami matematinius vidurkius, gauname E[g(t)-e(t-2)]=
=, E[e(t-1)e(t-2)[+aE[e2(t-2)[+E[8(t)e(t-2)], t. y. formule y(2)=a,y(1)+0y(0)+0.

Zinome, kad y(0)=c_ yra nelygus 0 teigiamas dydis, nes, jei baty, kad y(0)=0,

)= 0)+ 1), . .
tai g(t) nebuty atsitiktinis dydis. Todél sistemos {Y( ) =y(0)+ay(D) lygybiy abi

7(2) = oy(1) +a,7(0)
puses galima padalinti i§ y(0). Atsizvelgdami 1 tai, kad % =r1(k), gauname lygciy
Y
r(l) = o, + a,r(1),
r(2)=a,;r(l)+a,.
Si sistema leidzia apskaiGiuoti autokoreliacijos koeficientus r(1) ir r(2), kai

zinomos koeficienty a, ir a, reikSmes, t. y. kai jau turime identifikuota AR(2) modeli,
o taip pat apskaiCiuoti koeficienty o ir a, statistinius jverius @, ir &,, kai modelis

sistema {

AR(2) yra identifikuojamas, naudojantis turimais statistiniais duomenimis, t.y. realia
laiko eilute £(t).

2
o4y

Pirmuoju atveju gauname, jog r(l) = 1 % , 1(2)=a,+

2 a,

_ 2
Antruoju atveju randame, kad q, =%2(§§2)), o, =r(12)—2r(1§1)’ 1§ kur,
-r —-r

istatg autokoreliacijos koeficienty r(1) ir r(2) statistinius jveréius (1) =
1 n—1 . . 1 n-2 . .
— Y [et)- &t +1)] Y [t - &t +2)]
_n-115 N _n-27
= ir r1(2) =

L3 Gy rllil(é(t))z

n -

, gauname koeficienty o ir o
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i()-(1-12) . _f2)-1
-0 T Toe
Daugindami abi lygybés e(t)=o,e(t—1)+tone(t-2)+0(t) puses 1§ eg(t-k) ir
apskai¢iuodami matematinius vidurkius, gauname lygybg y(k)=ot;y(k—1)+ouy(k—2)+0.
Dalindami i§ y(0), gauname rekurenting formule r(k)=o;r(k—1)+o,r(k-2),

kuria naudodamiesi ir zinodami autokoreliacijos koeficienty r; ir r, reikSmes
2

r(l) = 1& irr(2)=a, + " % , galime apskaiciuoti visas autokoreliacijos funkcijos

o, a,

r(k) reikSmes ir sudaryti jos grafika.

statistinius iveréius &, =

3

Pavyzdziui, 1(3)=our(2)+our(1)=oast— o+ —at10+ — (o + aty ).
-a, l-a, I-a,

oL,

Dabar jau galime apskaiciuoti r(4), po to —r(5) ir t. t.

Kad surastume sarysj tarp o>=y(0) ir co=E[8°(t)], abi lygybés e(t)=oue(t—1)+
+a,e(t-2)+3(t) puses padauginsime i$ &(t)=oe(t—1)+oe(t—2)+3(t) ir apskai¢iuosime
matematinius  vidurkius gautoje lygybéje  &%(t)=ae(t—1)e(t)Fone(t—2)e(t)+8(t)x
x[ou(t—1)+ane(t-2)+8(t) |=ou e(t)e(t—1 ) +one(t)e(t-2)+a e(t—1)3(t) +oe(t-2)3(H)+87(t).

Gausime, kad y(0)=a,y(1)+0y(2)+0+0+ o, nes ,.baltasis triuksmas“ 8(t) néra
koreliuotas nei su &(t-1), nei su &(t-2). Todél o) =7v(0) [l—oclr(l) —oczr(Z)]:

2
=G§|:1—(Xl il -a; —&:|=G§ﬂ[(l—(lz)2 —ocf].
l-a, I-a, l-a,

Naudodamiesi anks¢iau aprasSytaja dalinés autokoreliacijos funkcijos rgu(k)
apskai¢iavimo metodika, galime rasti, kad rq,(2)=0, r4a(k)=0, kai k=3, 4, 5, ... .

,Baltojo triuk§mo* 8(t) dispersijos o statistini jverti 6, galime gauti i3

formulés o, =vy(0) [l—oclr(l)—azr(Z)], pakeisdami toje formuléje teorines y(0), a,,
2
(1), o, ir 1(2) reikSmes ju statistiniais jver¢iais 7(0) = %Z[é(t)—izat)} bei t(1),
t=1 t=1
r(2), &, ir a,, apie kuriy apskai¢iavima jau buvo kalbéta.

Siek tiek sunkiau $iuo atveju apskaiciuoti spektrinj tankj p(w), nes $iuo atveju
r(k) apskai¢iavimui tenka naudotis rekurentine formule. Spektrinio tankio p(w)
formule AR(2) modeliui ir funkcijos y=p(w) grafika skaitytojas gali rasti knygoje
[182], kurioje jis gali rasti informacijos ir apie AR(p) modelius, kai p>3, bei apie tokiy
modeliy charakteristiky apskaic¢iavima.

Analizuodamas modelio AR(2) spektrinio tankio p((T)) grafika, sudaryta
modeliui &(t)=0,75-e(t—1)-0,50-e(t-2)+3(t), skaitytojas gali pastebéti, kad Siuo atveju
p((T)) jau néra monotoniSkai maz¢janti funkcija, kaip modeliui &(t)=0,8e(t—1)+5(t), o
jau turi maksimuma, kai ®~0,14-0,15 ir po to monotoniskai maz¢ja. Tai reiskia, jog
stochastingje sistemoje, kurioje vyksta Julo procesas, aprasomas AR(2) modeliu
e(t)=0,75-e(t-1)-0,50-g(t-2)+9(t), veikiant Salutiniams periodiniams poveikiams, jau
galéty atsirasti rezonanso reiskinys. Tai ir suprantama, nes modelio &(t)=0,75-g(t-1)—
—0,50-g(t-2)+3(t) koeficienty o; ir o, reikSmés rodo, kad egzistuoja teigiamas ir
neigiamas rysSys tarp &(t) reikSmiy bei g(t—1) ir g(t-2) reikSmiy.
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Panasiai, kaip 1.14.12.3.2. skyrelyje AR(1) modelis &(t)=o,e(t—1)+6(t) buvo transformuotas {

forma g(t) = ZakS(t—k), taip ir modelis AR(2) &(t)=a;e(t—1)+o,e(t-2)+5(t) gali biti iSreiksStas per
k=0

»baltaji triuk§ma‘: g(t)=0(t)+o;[o;e(t—2)+one(t=3)+d(t—1)+a,[ o e(t=3)tone(t—4)+56(t—2)]=6(t)+

+ou 8(t=1)H0,8(t-2)+ o e(t-2)+201 ae(t-3)+ a3 e(t—4)=8(t)+a 8(t—1)+o,8(t-2)+ au? S(t-2)+

+2000,8(t-3)+ a3 S(t—4)+ o e(t-3)+3 o cLe(t-4)+30, ok e(t-5)+ o) e(t-6)=...=

n k n+l
=D > Cratabd(t—k i)+ D Chof T abe(t-n—1-i).
k=0i=0 i=0
Kai AR(2) modelio koeficientai yra tokie, kad |a,[+|o,|<1, tai
n+l n+l

11mZ:Cn+10L{‘+11 be(t—-n—1-i)=0, nes ZCHHOL}”]' Le(t—n —1—1)<Goc1|+|oc2|) g, kure—
i=l
mak51ma11 galima |g(t)| reikSme.

ok
Tokiais atvejais galioja formulé g(t) = ZZCLOL}(_I(X.IZBG —k—1), t.y. stacionari laiko eiluté
k=0i=0
g(t) gali biti iSreiksta kaip begalinio skaiiaus ,baltyjy triuk§my“ suma. Kadangi E[6(t—k-1)]=0 bet
kurioms t, k ir i reik§Sméms, tai i§ §ios formulés i$plaukia, jog E[e(t)]=0

o k
Apskaic¢iuosime Julo proceso laiko eilutés dispersija: cg = E[82 (t)]: csg ZZ [Ckocl "ol ] .
k=0i=0
Mes jau turime formulg, iSreiskiancéia cs% ir cg priklausomybe: cﬁ o2 rﬁ
x[(l—a2)2 —0(12] Todél galime iSvesti formule Z:Z:[Ckocl_1 57 :c_§: 10y
010 S <1+a2)~[(1—a2)2—a%]
galiojancia, kai |o|[+|o,|<1. Pavyzdziui, kai oclzaz:i tai gauname formulg Z = e =—, o kai
k=0
k
1 . z(c‘ f B
0‘1=0€2=§s tai gauname formule Z:: . Didéjant o ir o, suma ZZ[Ckock i ‘] didéty,

k=0 i=0
. . . . . . N . e L
artédama prie +oo, kai koeficientai a,=a, artéty prie 3 btidami dar Siek tiek maZesni uz 0,5.

Parodg, kad modelj AR(2) galima taikyti stacionariy laiko eilu¢iy tiksliam (kai nagrinéjamoji
laiko eiluté buvo gauta, stebint Julo procesa) ar artutiniam atvaizdavimui, o taip pat parodg, kaip
apskai¢iuojamos modelio AR(2) statistinés charakteristikos bei koeficienty o ir o, statistiniai jverciai,
galime iskelti sau ir toki klausima: ,,Ar visada formulé e(t)=a,e(t—1)+o,e(t-2)+3(t) vaizduoja stacionaria
eilute?*

ok n+l
Panagringje¢ ~ formulg  &(t) = ZZCL& Tahd(t—k—1i)+ ZCHHOL{”I labe(t—n—1-1),
k=0i=0 i=0

gausime atsakyma, jog ne visada, nes ne visada g(t) dispersija cg bus pastovus baigtinis dydis. Tuo

(1_.0‘2)'6(2)
(l+a2)- [(1_0‘2)2 _th

nesunku jsitikinti ir naudojantis formule c§ = J : kai o=, ir artéja prie 0,5, tai
cé artéja prie .

IS rezultaty gauty, nagringjant AR(1) ir AR(2) modelius, galima padaryti dvi iSvadas: 1) ne
visada formulés e(t)=oe(t—1)+3(t) ir e(t)=o,e(t—1)+0a,e(t-2)+3(t) vaizduoja stacionarias laiko eilutes ir
todél galima iSkelti klausima, kokias salygas turi tenkinti modelio AR(p) koeficientai o, a,..., ...,

P

o, kad formulé e(t) = Zocis(t—i)+8(t) vaizduoty stacionaria laiko eilute; 2) kai AR(1) ir AR(2)
i=1

modeliy koeficientai o, o ir o, parinkti taip, kad tie modeliai vaizduoja stacionarias laiko eilutes, tai tas
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eilutes galima pavaizduoti kaip ,,baltyju triuk§my“ ,,pasvertas* sumas, turin¢ias be galo daug démeny:

g(t) = ZBiS(t —i) (pavyzdziui, AR(1) atveju P=o/, AR(2) atveju formulé, isreiskianti [;
i=0

priklausomybg nuo a, ir o, yra Zymiai sudétingesné); kyla klausimas, ar kiekvienas AR(p) modelis, kai

jis vaizduoja stacionaria laiko eilutg, gali biiti iSreikStas formoje &(t) = ZBiS(t —-1i).
i=0
Atsakyma { pirmaji klausima galima gauti, nagrinéjant AR(p) modelio charakteringaja lygti

P .
I—Zaizl =0: kad AR(p) modelis vaizduoty stacionaria laiko eilutg, biitina ir pakankama, kad visy
i=1
charakteringosios lygties Sakny reik§Smiy moduliai biity didesni uz 1.
Pavyzdziui, AR(1) modelio charakteringoji lygtis yra 1-a,z=0, kuria sprgsdami gauname, jog
Z=L, i§ kur iSplaukia biitina ir pakankama AR(1) stacionarumo salyga: |ay|<l. Kadangi AR(1)
o
modelyje o;=r(1), tai $i salyga sutampa su bendraja salyga, keliama atsitiktiniy laiko eiluciy
autokoreliacijos koeficientams: —1<r(1)<1.
AR(2) modelio charakteringoji lygtis yra 1—o,z—a,z°=0. Todél AR(2) modelio stacionarumo
bitinoji ir pakankamoji salyga modelio koeficientams o, ir o, susiveda i nelygybiu sistema

—a, +yo; +da,

2a.,

2
—a, —ya, +4a,

20,

>1,

Sia nelygybiy sistema, nagringjant galimus atvejus ir ivykdzius keleta

>1.

algebriniy pertvarkymy, galima suvesti | Zymiai paprastesniy nelygybiy sistema {'OH' <2 .
|()Ll| +o, <l.

Naudojantis $ia nelygybiy sistema, jau visai nesunku patikrinti, ar AR(2) modelis vaizduoja
stacionaria ar nestacionaria laiko eilute, o taip pat parinkti koeficientus o, ir a,, kad AR(2) modelis buty
stacionarus.

I8 gautos nelygybiy sistemos iSplaukia, jog AR(2) modelio stacionarumui jau nebepakanka, kad
biity tenkinamos salygos —1<r(1)<1 ir —1<r(2)<l. Pavyzdziui, modelio e&(t)=3e(t—1)-3e(t-2)+5(t)

o 3

koeficientai o;=3, o,=-3, tenkina salygas —1<r(1)<l, —-1<r(2)<l, nes r(l)= I = " ir
0le 9 3 . . . . . |0L1| < 2a
r2)=a, + =—-3+—=—=, taciau netenkina pirmosios is salygy
1-a, 4 lowy| +ay <.

Galima jrodyti, kad stacionaraus AR(2) modelio autokoreliacijos koeficientai r(1) ir r(2) turi
tenkinti ne tik salygas —1<r(1)<l, —1<r(2)<l, bet dar ir papildoma salyga r(2)>2r*(1)-1. Sie trys
apribojimai autokoreliacijos koeficientams yra biitina ir pakankama AR(2) modelio stacionarumo
salyga. Ja galima pasinaudoti, sprendziant, ar duotaja realia laiko eilut¢ galima aproksimuoti AR(2)
modeliu.

Atsakymas | antraji iSkeltaji klausima yra teigiamas: kiekviena AR(p) modeli (p=1, 2, 3,...), kai

jis vaizduoja stacionaria laiko eilutg, galima pervesti | forma s(t):ZBiS(t—i):S(t)+
i=0

+ ZBiS(t —1), kurios koeficientai B; tenkina salyga ZB? < +00.
i=1 i=1
Toki pervedima galima {vykdyti, naudojantis rekurentiniu algoritmu: 1) { formulg

p p
e(t) =0(t)+ Z a;e(t—1) vietoj g(t-i) istatomos formuleés e(t—1)=d(t—1)+ Zotja(t —-i—j), kur i=1, 2,...,
i=1 j=1

P p p
p; gauname formule &(t) = d(t) + Z o;o(t—1)+ Z o z a;e(t—i—]); 2) i gautaja formulg vietoj e(t—i—
i=1 i=l =l
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p
j) istatomos formulés S(t—i—j)+ Zaks(t —i—j—k) ir gaunama formulé e&(t)=0(t)+
k=1

+Za 8(t—1)+20c Zoc 8(t—1—J)+Zoc Zoc Z(Xka(t—l—_] k); 3) treCiame zingsnyje

i=1 j=1 i=1 j=1 k=1

gauname formule ¢&(t) = 8(t)+ZociS(t—i)+2a120¢j8(t—i—j)+Zaiiajiakéi(t—i—j—k)+

i=1 i=1 =l i=l =l k=l

P p p P
+ Zoti ZajZak Z(xé/s(t —i—j—k—70); 4) ketvirtajame zingsnyje gauname formulg &(t)=3(t)+
i=l =l k=l f=l

+ZOL o(t— 1)+ZOL Zoc 8(t—1—])+2(x ZOL ZakS(t—l—J k)+Zoc Zoc Z(szotg
i=1 j=1

i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 k=1

xd(t—i—j—k— £)+Zoc Zoc ZakZa[Za gt—i—j-k—/¢-m).

i=1 j=1 m=l

p p
Tgsdami §j algoritma, gauname formulg &(t)=3(t)+ Z o;0(t—1) + Z o Z a;d(t-i-j)+
i=1 i=l el

+ZOL Zoc Zakﬁ(t—l—] k)+Zoc Zoc ZakZa S(t—i—j—k-0)+

i=1 j=1 k=1 i=1 j=1

p p
+ZaiZaJZakaZamS(t—i—j—k—é—m)+2a12aj2ak2a42am2an X

=l j=l k=l ¢=1  m=l izl j=l k=l  f=l m=l  n=l
x3(t—1—j—k —¢—m)+..., kurig galima testi iki begalybés. Susumave tokioje formuléje koeficientus

prie d(t-r), kur r=0, 1, 2,..., surasime koeficientus B,: Bo=1; Bi=ct1; Br=0i,+ alz 5 Bs=osta oo, t (x13

irt. t., t. y. sudarysime formule €(t) = 8(t) + Z B,0(t —r), kuri turés ta patj vidurki, ta pacia dispersijq ir

r=1

p
kitas statistines charakteristikas kaip ir &(t) = 6(t)+Zaia(t —1), kai koeficientai o parinkti taip, kad
i=1

modelis AR(2) yra stacionarus ir ZBr <+, nes tuomet hm E Za g(t—1i)— ZB o(t—-r)|[=0 ir
r=1 r=1

2
hmE(Zag(t—l) Zs 6(t—r)J =0.

i=1 r=l1

Si i§vada galios bet kurioms p reik§méms, t. y. ir atvejui, kai &(t) = 8(t) + Zais(t —1). Todél

i=1
galima teigti, jog bet kuria stacionarig laiko eilute, atitinkamai parinke koeficienty o; reikSmes
(kurios, pradedant, pavyzdZiui, nuo kokio nors i=p+1, visos gali biiti lygios 0), galime pavaizduoti

formoje s(t):6(t)+2ais(t—i), o taip pat, atitinkamai parinke koeficientus p,, — ir formoje

i=1

s(t)=6(t)+i[5r6(t—r).

Kai formoje &(t) =8(t) + > a,e(t—1i) vietoj begalinés sumos, imame p pirmyjy
i=1
sumos démeny, atitinkamai parinkdami koeficienty a1, a,..., o, reikSmes a,, Q.,, ...,

a, taip, kad formulé 8(t)+ > a.e(t—i) geriausiai aproksimuoty formulg
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5(t)+> ae(t—i) (o taip pat ir formule e(t)=8(t)+ > p.8(t—1)), tai gauname

i=1 r=1
AR(p) modelius, o kai formoje &(t)=38(t)+ > 8(t—r) imame q pirmyjy begalinés
r=l1
sumos démeny, atitinkamai pasirinkdami koeficienty f31, Bs,..., Bq reikSmes [31 , [32 s e

~

9. A
B, taip, kad formul¢ 8(t)+ > B,8(t—r) geriausiai aproksimuoty formulg
r=1
e(t)=38(t)+>.B,8(t—r) (o tuo pafiu metu — ir ekvivalendia jai formulg
r=1

e(t) =58(t) + Y o,e(t —i)), tai gauname taip vadinamus slenkang¢io vidurkio modelius

i=1

q

MAC(q), t. y. modelius &(t) = d(t) + 2[3 ;0(t — j) , kuriuose raidés M ir A yra pirmosios
j=1

angliSky zodziy ,,Moving* ir ,,Average* raidés.

Reikéty pazyméti, jog savoka ,,stacionarios laiko eilutés slenkancio vidurkio
modelis MA(q)*“ skiriasi nuo savokos ,,nestacionarios laiko eilutés x(t) glodinimas
slenkancio vidurkio metodu* ne tik tuo, kad pirmoji savoka taikoma stacionarioms
laiko eilutéms, o antroji — nestacionarioms, bet ir tuo, kad slenkancio vidurkio metodo

svoriniy koeficienty ®; suma Z(oi visada turi biti lygi 1, o slenkancio vidurkio
i=1

modelio koeficientams f3; toks reikalavimas nekeliamas, nes laiko eilutés &(t),
vaizduojamos MA(q) modeliais, yra stacionarios, esant bet kurioms realioms
baigtinéms koeficienty P, fo...., Bq reikSméms (ko negalima pasakyti apie koeficienty
o, 0,..., O, reikSmes stacionariuose AR(p) modeliuose).

Pats paprasciausias slenkancio vidurkio modelis yra modelis MA(1) &(t)=3(t)—
—0,5(t-1).

Rasime S§io modelio autokovariacing funkcija vy(k), dispersija v(0) ir
autokoreliacing funkcija r(k).

(0)=E[((t)-E[e(0])"]=E[(8(t)-0:8(t-1)-0)°]=0; + 675, nes E[5(t)-5(t-1)]=
=cov(8(t), 5(t-1))=0, o E[8(t)-8(t)]=E[8(t-1)-8(t-1)]=0 .

Y(D)=E[e(t)-(t-1)]=E[(8()-018(t-1))(8(t-1)-018(t-2))]=—01 57 -

Nesunku jsitikinti, kad visoms k>2 reik§méms modelio MA(1) autokovariacija
v(k)=0, todél visi Sio modelio autokoreliacijos koeficientai r(k), kai k>2, taip pat yra

_ 2
lygiis 0, 0 r(1) = () _ 91260 —=— i =
v0) (1+67)o2 146
e1

Formule r(l)=-

-~ naudojamasi identifikuojant modeli MA(1), t.y.

1

nustatant koeficiento 0; statistinj jvertj él. Sis jvertis surandamas i§ lygties

A

f(l)=—e—ﬂ, kurioje 1(1) — autokoreliacijos koeficiento r(1) statistinis jvertis,
1+6;
1

apskai¢iuojamas, naudojantis turimais statistiniais duomenimis:
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lnl

(a(t)—zs(t)j (é(t—l)—lié(t)j

n— 1 t=1 n

()= > .
n;(é(t)—néé(t))

Modelio MA(1) dalinés autokoreliacijos koeficientai r4a(k), skirtingai nuo
autokoreliacijos koeficienty, néra lygiis O ir apskaiiuojami naudojantis formule
1-0; . : ,1-6;

1, (k) =—0f g - Pavyzdziui, kai k=2, gauname r,(2)=-0; o
— Y Y
07 — e . :
= Tieie Jei paimtume k=1, tai dalinés autokoreliacijos koeficientas rq,(1) taptu
1 1

autokoreliacijos koeficientu r(1), nes tarp g(t) ir g(tx1) jau nebéra tarpiniy elementy,
todeél g, (1) formulé turéty sutapti su r(1) formule.

Kad taip ir yra 1§ tikryjy, nesunku jsitikinti: rgy(1)=—9, i:gg - 692 =r(1).
Slenkancio vidurkio modelio MA(2) &(t)=8(t)—0,5(t—1)—0,0(t—2) dispersija
6> =y(0)=E[(3(6)-0,5(t-1)-0,3(t-2))*]=2(1 + 07 + 02 ), kovariacija y(1)=E[(3(t)
—018(t-1)-0,8(t-2))(8(t—1)—-0,5(t-2)-0,8(t-3))]=— 0,5¢ +0,0,05; = .6,(0, —1),
kovariacija y(2)=[(8(t)-0:8(t—1)-0,8(t-2)][8(t-2)-0:8(t-3)-0.5(t-4))]=- 0,5, , 0 Visos
kitos kovariacijos y(k), kai k>3, yra lygios 0.

. -6,(1-9,) -0,
Todeél r(1) = ————27 =— 2 okair>3, tai r(k)=0.
M 1+0° +6] 1) 1+0; +6; (o=

Identiﬁkuojant modeli MA(2), sprendziama netiesiniy lygciy sistema

-0,l1-
=1(1

1+6% + 62 =10,

9
——2— =72
1+6%+6? H2).

Norint patikrinti hipotezg, kad analizuojamoji laiko eiluté &(t) gali buti
aproksimuota modeliu MA(2), tikrinama, ar (1) ir £(2) tenkina nelygybiy sistema

r(1)+1(2) = -0,5,

r(2)-1(1) = -0,5, t.y. tikrinama, ar koeficienty 0; ir 0, jverciai é1 ir é2
(1) ~ 47(2)(1 - 27(2)),

Al <2,

tenkina nelygybes .
| +6, <1

Atsizvelgdami | autoregresijos ir slenkanciy vidurkiy modeliy dualuma ir
sintezuodami AR(p) ir MA(q) modeliy sudarymo id¢jas, gauname autoregresinius
modelius su likudiy slenkanciu vidurkiu, vadinamus ARMA(p, q) modeliais

g(t) = Zp:ocis(t —i)+08(t) - ieja(t -j).

Paprasciausias tokio tipo modelis yra modelis ARMA(1, 1) g(t)=oe(t-1)+
+0(t)—0:5(t-1).
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Apskaiciuojant ARMA(p,q) modeliy statistines charakteristikas, tenka
atsizvelgti 1 taip vadinamaja ,.kryzming koreliacija“ tarp procesy e(t-k) ir o(t—j).

Kovariacija cov(e(t-k), d(t—)) yra lygi 0, kai momentai t—- yra vélesni uz
momentus t-k, nes procesas g(t—k) negali priklausyti nuo to ,,baltojo triuk§mo* 6(t),
kuris dar bus ateityje. Todél, apskaiciuojant cov(e(t—k), 5(t—j)) ir atsizvelgiant i eilutés
g(t) stacionaruma, svarbu iSsiaiSkinti skirtuma (t—)—(t-k)=k—j ir nustatyti jo zenkla.
Kai t—>t—k, t. y. kai k—>0, tai cov(e(t-k), 0(t))=ys5(k—)=0, t. y. Ves(1)=Ye5(2)=Yes(3)=
=...=0. ,,KryZmin¢ kovariacija“ gali biiti nelygi O tik tada, kada k—<0.

Apskaiciuosime ,.kryzming kovariacija“ y.5(0) modelyje ARMA(1,1), tuo tikslu
pertvarkydami to modelio forma i lygybe &(t)—o1e(t—1)=0(t)—0,0(t—1) ir padaugindami
abi tos lygybés puses 1§ O(t). Gauname lygybe &(t)o(t)—oe(t—1)3(t)=5(t)d(t)—
—0,0(t-1)3(t), 1§ kurios, pereinant prie kovariacijy, iSplaukia lygybé 7.5(0)—
—ayes(1)=0,-0, t. y. lygybé y.5(0)=0, .

Dabar, daugindami abi lygybés e(t)—ae(t—1)=0(t)—-0,5(t—1) puses 1§ o(t—1) ir
apskai¢iuodami kovariacijas, gausime: 1) g(t)d(t—1)—a,e(t—1)0(t—1)=8(t)d(t—1)—
—018(t-1)3(t-1); 2) Yes(—1)—0t17e5(0)=0-0; 57 ; 3) Yes(~1)=ct1 5; 01 5, =(ct.1-01) G .

Apskaiciave y:5(0) ves(—1), jau galime apskaiciuoti modeli ARMA(1,1)
atitinkancia dispersija bei autokovariacing ir autokoreliacing funkcijas.

1) e(t)e(t)—oe(t—1)e(t)=0(t)e(t)—0,0(t—1)e(t);
2) 7(0)—ouy(1)=yes(0)—017es(—1);
3) ¥(0)-ary(1)=0,5-01(c1-01) 555
4) g(t)e(t—1)—oe(t—1)e(t—1)=0(t)e(t-1)-0,0(t-1)e(t-1);
5) ¥(1)—017(0)=0-01ye5(0); Y(1)=017(0)—-61 o ;
6) v(0)-a.; y(0)+a0; 6,=c, 010 6, +0; G ;
2 2
e L
—a; l-a;

IS lygybeés a(t)s(t—k)—(xls(t—l)a(t—k):8(t)8(t—k)—918(‘[—1)a(t—k), kai k>2,
gauname, jog y(k)—ay(k—1)=0-0, t. y. gauname rekurenting formule y(k)=ay(k—1),
(a,-6,)(1-0,6,) y

k=2, 3,4, .... I§ Sios formulés iSplaukia, jog, kai k>2, tai y(k) =

1-o
xa 'o; . Todél, kai k>2, tai vk )—( k)= (alz_el)(l_alel)z aX ! x
v(0) (1-a;)1-20,0,+67)
Y G OC) _ (0, =61~ Oﬂe) o y(D)

. Kadangi, kai k=1, tai a,; "' =1 irr(1)="—==
o, 1-20,0,+6,° 7(0)

_ (o, =6,)1-0,6,)
1-20,,0, +6;
atvejui k=1.

Tai reiskia, kad modelio ARMA(1,1), gauto jungiant MA(1) su AR(1), kuriame
loij|<1, autokoreliaciné funkcija — eksponentiSkai mazéjanti funkcija, kuri yra
monotoning, kai a;>0, ir svyruojanti, kai o;<0.

Tikrinant hipotezes, ar analizuojamas procesas ¢(t) gali biiti aproksimuotas
modeliu ARMA(1,1), galima naudotis nelygybémis

Gy

, todél bendraja r(k) apskaic¢iavimo formulg galima taikyti ir
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2

F(2)| < [f(1)
£(2) > t(1)(2t(1) + 1), kai £(1) < 0,
r(2) > r(1)(2r(1) — 1), kai 1(1) > 0, kurios turi bati tenkinamos.

Identifikuojant ARMA(1,1) modeli, pirmajame identifikavimo etape
apskaiciuojamas koeficiento o statistinis jvertis &,, kuris surandamas, naudojantis

formule r(k)=a,r(k-1), k=2, 3,..., i$ kurios i$plaukia, jog &, = {((?)) .
r
Antrajame identifikavimo etape, surandame koeficiento 0, statistinj jvertj él,

. . 1407 26,5 -9(0)1+67)
spresdami kvadrating lygti él = ?(l)(l 62 )_ &, (?(0) " ?(2))
verciu él ta Sios lygties Sakni, kuri tenkina nelygybe | él I<I.

Lyatis 1 0; _ _26,3(0) - fC(O)A(l + de)
6, IM+a7)-6 (70 +7(2)
e(t)—o,e(t—1) =93(t) —0,8(t 1),
{S(t +1)—o,e(t) =8(t+1)—0,5(¢),
[e(t) — o e(t = D)]- [e(t) — a,e(t = 1)] = [8(t) — 6,8(t = 1)]- [8(t) — 6,8(t —1)]
ﬁdﬂ—a@G—D}kG+D—a@Gﬂ=Bﬁrﬂ@ﬁ—D}BG+D—9@0ﬂ
Pereidami prie kovariacijy, gauname sistema:
cov(e(t),e(t)) — 2cov(e(t),a,e(t —1)) + cov(a,e(t —1),0,&(t — 1)) = cov(d(t),0(t)) +
+ cov(0,6(t —1),0,6(t —1)) — 2cov(d(t),0,6(t — 1)),
cov(e(t),e(t +1)) —cov(a,e(t —1),e(t +1)) — cov(e(t),a,e(t)) + cov(o,e(t —1),0,&(t)) =
= cov(d(t),0(t +1)) — cov(d(t),0,5(t)) — cov(0,6(t —1),8(t +1)) + cov(0,5(t —1),0,5(t)),

ir pasirinkdami 6,

yra gaunama i§ lygybiy

18 kuriy iSplaukia lygybiy sistema

kai k # j,

0,
1§ kurios, atsizvelgdami, kad cov(6(t+k),8(t+j))={ 5 gauname lygéiy

o2, kaik = j,
v(0) (14 @)= 20,7(1) = 52(1+ 02 ),

Y (1+0})- 0, (1(0) +7(2)) = -0,02.
Kadangi koeficiento o statistini jverti mes jau esame suradeg, o kovariaciju
7(0), v(1) ir y(2) statistinius jveréius 7Y(0), 7(1), Y(2) galime apskaiciuoti,

sistema {

pasinaudodami turimais statistiniais duomenimis (realia laiko eilute £(1), &(2),...,
g(n)) ir standartinémis formulémis, tai, padaling pirmaja gautos sistemos lygtj i$
antrosios ir istat¢ vietoj a, y(0), y(1) ir y(2) ju statistinius jvercius, mes ir gausime
koeficiento 0, statistinio jvercio él apskaiCiavimui reikalinga lygti
1402 2890 -9(0)1+a2)

6, JOl+67)-6,7(0)+7(2)

t.y. lygti 6> —ch, +1=0, kurioje koeficiento

. i) | Q).
m)1+fi ] BRI
. 26,5 -30)1+67) ! { r(1) } iy )
CI00+61)-6,G0+7) ey
teti) fQNﬂ®+?@»—ﬂD1+(¥”J
r(D) £(1)
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A @) |90,
7(0) [H(Y] ]—%v(l)
) v v _10F 0+ @)- 2970
702)

(ﬂon«z))—m{u(m)ﬂ 0o~ 0]

reikSmé gali

7(D) 7(1)
biti apskaiciuota naudojantis turimais statistiniais duomenimis.

Turédami koeficienty o, ir 0 iveréius @, ir é1 , galime sudaryti laiko eilutés
modeli ARMA(1;1): e(t)=a, e(t+1)+5(t)— él o(t-1).

Siekiant supaprastinti ir unifikuoti modeliy AP(p), MA(q) ir ARMA(p, q) su
didesnémis p ir q reikSmémis nagrin€jima, tikslinga isivesti postimio laike
Fe(t) =¢g(t+1),

F e(t)=¢(t-1).

Operatoriai F; ir F_ yra atvirkStiniai vienas kitam, nes F.F_g(t)=F(F_g(t))=
=F.e(t-1)=¢(t)=F F;&(t). Tod¢l F, =F " ir F =F.".

Daugkartin; operatoriy F. ir F_ panaudojima sutrumpintai Zymésime ty
operatoriy laipsniais, jsivesdami operatoriy F+ ir F_ laipsnio F* ir F*, kur k — bet koks
sveikas skaicius, savoka: F*g(t)=e(t+k), F* e(t)=e(t-k).

Operatoriy F. ir F_ laipsniams galioja laipsniy daugybos taisyklés
FO.Ff2 =Fhte, FhoFlR oo o Feth FRORR SR =1 kur Fle(t) =1-g(t) =
=g(t); FY - F* = F4*2; F*.F* = F° =1, kur F's(t) = &(t).

Operatoriai F; ir F_ yra tiesiniai operatoriai ir i§ ju bei konstanty galima
konstruoti sudétingesnius tiesinius operatorius, pavyzdziui, operatoriy 1-a,F —

operatorius F, ir F_, apibréziant juos formulémis {

- oczF_2 — oc3F_3 - ochf , kur] sutrumpintai Zymésime Ap(F_, o), arba operatoriy
1-6,F —0,F’ —0,F’ —..—6_F%, kurj sutrumpintai Zymésime Bq(F_,0).

Paveike laiko eilutg &(t) operatortum An(F_, o), gausime, jog Ap(F_, a)e(t)=
=g(t)—oie(t—1)—ane(t-2)—...—0,e(t—p), todél AR(p) modeli e(t)=oie(t—1)+one(t-2)+
+...Fope(t-p)+o(t), pertvarke ji 1 forma e(t)—aie(t—1)—one(t—2)—...—0,e(t—p)=0(t),
operatorinéje formoje galima apraSyti formule Ap(F_, a)e(t)=0(t).

AnalogiSkai, naudodamiesi operatoriumi By(F_, 0), modeli MA(q), apraSoma
formule &(t)=0(t)-0:0(t—1)-0:0(t-2)—...—0,0(t—q), operatorinéje formoje galima
aprasyti formule g(t)=B4(F_, 0)3(t).

ARMA(p,q) modeli  g(t)=oe(t—1)tone(t-2)+...ta,e(t—p)+(t)—0:5(t—1)—-
—0,0(t-2)—...—0,0(t—q), pertvarke ji 1 forma e(t)—oue(t—1)—0ne(t-2)—...—0pe(t-p)=
=0(t)—010(t—1)-0,0(t-2)—...—0,0(t—q), operatorin¢je formoje galime apraSyti formule
Ap(F-, a)e(t)=B4(F-, 6)d(t).

ARMAC(1, 1) modelio operatoriné forma yra A;(F_, a)e(t)=B(F_, 0)(t),
ARMA (2, 1) modelio operatorin¢ forma yra A,(F_, a)e(t)=B;(F_, 0)e(t) ir t. t.

Rekomenduoju skaitytojui apskaiciuoti modeliy ARMA(2,1), ARMA(1,2) bei
ARMA(2,2) statistines charakteristikas ir padaryti i§ gauty rezultaty iSplaukiancias
iSvadas.

Modeliai AR(p), MA(q) ir ARMA(p,q) sudaro stacionariy laiko eiluciy
paprasty tiesiniy modeliy klase, kuriy taikymui, nagrin¢jant stacionarias laiko eilutes,
yra sudaryti specialis standartiniy programy kompiuteriams paketai, labai
palengvinantys ir pagreitinantys stacionariy laiko eiluciy analizg.
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Taciau pasirod¢, kad realiy stacionariy laiko eilu¢iy matematinei analizei
iy paprasty modeliy ne visada pakanka.

Nagrinéjant vertybiniy popieriy (pavyzdziui, akciju) kainy kitima, infliacijos ir
kitus reiSkinius, buvo pastebéta jvairiy fenomeny, kuriy atsiradimo ir egzistavimo
realiose laiko eilutése ank$¢iau minetieji AP, MA ir ARMA tipy modeliai paaiskinti
nepajége.

Vienas 1§ tokiy fenomeny — prognozés paklaidy (atsitiktiniy eilutés likuciy)
grupavimasis { serijas (klasterius): prognozés paklaidos kai kuriose stacionariose laiko
eilutése gana daznai grupuodavosi i dideliy ir mazy paklaidy serijas, kai tuo tarpu
dideliuose laiko intervaluose laiko eilutés dispersija o> = y(0) islikdavo pastovi, t.y.

eiluté g(t) iSlikdavo stacionari. Buvo net pastebétas tam tikras asimetriSkumas: po
akcijy kritimo kuriam laikui kainos i$sibarstymas dazniausiai padidédavo, kai tuo tarpu
akcijos kainai pakilus tokio désningumo kainos iSsibarstyme pastebéta nebuvo.
Asimetrijos efekto, kuris buvo pastebétas dar 1976 m., priezastys, matyt, gliidi Zzmoniy
psichologijoje: akciju kainoms krintant, vieni, galvodami, kad jos ir toliau kris,
stengiasi tas akcijas greic¢iau parduoti, ir dél Sios priezasties akcijuy kaina dar labiau
krinta, o kiti, galvodami, kad akcijuy kaina greitai vél pradés kilti, stengiasi supirkti
atpigusias akcijas, kad véliau galéty gauti pelna, ir tokiu biidu stabdo akcijy kainy
kritima ir net gali i$Saukti ju padidé¢jima. Toks Zzmoniy nuomoniy iSsibarstymas ir veda
prie akciju kainy iSsibarstymo padidéjimo, akcijy kainoms krintant. Akcijuy kainoms
kylant, Zmoniy nuomonés Zymiai vieningesnés, ir todél ir ty kainy atsitiktinis
i§sibarstymas yra mazesnis.

1986 m. Tomsonas pastebéjo, kad atsitiktiniy procesy, vykstanc¢iy finansy
rinkoje, laiko eilutése pasireiskia ilgalaikés atminties efektas, kuris dabar vadinamas
Tomsono efektu. Dar viena tokiy laiko eilu¢iy désninguma pastebéjo Markas Masina.
Buvo pastebéta ir kity reiSkiniy, kuriuos biity galima pavadinti stacionariy laiko
eiluciy nelineiniSkumo (netiesiSkumo) reiskiniais.

Visi panaSis reiSkiniai netilpo { AR, MA ir ARMA modeliy rémus ir todel
buvo pabandyta pastaruosius modelius modifikuoti, jvedant tam tikrus ty modeliy
papildymus.

Ivedus salyginio heteroskedastiSkumo savoka, buvo sukurtas autoregresinis
salyginio heteroskedastiSkumo modelis ARCH(p) (AutoRegresive Conditional
Heteroscedasticity model), kuris véliau buvo apibendrintas i GARCH(p, q) modeli
(Generalised Autoregresive Conditional Heteroscedasticity model).

Su S$iais modeliais (o taip pat su modeliais HARCH(p), EGARCH(p, q),
FIGARCH(p, q), TGARCH(p, q), LGARCH(p, q) ir t. t.) skaitytojai galés susipazinti,
studijuodami specialius laiko eiluciy ir finansy matematikos kursus. Sistemotyrininkui,
besiruoSianc¢iam tapti dZeneralistu, kad jis galéty suprasti specialistus, analizuojancius
stacionarias laiko eilutes, ir susikalbéti su jais, pakaks ir tu ziniy, kurios pateiktos
Siame Sios mokymo priemonés skyrelyje.

1.14.12.3.2.2. Tipiniai nestacionariy laiko eilu¢iy modeliai

1.14.12.3.2. skyrelio pradzioje mes jau nagrinéjome nestacionarias laiko eilutes
x(t) ir ju glodinimo metodus. Siame skyrelyje nagrinésime homogenines
nestacionarias laiko eilutes x(t), apibréziamas kaip tokias laiko eilutes x(t), kurios,
eliminavus 1§ ju neatsitikting laiko eilutés x(t) dali, tampa stacionariomis (placiaja
prasme) laiko eilutémis &(t).

Tarkime, kad nagrin¢jamaja nestacionaria laiko eilutg x(t) sudaro (k—1)-jo
laipsnio (kur k>1) daugianaris cO+clt+czt2+...+ck,1tk_l, kurio koeficientai ¢; (i=0, 1,
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2,..., k=1) — kokios nors konstantos ar net atsitiktiniai skaiCiai, turintys
nepriklausan¢ius nuo laiko vidurkius, ir stacionari laiko eilute eg(t), t.y.

x(t) = ]_(Z_l:citi +&(t).

Tokiy laiko eilu¢iy matematiniam modeliavimui ir apdorojimui taikomi tipiniai
taip vadinamieji integruoti autoregresiniai slenkancio vidurkio (AutoRegressive
Integrated Moving Average) modeliai ARIMA(p, q, k).

k-1
Sie modeliai eliminuoja i§ laiko eilutés x(t) daugianari ) c;t' ir po to sudaro
i=0

likusios stacionarios laiko eilutés g(t) tipini modeli ARMA(p, q).
k-1
Daugianario f(t)=) c;t' eliminavimui i§ eilutés x(t)=f(t)+&(t) pasinaudosime
i=0

operatoriumi A, apskai¢iuvodami skirtumus Ax(t)=x(t)—x(t-1), A’X(t)=Ax(t)-Ax(t-1),
A*x()=AX(t)-A*x(t-1) ir t. t.

Operatorius A gali biiti iSreikStas per operatoriy F, t.y. A=1-F_, nes
Ax(t)=x(t)—x(t-1)=x(t)-F x(t)=(1-F_)x(t), o operatorius A’=(1-F)*, nes A*x(t)=
=Ax(t)-Ax(t-1)=(1-F_)x(t)—(1-F_)x(t=1)=(1-F ) (x(t)—x(t-1))=(1-F )(1-F_)x(t)=
=(1-F_)*x(t).

Analogiskai gauname, kad A"x(t)=(1-F_)"x(t)=>_(-1)"C,F'x(t).
i=0
1.14.12.3.2. skyrelio pradzioje, jvesdami laiko eilutés x(t) ir stacionarios laiko
eilutés savokas bei apibuidindami laiko eiluc¢iy ekonometrinés analizés tikslus ir meto-

P
dus, mes jau buvome nustatg, kad A" c;t'=0. Todél tuo atveju, kai nagrinéjama
i=0

P
laiko eilute yra x(t)=) c;t'+&(t), kur &(t) — stacionari laiko eiluté, tai tokios laiko
i=0
b
eilutés x(t) (p+1)-osios eilés skirtumas A”"'x(t)=A""D c;t' + A"g(t) = A"'e(t) yra taip
i=0
pat stacionari laiko eiluté.
k=1
Todel misy dabar nagringjamu atveju, kai x(t) =) cit' +g(t), kur &(t) —
i=0

stacionari laiko eiluté, gauname, jog Akx(t)=Ak8(t)=(l—F)kg(t)=(2(— ' C}(Fljs(t) —
i=0

taip pat stacionari laiko eiluté e(t)—C,e(t—1)+Cie(t—2)—-Ce(t—3)+..+
+(=D)""'Cie(t—k + 1)+ (=1)*e(t - k), t=1, 2,..., N, kurios matematiniam modeliavi-
mui galima taikyti ARMA(p,q) tipo modelius Ap(F_, a)e(t)=B4(F-, 6)d(t).

ARIMA(p, q, k) modelj A,(F_, a)Akx(t)=Bq(F_, 0)o(t), atsizvelgdami | tai,
kad operatoriai Ap(F_, a) ir (1-F_)* yra tiesiniai ir ju sandauga yra komutatyvi ir
asociatyvi (zitir. 1.9.1.5. skyreli), galime uzrasyti ir formoje Ap(F., a)(1-F)*x(t)=
=B (F_, 0)3(t).

Pritaikysime §ia formule atvejui, kai p=1, g=1, k=1. Gausime ARIMA(1,1,1)
modeli A(F-, a)(1-F)x(t)=Bi(F-, 0)d(t), t. y. modeli (1—aF_)(1-F_)x(t)=(1-0F_)d(t),
kurj galima pertvarkyti i modelj [1—(1+0)F_+a F* ]x(t)=(1-0F_)(t).
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Pereidami nuo operatorinés formos i paprasta algebring forma, gauname modeli
x(t)—(1+a)x(t—1)+ox(t-2)=0(t)-05(t—1), kuris daznai vaizduojamas standartinéje
algebrin¢je ARIMA(1,1,1) modelio formoje: x(t)=(1+a)x(t—1)—ox(t-2)+5(t)-00(t-1).

Analogiskai gausime, kad ARIMA(0,1,1) yra modelis Ao(F_, o)(1-F_)x(t)=
=B(F_, 0)3(t), t. y. modelis x(t)—x(t—1)=0(t)-00(t—1), arba x(t)=x(t—1)+06(t)-00(t-1), o
ARIMA(2,0,1) yra modelis Ax(F_, a)(1-F_)x(t)=Bo(F-, 0)d(t), t. y. modelis (1-o,F —
—op F?)(1-F_)x(t)=8(t), kurj, pervede i§ operatorinés | paprasta algebring forma, galime
uzrasyti taip: x(t)=(1+o)x(t—1)+(o—0)x(t-2)—ax(t-3)+0(t), t. y. panasiai kaip AR(3)
modelj.

Praktin¢je laiko eiluc¢iy x(t) analizéje be jau minétyju ARIMA(1,1,1),
ARIMA(0,1,1), ARIMA(2,0,1) modeliy daznai naudojamasi dar ir modeliais
ARIMA(0,2,2) ir ARIMA(1,0,1). Retai naudojamasi ARIMA(p,q.k) modeliais, kuriy
parametry p, q ar k reikSmés buty didesnés uz 2, nes dauguma nagriné¢jamy procesy
néra tokie sudétingi, kad juy apraSymui prireikty tokiy sudétingy modeliy, o be to ir
turimoji statistiné informacija néra tokia patikima ir tiksli, kad pasiteisinty sudétingy
modeliy panaudojimas. Todél néra prasmés didinti modeliy, o kartu ir ju
charakteristiky apskai¢iavimo sudétinguma.

Isivedus sumavimo operatoriy S, atvirk$tin; skirtumo operatoriui A=1-F_,
t. y. priémus, kad (1-F_)'=S ir S*=(1-F_) ¥, i§ kur i$plaukia, jog S*(1-F_) *x(t)=x(t) ir
S*A*x(t)=x(t), ARIMA(p,q,k) modeli Ay(F_, a)(1-F )*x(t)=By(F_, 0)3(t), arba (kas yra
tas pats) modeli (l—F,)kAp(F,, o)x(t)=By(F-, 0)d(t) galima transformuoti { modeli
AN, a)x()=(1-F ) *By(F_, 0)3(t), t.y. i modeli Ay(F, a)x(t)=S"By(F_, 0)3(t).
Kairioji 8§io modelio pus¢ vaizduoja autoregresijos procesa, o deSinioji — sumuojama
(,,integruojama‘) slenkancio vidurkio procesa. Tai ir paaiskina zodzio ,,integruotas*
atsiradima modelio ARIMA pavadinime.

Identifikuojant ARIMA(p,q,k) modelius, visy pirma iskyla parametro k

D
reik§més nustatymo problema. Apie daugianario ) c;t', jeinandio { laiko eilutés
i=0

x(t):ftr(t)Jrs(t):zp:citi + &(t) sudéty, laipsnio p nustatyma jau buvo rasyta 1.14.12.3.2.
i=0
skyrelio pradzioje. Cia tik pazymésiu, jog praktikoje daznai naudojamasi skirtumy
AX(t), A’X(t), A’X(t),... autokoreliacinés funkcijos analize. Kai apskai¢iuodami
A'X(t), kur ¢=1, 2,..., pasiekiame, kad ¢=k, t.y., kai A'R(t) savo sudétyje jau
nebeturi neatsitiktiniy daliy, dél kuriy buvimo eilué¢iy X(t), AX(t), A’X(t), ..., A7'X(t)
nariai buvo stipriai koreliuoti, autokoreliacinés funkcijos reikSmé staigiai krinta, nes
eilutés g(t) nariai g(t), e(t-1), €(t-2),... néra taip stipriai koreliuoti kaip eiluéiy X(t) bei
AX(t), A’X(t), ..., A7'X(t) nariai. Surade tokia eilute A'X(t), kurios autokoreliaciné
funkcija yra staigiai mazéjanti funkcija, galime teigti, jog k=/. Kadangi praktikoje k
dazniausiai nevirSija 3, tai Si procediira nereikalauja labai ilgu ir sudétingy
skai¢iavimy. Nustadius k ir Zinant A*X(t) = A“€(t), t. y. turint stacionaria eilute A*&(t),
tai eilutei galime taikyti ARMA(p,q) modelj apie kurio identifikavima jau buvo kalbéta
1.14.12.3.2.1. skyrelyje. Nustadius p ir q reikSmes ir apskaicCiavus koeficientuy o,

0,..., O bei 01, 0s,..., O statistinius iverius &, A, ,..., &,, 0,, 0,,..., 0,, modelio

P b
ARIMA(p,q,k) identifikavimas yra uzbaigiamas.
Zymiai sudétingiau eliminuoti nestacionarios eilutés x(t) perioding sudedamaja

dali. Kai yra pagrindo manyti, kad i procesa, kurj stebint buvo gauta eiluté x(t), tokia
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sudedamoji dalis ieina, tai visy pirma bandoma jvertinti periodiniy svyravimy perioda
T. Tuo tikslu bandoma issiaiskinti nagrinéjamo proceso atsiradimo ir funkcionavimo
mechanizmus ir kelti hipotezes apie svyravimy su tam tikru periodu T nagrinéjamame
procese egzistavima bei tikrinti tas hipotezes, analizuojant statistinius duomenis X(t),
aprasancius nagriné¢jamo proceso funkcionavimo trajektorija x(t), pavyzdziui, sudarant
ir analizuojant tos eilutés autokoreliacinj spektra. Sios procediiros detaliai aprasytos
laiko eiluciy analizei skirtame ivadiniame 1.14.12.3.2. skyrelyje. Nusprendus, kad x(t)
sudétyje yra periodiné sudedamoji dalis, turinti perioda T, jos eliminavimui galima
pasinaudoti ivadinio 1.14.12.3.2. skyrelio pabaigoje jau minétu operatorium
V,=1-F".

Pavyzdziui, kai nestacionari laiko eiluté x(t) turi perioding sudedamaja dalj ir

yra X(t)=asin 2T—Tct +e(t), tai Vx()=(1-F")x(t)=asin 2T—nt +¢(t)—asin 2T—TC (tT)—-e(t-T)=

=g(t)-e(t-T)=(1-F)e(t) yra tos periodinés sudedamosios dalies jau nebeturinti
stacionari laiko eiluté.

Kadangi kartu su periodiniais svyravimais eilutés x(t) sudétyje gali bati ir
trendas f(t), kuri galima aproksimuoti k—1-jo laipsnio (k=1, 2,...) daugianariu, tai
abiejy $iu sudedamyjy daliy eliminavimui gali biti taikomas operatorius AV’ , kur
operatoriaus V-t taikymo laipsnis K parenkamas eksperimentaliai, palaipsniui didinant
K, kol eiluté A“VEX(t) netampa apytikriai stacionari. Tuomet tai eilutei jau galime
taikyti ARMA(p,q) tipo modelius.

Papildomos informacijos apie laiko eiluciy x(t), turin¢iy perioding sudedamaja
dalj, modeliy sudaryma ir ju identifikavima skaitytojas, kaip jau buvo minéta, gali rasti
knygoje [182]. Sistemotyrininkui, kuris tiesiogiai neuZsiiminés laiko eilu¢iy analize, o
tik bendraus su Sios srities specialistais, formuluodamas jiems specialiy tyrimy
uzduotis, ir privalés suprasti bei jvertinti ty tyrimy metu gaunamus rezultatus, kad
galéty jais teisingai ir kiirybiskai pasinaudoti, pakaks ir ty ziniy, kurios buvo pateiktos
Siame skyrelyje.

1.14.12.3.2.3. Regresiniai modeliai su pasiskirséiusiais lagais

Neretai pasitaiko atveju kai laiko eilutés y(t) elementy reikSmés statistiskai
priklauso ne tik nuo laiko eilutés x(t) elementy reikSmiy, kurias tie elementai igyja
momentu t, kai t=1, 2, 3,..., n, bet ir nuo anks¢iau buvusiy reikSmiy. Matematiskai

T
tokia priklausomybg galima isreik§ti formule y(t)=c,+ > 0,x(t—k)+38(t), kur
k=0

t=T+1, T+2,.... Tokiy priklausomybiu pavyzdziai: 1) gyventoju islaiduy y(t), daromy
momentu t priklausomybé nuo ty gyventoju pajamy x(t) ne tik momentu t, bet ir pries
tai buvusiais momentais t—1, t-2,..., t-k,..., t-T, t. y. ir nuo x(t-1), x(t-2),..., x(t-k),

.., X(t=T); 2) imonés pagrindiniy fondy dydzio y(t) priklausomybé nuo kapitaliniy
1déjimy x(t) ne tik momentu t, bet ir prie§ tai buvusiais momentais t—1, t-2, ..., t-T;
3) ezero vandens temperatiros y(t) priklausomybé ne tik nuo oro temperatiiros x(t)
dabartiniu momentu t, bet ir nuo oro temperatiros prie$ tai buvusiais momentais t—1,
t-2, ... tT.

T
Modelio y(t) =c, + >0, x(t—k)+38(t) parametry co, T, 6, 6s,..., O,..., Or
k=0

nustatymui tiesiogiai taikyti analizés metodus, apraSytus 1.14.12.3.1. skyrelyje, nors ir
imanoma, bet biity netikslinga, nes, pirma, dél didelio paaiSkinamuyjy kintamyjy x(t),
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x(t=1),..., x(tT) koreliuotumo tarpusavyje neiSvengiamai susidurtume su
1.14.12.3.1.1. skyrelyje jau minétu egzogeniniy kintamyjy multikolinearumo
reiskiniu, o antra, nebiity pasinaudota ta papildoma informacija apie parametrus cy, T,

T
00, 01, ..., Or, kuri iSplaukia i§ priklausomybes y(t)=c,+ > 6, x(t—k)+5(t) bei
k=0

laiko eiluciy y(t) ir x(t) ,,fizinés* (t. y. ekonominés ir pan.) esmés. Pasinaudodami tokia
informacija, mes, dar nepradéj¢ taikyti matematinés statistikos aparato, jau galime
nemazai pasakyti apie modelio, kuris bus identifikuojamas, parametrus.

Pavyzdziui, nagrinédami regresijos lygti, apraSancia gyventoju iSlaidy

T
y(t) =c, + >, 0,x(t—k)+8(t) priklausomybe nuo jy pajamy x(t), mes galime teigti,
k=0

jog cp — tai gyventojy biitinos iSlaidos, kurios nepriklauso nuo gaunamy pajamy
dydzio, o koeficientai 0y apytikriai lygiis toms pajamy dalims, kurios tampa gyventoju
18laidomis tik pra¢jus k laiko takty nuo tu pajamy gavimo momento. Todél koeficientai

T
Bk turéty tenkinti nelygybes 0<6,<1 ir lygybe > 6, =1, kai t kei¢iasi nuo 0 iki T.
k=0

T
Zinoma, naudojantis lygybe > 0, =1 reikia atsizvelgti { tai, jog taip buty, jei
k=0
gyventojy uzregistruotos pajamos Xx(t) buity lygios ju tikrosioms pajamoms x(t), taciau
tikrovéje gana daznai pastebime, kad X(t)<x(t), todél tikrovéje vietoj lygybés
T T .
> 0, =1 gana dazniai gauname nelygybe > 6, >1.
k=0 k=0
Antrajame pavyzdélyje regresijos koeficienty 0y, 01,..., O,..., Or reikSmés turi
vaizduoti tai, kokiomis dalimis i-jy mety investicijos x(i) tampa imonés pagrindiniais
fondais i-siais, (i+1)-aisiais, ..., (itk)-aisiais, ..., (i+7T)-aisiais metais. Siuo atveju

T
koeficientai Oy turi tenkinti nelygybes 0<6,<l ir lygybe > 0, <1, nes ne visas

k=0
investuotas 1 pagrindiniy fondy didinima kapitalas tampa pagrindiniais fondais,
kadangi, didinant pagrindinius fondus, atsiranda ir ivairiy papildomy i$laidy (valdymo
aparato iSlaikymas, personalo apmokymas ir pan.). Kadangi T yra laikas, per kuri visas
kokiu nors momentu investuotas kapitalas turéty biiti isisavintas, tai T reikSmé daznai
yra zinoma i§ anksto.

TreCiajame pavyzdélyje, Zinant vandens specifing Siluming talpa, specifing jo
garavimo S§iluma, vandens Siluminj laiduma, ezero pavirSiaus plota, apytikre ezere
esancio vandens masg, galima sudaryti fizikini modelj, apytikriai aprasanti, kaip turéty
keistis ezero vandens temperatira, keiiantis oro temperatiirai, atsizvelgiant { vélavima
tarp ty poky¢iy, atsirandanti dél vandens ,,Siluminio inertiSkumo*. Laiko eilutése x(t) ir
y(t) sukaupta statisting informacija tuomet buty galima panaudoti sudaryto fizikinio
modelio patikrinimui ir patikslinimui.

Taigi, aprioriné situacijos ir jos regresinio modelio analizé gali duoti nemazai
informacijos, kuri gali biiti naudinga, specifikuojant, identifikuojant, tikslinant ir
verifikuojant regresini modeli.

Dél aukSciau iSvardinty dviejuy priezasCiy regresiniai modeliai y(t)=c,+

T
+>°0,x(t-Kk)+8(t), kur x(t) ir y(t) — laiko eilutés, aprasancios inertiSkus
k=0

stochastinius procesus, iSskiriami j atskira regresiniy modeliy su pasiskirsciusiais
lagais klase, ir jy identifikavimui naudojami specialas metodai.
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Toks pavadinimas Sios klasés modeliams buvo suteiktas todel, kad lagais

ekonometrikoje vadinami vélinimai (delsos), o terminas ,,pasiskirste lagai“ buvo
T

pavartotas todél, kad véluojanéio argumento funkcijoje y(t)=c,+>_ 0, x(t—k)+3(t)
k=0

argumenty x(t) poveikiai 1 funkcija y(t) pasiskirste laike ir gali pasireikSti su tam

tikrais lagais. Su véluojan¢io argumento funkcijomis mes jau buvome susidirg 1.4.10.

ir 1.4.11. skyreliuose.

Specialiy metody, taikomy tokio tipo regresiniy modeliy identifikavimui, idéja
ir tiksla galima trumpai apibidinti kaip tokj informacijos apie ,(fizine*
modeliuojamy procesy ir juose pasireiSskian¢iy priklausomybiy esme bei svorio
koeficienty 6y (kur k=0, 1, 2, ..., T) prasme ir galimas jy reikSmes panaudojima,
Kuris leisty:

a) iSspresti kintamyjy x(t), x(t-1),..., Xx(t-T) multikolinearumo problemg,

b) zymiai supaprastinti modelio identifikavimo uZdavinj, matematiskai is-
reiSkiant struktiirinius rySius tarp koeficienty 0y, naudojantis nedideliu skai¢iumi
jvedamy pagalbiniy parametry o, a2, ..., m, kur m<<T, taip, kad, nustacius ty
parametry jveréius @,, 4, ..., &, buty galima apskaiciuoti visy koeficienty 0y iver-
¢ius éo, él, oo ék yeens éT, kitaip tariant, suvesti uzdavinj su dideliu skai¢iumi pri-
klausomy neZinomyjy j uZdavinj su daug maZesniu nepriklausomy neZinomuyjy
skaiciumi.

Svoriniy koeficienty 0y seka 0y, 01, ..., O, ..., O (tame tarpe ir seka, turinti be
galo daug nariy 6o, 61, 05, ..., kai y(t)=c, + > 0,x(t—k)+8(t)), vadinama lago

k=0

struktiira. Kai visi koeficientai 0 yra neneigiami, tai seka ®o, ®;, ®y, ..., kurioje

0,

T
—— irtode¢l ) o, =1, vadina normuota lago struktiira.
k=
2.9, '
j=0

Normuotos lago struktiiros elementus o galima interpretuoti kaip tikimybes, o
pacia normuota lago struktiirg laikyti diskreciu tikimybiy skirstiniu.

Tuomet regresinio modelio su pasiskirsciusiais lagais identifikavimo
uzdavinys susiveda j tikimybiy pasiskirstymo désnio nustatyma, t. y. 1 hipoteziy
apie galimus pasiskirstymo désnius iSkeélima bei patikrinima, { tuos désnius
charakterizuojan¢iy parametry jvertinima tikimybiy teorijoje bei matematinéje
statistikoje Zinomais metodais (tokiy parametry paprastai nebtina daug: 1, 2, 3), o po
to — 1 tikimybiuy wy apskai¢iavima.

PavyzdZiui, nagrinédami gyventojy iSlaidy y(t) priklausomybg y(t)=c, +

W, =

T
+>°0,x(t—k)+8(t) nuo pajamy x(t), mes galime pasinaudoti prielaida (tikétina hipo-
k=0

.. . . ) .. ) 0
teze), kad §j modeli galime normuoti, {sivesdami svorinius koeficientus ©®, =—=—, o
2.9,
i=0

ok galime laikyti binominio pasiskirstymo tikimybémis, apskaiiuojamomis,
naudojantis to pasiskirstymo formule ®, = Cip“(1-p)"™, kurioje k=0, 1, 2, ..., T.
Taigi, Siuo atveju tam, kad apskaifiuotume visy svoriniy koeficienty oy reikSmes,
pakanka nustatyti tik dviejy parametry — p ir T — reikSmes. Parametry p ir T

statistinius jverCius p ir T galima nustatyti apdorojant statistinius duomenis ir
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atsizvelgiant { tai, kad p turi tenkinti salygas 0<p<l, o parametras T turi rodyti, kiek
ilgai dabartinés gyventojuy pajamos jtakds ju busimas islaidas. Koeficiento ¢y statistini
vertj C, taip pat nesunku nustatyti, apdorojant statisting informacija, o po to ir
patikrinti gauta rezultata, prisimenant, kad cy — biitiniausios gyventojy iSlaidos, jau
nebepriklausancios nuo ju pajamy dydzio.

Skaitytojui gali kilti klausimas, kodél Siuo atveju buvo pasirinktas biitent
binominis tikimybiy pasiskirstymo désnis, o ne koks nors kitas, kitaip tariant todél
buvo parinkta binominé lago struktiora. Atsakyma 1 §i klausima rasime,
atsizvelgdami { resursy kaupimo ir panaudojimo procesams budinga savybg: svoriniai
koeficientai Ok, didéjant k, pradeda monotoniskai mazéti ne isSkart, o tik po to, kai
koeficienty Oy reikSmés, pradZioje didédamos, pasiekia maksimuma. PanaSia savybg
turi ir binominio skirstinio tikimybés , = Cip*(1-p)"™. Atsakyma { klausima, i3
kur atsiranda tokia savybiy analogija, surasime isigiling i resursy kaupimo ir ju
panaudojimo procesy ,,mechanizmy® funkcionavima ir | procesus, kuriuos apraso
binominis tikimybiy pasiskirstymo désnis, 1 minétyju procesy izomorfiskuma.

Sis pavyzdélis rodo, kad, sudarant procesy matematinius modelius, didelj
vaidmenj vaidina ty procesy fizinés, ekonominés ir pan. esmés ir juose veikianciy
»mechanizmy®“ Zinojimas, o taip pat ir modeliuotojo intuicija. Jo sitilomos
hipotezés po to tikrinamos naudojantis praktika (sukauptais realiais statistiniais
duomenimis) ir tik po to prilmamos arba atmetamos. Hipotezés, kad misy Sio skyrelio
pradzioje paminéty pirmyjuy dvieju konkreciy regresijos su pasiskirsCiusiais lagais

pavyzdziy modelivose y(t)=c,+>.0,x(t—k)+8(t) koeficientai 6 gali buti
k=0

interpretuojami kaip binomiskai pasiskirs€iusios tikimybés, jas statistiSkai patikrinus,
nebuvo atmestos. Sudarant tre¢iojo pavyzdélio modeli net hipotezés neprireiké, nes
buvo galima pasinaudoti nagrinéjamo proceso artutiniu fizikiniu modeliu, kuri
bereikéjo tik padidinti, ji identifikuojant.

Kai atsitiktinio proceso y(t) ,atminties” ilgis T yra begalinis (t.y. kai

y(t)=c, + >, 0,x(t—k)+8(t)) ir kai koeficientai 8y gali buti interpretuojami kaip
k=0

tikimybés (t.y. kai jie sudaro normalizuota lago struktiira), tai tikslinga patikrinti
hipotezg, ar lago struktiira néra taip vadinamoji Paskalio struktiira, kurios elementy
0k reik§més gali biiti apskai¢iuotos, naudojantis formule 6, = (1-p)" C},.,,p", kur
k=0, 1, 2,..., 0<p<l, o M - sveikas teigiamas skaicius, kurio reikSmg (kaip ir
parametro p reikSmg) reikia ir galima jvertinti apdorojant statistinius duomentis.

Tais atvejais, kai mums triksta informacijos, kad galétume iskelti hipotezg apie

k

koeficienty O (arba apie normalizuoty svoriniy koeficienty @, = ——) pasiskirstyma,

2.9,
j=0

galima priimti hipotezg, kad koeficienty Oy reikSmeés yra kokids nors tolydZids
funkcijos f(k) reikSmés, kuria galima aproksimuoti m-jo laipsnio (m<<T) daugianariu,
t.y. priimti, kad f(k)=6, => ak', kurk=0, 1,2, ..., T.
i=0
Naudodamiesi Sia formule, iSreiSkiame T koeficienty 0y reikSmes per zymiai
mazesni skaiiy m parametry a;:

1371



m
0,=>a =a,+a, +..+a,,
i=0

m .
0, = Zai21 =a,+2a,+2%a,+..+2"a_,

[statg Sias koeficienty Oy i3raiskas | formules y(t)=c, + > 0, x(t—k)+3(t) ir

k=0
gautoje sumoje grupuodami démenis su vienodais koeficientais o; bei iSkeldami

T
pastaruosius uZ skliausteliy, gausime: y(t)=c, + > 0,x(t—k)+38(t) =c, +a,x(t) +
k=0

+ x(t— l)i a, +x(t- 2)i 2'a, +..+x(t— k)i k'a, +..+x(t— T)i T'a, +8(t) =
=co+ao[x(t3+x(t—1)+X(t—2_)+. LAx(k)+.. .+X(t—_T)]+a1 [X(t—l)+2X(t—2_)+3x(t—3)+. .t
Hex(tK)+. . +TX(T) Fas[x(t-1)H27X(-2)+3°x (-3 )+. ..+ x(tk)+. . +Tx(-T) ]+
+.. A x (D) H2X(-2)+H3' X (-3) +. AKX (K AT (T) e[ x (1) +H2"x (t-2)+
+3x(t3)+. . AKX (K. AT X(ET)[+8(t)=¢, + aoi x(t—j)+a, i Jx(t=j)+

=0 =

T T T ' T .
+a,y PPx(t—j+a, ) Px(t—j)+..+a, ) ix(t—j) +..+a, > i"x(t—j)+3(t).
i1 i1 =1 =

T .
Koeficienty aj, kai i=1, 2,..., m, daugikliai — sumos ) j'x(t—j) — yra lygis

j=1
T i T T
sumoms Y j'x(t— j), nes kai i=0, tai 0'=0 ir >_j'x(t—j)=> j'x(t—}j).
=0 il =0
Laikydami (kaip priimta matematikoje), kad 0°=1 (t.y., kad a’=1, esant bet

T
kuriai a reik§mei), koeficiento a, daugikli — suma » x(t—j) — galime uzradyti ir
=0

T
formoje > j’x(t—j).

=0

Tuomet bet kurio koeficiento a;, kur i=0, 1, 2,..., m, daugikli galima uzrasyti

T .
unifikuotoje formoje Y j'x(t—j) ir y(t) priklausomybg nuo x(t), x(t-1), x(t-2),...,

j=0

m T
x(t-T) iSreiksti formule y(t)=c,+ > a, > j'x(t—j)+3(t), besiskirian¢ia nuo pirminés
20 =0

T
formulés y(t)=c,+ > 0,x(t—k)+8(t) tuo, kad, identifikuojant naujaja formule,
k=0

tereikia statistiSkai ivertinti tik (m+4) parametry (co, ao, ai,..., am, m ir T) reikSmes, kai
tuo tarpu pradinéje formuléje tokiy parametry buvo net T+3: ¢, 0o, 04, ..., 01, T, t. y.
zymiai daugiau, nes T>>m.
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T .
Sumy ) j'x(t—j) reik§miy statistinius {verius galima apskai¢iuoti,
=0
naudojantis statistiniais duomenimis — laiko eilute x(t), susidedancia i§ (n+1) elementy
x(t), x(t-1), x(t=2),..., X(t=T),..., x(t—n), kur n>>T+m.

Pagias sumas ZT: jx(t—7j), kur i=0, 1, 2,..., m, galime laikyti naujais —
=0
antriniais — egzogeniniais kintamaisiais X", sudarytais i§ pirminio egzogeninio
kintamojo x reik§miy x(t—T), X(t—=T +1),..., X(t=2), X(t—1), X(t).
,Pririsdami* antriniy kintamujy X reik§mes i j'%(t—j) laike prie momenty
=0
t=t-T, nuo kuriy prasideda pirminio egzogeninio kintamojo x véluojantis poveikis {

T . AL A ~
endogeninj kintamaji y(t), t. y. priimdami, kad > j'x(t—j) =X"(t—T) =X"(t), mes

=0
galime y(t) iSreikdti formule y(t)=c,+ > a X" (t)+8(t +T), kurios parametrus co,
i=0
ap, ai,..., am, atitinkamai pasirinke T ir m reikSmes, jau galime statistiSkai jvertinti,
naudodamiesi turimais statistiniais duomenimis ir klasikiniu maziausiyjy kvadraty
metodu.

Peréjimas nuo pirminio egzogeninio kintamojo x prie daugiamacio antrinio
egzogeninio kintamojo (X, X", X@,..., X™) davé dviguba nauda: 1) kai
parametry T ir m reikSmés jau nustatytos (t.y. pasirinktos, iSbandzius galimas
hipotezes), tai vietoj T+2 nezinomy koeficienty ¢, 0o, 01,..., O, reikSmiy ¢, éo yeens

ém belieka statistiSkai ivertinti tik m+2 nezinomuyjy koeficienty co, ao, ai,..., am
reikSmes ¢,, a,, a,,..., a,; 2) vietoj to, kad tekty operuoti su stipriai tarpusavyje
koreliuotomis kintamojo x reikSméms X(t), X(t—1),..., X(t—T), susiduriant su
multikolinearumo problema, dabar tenka operuoti su silpnai koreliuotais tarpusavyje
antriniais egzogeniniais kintamaisiais X (t), X" (t), X?(%),..., X™ (%), kuomet
koeficienty ¢y, ap, ai,..., am reikSmiy statistiniams ivertinimui jau galima taikyti
standartini maziausiyjy kvadraty metoda.

Norint, kad koeficienty ¢, ayp, aj,..., an statistinius iverCius galétume
apskaiciuoti, naudodamiesi standartiniu programinés irangos kompiuteriams paketu,
pradinius statistinius duomenis — laiko eilute x(t), x(t—1), x(t—2),..., X(t—N) —
tikslinga pertvarkyti | antriniy statistiniy duomeny matrica X , turin¢ia (n—T+1) eiluciy
ir (m+2) stulpeliy

1 X0 (1) X0(0) ™ ()

1 XOT -1 0E-) .. X™((T -1

1 XVt -1) XV(t -1) X™(t -1)

1 9T -n+T) 2T -n+T) .. ST -n+T)
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kurioje t=t-T,., t-r=t-T-r,.., t-n+T=t-n, o i(?—r):
T .
= jk(t-r-}).
=0
Apskaiciavus koeficienty a; (kur i=0, 1,..., m) jverius a,, naudojantis

formulémis 0, =Y k'a, gali bti apskaiCiuoti ir koeficienty O statistiniai {verciai
i=0
6, = k'a,.
i=0

Skaitytojas, perskaitgs Sio metodo, vadinamo polinominés lago struktiiros
metodu (o taip pat ir to metodo autorés Sirli Almon vardu), apradyma, gali pasakyti:
,»Taip, kai m ir T reik§més yra zinomos, viskas aiSku ir paprasta. Taciau kaip nustatyti
parametry m ir T reikSmes?*

Parametro m reik§mé nustatoma samprotavimais ir bandymais. Prakti-
koje retai naudojamasi m reikSmémis, didesnémis uz 3, nes dauguma funkcijy,
aprasanciy realius procesus, gana neblogai aproksimuojasi tre¢iojo (o neretai — ir
antrojo) laipsnio splainais. Todél parametro m reikSmés parinkimas nekelia dideliy
problemy: pakanka priimti m=3 ir jau galima pradéti modelio identifikavimo
procediira. Tais atvejais, kai galima tikétis, kad Oy reikSmés, didé¢jant k, nuo pat
pradzios monotoniskai mazéja, pakanka priimti m=2, tokiu biudu sumaZinant
skai¢iavimy apimti. Zinoma, jei kyla kokiy nors abejoniy dél hipotezés apie
koeficienty Ox monotoniska mazéjima teisingumo, tikslinga patikrinti ta hipoteze,
apskaiciuojant koeficienty Oy reikSmes dar ir atveju m=3, ir po to palyginant
prognoziy, iSplaukianciy i§ abiejy modeliy, kokybg.

Siek tiek sunkiau pasirinkti tinkama parametro T reik§me. Padioje pradZioje,
isigilinus | nagrin¢jamus procesy y(t) ir x(t) ,fizika“ bei ju saveikavimo
,mechanizmus®, intuityviai bei eksperimentiniu (atitinkamy bandymu) biidu bandoma
ivertinti, kiek ilgai egzogeninio kintamojo x reikimés poky¢iai galéty atsiliepti
endogeninio kintamojo y reikSmei, ir iSkeliamos hipotezés, kurios galéty biiti teisingos.
Po to, tikrinant eiling hipotez¢ T=T;, kur T, — koks tai teigiamas sveikas skaicius,
naudojantis turimais statistiniais duomenimis apskaic¢iuojamos koreliacijos koeficiento
ryx(T1), 0 daznai dar ir koreliacijos koeficienty ryx(Ti+1) ir ry(Ti—1) reikSmés. Jei
ryx(T1+1) reikSmé yra maza, o ry,(T;) — dar pakankamai didel¢, tai priimame, jog
hipotezé T=T; verta tolesnio iSbandymo, jei ryx(T1) — mazas dydis, o ryx(T—1) reikSmé
patvirtina reikSmingo koreliacinio rySio egzistavima, tai tolesniems bandymams
paliekama hipotezé T=T;. Kai ir 1,4(T;—1) — maZzas dydis, apskai¢iuojama ry,(T—2)
reikSme ir t. t. Kai ir ry(T+1) — pakankamai didelis dydis, apskai¢iuojama ry (T;+2)
reikSme ir t. t.

Tais atvejais, kai ,,fizinés* procesuy y(t) ir x(t) analizés metu jokiuy daugiau ar
maziau pagristy hipoteziy apie galima T reikSme nekyla, apskaiiuojama koreliaciné
funkcija ryx(T), kur T=1, 2, 3,... ir, analizuojant tos funkcijos grafika, ieSkoma tokia T
reikSme, po kurios koreliacinés funkcijos reikSme jau galima laikyti tokia maza, kad
biity galima atmesti hipotezg apie koreliacinio rysio tarp y ir véluojancio lagu, didesniu
uz T, egzogeninio kintamojo x buvima. Tokia T reikSme ir priimame, sudarydami

T

modeli y(t)=c,+> 0,x(t—k)+8(t) ir véliau ji transformuodami | modelj
k=0

y(t)=c,+ aX"(t)+38(t) bei apskai¢iuodami statistinius modeliu koeficienty

i=0
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tverCius. Tais atvejais, kai néra tvirto isitikinimo, jog T reikSmé pasirinkta teisingai,
tikslinga sudaryti keleta modeliy su skirtingomis T reikSmémis ir po to palyginti ty
modeliy kokybeg, prognozuojant naujas y reikSmes y(t+1), y(t+2),.... Modeliu
identifikavimui reikalinguose skaiiavimuose naudojantis kompiuteriu, tokie galimy
varianty iSbandymai tampa praktiskai realizuojami, ir tod¢l parametro T reikSmés
parinkimo problema taip pat tampa praktiskai iSsprendziama.

Kai laiko eilutés x(t), x(t-1), X(t-2), ..., X(t—=k), ..., X(t—=N) ir y(t),
yt-1), y(t=2), ..., y(t=k), ..., y(t—N) yra pakankamai ilgos ir atrodo, jog turéty
biiti teisinga hipotezé, kad T=oo, tai vietoj ka tik nagrinétos polinominés lago
struktiiros tikslinga iSbandyti geometring lago struktiira, vadinama dar ir ta strukttira
pasiiiliusio olandy ekonometriko Koiko (L. M. Koyck) vardu.

Nagrinédamas ~ formulg  y(t)=c, + > 0,x(t—k)+38(t), Koikas priéme
k=0
natiiralia prielaida, kad koeficienty 6y suma neturéty biiti begaliniai didel¢, t.y. kad

T T
lim )’ 6, < oo, ir {sivedé baigtinio dydzio parametra = ym29k .
k=0 k=0

T—oo

) .. . 0,
[sivedgs normuotus svorinius koeficientus o, =——

2.9,
j=0

(taip pat gana natiiralia) prielaida, kad svoriniai koeficientai wg, buidami teigiamais
skaiCiais, turéty eksponentiSkai mazéti, did¢jant k. Koeficiento oy priklausomybés nuo
k apraSymui Koikas isivedé¢ antraji parametra A, tenkinant] nelygybes O0<A<I, ir,
teigdamas, kad oy turi bati proporcingas AX, gavo formule w=(1-L)A*. Koeficientas
.. .. . o . 2 L 1
1-A Sioje formuléje atsirado i§ normavimo salygos > o, =1, nes llmZkk =ﬁ'
k=0 %k=0 -

Sujunge abi tas hipotezes, gauname, jog 0,=B(1-A)A" ir, istate Sias koeficienty

0 . .
=—* Koikas priémé antra

Oy iSraiSkas 1 y(t) regresing lygti, iSvedame formulg y(t)=co+p(1-A) Zkkx(t—k) +9(t),
k=0
kuri turéty galioti visoms t reikSméms, tame tarpe ir momentui t—1.

Todel y(t—1)=c,+p1-2)D] Mx(t—k—1)+8(t—1). Padauging abi Sios
k=0
lygties puses 1§ A ir atéme gautas sandaugas i§ pirmosios lygties atitinkamy pusiy,

randame, jog y(t)—xy(t—l)=co(1—x)+ﬁ(1—X)[ixkx(t—k)—ixk“x(t—k—l)}sa)—

—M;(t—l):c0(1—x)+3(1—x){iw‘x(t—k)—ixx(t—r)}esa)—m(t—1)=c0(1—x)+

r=1
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