Pereisime prie 1.14.12.3.1.2. skyrelio pavyzdzio, kuri nagrinédami susidursime
dar su viena aplinkybe — regresinio likucio &(X) dispersijos nepastovumu, jos
priklausomybe nuo regresijos funkcijos prediktoriy vektoriaus X koordinaciy reikSmiy.

1.14.12.3.1.2. Vidutiniy santaupy dydzio y; statistinés priklausomybés nuo vidutiniy
pajamy dydzio x; regresiné analizé ir tos priklausomybés ekonometrinio

modelio sudarymas

ISnagrinésime paprasta pavyzdeélj, paimta i§ jau minétosios knygos [182].

Tarkime, jog statistinio tyrimo metu buvo tirta namy tikio Seimos nario vidutiniy santaupy per
ménesi dydzio y; priklausomybé nuo Seimos nario vidutinio uzdarbio ir tuo tikslu buvo sudaryta
atsitiktiné imtis po 10 Seimy i$§ keturiy ju grupiy j, charakterizuojamy skirtingomis vidutinémis

meénesinémis pajamomis xgo) : po 80, 120, 160 ir 200 piniginiy vienety.

Statistinio tyrimo metu surinkti statistiniai duomenys ir pirminio jy apdorojimo rezultatai
patalpinti { 120-ja lentelg.

120. lentelé

Vieno zmogaus
vidutinés pajamos
x; (pinig. vat. {
ménesi)

Vieno Zmogaus
vidutinés santaupos
yi (pinig. vat. i
ménesi)

Vidutinés vieno zmogaus
santaupos ?(XEO)) grupéje

Jj (pinig. vnt. { ménesi)

Vidutinio kvadratinio nuokrypio
§(x§0)) ir variacijos koeficiento

Gj statistiniai jverciai

1

2

3

X1=Xp=...=X9=

=Xj10—=X 50) =80

y1=15,2
y2=10,7
y3=1 8,5
y4=14,9
ys=24,1
y6:1033
y;=14,2
ys=31,0
y9=20,4
leZZO,O

S LS w7
i=1

X11=X12=...=X 9=

O=120

=X20= X5

Y11=70,1
Y12=35,0
Y13=43,0
Y14=29,0
yl5=17,0
y16:4872
yl7=18,9
ylg=53,0
yl9=39,4
y20=46,2

|>

20
Sx)=-5 3 v =400
i=11

X21=X22=...=X29=
0
=x3=x ) =160

y21:49,6
y2=69,4
y23:77,8
y24=43,0
y25=31,8
V26=62,6
y2,=100,2
y28=68,8
YQ9:78,0
Y30:29,6

§(xg°>):% iyi ~61,1

i=21
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X31=X30=. .. =X39= y31=125,5 A 1 &0 1
<l (0) 40
() B = y\Xy )= D vy =842 |~ 1 A 2 |2
=Xg=x}" =200 y=88,3 ( 4 ) 10 1223:1 i S(Xam): 1 Z(Yi —y(xﬁf’) )) N
Y33I62,0 9 i=31
Y34=58,8 ~ 289
y35=84,0 ’
y36=7970 2((0)
y37=95,5 Sx®)= 24 45034
Y3g=120,8 gl' XE‘O)
y39=98,1
Ya0=29,7
L1 - 1 & 0
=— ~ 50,8 S, =— i = ~ 979,17
y 40 &= Yi Y =20 < (Y Y)
PO .S
=25k 5=r 22 06
=1 g/ 50,8
N 17,9+40,0+61,1+84,2
4
_ 203,2 _ 508

Kaip rodo 120-oje lenteléje gauti skaiciavimy rezultatai, regresinio likucio £(X) dispersija
néra pastovi, o reikSmingai priklauso nuo kintamojo x, bidama skirtinga, esant skirtingoms xgo)

reikSméms. Tuo tarpu klasikiniame tiesiniame regresijos modelyje, kurio koeficienty apskaiciavimui
ir buvo sukurta 1.14.12.3.1. skyrelyje apraSytoji ir dabar konkreCiais pavyzdziais iliustruojama
metodika, reikalaujama, kad regresijos likuciai tenkinty homoskedastiSkumo reikalavima, t.y., kad
regresiniy likuciy &(X(t)) dispersijos D, biity pastoviis dydziai.

Si miisy nagrinégjamo regresinio modelio neatitikima klasikinio tiesinio regresinio modelio

standartams galima pasSalinti, padalinus visus miisy nagrinéjama modelj sudarancius démenis i§ §(x EO)).

Tuomet vietoj regresinio likucio &(X) tekty nagrinéti ,,normalizuota“ regresinj likutj E(X) = a(X)/ é(x) ,
kuris jau tenkinty homoskedastiSkumo reikalavimg. Galima buty teigti, kad E(X) — normaliai
pasiskirstg atsitiktiniai dydziai, turintys pasiskirstymo centra taske E(X):O ir pastovy kvadratini
nuokrypi G, .

IS to, kas Cia pasakyta, iSplaukia, jog Siuo atveju, apskaiCiuojant regresinés funkcijos jvertinio
y(x)=f(x)= 0, +6,x koeficienty reikimes 6, ir 0,, reikia minimizuoti ne funkcija

A A 2
Q(éo,él)zzn:(yi —éo —élxi)z , o funkcija An(éo,él)z i[wj , t.y. spresti uzdaving

§(Xi )

i=0 i=1
) A A N2
Z Yi _Eo_elxi > min .
p s(x;) 8.6
6An(A0,91 !:0’
.. . . I a9,
Spresdami tiesiniy lyg€iy su dviem neZinomaisiais 0, ir 0, sistema S s
o, (6,.6,)
~ =0,
00,

gauname sistema
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nyl eOZx GIZX

i=l1

Zx X,y; — eOlexl OIka =0,
i=l

" (ZJ(ZNZJ(ZJ

Ja i§sprende, gauname, jog 6; = >
i=1 i=1 i=1

HIMKM) :ﬁl——éﬁMKM)L. Lygindami su 1.14.12.3.1. skyrelyje i§vestomis formulémis

572 (Xi ) Zymeniu A;) pertvarkome { sistema

X, galime pastebéti analogija.

Apskaiciuojant egMKM) ir égMKM) reikSmes, Sivo atveju reikés atsizvelgti i tai, kad, kai i
keiGiasi nuo 1 iki 10, tai s(x; )~ 6,4; kai 10<i<20, tai s(x;)~16; kai 21<i<30, tai 5(x;)= 22,6, kai
31<i<40, tai s(x;)~ 28,9 . Todél

! 1 1 1 1
Z 121: 6 4) Z162 122:1 22 6) Z(28,9)2 :10((6,4)2 +FJr(zzﬁ)2 +(28,9)2J'

i=1 i=11 i=31

Analogiskai apskai¢iuojame Zkixi ~ 10'8? + 10.1220 + 10'168 + 10'203
= (6,4 16 (22 6) (289)

40

Dy o ZZYI Zyl 22622% 28922%— ZY( )y %?(X(f)ﬁ

i=1 i=11 i=21 i=31
10_ (o), 10 : 10 o) 10((17,9 400 6Ll 842 ] .

+— +
(22,6)* s (28,9) 6,47 16> (22,6)° (289)
égMKM)

Istate apskaiCiuoty sumy reikSmes i égMKM) ir formules, gausime, jog

égMKM) ~ 0,085, égMKM)z—4O,36O, i§ kur iSplaukia, jog tiesinés regresijos funkcijos ivertinys,

vaizduojantis taupymo priklausomybe nuo pajamy yra y = f (x) ~ —40,360+0,685x .
Kad ijvertintume gautos funkcijos adekvatuma, paskaiiuosime determinacijos koeficiento

a2 n 40
Kq(y,x) statistin{ iverti K,(y,x )_1—f—§, kur §5 =lZ(yi -y) =%Z(yi -50,8)* 979,17, o
sy ny i=1

n
$2 =2 37052 (x) 20 (6,42 4162 +22,6% +28.9% )= — (40.96+ 256+ 510,76 +835,21) = 369,96 .
40 = 17740 40

): - 369,96
979,17
Gautas rezultatas rodo, kad egzistuoja teigiamas statistinis rySys tarp ty sumy, kurias Zmonés
vidutini$kai uzdirba, ir ty sumy, kurias jie vidutiniskai kas ménesi sutaupo. Naudodamiesi $iuo
ekonometriniu modeliu ir jverting namy tikiy pajamas, galime gauti trumpalaike iplauky dydzio i bankus

bei kapitalo investicijy prognozg.
Dabar pereisime prie tokio ekonometrinio modelio sudarymo pavyzdzio, kuriam biidinga tai,

jog regresijos funkcija yra netiesiné, taciau nesunkiai linearizuojama.

Todeél K(y, ~1-0377=0,623.
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1.14.12.3.1.3. Regresijos funkcijos linearizavimo pavyzdys: Kobo ir Duglaso
gamybinés funkcijos ir modernizuotos Kobo ir Duglaso gamybinés funkcijos
parametry statistinis jvertinimas

Kaip jau buvo minéta 1.14.12.1.2. skyrelyje, ekonomistas Duglasas ir matematikas Kobas,
pasinaudodami statistiniais duomenimis apie JAV apdirbamaja pramong uz 1899 — 1922 m. ir
nagrinédami neoklasiking gamybine funkcija Y=cK°L", kur Y — gamybos indeksas, K — kapitalo
indeksas, L — darbo (darbo jégos) indeksas, ¢c>0, >0, >0 — neapibrézti koeficientai, nustate, jog
daugumoje atveju a+P~1. Nuo to laiko neoklasiking gamybing funkcija, tenkinancia salyga o+p=1,
vadina Kobo ir Duglaso gamybine funkcija ir pateikia formoje Y=cK“L'*, 0<a<1. Kobo ir Duglaso
gamybiné funkcija yra populiariausia gamybiné funkcija ir turi eilg modifikacijy. Tarp ju — labiausiai
paplitusi yra modernizuota Kobo ir Duglaso gamybinés funkcijos forma Y=ce*K°LP, kurioje
daugiklio "' parametro A parinkimas leidzia atsizvelgti | techninio progreso tempa gamyboje.

Kai A=0, tai i§ modernizuotos Kobo ir Duglaso funkcijos gaunama standartiné jos forma. Todél
formule Y=ceMK*L? galima laikyti bendraja Kobo ir Duglaso gamybinés funkcijos formule, o
standarting tos funkcijos forma — modernizuotos Kobo ir Duglaso funkcijos daliniu atveju.

Ir standartiné Kobo ir Duglaso gamybiné funkcija, vaizduojanti gamybos apimties Y
priklausomybg nuo paaiskinanciyju kintamyju K ir L, gamybos technologijai nesikei¢iant, ir
modifikuotoji (modernizuotoji) Kobo ir Duglaso funkcija, turinti jau tris prediktorius (K, L ir t), néra
tiesinés funkcijos. Todél ju parametry c, a ir A nustatymui negali buti taikomi mums jau Zinomi
klasikinés tiesinés regresijos analizés metodai. Taciau tos funkcijos yra lengvai linearizuojamos.
Lengvai linearizuojama ir neoklasikiné gamybiné funkcija.

Logaritmuodami neoklasiking gamybine funkcija Y=cK“L’, gauname InY=Inc+aInK+pInL.
Isivede naujus kintamuosius n=InY, &"=InK ir £®=InL, gauname tiesing neoklasikinés gamybinés
funkcijos forma n(&", £€®)=Inc+a&"+BEP, kurioje Inc=0,, a=0, ir p=6,. Dabar jau galime taikyti
mums zinomus klasikinés tiesinés regresijos analizés metodus ir apskaiCiuoti koeficienty 6y, 0, ir 6,
skaitinius jverdius 0,, 0,, 6,. Lygindami tai su 1.14.12.3.1.1. ir 1.14.12.3.1.2. iSnagrinétais
pavyzdziais, matome, jog atsirado tik papildomas darbas: pradzioje statistinius duomenis (Y, K ir L faily
elementus) reikia logaritmuoti, o apskaiciavus éo, él ir éz, koeficiento 0, iverti éo, reikia
antilogaritmuoti, kad rastume koeficiento c jverti ¢. Kadangi visi $ie veiksmai — elementarts ir gerai
zinomi, tai konkreciy pavyzdziy su realiais statistiniais duomenimis ¢ia nebenagrinésiu.

Standarting Kobo ir Duglaso gamybing funkcija, norint sumazinti skaiciavimy apimti, prie$
logaritmuojant, tikslinga pertvarkyti, dalinant abi lygybés Y=cK“L'“ puses i§ L#0 ir jsivedant naujus

. . Y K . . .
kintamuosius y:f’ k =T Gauname lygybe y=ck® kuri po logaritmavimo tampa lygybe

Iny=Inc+alnk. Pazyméj¢ Iny=n, Inc=0,, a=0; ir Ink=&, gauname standarting tiesinés regresijos funkcija
T‘]:60+91§.

Apskai¢iuodami modernizuotos Kobo ir Duglaso gamybinés funkcijos Y=ce"K*L'* parametry
¢, A ir o statistinius jveréius ¢, Air & , galime pasielgti analogiSkai: pradzioje pereiname prie formulés
y=cek® po to — prie formulés Iny=Inc+At+alnk, o dar po to — prie formulés n=0,1+0,&,+6,&,, kurioje
n=lny, 6y=Inc, 6,;=A, §=t, 0,=a, &,=Ink. Taigi, ir Siuo atveju Kobo ir Duglaso funkcijos ekonometrinio
modelio sudaryma galima suvesti i standartinio klasikinés tiesinés regresinés analizés uzdavinio
sprendima.

Funkcijy logaritmavimas — ne vienintelis netiesiniy regresijos funkcijy linearizavimo metodas.
Apzvelgsime kai kuriuos dazniausiai taikomus kitus netiesiniy regresijos funkcijy linearizavimo
metodus.

1.14.12.3.1.4. Elementariy netiesiniy regresijos funkcijy linearizavimo metodai:
Bokso ir Kokso metodas

Elementariy netiesiniy regresijos funkcijy linearizavimo metody esmé — peréjimas prie
atitinkamy naujy kintamyjy. Tokj kintamyjy pakeitimo metoda mes jau taikéme, linearizuodami Kobo ir
Duglaso gamybines funkcijas ir bendraja neoklasiking gamybing funkcija.

eo+91x(l)+92x(2)+“.+9px(")+s(x)

Kai regresijos lygtis y=f(X)+&(X) turi rodikling forma y=e arba

(1) 19,x(2) ()
= oS00 B +S(X), tai pakanka pakeisti kintamaji y nauju kintamuoju y=Iny arba
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V=Iny/Ina, kad gautume tiesing regresijos lygti y=0, +91x(1) +92x(2) +..+ +9px(p) +e(X),
kurioje X = (x(l), x(z),..., x(p)).

Kai regresijos lygtis turi multiplikacing laipsning formg y = Oo(x(l))e' ~(x(2))92 (x (p))ep -ef,
kaip jau miisy nagrinétyjuy neoklasikiniy gamybiniy funkcijy atveju, tai, peréje prie naujy kintamyjy
y=Iny, 0 = 1n x(l), x@) = lnx(z),..., xP) = 1n x(p), gauname tiesing regresijos lygti y :60 +

+ Gli(l) + 622(2) +..t epi(") +¢, kurioje 6, =1In#, .

Kai regresijos lygtis turi hiperboling forma y =0, +0, l+ €, tai pakanka pakeisti kintamaji x,
X

. ~ 1 . .. . ~
ivedant X = —, kad gautume tiesing regresijos lygti y=0,+6,x +¢.
X

. . . 1 . o oo~ 1 o
Kai regresijos lygtis yra y=————— tai, pakeitg kintamaji y i Y =—, gauname tiesinés
0y +0,x+¢ y
regresijos lygti y=0,+0,x +¢.
. . . X . o . oo~ 1.1
Kai regresijos lygtis yra y = — | tai, pakeite kintamuosius y irx { y=— ir X =—,
0ox+06, +xe y X

gausime tiesing lygti y =60, +6,X +¢.

. . o o~ o oo~ 1 .
Kai y=04e* , tai, pakeitg kintamaji y { y=Iny ir kintamaji x { X =—, gauname tiesing
X

regresijos lygti ¥ = 60 +0,X +¢, kurioje 50 =In6,.

6,
+€

. - . . . o~ S O |
Kai y=045a* , tai, pakeit¢ kintamaji y i y=Iny ir kintamaji x { x:ﬂ, gauname
X
§=0,+6,X+¢, kur 6, =In0,.
1

—, tai
b 9
0, +0,c " +¢

Kai regresijos lygtis priklauso logistiniy kreiviy Seimai, t.y., kai y=

o . VO ~ ~ . . .
pakeite kintamuosiusyi y=— irxi X = Lx , gauname y =0, +6,x+¢, t. y. tiesing regresijos lygti.
y e

Kai y=0,+0,Inx+e¢, tai isivede nauja kintamaji X =Inx, gauname tiesing regresijos lygti
y=0,+6X+¢.

A
T . . ~ C -1
Angly statistikai G. Boksas ir D. Koksas pasiiil¢ linearizavimo formules Yy, (k)z},lT,

)
. X 1
if”(k):%, i=1, 2,..., n; j=1, 2,..., p, leidziandias Siek tiek unifikuoti ir formalizuoti

linearizavimo procediira, parenkant tokia realia (teigiama ar neigiama) parametro A reikme A, kad

viena i§ regresinés lygties formy: 1) ¥;(A') =0, +6,X " (1*)+0,X* (7»*)+...+6p§i(p)(7u*)+sf arba

2) ?i(k*):eo +61xi(1)+92xi(2)+...+9pxi(1[’)+si bet kurioms i=1, 2,..., n reikSméms tenkinty visus
reikalavimus, keliamus normaliam klasikiniam tiesiniam regresiniam modeliui.

r (xOf -1

. .~ Y . ~(j) Xy . . .. .

Bokso ir Kokso formulés yi(k)—T ir X7 (A = taikomos tais atvejais, kai

kintamieji y; ir xi(j) gali biti tik teigiamais dydziais. Kai $i salyga netenkinama, tai jsivedamos tokios

postiimio konstantos @ ¢ @ ™ kad dydziai yﬁc(o) ir xgj)+c(j), kur j=1, 2,..., p, bty

teigiami prie visy i=1, 2,..., n. Tuomet taikomos apibendrintos Bokso ir Kokso transformacijos

Oy _; UPS0) o
formulés ¥, (1) =i +Ck 1, ifj)(X):w.
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Bokso ir Kokso transformaciju taikymo diapazonas yra gana platus. Kai A'=1 ir ¢¥=c"=. . =
=cP=1, Bokso ir Kokso transformacija nieko nekeidia, t.y. tuomet ji atitinka ta atveji, kai pradiné

regresijos lygtis jau yra tiesiné. Kai A'=—1 ir ¢¥=c"=.. =cP=0, tai ;’i(x‘)=§i(—l)=l—i ir

1

ii(j)(k*)zii(j)(—l):l—;l}y. Tuomet formulg ?i(k*)zeo+61xi(1)+62x$2)+...+6pxi(p)+8i galima
i

I . . 1 1
taikyti tuo atveju, kai y; = 0 ) o , nes tuomet — =a, +31Xi(1)+
ag+a;X;  +a,X; ) +..ta, X g Yi
L~ 1 Lo .. .
+a2xi(2)+...+apxi(p)+ei ir yi(—l)zl——:l—aO —alel)—...—apxi(p)—si — tiesiné regresijos lygtis,

1
kurioje 0p=1-ay, 0,=—a;, 0,=—a,,..., 0,=a,. Regresinio likucio &;, esancio atsitiktiniu dydziui, Zenklas
§iuo atveju neturi reikimés, nes nuo to nei Ee=0, nei D, =c? nesikei¢ia. Formulg
500 )=0,+ 08007 )+ ..+ 0, %P )+e,  galima  taikyti  two  atveju,  kai

1

~ [y*)_ ~ 1
y;i = a , nes tuomet yi(k ): yi(—l):l——:l—ao—————
a0+%+%+m+7%+gi i
X; X X
a 1 1 1
—...—%—ai =l-aj+a, 1_T_1 +a, I_W_l +..ta, 1_T_1 —g; = l-a¢—a;—a,—
Xip Xi X x.p

1 1

p
—...—ap+alii(l)(—1)+a2§i(2)(—1)+...+apiip)(—l)—ei, i§ kur iSplaukia, jog 60=1—Zaj, 0=a,
=0
Iny, (Any,)
yk_l e}\lny{ | 1+7»111'y1+(}\/ nzfll) +..-1
j=1p. Kai 2=0, tai 7;{A")=7¥;(0)=lim = — =i — =i : - =
j=Lp. Kai ,alyl()yl()xlgg)K lim =—— = lim x

2 3
= 1im[ln yi+A (ln Yi ) +2 (ln Vi ) + ] =Iny;. Analogiskai gauname, kad ii(j)(k* ): if (0)=1In xl(j) .
A—0) 2! 3!

Todel Siuo atveju formulé ?i(?»*):eo+61xi(1)+62xi(2)+...+6pxi(p)+ai taitkoma tuomet, kai

_ eeo +91xg1)+92x§2)+.“+9px(p)+si 90+91x§1)+92x(2)+...+9px(p)+si

v, VU (arba, kaiy, —a i U, o formule §,(07) =0, +
+lefl)(k*)+...+Opxi(p)(?»*)+8i taikoma tada, kai regresijos lygtis yra multiplikaciné, t.y., kai

N ) S

Kai regresijos lygtis yra y; = \/ ap+ alxgl) +..+ apxgp) +¢; , tai parametrui A tikslinga parinkti

reiksmg A'=2 ir taikyti formulg ?i(k*):eo+91xi(1)+92xi(2)+...+pri(p)+si, nes tuomet

2

~ * ~ i _1 _1 a i . . . .

yi(k ): yi(Z):%:ao2 +%xgl)+%x§2)+...+7pxgp)+%‘, i§ kur iSplaukia, jog
ag—1 aj .

e0: 02 > ejz?J:.l:laza---’p'

2
Kai y; = (ao +a1xi(1) +a2x§2) +...+apxi(p) +si) , tai parametrui A tikslinga parinkti reikSmg

A" :% ir taikyti formule yi(w):OO+91x§1)+92x§2)+---+9pxi(p)+81, nes  tuomet ?(X*):
1

zy[%j: (Yi)l2 -1 :2(a0 +alx$1)+,..+apxgp)+si —l) i§ kur iSplaukia, jog 6,=2(a;—1l), 0=2a;,
2

.]_1923' ap

1294



Taciau, kai ekonometrinio modelio specifikavimo uzdavinys jau i$sprestas, t. y. kai regresijos
funkcijos forma jau Zinoma ir belieka i$spresti tik identifikavimo uzdavini, taikyti Bokso ir Kokso
metoda regresinés lygties linearizavimui néra prasmés, nes galima pasinaudoti ir paprastesnémis
linearizavimo formulémis.

Pavyzdziui, kai regresijos funkcija yra f(x(l),x(z)): [i/ao +a1(x (l))B +a, (x(z))B , kur B — bet
koks tiksliai zinomas skaicius, nelygus 0, tai vietoj to, kad Sios funkcijos linearizavimui taikytume
Bokso ir Kokso transformacija, pasirinkdami A'=p ir formulg 7, (k*): 0, +eli§1)(x*)+...+

p p
+6p§i(P)(}L*)+gi, kur y(x*)zy(ﬁ):T’ i(l)(k*):i(l)(ﬁ): X(l)[3 -1 o i(2)(%*): X(z)B 1

7ymiai papras&iau yra pasirinkti transformacija 3 = y?, x0 = (x (l))B , %@ - (x @) )B .

yP -1

Toks metodas yra net universalesnis, nes ji galima taikyti ir regresijos funkcijai

f(x(l),x(z)):‘{/ao+a1(x(1))Bl +a2(x(2))Bz , kai o#B#B,, isivedant kintamuosius ?z(y)“,
20 = (xOf i 5@ = (@

Taigi, tuo atveju, kai ekonominis (ekonometrinis) modelis jau specifikuotas, naudotis Bokso ir
Kokso transformacija néra reikalo ir prasmés. Ir ¢ia kg tik pateikti ir nagrinéti pavyzdzZiai — ne Bokso
ir Kokso transformacijos taikymo pavyzdziai, linearizuojant regresijos lygtis, o pavyzdziai,
iliustruojantys teiginj, kad parametrai A gali turéti jvairias realias reik§mes ir kad Bokso ir Kokso
transformacijos taikymo diapazonas gali biiti gana platus.

Bokso ir Kokso metodo taikymas turi prasme ir yra naudingas, kai ekonominio modelio
specifikacijos uZdavinys dar néra pilnai iSsprestas, o turima ekonominé informacija leidzia iskelti

hipotez¢, kad regresijos funkcija gali biti aproksimuota formule f(x(l),x(z),...,x(p)):

= [ao +a, (x (l))B +a, (x @ )B +..ta, (x (p))ﬂ } P kurioje 3 reikSmé néra tiksliai Zinoma.

Tuomet, norédami surasti parametro 3 ir koeficienty ay, a;, a,..., a, reikSmiy statistinius

A

iver¢ius B, a,, a;, a;,.., & minimizuojanius  funkcijos Q(k,ao,al,...,ap):

p°
n 2

:Z{yi—f(xi(]),xi(z),...,xi(p )H reikSmg, galime pasinaudoti Bokso ir Kokso transformacija ir

]
k?f -1

A

1

SIS [ N

minimizuoti funkcija Q(aO ¥ FUOE 1 y 1 A

2»%po 32

i=1

————————| , parinkdami atitinkamas koeficienty ay, a,, a,,..., a, ir parametro A reikSmes.

Si funkcija yra tiesiné koeficienty ao, aj,..., a, atzvilgiu ir netiesiné parametro A atzvilgiu.

Fiksuodami to parametro reikSmes Ai, A,..., Ay..., mes galime, naudodamiesi jau mums
zinomu maziausiyjy kvadraty metodu, minimizuoti ta funkcija, surasdami kiekvienai A reikSmei
atitinkama minimalia tos funkcijos reik§me. Lygindami tas minimalias funkcijos Q(ay, ai, as,..., ap, A)
reik§mes, mes galime parinkti tokia parametro A reikSme A*, kad minétosios funkcijos reikSmé biity pati
maziausia. Ta A reik§me A" atitinkan&ios koeficienty a,, a,..., a, reik§mes ?13, éf,..., é; ir bus

ieSkomieji regresijos funkcijos jverciai, o A* — parametro [ jvertis.

Visa §i procediira gana sudétinga ir reikalauja gana daug gana sudétingy skaiciavimy, todél ji
tampa praktiskai realizuojama, tik naudojantis kompiuteriu.

Plac¢iau ir detaliau apie Bokso ir Kokso metodo taikyma skaitytojas gali suzinoti jau minétoje
knygoje [182]. Ten jis ras ir $io metodo konkretaus taikymo rezultaty pavyzdi finansy ekonomikoje,
specifikuojant ir identifikuojant pinigy paklausos funkcija.

Taciau Bokso ir Kokso metodas tinka tik funkcijy f(x(l),x(z),...,x(p)):
1

:[ao +a, (x(l))ﬂ +...+ ap(x(p))ﬂ}B linearizavimui, kai visy kintamyjy laipsniai yra vienodi. Bet neretai
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predikatoriai x?, (kur j=1, 2,..., p) ieina { regresijos funkcijos formule ne tik su skirtingais koeficientais,
bet ir su skirtingais laipsniais. Todél, nustatant tokio ekonominio modelio parametry jveréius, kai
laipsniy rodikliy reik§més néra zinomos, jau nebepavyksta regresijos funkcija linearizuoti ir tenka
naudotis gana sudétingais netiesiniy funkcijy minimizavimo metodais. Tiesa, ir Siuo atveju bty
galima jvykdyti regresijos funkcijos linearizavima, naudojantis Bokso ir Kokso formulémis su
skirtingais parametrais A, Aj,..., A, kintamiesiems vy, xD, x@ .. xP tagiau tuomet, ieSkant funkcijos
Q(ay, a,..., 8y, A, Ap,..., Ap) minimumo, tekty perrinkti tieck daug vektoriaus (Ao, Aj,..., A,) reikSmiy
varianty, kad tai pareikalauty tiek kompiuterinio laiko, jog labiau apsimokéty naudotis sudétingais
netiesinio optimizavimo metodais.
Prie tokiy metody taikymo pavyzdziy ir pereisime.

1.14.12.3.1.5. Gamybinés funkcijos CES parametry statistinis jvertinimas
netiesiniu maziausiyjy kvadraty metodu

Gamybiné funkcija CES (Constant Elasticity of Substitution) — tai neoklasikinés gamybinés
funkcijos modifikacija, kuriai bidingas pastovus pakeitimo elastingumas.

Pakeitimo elastingumu vadinamas vieno resurso pakeitimo kitu resursu galimybés matas.
Gamybinés funkcijos Y=F(X,, X;) pakeitimo elastingumas geometriskai gali biti charakterizuojamas
kaip izokvantés F(X,, X,)=const kreivumas, kuri homogeninéms gamybinéms funkcijoms Y=F(K, L)

F OF
galima apskaiciuoti, naudojantis $ia pakeitimo elastingumo formule E = %
0K -0L
Apskai¢iuosime pakeitimo elastinguma Kobo ir Duglaso funkcijai Y=cK*L'"™®: 1) 2—11;:
2
=caK*L; 2) @:c(l—a)K“L—“; 3) a—F-@:cza(l—a)K“—‘L‘—z“; 4) oF _00oF_
oL oK oL 0K-0L 0K oL
oF OoF
9 il
=cal-a)K*'L™*; 5) F- or__ c?a(l—a )KL 6) oK oL _y
0K - 0L 0°F
oK -oL

Nesunku jsitikinti, kad tokia pacia (lygia 1) pakeitimo elastingumo reik§me¢ gautume ir
modernizuotai Kobo ir Duglaso gamybinei funkcijai, atsizvelgianciai i techninio progreso tempa
gamyboje. Taigi, Kobo ir Duglaso gamybinés funkcijos priklauso gamybiniy funkcijy, turin¢iy
pastovy pakeitimo elastinguma, Kklasei ir pasiZymi tuo, kad tas elastingumas yra lygus 1. Tai klasei
priklauso ir visos neoklasikinés funkcijos Y =cK“'L*?.

CES tipo gamybinés funkcijos skiriasi nuo Kobo ir Duglaso gamybiniy funkcijy tuo, kad CES
pakeitimo elastingumas, budamas pastovus duotajai CES gamybinei funkcijai, gali buti
kei¢iamas, keifiant jos parametra p. IS to galima padaryti iSvada, kad CES tipo gamybinés funkcijos,
priklausydamos specialiai neoklasikiniy gamybiniy funkcijy klasei, yra bendresnés (lankstesnés) uz

Kobo ir Duglaso gamybines funkcijas ir paprastas neoklasikines funkcijas.
1

CES tipo gamybinés funkcijos formulé yra Y = ae™ [SK_p + (1 - E‘))L_p ]7 , kurioje parametrai a,
A, & ir p yra konstantos. Ju reikSmes konkreCiai gamybai reikia nustatyti, atitinkamai apdorojant
statisting informacija apie ta gamyba.

Rasime CES tipo gamybinés funkcijos resursy K ir L pakeitimo elastingumg E:

n E ae“(— éj[SKp +(1-8)L° ﬁ‘l (- p)K P! = ac™ [SK"’ +(- S)L"’H%HJSK’("”) :

1

2) S—Ilj —aeM [SK_p + (l - S)L_p ]‘[gﬂ] (1 3 8)L_(p+l) -3)

oF OF _

aZe™ [SK“’ +
oK oL

r-oe T sl sy Ly o gy SF ) i)
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1
x8(1-8)L P (= p)K P! = ac™ [aK—P +(1-8)L" T(E”] (1+p)s(1-8)(K-L)*; 5 F O°F

KoL
1 oF oF
—a2e?M [SK‘p +(1-8)L° F[E”} (1+p)3(1-8)(K-L) ) 6) E = % = ﬁ = const .
oKL

CES funkcija, priklausan¢ia nuo trijy kintamyjy t, K ir L, linearizuoti 1.14.12.3.1.3. ir
1.14.12.3.1.4. skyreliuose apraSytais metodais jau nebepavyksta.

Tiesa, ja biity galima pabandyti linearizuoti, padalinant abi jos puses i§ L ir pereinant prie
1

dvieju argumenty t ir kz% funkcijos y:%:aeM [Sk_p +(1—6)]7E, o po to logaritmuojant ir

pakeiGiant Iny i n, t — i &Y ir 8k *+(1-8) i £?. Taciau tokiu linearizavimo praktiskai pasinaudoti
neimanoma, nes, nezinodami & ir p reikSmiy, mes negalésime pereiti nuo surinkty statistiniy duomeny

apie kintamojo k = T reik§mes prie statistiniy duomeny apie kintamojo £ reikimes.

Todél tenka atsisakyti CES funkcijos linearizavimo idéjos ir naudotis netiesiniu maziausiyjy
kvadraty metodu, t.y. netiesiniu programavimu, minimizuojant funkcija Q(a,X,S,p)z

0
x_,
Oa
0
x_,
O\
xQ
0%
0
R _y
ap
sprendima kokiu nors artutiniu metodu, pavyzdziui, Markvardto metodu. Tai specialus netiesinio
programavimo metodas, su kuriuo studentai supazindinami optimizavimo metody kurse, todél ¢ia as jo
jau nebeapraSinésiu. Knygoje [48] Zingeidesnieji skaitytojai gali rasti ne tik Markvardto metodo
aprasyma, bet ir konkrety jo taikymo pavyzdi bei programa kompiuteriui, realizuojan¢ia Markvardto
algoritma. Studentai taip pat gali pasinaudoti Vilniaus universiteto Matematikos statistikos katedroje
saugomu studentés N.Demesko diplominiu darbu ,,Gamybiniy funkciju analizé“, prie kurio pridétas
diskelis su jvairiy gamybiniy funkcijy (tame tarpe ir CES), parametry statistinio vertinimo programomis
ir ty programy konkretaus taikymo pavyzdziais.

Trumpai apzvelge regresinés analizes taikyma ekonometrikoje, pereisime prie
ekonometrijos antrosios sudétinés dalies — laiko eiluciy analizés.

>

2
n 1

= Z{Yi —ae™i [SK;" +(1- S)L;p TP} . Sis uzdavinys susiveda { netiesiniy lygé¢iu sistemos
i1

)

)

1.14.12.3.2. Laiko eiluciy analizé

Laiko eilute Siame skyrelyje vadinama kokio nors atsitiktinio dydzZio &,
charakterizuojancio kokj nors stochastinj procesa X(t), statistiniy stebéjimy
(matavimy), atlikty momentais t;, t,, ts,..., tn (t;<t;<t3<...<ty), rezultaty seka x(t,),
x(t2), x(t3), ..., X(ty). Gana daznai laiko eilute X(t) Zymésime dar paprasciau, tiesiog,
x(t), &(t) ir pan.

Statisting laiko eilute sudarantys elementai, biidami atsitiktinio dydzio
reikSmémis, turi daug bendry savybiy su misuy jau nagrinéty atsitiktiniy imciy
elementais. Todé¢l ju apibudinimui gali biiti taikomos analogiskos savokos, o ju
matematiniam apdorojimui — analogiSki metodai.

Taciau laiko eilutés charakterizuoja ne objekty aibes kokiu nors momentu, o
atsitiktinius procesus, sistemy raidos trajektorijas x(t). todé¢l jos, turédamos daug
bendry savybiy vis dél to skiriasi nuo 1.14.12.3.1. skyrelyje nagrinéty atsitiktiniy im¢iy
(pavyzdziui nuo statistiniy duomeny matricy X ir Y, kuriomis naudojamés
apskai¢iuodami regresijos funkcijos koeficientus). Ir skiriasi visy pirma tuo, kad:
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1) atsitiktiniy im¢iy elementai, charakterizuojantys koki tai atsitiktini dydi (kokio tai
atsitiktinio reiSkinio, vykusio jvairiose vietose, koki tai vieng ir ta pati pozymj ar kelis
pozymius), laikomi (ir turéty biti) statistiSkai nepriklausomais, kai tuo tarpu laiko
eiluiy elementai dazZniausiai néra statistiSkai nepriklausomi, kadangi tai, kas
vyksta dabar, gali priklausyti ir nuo to, kas buvo prie§ tai; 2) atsitiktiniy imciy
elementai, charakterizuojantys koki nors viena pozymi, laikomi (ir turéty biuti)
priklausanciais vienam ir tam paciam skirstiniui (normaliam, eksponentiniam,
Reléjo, Puasono, binominiam ir pan.), kai tuo tarpu laiko eiluciy elementai gali buti
pasiskirste ne biitinai vienodai (ir daznai — nevienodai), t. y. tikimybé P {x(t;)<x} gali
nesutapti su tikimybe P {x(t;)<x "}, kai t;#t,.

IS pirmosios ¢ia paminétos laiko eilu¢iy savybés iSplaukia papildomos
prognozavimo galimybés, o 1§ antrosios — papildomi matematiniai sunkumai,
apdorojant laiko eilutes.

Galima pastebéti ir daugiau sarysiy ir skirtumy tarp laiko eiluciy ir im¢iy.

Registruodami vidutines bulviy kainas x(t) momentais t;, tp, t3, ..., tj, ..., tx
Ivairiy, atsitiktinai pasirinkty, Lietuvos miesty ir miesteliy turgavietése, sudarysime ty
kainy matrica, turin¢ia N stulpeliy ir m eiluc¢iy. Bulviy kainos x(t), priklausiancios i-jai
eilutei, bus laiko eilutés, vaizduojancios bulviy kainos kitima i-jame mieste ar
miestelyje, elementais, o bulviy kainos, priklausancios j-ajam stulpeliui, bus bulviy
kainos imties, paimtos momentu t;, atsitiktinai pasirinktuose Lietuvos miestuose bei
miesteliuose, elementais. Vadinasi, vienas ir tas pats bulviy kainy matricos
elementas gali priklausyti ir statistinei laiko eilutei, ir atsitiktinei im¢iai.

Darydami kainy matricos pjiivius momentais tj (j=1, 2, ..., N) ir apdorodami
gaunamas imtis, galime apskaiCiuoti bulviy kainy vidurkius X(t;) Lietuvoje

momentais t; ir sudaryti tokiy vidurkiy laiko eilute, vaizduojancia, kaip keitési
vidutiné bulviy kaina Lietuvoje.

Apskaic¢iuodami bulviy kainos dispersija kiekvienai im¢iai j=1, 2, ..., N, galime
sudaryti bulviy kainy dispersijos Kitimo laiko eilute, vaizduojancia, kaip, laikui t
bégant, keitési erdvinis bulviy kainy iSsibarstymas Lietuvoje.

Sis pavyzdélis rodo sarysj tarp laiko eiludiy ir imé&iy: viena ir ta pati
atsitiktinio dydzio reikSmé gali biiti ir imties, ir laiko eilutés elementu.

O dabar pateiksiu pavyzdély, iliustruojanti vieng svarby skirtuma tarp iméiy ir
laiko eiluciy.

Jei, nagrinédami bulviy kainy imtis momentais t; ir t, {vairiuose Lietuvos

miestuose ir miesteliuose, rastume, jog X(t;)=X(t,) ir D, ) =Dy tai galétume

teigti, kad bulviy kainy imtys, padarytos momentais tj ir t, buvo statistiSkai
ekvivalencios, t. y., kad tiriant bulviy kainas Lietuvoje, imtys, padarytos momentais t;
ir t, gali pakeisti viena kita. Vadinasi, im¢iy palyginimui, kai tos imtys turi vienoda
skaiciy elementy, pakanka ty im¢iy vidurkiy ir dispersijy palyginimo.

Atsitiktiniy procesy ir ty procesy realizacijas aprasanciy laiko eilu¢iy rinkiniy
statistikiniam palyginimui vidurkiy ir dispesijy palyginimo jau nebepakanka, nes
du stochastiniai procesai, turintys vienodas ty procesy realizacijy vidurkiy ir
dispersijy trajektorijas, gali reikSmingai skirtis. Tai vaizduoja 322 pav. brézinéliai
,,a1r ,,b*.
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Xi(®) Xo(t)
\

s

322 pav.

Brézinéliuose ,,a“ ir ,b“ pavaizduota po tris atsitiktinai paimtas dvieju
atsitiktiniy procesu X;(t) ir X(t) realizacijas X\"(t), X (1), XP(); XV (v),
XP(t), X (t). Abieju procesy momentiniy vidurkiy ir momentiniy dispersijy kitimo
trajektorijos yra vienodos (ar beveik vienodos), taCiau atsitiktiniai procesai X;(t) ir
Xo(t) — ryskiai skiriasi: proceso Xi(t) eiga, Zinant jo prading momenting reikSmg,
prognozuoti zymiai lengviau negu proceso Xj(t), nes proceso X;(t) laiko eiluciuy
gretimos reikSmeés yra stipriai koreliuotos, o procese X»(t) koreliacija Zymiai silpnesné
ar net gali biiti, jog koreliacijos néra.

Pateiktas pavyzdelis rodo, jog analizuojant stochastinius procesus ir tuos
procesus apraSancias laiko eilutes, negalima apsiriboti vien tik tuy procesuy realizacijuy

1 n

lz(x“(t)—ﬁgx“)(t))z, kur

n—lk=

k=1, 2, 3, ..., n — proceso X(t) realizacijos numeris, apskai¢iavimu. Reikia apskaiiuoti
ir nagrinéjamo atsitiktinio proceso X(t) autokovariacijos funkcija y.(tit)=
=E[(x(t)-E[x(t)])-(x(t;)—E[x(tj)])], matematiSkai apraSancia statisting priklausomybg
tarp stochastini procesa X(t) aprasancios laiko eilutés elementy x(t;) ir x(t;). Si funkcija
suteikia zymiai daugiau informacijos apie stochastinj procesa negu dispersija, kuri yra
tik dalinis autokovariacijos atvejis: D(x(ti))=cov(x(ti),x(ti))=E[x(ti)—E[x(ti)]z].
Dalindami autokovariacijos funkcija yx(ti,t))=cov(x(t;),x(t;))) 1§ dispersiju D(x(t;)) ir
D(x(tj)) geometrinio vidurkio \/D(x(ti))-D(x(t i), gauname proceso X(t)

v, (it j)

JD&(t)-D(x(t))
koreliacing priklausomybg tarp laiko eilutés elementy x(t;) ir x(t;) (i=1, 2, 3, ..., n; j=1,
2,3,..,n).

Nesunku jsitikinti, kad ry(ti,t)=r«(t;,tj)=1, t. y., kad laiko eilutés elementai yra
stipriausiai koreliuoti patys su savimi. Kai ti#t], tai ry(t;t;) reikSmé gali buti lygi bet
kuriam skai¢iui i$ intervalo[—1,+1]. Kuo didesné absoliuti koreliacijos funkcijos
reikSmeé /r«(t;,t;)/, tuo stipriau pasireiSkia tiesinis koreliacinis rySys tarp laiko eilutés
elementy x(t;) ir x(t;).

Proceso X(t) realizacijas (zitr. 322 ,a“ pav.) apraSanciy laiko eiluciy
elementai yra zymiai stipriau koreliuoti tarpusavyje negu proceso Xj(t) realizacijas
(zitr. 322 ,,b* pav.) aprasanciy laiko eilu¢iy elementai.

Stochastini procesa aprasanCios laiko eilutés autokovariacijos bei
autokoreliacijos funkcijy Zinojimas leidZia Zymiai patikimiau prognozuoti stochastinio
proceso eiga. Todél tomis funkcijomis naudojamasi sudarant stochastiniy procesy
matematinius modelius ir atliekant ty procesu eigos trumpalaikes, o kartais — ir

. . . o R .
vidurkiy ir dispersiju iverciy —Z x®(t) ir
N k=1

autokoreliacing funkcija r,(tt)= kuri matematiskai apraso

[13

1299



vidutinés trukmeés prognozes. Tokio prognozavimo pavyzdziai pateikti Sios mokymo
priemonés 1.14. 12.3.2.4. skyrelyje.

Laiko eilutés, kurias nagrinéja ekonometrija, turi dar vieng specifing
savybe, skiriania jas nuo imciy bei laiko eiludiy, aprasanciy stochastinius
procesus, vykstancius gamtoje bei techninése sistemose: ekonominiai, socialiniai ir
demografiniai procesai, kuriy matematiniy modeliy identifikavimu ir analize uzsiima
ekonometrija, tik labai retais atvejais gali turéti ne viena, o kelias realizacijas, kurias
buty galima laikyti nagrinéjamo stochastinio proceso realizacijos imties elementais.
Todél daugumoje atveju ekonometristams tenka tenkintis tik viena laiko eilute,
aprasSancia nagrinéjamg stochastinj procesa, kuri daZznai biina net nepakankamai
ilga. Si aplinkybé zymiai apsunkina nagrinéjamy stochastiniy procesu statistiniy
charakteristiky apskai¢iavima, nes ne visais metodais, kurie sukurti, vystant
stochastiniy procesy ir stochastiniy funkciju teorija, galima pasinaudoti
ekonometrijoje. Tenka Kkurti specialius metodus, atsiZvelgiant | ekonometriniy
laiko eiluciy specifika.

Studijuojantiems sistemotyra naudinga susipazinti ir su ekonometrija (kam skiriamas visas
1.14.12.3. skyrelis), ir su stochastiniy procesy bei stochastiniy funkcijy teorijos pagrindais, kurie $ioje
mokymo priemongje nenagrinéjami, nes Siai mokymo disciplinai yra skiriamas atskiras specialus kursas.
Tiems skaitytojams, kurie tokio kurso néra isklausg, parekomenduociau pastudijuoti gana nestandartini
tikimybiy teorijos vadovélj [185], skirta techniniy specialybiy studentams. Tame vadovélyje stochastiniy
procesy ir stochastiniy funkcijy teorijai skiriami trys gana nemazi skyriai (viso beveik 100 puslapiy),
kuriuose $ios teorijos pagrindai iSdéstyti gana paprastai ir aiskiai, déstyma iliustruojant gerai parinktais
konkreciais pavyzdziais ir tuo paciu metu nenusizengiant matematiniam tikslumui. Tai budinga visoms
Sios knygos autorés E. S. Ventcel knygoms ir paskaitoms.

Norint sudaryti kokybiSka stochastinio proceso matematini modelj, labai
svarbu iSsiaiskinti tame procese pasireiSkiancius faktorius ir jame veikiancius
priezastinius rysius, suprasti to proceso ,,mechanizma®. Tai ypa¢ svarbu, kai statistiniy
duomeny yra nedaug — tik viena ta procesa charakterizuojanti nelabai ilga laiko eiluté.

Faktorius, kuriu poveikiai pasireiSkia formuojantis laiko eilu¢iy elementy
reikSmeéms, priimta skirstyti | keturias grupes:

1) ilgalaikiai, formuojantys bendraja ilgalaik¢ analizuojamojo pozymio
charakteristikos x(t) kitimo laike tendencija, apraSoma neatsitiktine funkcija,
vadinama trendo funkcija (arba tiesiog — trendu), kuria Zymeésime fi(t);

2) sezoniniai, formuojantys periodiskai besikartojancius x(t) svyravimus;
sezoniniy faktoriy poveikio rezultatas apraSomas neatsitiktinémis periodinémis
funkcijomis (trigonometrinémis funkcijomis, Furjé eilutémis ir pan.), kurias
zymésime ¢(t);

3) cikliniai (konjunktiiriniai), formuojantys analizuojamojo poZymio x(t)
pokycius, atsirandancius dél demografiniy, ekonominiy bei astrofiziniy pokyc¢iu bei
cikly (pavyzdziui, demografiniy ,,duobiy®“ ciklai, vidutinés trukmés ekonominés
konjunkttros poky¢iy ciklai, pavyzdziui, 1.14.12.2.3. skyrelyje jau minétieji mazieji
Kitzino gamybiniy atsargy ciklai (3-4 m.), didieji Juglaro komerciniai ciklai (6-10 m.),
Lebruso investicijy ciklai (10-12 m.), Kuznetso statybos ciklai (15-22 m.), ilguju
bangy, t.y. Kondratjevo bangy ciklai (~50 m.), Saulés aktyvumo ciklai ir pan.);
cikliniy faktoriy poveikis aprasomas neatsitiktinéms funkcijoms, kurias zZymésime
w(b);

4) atsitiktiniai (nereguliarts), salygojantys elementy x(t) stochastiSkuma;
atsitiktiniy faktoriy poveiki charakterizuosime atsitiktiniais dydziais (atsitiktinémis
laiko funkcijomis) &(t).

Atsitiktinius faktorius savo eile galima suskirstyti | du pogrupius:
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4 ,,a) Suoliniai, t.y. iSSaukiantys staigius struktiirinius x(t) pokycius
(pavyzdziui, staigius funkciju fi(t), @(t) ar y(t) pokycius);

4 ,b*) evoliuciniai likutiniai, iSSaukiantys nedidelius atsitiktinius x(t)
nuokrypius nuo tos trajektorijos, kuri turéty biti, veikiant tik pirmyju trijy grupiy
faktoriams.

Matematingje laiko eiluciy teorijoje priimta nagrinéti tik pirmyjy trijy grupiy ir
4“b* grupés faktoriy poveikius, paliekant 4“a“ grupés faktoriy ir ju poveikiy
nagrin¢jima ekspertams, gerai Zinantiems ta situacija, kurioje vyksta analizuojamas
procesas, ir todél galintiems paaiSkinti bei kartais nuspéti Suolinius pokycius.

Statistinés laiko eilutés elementy x(t) formavimesi ne biitinai dalyvauja
visy pirmyjuy trijy grupiy faktoriai, taciau butinai dalyvauja 4 “b* grupés
faktoriai, tod¢l dydis x(t) vaizduojamas suma q;fi(t)+qx@(t)+qsy(t)+e(t), kurioje
koeficientai q;, q; ir q3 gali buti lygtus 1 arba 0, priklausomai nuo to, dalyvauja ar
nedalyvauja atitinkami faktoriai laiko eilutés elementy formavimesi.

Didzioji dalis statistiniy duomeny, kuriuos renka ir saugo statistinés tarnybos, yra laiko eilutés.

Su tuo, kaip atrodo realios laiko eilutés ir kaip jose pasireiskia Cia iSvardinti faktoriai,
skaitytojas gali susipazinti jau ne vieng karta minétoje S. A. Aivaziano ir V. S. Mchitariano knygoje
[182], kurioje yra pateikti trys konkreciy laiko eiluciy pavyzdziai (zitr. 782-786 pusl.).

Pirmaja laiko eilut¢ sudaro Didziosios Britanijos keleiviniy léktuvy 1963+1970 m. kiekvieng
ménesj praskristy atstumy sumos. Nagrinédami Sios laiko eilutés grafika, galime pastebéti §ios eilutés
trenda (minétyju sumy metinio vidurkio augima) ir kiekvienais metais pasikartojanéius sezoninius
svyravimus, atsirandancius dél keleiviy srauto pokyciy atostogy metu ir §venc¢iy dienomis.

Antrajq laiko eilutg sudaro dvylikos mety (1960-1971 m.) kiekvieno ketvir¢io duomenys apie
tai, kaip keitési akcijy kurso vidutinis indeksas Londono birzoje. Siai laiko eilutei biidingi ketveriy mety
ilgio konjunktiiriniai ekonominiai ciklai, uzsidedantys ant silpnai iSreikSto trendo, rodancio 1éta to
indekso augima

Trecioji laiko eiluté — mieziy derliaus kasmetiniy vertinimy rezultatai, aprépiantys 56 metus
(1884-1939 m.). Siai laiko eilutei néra budingi nei trendas, nei sezoniniai, nei konjunktiiriniai
svyravimai, tafiau joje gana stipriai pasireiSkia atsitiktiniai derliaus poky¢iai ir keliy (kartais net
keliolikos) mety intervalai, kuriuose pastebimi stipriis koreliaciniai rySiai tarp gretimy mety. Gali biiti,
kad Cia pasireiskia Saulés aktyvumo pokyciai.

Visose trejose laiko eilutése pastebimas atsitiktiniy faktoriy poveikis, kuris ypac ryskus
treciojoje laiko eilutéje.

Laiko eiluc¢iy analizéje sprendziami tokie trys pagrindiniai vidiniai tos
analizés uzdaviniai:

1) apdorojant turimus statistinius duomenis apie laiko eilutes (t. y. trajektorijas
x(t1), x(t2), ..., x(t~)), nustatyti x(t) struktiira, t. y. nustatyti, kokios i§ sudedamyjy
daliy (fi(t), @(t) ir y(t)) ieina i x(t) sudeti (kitaip tariant, rasti indikatoriy qi, q2 ir q;3
reikSmes);

2) jvertinti neatsitiktines funkcijas, jeinancias 1 x(t) sudéti, t.y. sudaryti ty
funkcijy formules bei grafikus (ju aproksimacijas);

3) parinkti modelj, kuris pakankamai adekvaciai apraSyty atsitikting x(t)
sudedamaja dalj &(t), ir statistiSkai jvertinti to modelio parametrus.

Siy uzdaviniy kokybiskas issprendimas leidZia:

1) i$siaiSkinti laiko eilutés x(t) genezés mechanizmg, t.y. iSsiaiSkinti to
reiSkinio, kurj apraso analizuojamoji laiko eiluté, atsiradimo ir funkcionavimo
mechanizmg;

2) sudaryti pakankamai kokybiSka to reiSkinio dinaminj ekonometrinj
modelj, t.y. parinkti pakankamai adekvacia tam reiskiniui modelio struktiirg (t.y.
pakankamai gerai iSspresti modelio specifikavimo problema) ir pakankamai tiksliai
statistiSkai ivertinti modelio parametry reikSmes (t.y. pakankamai gerai iSspregsti
modelio identifikavimo problemg);
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3) pasiekti galutinius taikomuosius (iSorinius) laiko eiluciy analizés tikslus,
tarp kuriy svarbiausieji yra Sie du:

a) trumpalaikiy ir vidutinés trukmés prognoziy, nusakanciy artimiausiam
laikui labiausiai tikéting laiko eilutés trajektorija x(t), sudarymas;

b) analizuojamy procesy optimalaus valdymo strategijos formavimas ir
atsizvelgianciy 1 egzistuojanciy tendenciju pasireiskima ateityje valdymo
sprendimy parengimas.

Laiko eiluciy teorijoje nagrin¢jamos dvi laiko eiluciy klasés: stacionarios ir
nestacionarios laiko eilutés. PradZioje nagrinésime stacionarias laiko eilutes, nes jos
yra paprastesnés uz nestacionarias laiko eilutes ir gali biiti laikomos nestacionariyjy
atsitiktiniy procesy sudedamaja dalimi.

Stacionariomis laiko eilutémis vadinamos laiko eilutés, apraSancios tokius
realius procesus, kuriy sudétyje néra anksciau minétyjy determinuotyjuy sudedamuyju
daliy: trendo fi,(t) ir sezoniniy bei konjunktiriniy svyravimy ¢(t) ir y(t). Tokiy procesu
pasitaiko tikroveje, taciau daug dazniau tokius procesus galima gauti, kai nagrin¢jami
likutiniai procesai, kurie lieka, iSskyrus ir eliminavus i§ pradinés laiko eilutés x(t)
minétasias determinuotasias sudétines dalis.

Matematiniai stacionariy laiko eilu¢iy x(t) modeliai gali buti traktuojami
pladiaja prasme (silpnai stacionarios laiko eilutés) ir siaurgja prasme (grieZtai
stacionarios laiko eilutés).

Silpnai stacionaria laiko eilute vadinama laiko eiluté x(t), kurios matematinis
vidurkis a=E[x(t)], dispersija o’=E[(x(t)-E[x(t)])*] ir kovariacija y(k)=cov(x(t),
x(t+k))=E[(x(t)-E[x(t)])(x(t+k)—E[x(t+k)])] nepriklauso nuo t, t.y. a=const, c°=const
ir y(k)=const visoms t reikSméms (ta¢iau kovariacija y gali priklausyti nuo k).

Konkrecids stacionarios laiko eilutés, t.y. sekds x(t,), X(t,), ..., X(t,), ...,
X(ty), gautds stebint kokio tai reiskinio pozymij x tam tikrais laiko momentais t,, t,...,

ti, ..., tx, 1Srikiuotais chronologine (laiko t didéjimo) tvarka vienodais atstumais vienas
nuo kito (dél ko juos galima zyméti tiesiog ju numeriais 1, 2, ..., i, ..., N),
matematinio vidurkio a=E[x(t)] statistinj jvertj a galima apskai¢iuoti, naudojantis
N
formule a = lch(t) )
NS
Konkrecids stacionarios laiko eilutés dispersijos 02=E[(x(t)—a)2] nepaslinktasis

P e L ~ 1 . A
statistinis jvertis 6° apskai¢iuojamas, naudojantis formule 6* = —IZ(X(t) — a)2 .
= Lt=1

Konkrec¢ids stacionarios laiko eilutés kovariacijos y(k)=cov(x(t), x(t+k))=
=E[(x(t)-a)(x(t+k)-a)] kokiai nors duotajai reikSmei k (kur k=0, 1, 2, ..., N-1)
statistinis jvertis y(k) apskaic¢iuojamas, naudojantis formule

. 3 1 N-k . YA A
700 == 2 (k(O-d)((t+1o-4).

Jei isitikiname, kad analizuojamos konkrec¢ids laiko eilutés statistiniai jverciai
a, 67 ir 9(k) tikrai nepriklauso nuo t, t.y., kad tie jverciai, kei¢iant laiko pradzia —
momenta t; — ir laiko eilutés elementy skaiciy N, bet paliekant ji pakankamai dideliu,
reikSmingai ir tendencingai nesikei€ia, tai galime turima laiko eilute, sudarytg iS
statistiniy duomeny, priskirti stacionariy placigja prasme (silpnai stacionariy)
laiko eiluciy klasei ir taikyti jos analizei matematinius modelius, priklausancius
tipams AR(p), MA(q) ir ARMA(p,q), apie kuriuos bus kalbama Siek tiek véliau.

Grieztai stacionaria (stacionaria siaurgja prasme) laiko eilute vadinama
tokia laiko eiluté, kurios elementy x(t;) rinkiniy (sambiriy) x(t;+k), x(t;+k), x(t3+k),...,
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x(titk),..., x(tmtk) tikimybiy bendras (grupinis) pasiskirstymas nepriklauso nei
nuo k, nei nuo laiko momenty t;, t, ..., t;, ..., ty pasirinkimo.

Tai reiSkia, kad grieztai stacionarios laiko eilutés elementai priklauso vienam ir
tam paciam tikimybiniam skirstiniui ir todé¢l juy (kaip atsitiktiniy dydziy) statistinés
charakteristikos nepriklauso nuo t. Todél tos laiko eilutés, kurios yra stacionarios
siaurgja prasme, bitinai yra stacionarios ir placigja prasme, o tuo tarpu atvirkstinis
teiginys néra teisingas, nes galima sukonstruoti tokia laiko eilute, kuri, budama
stacionari placiaja prasme, nebus stacionari siaurgja prasme.

Analizuojant stacionarias (tiek siauraja, tiek placigja prasme) laiko eilutes,
apskaiciuojami tokiy ju charakteristiky kaip autokovariaciné ir autokoreliaciné (pilnoji
ir dalinés) funkcija ir spektrinis tankis statistiniai jverciai.

Stacionarios laiko eilutés autokovariaciné funkcija y(k)=cov(x(t),x(t+k))=
=E[(x(t)-E[x(t))(x(t+k)—-E[x(t+k)])]=E[(x(t)—a)(x(t+k)—a) ]=E[x(t)x(t+k)]-a® dél laiko
eilutes x(t) stacionarumo nepriklauso nuo t, taciau gali priklausyti nuo atstumo k tarp
stebéjimo momenty. Si kovariacija tarp elemento x(t) ir ,,pastumto laike* elemento
x(t+k) vadinama autokovariacija, nes ji yra kovariacija tarp vienos ir tos pacios laiko
eilutés elementy.

I§ autokovariacinés funkcijos y(k) ir laiko eilutés dispersijos c” apibrézimuy
igplaukia, jog y(0)=c>.

Stacionariy laiko eiluCiy empirinés autokovariacinés funkcijos reikSmés
v(k) (t.y. teorinés autokovariacinés funkcijos reikSmiy statistiniy jveréiy

reikSmeés) apskaiCiuojamos, kaip jau buvo minéta, naudojantis formule
N-k
7(k) =ﬁ > [(R(t)—a)(k(t +k) —4)], kuri gali biti taikoma visoms k reikiméms
- t=1
k=0,1,2,...,1, ..., N-1.

Priéme, jog k=0, gauname 7(k) =67, t. y. empirinés autokovariacijos reikimé
taske k=0 lygi stacionarios laiko eilutés empirinei dispersijai — teorinés dispersijos
statistiniam jverciui.

Laiko eilutés autokoreliacine funkcija vadinama funkcija r(k)=

_ E[xm-a)(x(t+k)-a)] .
[E[(X(t)—a)z]-E[(x(Hk)—a)Z]F

laiko eilutés elementy x(t) ir x(t+k) koeficiento r reikSmé r(k), keiCiantis atstumui k
tarp ty elementy.

Kadangi stacionariai laiko eilutei galioja lygybé E[(x(t)-a)’]=E[(x(t+k)-a)’]=
=y(0), tai 1§ to iSplaukia, jog stacionariy laiko eiluciy autokoreliaciné funkcija
r(k):w.

7(0)

Autokoreliaciné funkcija yra patogesné uz autokovariacing funkcija, nes
autokoreliacines funkcijos reikSmeés nepriklauso nuo to, kokiais matavimo vienetais
bus iSmatuotos laiko eilutés elementy reikSmés.

Kaip tai iSplaukia i§ apibrézimo, autokoreliacinés funkcijos reik§meé taske k=0
visada yra lygi 1. IS laiko eilutés stacionarumo iSplaukia, jog r(-k)=r(k), t.y. kad
autokoreliaciné funkcija yra simetriné (lyginé) funkcija. IS autokoreliacinés funkcijos
apibrézimo iSplaukia ir tai (kuo nesunku isitikinti), kad autokoreliacinés funkcijos
reikSmés gali keistis tik segmente [—1; 1].

vaizduojanti, kaip kinta koreliacijos tarp dvieju
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Kai laiko eiluté x(t) yra tokia, kad r(k)= {1’ Kalk =0, i tos Taiko eilutés
0,kaik =0

elementai x(t) skirtingoms t reikSméms néra tarpusavyje koreliuoti ir tokia ,,laiko
eilute® reikia laikyti paprasta statistine nepriklausomuy elementy imtimi, kurios analizei
néra prasmes taikyti laiko eiluciy analizés specifinius metodus ir modelius. Jos analizei
pakanka standartiniy matematinés statistikos metoduy, skirty tikimybinio skirstinio,
kuriam priklauso paprastos atsitiktinés imties elementai, ir to skirstinio parametry
bei tokiy statistiniy charakteristiky kaip matematinis vidurkis, moda, dispersija,
asimetrija, ekscesas ir pan. nustatymui.

Toliau, nagrinédami laiko eilutes ir jas aprasancius matematinius modelius,
mes laikysime, kad jos yra tikros laiko eilutés, kuriy elementai yra tarpusavyje
daugiau ar maZiau Koreliuoti, ir todél tokiy atsitiktiniy dydziy aibiy statistiniam
apdorojimui reikalingi specialiis metodai ir modeliai, leidZiantys gauti papildoma
prognosting informacija, kurios nejmanoma bity gauti i§ paprasty imciy,
nesanciy tikromis laiko eilutémis.

Stacionariy laiko eiluciy autokoreliacinéms funkcijoms y(k) budinga tai, kad,
esant pakankamai dideléms k reikSméms, did¢jant k, absoliuti y(k) reikSme |y(k)|
mazgja, artédama prie 0. Tai natiiralu, nes kuo labiau nutole laike laiko eilutés
elementai vienas nuo Kkito, tuo silpnesnis yra rySys tarp ty elementy ir todél tuo
maZesné Koreliacijos tarp juy koeficiento reik§mé. Tai labai aiskiai galima pastebéti,
nagrin¢jant funkcijos r(k) grafikus, kartais vadinamus korelogramomis. Eil¢je atvejy
galima net nustatyti tokia kintamojo k slenksting¢ reikSme ko, nuo kurios, kai k>ko,
autokoreliacinés funkcijos r(k) visas reikSmes praktiskai galima laikyti lygiomis nuliui.

Autokoreliacinés funkcijos reikSmiy statistinius jverCius t(k) galima

| RN A\ A A
N 2EO-a)&e0-a)]
apskaiciuoti, naudojantis formule (k)= - X =-——, kurioje
WZ(X(O—Q)Z 1)
—lt=l

k=0, 1, 2,..., N—1.
Empirinés autokoreliacinés funkcijos r(k) modulis |f(k)

, kaip tai galima
pastebéti nagrin€jant realiy procesuy korelogramas, ne visada monotoniSkai mazéja,
did¢jant k, ir tuo skiriasi nuo teorinés autokoreliacinés funkcijos r(k) modulio kitimo.

Kad biity galima jvertinti gryngja autokoreliacija tarp dvieju laiko eilutés
nariy x(t) ir x(t+k), kai k>2, eliminuojant tarpiniy eilutés nariy poveiki, isivedamos
dalinés autokoreliacijos ir dalinés autokoreliacinés funkcijos savokos.

Pavyzdziui, laiko eilutei x(t), turin€iai matematini vidurki E[x(t)]=a, daliné
pirmos eilés autokoreliaciné funkcija rg,(2)=r(x(t), x(t+2)|x(t+1)=a), laikant, jog x(t+1)
reikSmé yra fiksuota ir yra lygi a, apskai¢iuojama naudojantis formule
r(x(t), x(t+2))—r(x(t), x(t +1))- r(x(t + 2), x(t + 1))

rdal (2) = 2 2 .
=2 (x(0), x(t+ )] 1= r? (x(t +2), x(t + 1))
2
Stacionarioms laiko eilutéms gauname, jog r,,(2) = r(12)—2r(1§1)
-1

Dalin¢ antros eilés autokoreliaciné funkcija rga(3)=r(x(t), x(t+3)x(t+1)=

Loz —Tong " Tn )

\/(1 _rozz,l ) (1 _r322,1 ) ’

=x(t+2)=a) gali biuti apskaiCiuota, naudojantis formule r,(3)=
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r(3)—r()r(2)
Ji-2mfi-r* @),
_1(2)-r*(D) r(1) —r(2)r(l)

1-r*(D) JI-r@)fi-r* o)

Bendrasias daliniy autokoreliaciniy funkcijy reik§miy apskaic¢iavimo formules
ir paaiskinimus, kaip (ir kodél taip) jos sudaromos, skaitytojas gali surasti jau minétoje
knygoje [182].

Empirinés dalinés autokoreliacinés funkcijos gaunamos 1§ teoriniy,
pakeiciant jose teorines koreliacijos koeficienty r(k) reikSmes ju statistiniais iverciais
r(k).

Dar viena svarbi ir informatyvi stacionariy laiko eiluciy charakteristika

kurioje o3 1=r(x(t), x(t+3)[x(t+1)=a)= , Toza=1(x(t), X(t+2)[x(t+1)=a)=

, T3 1=1r(X(t+3), x(t+2)[|x(t+1)=a)=

yra ju autokoreliacijos funkcijos spektrinis tankis p(w)= > r(k)-e* =
k=—0

= Zr(k)[cos(km)ﬂsin(kw)]. Paaiskinsiu, 1§ kur ir kaip atsirado $i formule, o kartu —

k=—-00
ir spektro bei spektrinio tankio savokas.

I3 Furjé eilugiy teorijos” Zinoma, jog bet kurj determinuoto ar stochastinio,
tolydaus ar diskretaus proceso x(t) fragmenta bet kuriame misy paciy laisvai
pasirinktame intervale a<t<b, kai tame intervale egzistuoja funkcijos x(t) modulio
Lebego integralas, galima ekvivalencdiai atvaizduoti suma

L, Z(akcoskz—nt + bksinkz—nt) =2, > (a,cosm,t+b,sinko,t), vadinama
k=1 b-a b-a k=1

proceso x(t) intervale (a<t<b) Furjé eilute ir esan¢ia proceso x(t) fragmento (a, b)
matematiniu modeliu, intervale (a, b) ekvivalenciai atvaizduojanciu procesa x(t) ir
galinCiu sutapti ar nesutapti su tuo procesu uz to intervalo riby.

Proceso x(t) matematinio modelio sutapimas ar nesutapimas su savo fragmento
(a, b) Furjé eilute uz intervalo (a,b) riby priklauso nuo to, ar procesas x(t) yra
periodinis, o taip pat nuo to, ar intervalo (a, b)ilgis yra proceso x(t) periodo kartotinis,
ar ne.

Pati Furjé eiluté a—2"+2(akcoskmlt+bksinkmlt) yra argumento te(—oo, +o0)
k=1

periodiné funkcija f(t), kickviename savo periode, turiniame ilgi T,=b—a, kartojanti
funkcijos x(t) fragmenta, esantj intervale a<t<b. Todél funkcija f(t) kartais vadina
proceso x(t) fragmento (a,b) periodiniu pratesimu. Jis, kaip jau minéjau, uz
intervalo (a, b) ribuy gali sutapti su funkcija x(t), bet gali ir nesutapti. Funkcijos f(t)
grafiko pavyzdys bus pateiktas véliau (ziiir. 324 pav.)

Furjé eilutés koeficienty ax (k=0, 1, 2, 3, ...) ir by (k=0, 1, 2, 3, ...) reikSmiy
apskaiciavimui taikomas integralinés formulés:

2 0 2n ) 2 0 . 2n
a, _E;’:X(t)COSkEtdt irb, —E‘!x(t)smkatd‘[ .

. 2n : c e e e e o v
Dydis ——=om, vadinamas Furjé eilutés pagrindiniu cikliniu daZniu, nes

visy Furjé eilutés harmoniky dazniai oy=kw;, yra daznio ; kartotiniai. Todél

* Skaitytojams, kurie Sios teorijos nestudijavo ar ja pamirso, rekomenduo¢iau knyga [186], kurioje §i
teorija iSdéstyta aiskiai, pakankamai grieztai ir su daugybe pavyzdziy.
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intervalo (a, b) ilgis b—a yra visy Furjé eilutés harmoniky periody T;, T, T3, ...
kartotinis: T;=b-a, 2T,=b-a, 3T3=b—a, ...

b

Apskaiciuojant koeficiento a, reikSmeg, reikia naudotis formule a, =b—jx(t)dt, kuri yra
—a

a

b
bendrosios formulés a, =LJ‘X cos(t—jdt dalinis atvejis, nes tuo atveju, kai k=0, funkcijos

b-a

a

Ccos 2n t reikSmeé yra lygi 1.
—-a

Jei bandytume rasti koeficiento a, reikSmg, pradzioje apskaic¢iuodami integrala
b

ay =é x(t)cosk%t visoms numeriy k=1, 2, 3, ... reikSméms ir po to bandydami gautame

rezultate numerj k pakeisti nuliu, tai susidurtume su formulés neapibréztumu.

Jei funkcijos x(t) absoliutus integruojamumas islikty ir padidintame intervale,
tai, didindami intervalo (a,b) ilgi b—a, gautume Furjé eilutg, ekvivalencia vis
didesniam proceso x(t) absoliuciai integruojamam fragmentui.

Didéjant intervalo (a, b) ilgiui, ilgéty Furjé eilutés pagrindini dazni o; o,
atitinkantis periodas T;=b—a, esantis ir funkcijos f(t) periodu. Kartu mazéty pagrindinis

.. 2n . ) ) . .. vee .
daznis ®, =—— 1ir, atsirandant naujoms harmonikoms, mazéty ,,atstumai® tarp Furjé

eilutés harmoniky gretimy dazniy o,,, =(k+Dwo, ir o, =ko,, t. y. mazéty skirtumai

® 0, =0,= 2n
k+l1 k 1 b_a‘

iot —iot iot —iot

. . . . e +e . e —e
Pasinaudodami Eulerio formulémis cosmt=T ir smmt=T,

1

S a, < . . . e
Furjé eilutg f(t):?o+2(ak coskoolt+bks1nk(olt), uzraSyta ,trigonometrinéje*
k=1

formoje, galime pertvarkyti { eilute f(t)= Zc e*'dt, uzraSyta kompleksinéje

k=-o0

eksponentinéje formoje.
Tokios eilutés koeficienty ci (k=0, +1, 2, £3, ...) apskaiciavimui taikoma

: . : A = : : PN
integraliné¢ formulé c, ~b—a _[ x(tle °*dt, i¥vedama i§ formuliy c, :E(ak —ib, ) ir
—-a
1 )
¢, =—(a, +ib, ).
2
Koeficiento ¢ reikSmée yra lygi a—2° , nes laikoma, jog by, jei toks koeficientas

21
biity, reik§mé turéty buti lygi 0, nes b _b_JSIH[O —t)dt 0.
—-a
Reikia pazyméti, kad, taikant ¢, apskai¢iavimui bendraja formule
18 - ) . . . . . L
C,=—" I x(t)eﬂk"’tdt ir norint iSvengti neapibréZztumy, bitina, kaip ir a
—-a

apskaiciavimo atveju, Sioje formuléje iSkart (dar iki integralo apskaiciavimo) pakeisti k

. AT S B
1 0 ir gauti formulg ¢, =b—jx(t)e b= dt =b—jx(t)dt .
-aj; -a
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b
IS formulés c, :bLJ‘x(t)dt seka, jog co (o kartu ir jam lygus a—2°) yra
p— a a
funkcijos x(t) vidurkis intervale (a, b) bei periodinés funkcijos f(t) vidurkis E[f(t)].

Todél intervale (a, b) suma Z[ak COSka—Tct-f‘kainkbz—Tctj, biidama lygi
k=1 —a —a

x(t)—%oz x(t) —E[x(t)] , yra argumento te(a, b) funkcija, vaizduojanti, kaip keiciasi
funkcijos x(t) nuokrypis nuo jos vidurkio intervale (a, b), keiciantis t.

Intervale (—co<t>+c0) suma Z[a coskbz—t+b smkbz—tj yra lygi f(t)—co=
k=1 —a

=f(t)-E[f(t)] ir vaizduoja funkcijos f(t) nuokrypio nuo savo vidurkio priklausomybe
nuo t.
Akivaizdu, kad

0 b 0
E{Z[ak coskb—t+bk smk— ﬂ :bL;[(Z(ak cosk—at+bk smk?tﬂdt =0, nes

k=1 b-a
bla [x(t) jdt——J.x(t)dt j dt=cy——=0. Todél 1ntegra1as P — (che T ]

k=-0
yra lygus ¢, :t,lTaIX(t)dt , t. y. funkcijos x(t) vidurkiui E[x(t)] intervale (a, b).
a

Kai x(t) yra stacionarus ergodinis stochastinis procesas, tai

o 2 b/ o 2
2 2r 1 2r
E E a, cock——t+b, sink——t = E a cosk t+b sin—t || dt=
[kl( k b-a k b-a )] b-a [ ( k T )]

=

2
( (t)——j dt yra proceso x(t) dispersija intervale (a,b), vaizduojanti, kaip atsitiktinio

kintamojo x(t) reikSmés, argumentui t kintant nuo a iki b, yra isibarsciusios vidurkio E[x(t)]:—

atzvilgiu.

Kadangi cov(x(t),x(t+1))=E[(x(t)-E[x(t)])(x(t+7)-E[x(t+1)])] yra proceso x(t) autokovariaciné
funkcija, tai tos funkcijos reikSmes intervale (a,b) galima apskaiCiuoti ne tik tiesiogiai, bet ir
pasinaudojant atsitiktinio proceso x(t) fragmento tame intervale Furjé eilute: cov(x(t),x(t+1))=

= E[[Zaf(l) coska, t+by” sinkmltJ{Zaf) cosko, (t+71)+b\? sinko, (t+r)J] . Sioje formuléje
k=1 k=1

koeficientai af(l) ir bf(l) apskaic¢iuojami procesui x(t) intervale (a, b), o koeficientai af(z) ir bf) -

procesui x(t+7) intervale (a+t, b+1), t. y., kai t kinta nuo a iki b.

Naudodamiesi Furjé eilutémis, analogiskai galime gauti ir autokoreliacing proceso x(t)
fragmento funkcija.

Galima pasielgti ir atvirk$Ciai: suradus kokio nors budu atsitiktinio proceso x(t)
autokovariacing ar autokoreliacing funkcija, po to nagrinéti ty funkciju fragmentuy Furjé eilutes ir,
pasinaudojant tokios analizés rezultatais, pavyzdziui, autokovariacijos bei autokereliacijos funkciju
spektrais, apie kuriuos kalbésime Siame skyrelyje, spresti apie pati atsitiktini procesa x(t) bei jame
egzistuojancias désningumus.

Furjé eiluté gali daug pasakyti apie nagrinéjama procesa, nes tos eilutés koeficienty ¢y (k=1, 2,

...) moduliai |ck| wlak +b? vaizduoja amplitudes elementariy harmoniky c,e*™" =a, coska,t+

0
o ” . . L . a
+ib, sinkw,t ,sudaranciy proceso x(t) nuokrypi Z(ak coskw,t+b, sin kwlt) nuo jo vidurkio ¢ =70 .
k=1
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Yra jrodyta (zitir. Rymano ir Lebego teorema [186]), kad tais atvejais, kai funkcija x(t) yra
absoliud¢iai integruojama kokiame nors savo egzistavimo intervale, tai tos funkcijos fragmento,
atitinkancio ta intervala, Furjé eilutés koeficientai ay ir by, indekso k reik§mei artéjant prie oo, artéja

prie 0, t. y. 1}im a, =0 ir limb, =0. Artéja prie 0 ir koeficienty ¢, moduliai |cy], kai k—>*co. Tas
—0 k—o0

artéjimas gali vykti jvairiai.

Todél Furjé eilutés gali biiti taikomos jvairiy funkcijy nagrinéjimui bei juy
aproksimavimui trigonometriniais daugianariais (panaSiai, kaip taikomos Teiloro eilutés,
aproksimuojancios  funkcijas laipsniniais daugianariais) ir funkcijyu artutiniy reikSmiy
apskaifiavimui. Su Furjé eiluciy taikymu, apskaifiuojant tiesiniy bloky nusistovéjusias i$€jimo
trajektorijas perdavimo funkciju metodu, mes jau esame susidiir¢ Sios mokymo priemonés 1.11.
skyrelyje.

Ypatingai svarby vaidmeni Furjé eilutés ir Furjé integralai vaidina spektrinéje
analizéje, sudarant ir analizuojant jvairiy procesu spektrus. Su spektrais mes jau irgi
buvome susidiir¢ S$ios mokymo priemonés 1.9.1.2. skyrelyje. Dabar pateiksime
proceso x(t) fragmento spektro apibrézimg.

Proceso x(t) fragmento intervale te(a, b) spektru vadinamas to fragmento

. ) = 2 2 )
Furjé eilutes > c, e’ cikliniy dazniy o, =ko, =k?n=kb—7T (ar daZniy
k=—c0 —a
1 k
v, =kv, :k¥:b_’ k=0, £1, £2, £3, ..) ir tuos dazZnius atitinkanc¢iy harmoniky
—a

i o o awe 1 ) .
c e =a, cosko,t+ib, sinkw,t amplitudZiy |c, \=?/ai +b; (ar joms proporcingy
dydziy) rinkinys, vaizduojantis, kaip tos harmonikos ir jy amplitudés yra
e e . | SN . e Vo .
18sidésciusios abscisiy o (ar v :¥) aSyje ir kaip ty harmoniky amplitudziy dydziai |cy]

priklauso nuo ® (ar v).
Proceso x(t) baigtinio fragmento spektras grafiSkai vaizduojamas
vertikaliomis atkarpomis, turiniomis ilgius, proporcingus |cy|, ir iSsidésciusiomis

abscisiy o aSies taskuose =0, =k, :kz—n:kz—n, k=0, £1, £2, £3, ...
—-a

Proceso x(t) fragmento spektras — labai informatyvi ir labai vaizdi to
fragmento charakteristika, nes, zinodami bei matydami proceso fragmento spektra,
mes galime nustatyti, kokiy dazniy wx harmonikos sudaro to fragmento Furjé eilute,
kiek ty harmoniky spektre yra ir kokios ty harmoniky amplitudés.

Bet kurio proceso baigtinio ilgio T fragmento spektras yra diskretus, nes
tarpai tarp gretimy spektro linijy negali biiti mazesni uz Aw=wy1—o=(k+1)w;—km;=

2n 2n
=O)==—=—.

T b-a

Toks spektras gali turéti be galo daug spektro linijy, atitinkanciy daznius
ox=ko;, k=0, £1, £2, £3, ... taCiau egzistuoja ir tokie procesai bei ju fragmentai, kuriy
spektrai gali turéti tik baigtini skai¢iy spektro linijy, nes ty fragmenty Furjé eilutése tik
baigtinis skai¢ius koeficienty ci néra lygis 0.

Pavyzdziui, harmoniniy svyravimy x(t)=cos?nt bet kurio fragmento spektras, kai to

fragmento ilgis b—a yra funkcijos x(t):cosz—Tnt periodo T kartotinis, turi tik dvi nenulines spektro

linijas.
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[rodysiu §j teiginj, sudarydamas proceso x(t):cosTnt fragmento, kurio ilgis b—a yra lygus

nT, Furjé eilutg ir iSsiaiSkindamas, kokias reikSmes igyja tos eilutés koeficientas, kai n yra sveikas
skaicius.

b
1 271 2 .
Co= Jx(t)dt——jcos—tdt——(sm—b sm—na)— n(b a) n(b+a) =
—as 2nn T T nn T T
= —Tsmnncos@ =0, nes tuo atveju, kai n — sveikas skaicius, sinnt=0.
n

b L I T S
Jx(t)e b-a gt=—0 jcos—te b-a gt =
as nT . T

Kai k=0, £1, +2, £3 tai c, :bl

21': 211 1211 1 b 712711(57) 7127n(k+1)
j(eT +e The ant——j(e te ydt .

Eksponenciy laipsniy daugikliai (k—lj ir (£+1) , kai n yra sveikas skaicius, gali tapti lygts 0
n n

ir blitinai jais tampa, kai koeficienty ¢, numeriai k tampa lygiis n ar (—n).
b idn b_a 1 —M—nb _idm
Todél ¢ :—J(1+e THdt= ——]e T —e T |=

2nT 8inn

i4n(a+b) i4n(b-a) i4n(a-b) _i2n(a+b)
2 |e 2T _e 2T |—2_ e T (e*2ﬂn_612nn):

_2in(a+b)
=—+——-e¢ T sin2nn= 5 nes, kai n — sveikas skai¢ius, sinnt=0.

o . 1
AnalogiSkai gauname, jog ir c_, =E.

Visy kity koeficienty ¢, reik§més, kai k#n ir k#n, yra lygios 0, nes tuomet

1 b i2n(k—n)t b i2n(k+n)t _1 1 1'271(k—r1)b i2n(k—n)
Cp="—— Ie ot dt+Ie T dt |=— e T —e of +
2nT 4it| k—n
a a
i2n(k+n), i2m(k+n) | i2n(k-n) (a+b)(  i2n(k—n) (b-a)
n e T  _g T  |[|—_ (k+n)e T 2 |g T 2 _
k+n 4in(k? -n?)

_i2n(k-n) (a-b) i2n(k+n) (a+b) i2n(k+n) (b—a) i2n(k+n) (a—b)
—e nT 2 +(k_n)e nT 2 e nT 2 _e nT 2 —

_irt(k—n)(a+b) _in(k+n)(a+b)

- _m (k+n)e T [e7) _gimem )+ (k—m)e o1 [(e-inkem) _gimCicen) ) _
in(k” —n
1 _in(k-n)(a+b) _in(k+n)(a+b)
= —2 o) (k+n)e nT sin(k —n)n+(k—n)e nT sin(k +n)7 |=0 , kadangi, kai n —
TT —n

sveikas skaicius, sin(k—n)n=0 ir sin(k+n)n=0.

L 2
Vadinasi, funkcijos x(t)=c0s?nt fragmento, kurio ilgis b-a yra tos

2n 2n
in—t —in—t
funkcijos periodo T Kkartotinis, Furjé eiluté yra suma ce "* +c_e " =
1 inz—nt 1 —mz—" 1 2"t —1Et 21'[
——e M y-e M=—|gT 4o T =cos—t=x(t).
2 2 2 T
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C e v .. 2 C e
O tai reiSkia, jog Sis funkcijos x(t):cos?nt fragmento periodinis

i ik 2%
pratesimas — funkcija f(t)= D c,e T — sutampa su pacia funkcija x(t). Tai
k=—o0
natiiralu, nes kai periodinés funkcijos x(t) fragmenta sudaro vienas ar keli tos funkcijos
periodai, tai tokio fragmento periodiniai kartojimai — tokio fragmento periodinis
pratgsimas f(t) — negali nesutapti su pacia periodine funkcija.

. . .. 2
Antroji iSvada, kuri iSplaukia i§ gauto rezultato: funkcijos x(t):cos?nt

fragmento, kurio ilgis b—a yra tos funkcijos periodo T kartotinis, spektras turi dvi ir
tik dvi nenulines spektro linijas, kg ir buvau pazadéjes jrodyti.
Trec€ioji iSvada: funkciju yi(t)=Aicos(witte;) ir ya(t)=Assin(w t+y)

C . . 2w . 2n D
fragmenty, kuriy ilgiai (b—a) yra ty funkcijy periody T,=— ir T, =— Kkartotiniai,
@, ®,
Furjé eilutes galima gauti ne tik apskaiciuojant ty eiluciy koeficienty ag, by ir ci
reikSmes, naudojantis integralinémis Furjé eilu¢iy koeficienty reik§miy apskaic¢iavimo
ikz—nt
formulémis, bet ir skaidant tas funkcijas { elementariy harmoniniy c,e " ir
L o2m

—1k—t
c_,e °® algebrines sumas, naudojantis Eulerio formulémis.

Sia i§vada galima taikyti ne tik atskiroms funkcijoms y;(t)=A cos(mt+@;) ir
ya(t)=Assin(m,t+@,), bet ir ju algebrinéms sumoms.

Rekomenduodiau skaitytojui pabandyti nuspéti, kiek spektro linijy turi procesu
y3(t)=2sin4t+3sin6t ir y4(t)=6sinl10t-cos2t fragmenty, turinciy ilgius (b—a), esancius skaiCiaus w
kartotiniais, spektrai, kokius ciklinius daznius o atitinka nenulinés ty spektry linijos ir kokie atkarpy,
vaizduojanciy tas linijas, ilgiai. Taip pat sitlyCiau skaitytojui Siuos savo spéjimus bei skaiCiavimus
patikrinti, apskaiCiuojant ty funkcijy fragmenty Furjé eiluciy koeficienty, naudojantis integralinémis
formulémis. Tai leisty Jums suzinoti, ar pakankamai gerai isisavinote funkcijy fragmenty reikSmes Furjé
eiluciy ir ty fragmenty spektry sudarymo ,,technologija“.

Zymiai sudétingiau atrodo &ia nagrinéty periodiniy funkciju fragmenty
spektrai, kai ty fragmenty ilgiai néra ty funkcijy periody Kartotiniai. Zymiai
sudétingesnés yra ir funkcijos f(t) — ty fragmenty periodiniai pratgsimai.

Pavyzdziui, jau misy nagrinétos funkcijos x(t):cos%t fragmento, kurio ilgis yra b—a=nT,

kai n néra sveikas skaicius, Furjé eilutés koeficienty c, reikSmés yra jau visiskai kitokios. Jos priklauso
ne tik nuo fragmento ilgio, bet ir nuo intervalo (a, b) padéties, kitaip tariant, koeficientai ¢, yra
parametry n ir a, charakterizuojanc¢iy fragmento ilgj ir padéti, funkcijos. Nuo ty parametry priklauso ir ty
fragmenty spektrai. [rodysiu tai.

Apskai¢ivodami funkcijos x(t)= cos%t fragmento, kurio ilgis a=nT, Furjé eilutés koeficiento

(a+b)

¢y, reikSmg, jau buvome nustatg, jog ¢, =—sinmnn cos™ . Kadangi b—a=nT, tai a+b=2a-+nT. Todél
nn

o =Lsin nncos[%Jrnnj yra ne tik funkcijos x(t):zTnt periodo T, bet ir intervalo (a, b) parametry
nn

n ir a, charakterizuojanciy intervalo (a, b) ilgj ir padétj, funkcija.
Pavyzdziui, kai n:i ir a=nT, kur m=0, £1, £2, .., tai ¢, :isingcos(2nm+§j=g, o kai
T o

1. 1 . 4 . m noT
n=-—ir a=| m+- [T, tai ¢, =—sin—cos| 2nm+—+— [=0.
4 8 T 4 4 4

Prisiming, jog ¢, yra lygus funkcijos x(t) reikSmiy intervale (a, b) vidurkiui, Sia koeficiento c,
reik§més priklausomybe nuo intervalo ilgio ir jo padéties galime paaiskinti ir grafiskai (zidir. 323 pav).
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1) 2)

x(t)
b—a=T, n=1, a=0
C():O
A >~

T : 1% 1 . >t !
H 1 b 7 1 1 H
1 1 A% /A i 1 1
B A N :
O A W X 0

4 4 2
a b a

323 pav.

b
Kadangi funkcijos x(t) reik§miy vidurkis intervale (a, b) yra lygus b—jx(t)dt , tai jis turi buti
—a
a

lygus aukstinei staciakampio, kurio pagrindas yra tas intervalas (a, b), o plotas yra lygus funkcijos x(t)
b
tame intervale ribojamam plotui jx(t)dt .
a
323 pav. tie plotai uzstrichuoti: teigiami plotai — viengubai, neigiami — dvigubai. Todel
b
koeficiento ¢, zenklas priklauso nuo ploto Ix(t)dt zenklo, t.y. nuo teigiamy ir neigiamy ploty
a

algebrinés sumos Zenklo, o koeficiento absoliuti reikSmé — nuo algebrinés ploty sumos ir intervalo ilgio
b—a santykio. Stumdant intervalg (a, b) i kairg ar | deSing, t. y. keiCiant tasko a padéti, bet nekeiciant n,
intervalo ilgis (b—a) nesikei¢ia. Todél koeficiento ¢, reik§més pokyciai yra proporcingi minétosios
teigiamo ir neigiamo ploty algebrinés sumos pokyc¢iams, ir 323 pav. suteikia galimybg ir be skaiciavimy
stebéti, kaip koeficiento ¢, reikSmé priklauso nuo n ir a.

Analizuodami 323 pav. pirmaji brézinéli, mes akivaizdziai matome, jog tuo atveju, kai

b
intervalg (a, b) sudaro sveikas funkcijos x(t):cos%t periody skaicius, plotas J-x(t)dt ir koeficientas
a

¢, gali bti lygiis tik 0 ir nepriklauso nuo a, nes stumdant taska a (o kartu su juo ir taska b) i kairg ar
desing taip, kad intervalo (a, b) ilgis iSlikty pastovus, teigiamo ir neigiamo ploty algebriné suma islieka
lygi 0.

Antrasis brézinélis vaizduoja atveji (nzzj/\(a=0). IS to brézinélio matyti, kad plotas

x(t)dt yra teigiamas, todél ir ¢, privalo bati teigiamas.

0 C—y G

b
Jei, nekeisdami a, Siek tiek padidintume n, tai plotas jx(t)dt , i8§likdamas teigiamas, sumazéty.

a
I8likty teigiama, bet sumazéty ir koeficiento c, reikSmé. Padiding n iki 5 gautume, jog ¢, tapty lygus 0,
o dar $iek tiek padidinus n — jau neigiamu dydziu.
Jei n likty pastovus ir lygus %, tai, Siek tiek padidinus a, koeficiento ¢, reik§mé sumazéty, o

sumazinus — padidéty. Visa tai rodo, jog tuo atveju, kai n néra sveikas skaicius, koeficiento ¢, reik§mé
priklauso ir nuo n, ir nuo a.

g C 1 T) « .. .. . ..
Trecéiasis brézinélis vaizduoja situacija (n :Z] A (a :§j . Si situacija yra ypatinga tuo, kad joje
net tuo atveju, kai n néra sveikas skaicius, koeficientas ¢, yra lygus 0. Jis islieka lygus O ir didinat, ir

mazinant intervalo ilgj taip, kad intervalo (a, b) centras likty toje pacioje vietoje. Tai leidzia padaryti
iSvada, kad intervalo (a,b) padétj biity tikslingiau charakterizuoti ne intervalo pradZzios ar

1311



pabaigos tasky, o jo vidurio koordinate. Nuo to formulése padaugéty simetrijos ir kai kurie
désningumai tepty lengviau pastebimi.
Analizuojant treciaji 323 pav. brézinéli, nesunku pastebéti, kad truputéli pastimus intervala
(a, b), nekeiciant jo ilgio, i desing, koeficiento reikSmé tapty neigiama, o i kair¢ — teigiama.
Rekomenduociau skaitytojui paanalizuoti, kaip keistysi koeficiento c, reikSmés, keiciant a (ar

intervalo (a, b) centra t, :% ), kai n buty lygus % . Biity naudinga, kad skaitytojas Sia analizg atlikty

abiem biuidais(grafiskai ir analizi$kai), o po to palyginty ne tik gautus rezultatus, o ir pacius ty rezultaty
gavimo metodus, ivertindamas, kada ir siekiant kokio tikslo kuriuo metodu tikslinga naudotis ir kada
galéty biti naudinga abiejy metody sinteze.

L .. 2 ce e .
I§ formulés, kuria taikéme funkcijos x(t)zcosTnt fragmenty Furjé eiluciuy koeficienty c,

reik§miy apskaic¢iavimui, kai n buvo sveikas skaiéius ir k nebuvo lygus nei 0, nei n, nei (—n), nesunku
gauti tokia formulg koeficienty c, (k=t1, £2, ...) reikSmiy apskaiciavimui, kuri tikty ir atvejui, kai n néra
sveikas skaicius, bei leisty analizuoti ty koeficienty reikSmiy priklausomybg nuo intervalo (a, b) ilgio ir
jo padéties, kaip tai ka tik daréme, nagrinédami koeficiento ¢, apskai¢iavimo formulg.

AS cia tos formulés nebeiSvedinésiu, palikdamas ta darba paciam skaitytojui kaip pratybing
uzduotj, ir apsiribosiu tik pacios tos formulés pateikimu, kad skaitytojas galéty pasitikrinti, ar teisingai
ta uzduotj atliko. Ta formulé bus mums reikalinga ne tik apskaiciuojant koeficienty c, reikSmes, bet ir
darant kai kurias i§vadas apie funkcijy fragmenty spektrus ir ty fragmenty periodinius prat¢simus —

= k2
funkcijas f(t)= ) c e > .
k=—o0
Koeficienty ¢, reikSmiy apskaiciavimo formulé yra tokia:
. —i2nka
sintn = —— | .. . (2an 2an
Cy=——— ¢ " iksin| —+nm |[+ncos| —+nm | |.
n(k*—n?) T T

Siai formulei galima suteikti dar Siek tiek kompaktiskesne ir simetriskesng forma, pereinant
nuo intervalo (a,b) padéties charakterizavimo intervalo pradzios koordinate a prie tos padéties

.. . . . a+b T . .
charakterizavimo intervalo vidurio koordinate ¢ :T . Tuomet a =c—n5 ir todél visoms k=*1, +2,

i2mke
2

w1 sintn - .. 2mc mc
¢ nT (1ksm—+ncos—j.
Ttik -n ' T T

Pasinaudosime $iomis formulémis, apskai¢iuodami koeficienty ¢, (k=t1, +2, £3, ...) reikSmes

+3, .. reiksméms ¢, =(-1)

. 2n . . o . .
funkcijos x(t)= cosTt fragmentams, kuriems jau esame apskaiciave koeficienty ¢, reikSmes.
Pirmaja formule pasinaudosime Furjé eilutés sudarymui Sios funkcijos fragmentams

(mT<t<(m+% )T), o antraja — tos pacios funkcijos fragmentams ((m+é )T<t<(m+§ T)).

1 Co . Sy
Fragmentuose (mT;(m+ZJT] Furjé ecilutés parametry a ir b reikSmés yra: a=mT,

1 1 1 S e n) 1 n
b=(m+—jT, b-—a=-T, todél n=— ir ¢, =—————e ™| iksin| 2n+— |[+—cos| 2n+— ||=
4 4 4 {1 4)" 4 4
16
:—L(cos&tk—isin&tk)ﬁ[ik +lj= _2(4112(—” \/Z .
27{18—1] 2 4) mliek?-1)Vn
16

. - . L. S 2 L .
Koeficiento ¢, reik§me¢ esame suradg jau anksciau. Ji lygi —. Vadinasi, $io fragmento Furjé
T

eilutés visi koeficientai ¢, (k=0, £1, £2, ...) yra nelygts 0. Tod¢l Sio fragmento spektra sudaro be galo
daug spektro linijy.
Sis rezultatas, kartais nustebinantis kai kuriuos studentus, gali Siek tiek nustebinti ir skaitytoja.

Juk funkcijos x(t)zcoszT—nt fragmenty, kuriy ilgis (b—a) buvo tos funkcijos periodo T kartotiniai,
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.2m 2n
1 i=t 1 -icl 2
spektra sudaré tik dvi linijos, o ty fragmenty Furjé eilut¢ buvo suma Ee T 4—e T =cos?nt,

sutampanti su pacia funkcija x(t) kiekviename jos taske: ir intervale (a, b), ir uz jo riby. Tai buvo
natiiralu ir suprantama. Kodél, pasikeitus tik intervalo ilgiui, taip pasikeité tame intervale ta pacia

2 . .
funkcija x(t):cosTnt vaizduojanti Furjeé eiluté ir fragmento spektras? Juk bet kuriame funkcijos

x(t):coszT—nt fragmento taske galioja lygybé x(t)= %e T +——e T,

Nejaugi ta lygybe nebegalioja funkcijai x(t)= cosz?nt intervaluose (mT<t<(rn+% )T), m=0, 1,

12,43, .71
[ Siuos klausimus (juos man kartais uzduoda studentai), atsakysiu Siek tiek veliau, kai susikaups
dar daugiau fakty, bylojanciy apie Furjé eiluciy ir ivairiy funkcijy ivairiy fragmenty spektry savybes, o

dabar pratgsiu funkcijos x(t)z cosz?nt fragmento (mT<t<(m+% )T) Furjé eilutés nagringjima.

. 1 RN 1 . .
k =5\ @k 710k -k =5 \dk k/>
Kadangi c 2(3 ib, ) ir ¢ 2(a +ib, ), tai

—2(4ik +1) . 2(4ik—1) —4 bk%(c_k c) Lok

Aiok?—1) mliok> 1) aliok>-1)"° ek —1)’

ak =Ck +C—k =

I8 lygybés %0: c, seka, jog Sioje Furjé eilutéje a, :i
T

Dabar jau galime uzrasyti funkcijos x(t):coszT—nt fragmento 0<t<§ Furjé eilute, kuri tuo

paciu metu yra ir funkcijos f(t) — to fragmento periodinio pratgsimo i abi puses (argumento t didéjimo ir
mazejimo kryptimis) — formulé.
Pateiksiu Sig formule kompleksinéje eksponentinéje ir ,trigonometrinéje formose:

s K2 lk— k8,
ZC e b_a _ ZC —_ 2 4lk2+1 T
n16k
o0 —+00
fl(t):a—0+2[akcosk t+bksmk—tj 2 4 12 (coskg—nt—4sink8—nJ:
2 g b-a T n mio16k” -1 T T

2 4(1 8n, 4 . 8n, 1 lém, 8 . l6m 1 24n,. 12 . 24m
=———| —cos—t——sin—t+—cos——t——sin——t+——cos——t——sin——t +..
15 T 15 T 63 T 63 T 143

Abi Furjé eilutés formos ir funkcijos f(t) iSraiSkos — kompleksiné eksponenting ir
»trigonometriné* — yra ekvivalencios.

Funkcija fi(t), bidama funkcijos X(t)zcosz?nt fragmento 0<t <% periodiniu pratgsimu, yra
periodiné. Jos periodas yra lygus b-a, t.y. nT:%T , kitaip tariant, keturis kartus trumpesnis uz
funkcijos x(t):cosz?nt perioda T. Intervaluose mT<t<(m+i)T (m=0, £1, £2, £3, ...) funkcija fi(t)
sutampa su funkcija x(t)= coszTnt , 0 visur kitur — jau nebesutampa.

Funkcijy fi(t) ir x(t) grafikai pateikti 324 pav.: funkcijos x(t)zcoszT—nt grafikas pavaizduotas

taskuciais, o funkcijos fi(t) grafikas — iStisine linija.
X() fi(t)
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324 pav.

Analizuodami 324 pav. pateiktus funkcijy x(t) ir fi(t) grafikus, galime akivaizdziai isitikinti,
.2n
1

27
a1 EE i 2 4L
jog funkcija x(t)=cos—t=—e T +—e T ir funkcija fj(t)=———
jog ja x(t) T =3 2 ja fi(t) nk;mkz_l

coskg—nt—4ksink8—nt
T T

. .. . 1 . . . .
néra tapacios funkcijos, nors intervaluose (mT<t<(m+ZJTJ jos ir sutampa. Uz ty intervaly riby

funkcijos x(t) ir f;(t) jau nebesutampa ir todél ka tik minétoji Furjé eiluté jau néra lygi funkcijai x(t).
o . 1 . 1R i
Vaizdziai kalbant, intervaluose | mT<t< m+Z T | algebrinés sumos Ee T +Ee T ir

2 45 1 8n . . 8m .. L e ) 2
== = cosk—t—4ksink—t | yra matematinés kalbos ,,zodzio“ — formulés cost —
T 16k -1 T T T
»Sinonimai“, Zymintys viena ir ta pati ,,denotata™.
.21 2m
| I S R e 21

Skirtumas tik tas, kad uz tu intervaly riby ,ZodZiy* Ee T +Ee T ir cos?t

,,SinonimiSkumas®  iSlieka, o ,,zodziy“ E_i 12

T T 16k—1
»sinonimiskumo® nebelieka. Tai — skirtingos funkcijos. Todél mes ir Zymime jas skirtingai: vieng
zymime fi(t), kita — x(t).

Periodiné funkcija f(t), buidama periodinés funkcijos x(t) intervalo (a, b) periodiniu prat¢simu,
kartais gali ir pilnai (t. y. visoje tu funkcijy apibrézimo srityje) sutapti su funkcija x(t), kartais gali
sutapti tik intervale a<t<b o kartais, nesutapdama visoje ty funkcijy apibrézimo srityje, gali sutapti ne tik
intervale a<t<b, bet ir eiléje kity, periodiskai besikartojanciy intervaly. Sis — tre¢iasis — atvejis ir
iliustruojamas 324 pav., kuriame funkcija f(t) sutampa su funkcija x(t) intervaluose

coskg—nt—4ksink8—nt ir cosz—nt
T T T

[mT<t<[m+iJTj ,m=t1,42, 43, ...

Pirmasis atvejis — funkcijy f(t) ir x(t) pilno sutapimo atvejis — bina tada, kada funkcijos f{t)
b-a

periodas (b—a) yra funkcijos x(t) periodo T kartotinis, t. y. tada, kai santykis yra sveikas skaicius,

nes tada funkcija f(t), kartodama savo periodus b—a, turinCius sveika skaiciy funkcijos x(t) periody T,
tuo paciu metu kartoja ir funkcijos x(t) periodus, pakartodama funkcijos x(t) reikSmés kitimo eiga visoje
jos apibrézimo srityje. Tokj atveji mes jau esame iSnagrinéj¢ anksciau.
Antrasis atvejis nutinka tada, kai funkcija x(t) yra neperioding, taip pat ir tada, kai funkcija
b-a

x(t) yra periodiné, taciau santykis yra iracionalus skaicius. Tuomet funkcijy x(t) ir f(t) intervalinis

sutapimas, egzistuojantis intervale a<t<b, funkcijai f(t) kartojant §i funkcijos x(t) reikSmiy intervala,
niekur pasikartoti jau nebegali.

P " . . b-a . - . .
Treciasis atvejis nutinka tada, kada santykis T yra racionalus skaicius, bet néra sveikas

Ly e . . . . 1 R
skaiCius. 324 pav. kaip tik ir pavaizduotas toks atvejis, kai tas santykis yra 7’ t. y., kai periodas b—a yra
racionalus skai¢ius mazesnis uz T.
Panasy atveji biitume gave ir tada, kai tas santykis biity buves, pavyzdziui, g, t. y. ir tada, kada

b—a>T.
O jei tas santykis biity buves ,,JE “ e arba ,,m% tai biitume gave antraji atveji. Antraji atveji

butume gave ir tada, kai x(t) bty buvusi neperiodiné funkcija, pavyzdziui, eksponenté ¢ .

Funkcijos x(t)=e " fragmento (a, b) Furjé eilute ir spektra mes dar nagrinésime, taciau Siek tiek
véliau.

Reikéty pazyméti, kad antruoju ir treivoju atvejais pasireiSkia dar vienas skirtumas tarp
funkcijy f(t) ir x(t): periodinés funkcijos f(t) periody turinciy ilgi b—a galuose gali atsirasti pirmosios

. .. . e e . . T
rusies triukiai. Juos galime pastebéti ir 324 pav., kur tie trukiai atsiranda taskuose dél t:mz (m=0, £1,
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+2, ...). Pereinant tuos taskus argumento t reikSmés didéjimo kryptimi, funkcijos fi(t) reikSmé padidéja
Suoliu nuo 0 iki 1, t. y. tasSkuose t=m% atsiranda funkcijos fi(t) pirmosios raSies trikiai bei funkcijos

fi(t) reikSmés neapibréztumas tuose taskuose. Funkcijos f(t) neapibréztumas taskuose t=a+m(b—a)
egzistavo ir tuo atveju, kai funkcijos f(t) periodas b—a buvo funkcijos x(t) periodo T kartotinis, nes mes,
konstruodami funkcijos x(t) fragmento, apibréZto atvirame intervale a<t<b, Furjé eilutg ir funkcija f(t)
— to fragmento periodinj pratgsima, funkcijos f(t) reik§més taskuose t=a ir t=b niekaip neapibrézéme. To
neapibréZtumo mes tuomet nepastebéjome todél, kad atveju, kai lygybéje b—a=nT skaiéius n yra sveikas,
funkcija f(t) neturi trukio tasky, nes, pereinant per taSkus t=a+m(b—a)=a+mnT, funkcijos f(t) reik§mé

keiCiasi tolydziai, nedarydama Suoliy. Taip atsitinka todél, kad tuomet x(b):cos%b:
2n 2na 2n . .. T . .
=cos ?(a+nT) =cos T+n2n :cos?azx(a) ir funkcija f(t) periodiskai kartojamo intervalo
(a, b) galuose turi vienodas reikSmes. Tai leidzia jungti tuos intervalus i granding be funkcijos f(t)
. . . . 1 . 1 . . .

reikSmés pokyc€io Suoliy. Kai n:Z ir a=0, o b:ZT , tokios lygybés tarp x(a) ir x(b) jau néra, nes
2n 2n T . . . . VI

x(a)= cos?a=0050:1 ,0 x(b)= COS?b=COSEZO . Dél to ir atsiranda funkcijos fi(t) reikSmés Suoliai,

pereinant per taSkus t=a+m(b—a).

Siuose taskuose ty Suoliy dydis yra lygus funkcijos x(t) teikimiy taskuose t=a ir t=b skirtumo
absoliuciai reik§mei |x(a)—x(b)).

324 pav. vaizduoja atveji a=0, bz%, x(t)= cosz?nt . Todél Siuo atveju funkcijos fi(t) ypatinguju

tasku, kuriose funkcijos fi(t) reikSmé daro Suolius, koordinatés yra t=a+m(b—a)=0+m [%—szmz, 0

4
21 2nT
cos| —O0 |—cos| ——
[Fo)-e{F3)

o . T . - o " .
Nors paciuose taskuose t:mz funkcijos fi(t) reikSme mes nesame apibréze, taciau galima

Suoliy dydis yra lygus |x(a)—x(b)|= =[1-0|]=

pabandyti iSsiaiskinti, kokia reikSme igyja Furjé eiluté 2——2 ! (coskngt—4ksink8Tntj, kai

n w16k’ -

t=0 ir kai t= T
4

2 4L 2 1
fi(a)=11(0)=——— (cos0—4ksin0)=——— =
1 — Ttkz{mk n Ttszwkz—l

2 4G1( 1 1 2 = 1 1 2 11 1 1 1
===y - ——— == 1—2 ————||=H ===t ——+.. | =
n nig2\4k-1 4k+1) =] {\4k-1 4k+1 n, 3 5 7 9 11

=—Z( "

Pasinaudodami gerai zinoma (iéplaukianéia i§ arctgx Teiloro eilutés, kai x=1) Leibncio

2n+1"

T 111
formule —=1——+ ———+ = 1 , randame, jog miisy nagrinéjamos Furjé eilutés ir
AR TR Z() jog milsy nagringj ]
funkcijos f(t) reikSme intervalo (a,b) pradzms taske a, kuris kartu yra ir funkcijos f(t) reikSmés Suolio

. 21 1
taskas, yra——=—.
nd 2

Analogiskai gauname, jog

T. 2 4& 1 ( 8n 8nT) 2 4 1 1
fi(b)= f(—)———— osk —4k k——]———— —=f(0)=f,(a)==
R i S L T4) n n&iek>-1 2

Vadinasi, rastoji funkcijos fi(t) reikSmé intervalo (a, b) pabaigos taske t=b sutampa su tos
funkcijos reikSme intervalo pradzios taske a.
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Kadangi funkcija fi(t) yra funkcijos x(t) intervalo (a, b) periodinis pratg¢simas i kairg ir | deSing,

tai visuose taSkuose tzm% (m=0, £1, £2, ...), kuriuose funkcjos f|(t) reik§mé Suoliu keiciasi nuo 0 iki
. oy T,,. . .1
1, funkcijos f)(t) reikSme f;( mz ) laikysime lygia 5

Pabréztina, kad S§i reikSmé tenkina lygbef(t):w

, galiojanCia ir visiems
funkcijos f(t) apibréZimo taSkams, priklausantiems tos funkcijos tolydumo sritims. Todél galima teigti,

£(t—0)+f(t+0)
2

jog formulé f(t)= galioja visai f(t) egzistavimo sriiai te(—oo, +0), iskaitant ir tos

. S . y T
funkcijos reik§més diskretaus kitimo taskus t:mz .

Pazymétina taip pat, kad atlikty skai¢iavimy rezultatai rodo, jog fi(a)=x(a) ir fj(b)=x(b). Juk

x(a):x(O)zcosEO:l ir x(b)=x T :cosz—nzzcosE:O¢l.
T 4 T 4 2 2

C e . . e . . T .
Tai reiskia, jog funkcijy fi(t) ir x(t) reik§més, sutapdamos atvirame intervale 0<t<z (ir
bendrai intervaluose mT <t <(m+ZJT ), nesutampa ty intervaly galuose. Kitaip tariant, funkcijos fi(t)
. . . e e . T
ir x(t), sutapdamos atviruose intervaluose, néra pilnai sutampanciomis uzdaruose intervaluose 0<t SZ
. . 1
(ir bendrai — intervaluose mT <t< m+Z T).

Galime pastebéti dar ir tai, kad fi(a)=f;(b)=

x(a);X_(b) , nes kaip jau esame paskaiciave:

fi(a)=f; l(b):% , 0 Xx(a)=x(0)=1 ir x(b)= x(}] =0.

Kad $i lygybé reiskia désninguma, o ne atsitiktini sutapima, galésime jsitikinti, atlikdami dar
viena (jau anksCiau pazadéta) matematini eksperimenta- sudarydami Furjé eilutg tos pacios funkcijos

x(t):cosz?nt to paties ilgio b—a:%T fragmentui, taciau turinCiam kita pradzios taska a lygu ne 0,

kaip buvo ka tik nagrinétame pavyzdyje, o e Tasko b koordinaté Siuo atveju yra lygi at(b—a)=

T T .. . . . . T
=§+Z=§T . Zinodami a ir b reikSmes, galime surasti intervalo tasko c, charakterizuojancio intervalo
a+b 1(1_. 3 T
a, b) padétj, koordinate: c=——=—| -T+=T |=—.
(&, b) padét ¢ 2 2(8 8 ] 4

- . 2n S . . .
Sio funkcijos x(t)=cos?t fragmento Furjé eilutés koeficiento c, reikSmg¢ mes jau esame

apskaiciave ir buvome radg, jog co=0.
Esame suradg ir to fragmento grafika. Jis pateiktas 323 pav. tre¢iajame brézinélyje ir riboja ten
uzstrichuota plota. Periodiskai pratgsdami ta funkcijos x(t) grafiko fragmenta, atitinkantj atvira intervala

T 3T +00 k2T +o0 PN
§<t<?, 1 kairg ir { deSing, mes gautume funkcijos f,(t)= che b-a = che T grafika. Jis jau
k=—0 k=—

buty kitoks negu miisy anksciau sudarytos Furjé eilutés grafikas, pavaizduotas 324 pav., taciau ir Sis
grafikas turéty funkcijos f,(t) kitimo Suoliu taskus, bet jau kitose vietose: ty tasky koordinatés yra

t=a+m(b—a)=I+mI, m=0, £1, £2, ...
8 4
Taip pat ir funkcijos f5(t) reikSmés Suoliy dydziai biity jau kitokie: ne nuo x(b):cos%b:

=cos2—“1=o iki x(a):cosz—na:cosEO:l, 0 nuo x(b):cosﬁb:cosz—nﬁzcoss'—n:—ﬁ iki
T 4 T T T T 8 2
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x 2 V242

x(a)= cosz?n§=cosz=7 Suolio dydis |x(a)—x(b)|—7 BN \/E Siuo atveju bty jau didesnis negu

atveju, pavaizduotu 324 pav.

8n
Funkcijos f,(t)= che T koeficienty ¢y (k=t1, +2, £3, ...) apskai¢iavimui, kaip jau buvo
k=—w
zadéta, pasinaudosime formule, vaizduojancia koeficienty cy reik§miy priklausomybe¢ nuo parametry k,
. ik27c
T, nir c: ¢ :(—l)k’l%e nT (1ksmzl+ncos@j Istate | Sia formule n:l irc=I,
(k" —n") T T 4 4

L 8ika/2

auname jog Siuo atvejuc :(—l)k ! .
g Jog Ju Cy 2(16k> —1)

Kadangi koeficienty c; reik§més yra menamos, tai §iuo atveju koeficientai a, yra lygis 0.

. 1 1| Siky2 L 16ky2
Koeficientai by yra lygus ~(¢,_;—c¢, )=-| (1) ———— |(-1-D)=(-1)" ———.
k yra lyg i( k-1 ~Ck) i{( ) n(l6k2—1) ( )=(1) n(l6k2—l)

.. 2 T T S . C
Funkcijos x(t):cosTnt fragmento (§<t<3§j Furjé eilutg ir to fragmento periodini

. . L . . & 8ik ikﬂl
pratgsima vaizduojanti funkcija f,(t) atrodo taip: f, (t) = Z (—l) iky2 b-a —

ol (16k2 D
giva & kO [ ) 1642 87
= e + a cos t+b sin k—t sin k—t—
. ka161(2 2\ sink— Z( D &

_16v2 2 . l6n. 3 . 24n. 4 . 32m. 5 _ 40m
1n—t+—s1n—t——sm—t+—s1n—t—— —t+... .
n 15 T 63 T 143 T 255 T 399 T

Funkcija f,(t) intervaluose a+m(b—a)<t<b+m(b-a), t.y. intervaluose %+ m% <t< % + mI ,

. 2 T T T .
sutampa su funkcija x(t):cos?nt, o taSkuose t=a+m(b—a):§+m2=(2m+l)§ ir taSkuose

T T T . . . T . . . . .
t:b+m(bfa):3?+mzz (2m+3)g (kurie yra tie patys taskai t= (2m+1)§, tik turintys vienetu didesni
numeri m, galintj turéti reikSmes 0, £1, +2, ...) Suoliu keiCia savo reikSmeg ir jau nebesutampa su
funkcijos x(t) reikSme.

Apskaic¢iuosime funkcijos fy(t) reikSme tuose taskuose. Taske a =% funkcijos f5(t) reikSmé yra

1632 &

f,(t) ——Z( Dk 7 8—1 =0. Tokia pacia reik§me funkcija f,(t) turi ir taske b :£
= 16k T8 8
Lygybés fz(a):fz(b) ir fi(a)=f1(b) néra atsitiktinis funkcijuy fi(t) ir f(t) reikSmiy sutapimas. Jis
iSplaukia i§ funkcijy f(t) periodiskumo. Juk atstumas tarp tasky a ir b yra lygus funkcijos f(t) periodui
b—a. Todél funkcijos f(t) reikSmés taskuose t=a ir t=b privalo sutapti. Matematiniai eksperimentai tai
patvirtina.

" a . . . . .. 2n
Taciau tos reikSmés(kaip ir anksc¢iau nagrinétu atveju) nesutampa su funkcijos x(t) :cos?t

. . 2T 2 213
reik§mémis tuose taskuose: x(a)= cos?ng = g nesutampa su f, (%) =0; x(b)= cos?ngT = coszn =

:_ﬁ nesutampa su fz(éTJZO .
2 8

S

Kadangi x(a)+x(b)=————=0 tai ir Siuo atveju galioja lygybé f(a)=f(b)=
f(t—-0)+f(t+0)
2

x(a)+x(b) &
-

lygybé yra Furjé eiluCiy savybe, iSplaukianti i§ savybés f(t)= . Todél ji galioja visoms

Furjé eilutéms visuose taskuose t.
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16&2(_1)k k

Kad isitikintume, jog Furjé eiluté >
ol 16k~ —

. 8k . T 3
sin—t intervale —<t<=T
T 8 8

sutampa su funkcija x(t)= cos2T t, reikéty irodyti, kad bet kuriame to intervalo taske t galioja lygybé

f,(t)=x(t). Tiesioginis Sios lygybés jrodymas néra paprastas, nors Sios lygybés galiojimas visuose
intervalo a < t < b taskuose iSplaukia i§ Furjé eilutés sudarymo algoritmo:jos koeficienty a, b ir ¢
reikSmés parenkamos taip, kad intervale a<t<b §i lygybé egzistuoty, tiksliau sakant, ty koeficienty
apskaiciavimo integralinés formulés buvo iSvestos remiantis $ig lygybe ir todél, naudojantis tomis
formulémis apskaiciuojamos tokios ty koeficienty reik§més, kad intervalo (a, b) taSkuose Furjé
eilutés reik§Smés sutapty su tos funkcijos, kuriai ta eiluté sudaryta, reikSmeémis.

Taciau jei skaitytojas panoréty tiesiogiai patikrinti, ar tikrai sudarytoji Furjé eiluté intervale
(a,b) sutampa su funkcija x(t), jis galéty tai padaryti, apskaiiuodamas intervalo a<t<b taskuose t
funkcijuy x(t) ir f(t) reikSmes ir palygindamas jas.

Pavyzdziui, pasirinkgs intervalo (%%Tj vidurio taSka c=£, jis gauty, jog X(%j=

2nT n 1632 & 8T
=c0s| —— |=cos—=0 ir sin| k =0, t.y. tiesiogiai jsitikinty, jo
(T 4J > ( j Z( ) = ( j y giai isitikintu, jog

T 4

taske t=c :§ lygybé f,(t)=x(t) galioja.

Ne visuose intervalo §<t<§T taskuose t lygybés fo(t)=x(t) galiojimo patikrinimas yra toks

lengvas. Daugumoje tasky tenka pasitenkinti tuo, jog juose Furjé eiluté konverguoja i funkcijos x(t)
reik§mes tuose taSkuose, nes ne visada pavyksta Furjé eilute transformuoti i eilute, kurios sumos tiksli
reik§mé mums zinoma ar lengvai apskaiciuojama.

Jei, pavyzdziui, parinktume taska tzé , taip pat priklausanti intervalui (%,%Tj , tai gautume,

o @(%5;; o i T)BS Cop (i)
16[2( L S

P (4k - 1)(4k 1) 3

Kadangi sin?kn = sin(kn +%) = sinkncos% + cosknsin% =(- 1)k sinkg , tai

1632 k
] — k ,nes (—1 1)*=1.
2[6) Zk 4k —T)dk+) 37 DD’
Kai k=1, tai sinkgzé; kai k=2, tai sink§=73; kai k=3, tai sink§=o; kai k=4, tai

BB 3

sinkﬁz—— ; kai k=5, tai sink—=——; kai k=6, tai SinkE=Sin2TC=0 .
3 2 3 2 3

Kadangi 2mn yra funkcijos sinx periodas, toliau viskas kartojasi. Kitaip tariant,

J_ f , n : n 3

sin(6m + 0)% =0, sin(6bm+ 1)— =—, sin(6m+ 2)— =—, sin(bm+ 3)5 =0, sin(6m+ 4)3 = 5
V3

0 T
sin(bm+5)—=——, sin(bm+6)—=0
( )3 2 ( )3

Si sinkg reik§més kitimo désninguma galima uZraSyti dar trumpiau: sin3m§=0,

5

) T T
sinBm+1)==sinBm+2)==(-)"
( )3 ( )3 -1 5
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Todelf[Tj i(L+i_ 4 5 7 8§ 10 11 13
? n |35 1517 1921 27-29 3133 39-41 4345 51.53

14 16 4 5 7 8
+ - - + + + -
55-57 63-65 67~69 3 5 7.9 9 15~l7 19-21 27-29 31-33

10 11 13 14 16 17
- + + + - + o
(39-41 43-45) [51-53 55-57} (63-65 67-69] }

Si keicianti Zenkla eiluté, kurios nariai monotoni$kai mazéja, konverguoja prie tam tikros ribos,

artédama prie jos i§ abiejy pusiy. Nesunku isitikinti, jog i riba yra > o tai kaip tik ir patvirtina, kad

{943

AS ¢ia apsiribosiu tik Sios Furjé eilutés konvergavimo proceso pradzios pademonstravimu.
Jei apsiribomme tik pirmuoju teigiamu Sios eilutés nariu, tai gautuméme, jog

86

~0,6139>0,5.
b 35 7.6

Pridéje antraji — neigiama — tos eilutés narj, gautume, jog

SJ__(L ij_(i > Hzo,4379<o,5.

n [\35 79 15-17 19-21

Pridéje trecia — teigiama — eilutés nari, gautume, jog

8Ve[(1 2) (4 5\ (7 8 ~0,5424>0.5
x [\35° 7.9) (1517 19-21) (2729 31-33

Pridéje ketvirta — neigiama — eilutés narj, gautume, jog

% L+i— 4 + > + ! + L Y + 1 ~0,4679<0,5.
n [\3-5 7-9) \15-17 19-21) \27-29 31-33) (39-41 43.45

Stebédami, kaip keiciasi eilutés dalinés sumos, didéjant démeny skaiciui, galime pastebéti, kad

. - S e . T . oy
dalinés sumos, turincios nelygini démenu skai¢iy, ribodamos funkcijos fz(g reikSme 1§ virSaus,
monotonis$kai mazgéja, artédamos prie jos reik§més, lygios 0,5, o dalinés sumos, turincios lyginj démeny

skaiCiy, ribodamos funkcijos f, (gj reik§me i$ apacios, monotoniskai didéja, taip pat artédamos prie

funkcijos f, (%) reik§meés. Dar greiciau artéja prie f, (%) reik§més gretimy nelyginiy ir lyginiy daliniy

sumy vidurkiai: pirmosios poros vidurkis yra =~0,5259, antrosios =~0,5052 ir t.t.. Pratgsdamas

e . . e e . .. ey T
skai¢iavimus, skaitytojas gali isitikinti, jog Sios Furjé eilutés suma ir funkcijos f(t) reikSmé taske t=—

yra lygi tiksliai %

Isradingesni skaitytojai gali pabandyti paieSkoti biido, leidZian¢io irodyti lygybe fz(g]:z,
nesinaudojant artutiniais skaiciavimais, o transformuojant Sia Furjé eilute taip, kad ji biity suvesta {
eiluciy, kuriy sumos mums yra zinomos, kompozicija.

Mums gi ¢ia svarbu dar karta pabrézti, jog funkciju Acos(wt+@)b bei Bsin(mt+y) baigtiniy
fragmenty spektrai gali turéti ir baigtinj, ir begalinj nenuliniy spektro linijy skaiciy:

1) kai fragmento ilgis b—a yra ty harmoniniy funkcijy bei ju kompozicijy periody T:2_n
®

kartotinis, tai tokio fragmento spektras turi baigtini nenuliniy spektro linijy skai¢iy ir nesikeicia, keiciant
to fragmento padétj bei ilginant ar trumpinant jo ilgj taip, kad tas ilgis islikty periodo T kartotinis; 2) kai
fragmento ilgis néra minétyjy harmoniniy funkcijy periodo T kartotinis, tai tokio fragmento spektras turi
be galo daug nenuliniy spektro linijy ir gali keistis, keiCiant fragmento padéti ar ilgi; 3) keiéiant
fragmento padéti, bet nekeiciant fragmento ilgio, gali keistis tik koeficienty ay, by bei ¢, reikSmés, bet
nesikeicia elementariy harmoniky dazniai, kitaip tariant, gali keistis tik proceso x(t) fragmento spektro
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grafinio modelio atkarpy ilgiai, vaizduojantys proceso x(t) fragmenta sudaran¢iy harmoniniy svyravimy
amplitudes, taciau nesikaicia nei ty liniju padétis, nei atstumas tarp jy; 4) keiciant fragmento ilgj, gali
keistis ne tik Furjé eilutés koeficienty reikSmés, bet ir elementariyjy harmoniky dazniai; 5) kai
fragmento ilgis didéja, tai mazéja pagrindinis Furjé eilutés daznis o ir ,,atstumas* tarp spektro linijy, o
kai fragmento ilgis trumpéja, tai didéja Furjé eilutés pagrindinis daznis ®;, ir ,,atstumai® tarp gretimy
spektro linijy.

Visa tai svarbu Zinoti ir j tai biitina atsiZvelgti atliekant tiriamy procesy spektring analize,
taikant kintancio dydzio slenkanciy ,langy“ bei veivletinés analizés metodus, apie kuriuos Sioje
mokymo priemonéje pakalbésime Siek tiek véliau.

O dabar pabandysiu pateikti anksCiau pazadétaji paaiSkinima, kodél vienos ir tos pacios
harmoninés funkcijos skirtingy fragmenty Furjé eilutés ir spektrai gali bati skirtingi, bei kodél Furjé

eiluté, adekvaciai aprasanti funkcija x(t)=cosz?nt intervale (a, b), kurio ilgis néra funkcijos x(t)

12—ﬂt 1 —1Et

periodo T kartotinis, negali biiti lygi sumai Ee T + 2e T nors kiekviename to intervalo taske t Furjé

1 12—ﬂt 1 —1Et
eilutés ir sumos Ee T +2e T reik§més sutampa.

Vienos ir tos pacios funkcijos x(t) skirtingy fragmenty Furjé eilutés gali skirtis viena nuo kitos
ir nuo pacios funkcijos x(t) todél, kad tos Furjé eilutés yra ne funkcijos x(t), o funkcijy f(t), esanciy
funkcijos x(t) fragmenty periodiniais prat¢simais, matematiniai modeliai.

Funkcija f(t) sutampa su funkcija x(t) tik tada, kai f(t) yra periodinis pratgsimas tokio funkcijos
x(t) fragmento, kurio ilgis b—a yra funkcijos x(t) periodo T kartotinis. Kai $i salyga netenkinama,
funkcija f{(t) ir funkcija x(t) — skirtingos funkcijos, galinCios sutapti tik kai kuriuose intervaluose (zitréti
pavyzdziui, 324 pav.). Funkcijos f(t), periodiSkai pratesiancios skirtingus vienos ir tos pacios
funkcijos x(t) intervalus, Kkai tie periodi§kai pratesiami fragmentai yra skirtingi ir jy ilgiai néra
funkcijos x(t) periodo T kartotiniai, taip pat yra skirtingos funkcijos.

Kad tuo jsitikintuméme, pakanka palyginti funkcijos fi(t) grafika, pavaizduota 324 pav., su

. P e . . .. 2 . .
grafiku, kuris galéty biiti gautas periodiSkai pratgsiant tos pacios funkcijos x(t)= cos?nt net ir to paties

ilgio, bet kitoje vietoje pasirinkta fragmenta, pavaizduota 323 pav. treCiajame brézinyje. Minétyjy
funkciju nesutapima vienos su kita patvirtina ne tik ju grafiky, bet ir ju matematiniy modeliy — Siame

skyrelyje sudaryty Furjé eiluciy f; (t)—g—i 12 16ﬁx
T l6k™ -1

8 .8 .
{cos(k?nt)—4ksm(k?nt)} ir f,(t)=

XZ

sm(kg—ﬁt) — nesutapimas.
=16 k2 T
1 1Et 1 —1Et .
324 pav. paaiskina ir tai, kodél negalima déti tapatybés zenklo tarp sumos Ee T + 2e T ir
1

—16k> -

Furjé eilutés f1(t)—%——z {cos(kg?nt)—%sin(kg%t} nes tai — skirtingos funkcijos. Ju

S o 1 . . o S
reik§més sutampa tik intervaluose mT <t < (m+z T, o visoms kitoms t reik§méms — skiriasi.

Neturéty stebinti ir tai, kad skirtingos formulés, biidamos skirtingy funkcijy matematiniais
modeliais, kai kuriuose savo argumenty kitimo intervaluose gali turéti vienodas reikSmes ir tuose
intervaluose gali bati laikomos vieno ir to paties tam tikro objekto matematiniais modeliais,
besiskirianciais tik savo forma, bet reiskianciais ta pati, t. y. biiti matematinés kalbos ,,sinonimais®.

Juk su matematinés kalbos ,.sinonimais® mums tenka susidurti gana daznai. PavyzdZziui,

2
x(t)=cost, x(t)== (e +e “) ir laipsniné Teiloro eiluté x(t):17—+———+...:Z:(—1)k
2 4 6l =
pati ir yra matematinés kalbos ,,sinonimu*, nors, zZinoma, tas formules galima biity pavadinti ir matema-
tinés kalbos sakiniais, iSreikianciais ta pacia minti, panaudojant skirtingus ,,zodzius“. Analogiskai mas-

1 27r 27r 7 4
tant, formulés x(t)——(e T te T) ir fl(t)————

reiskia t
k)! A

7 (cos(kg—nt)—4ksin(k8—nt] gali biti

laikomas skirtingais matematinés kalbos sakiniais, kurle tam tikrose situacijose gali reiksti ir ta pati. IS
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kitos pusés, prisimenant, i§ kur ir kaip atsiranda Furjé eiluté fi(t), Sias dvi formules galima laikyti
»matematinés kalbos sakiniais“, iSreiskianciais dviejy tyréjy mintis apie tiriama procesa, kilusias (ar
galéjusias kilti) ty tyréju galvose po to, kai jie, iStyr¢ skirtingus to proceso ,.gabalus®, pabandé
isivaizduoti, kaip galéty atrodyti ,,visas“ procesas.

Analogija tarp kalby — nattiraliosios ir matematinés — galima biity tgsti ir tgsti, nes ji yra Zymiai
turtingesné negu galéty atrodyti i§ pirmo zvilgsnio. Ji galéty padéti pazvelgti i kai kuriuos reiskinius Siek
tiek kitaip negu jprasta ir pamatyti juose kazka naujo bei pilniau ir giliau tuos reiskinius suprasti. A ¢ia
ta analogija kaip tik todél ir pasinaudojau, kad noréjau padéti skaitytojui geriau suprasti Siame skyrelyje
déstoma gana sudétinga teorija.

Manau, kad daugelis studenty $ia teorija supranta nepakankamai ar net visai jos nesupranta, nes
esu daugel] karty susidiirgs su tuo, kad studentai (ir ne tik studentai) spektring analizg atlieka grynai
»receptiiriskai®, nepakankamai suprasdami, ka daro, kodél daro taip, o ne kitaip. Todél jie ne visada
gauna teisingus rezultatus, o kartais net teisingus rezultatus ne visai teisingai interpretuoja. Aisku, jog
tokie ,,specialistai“ néra pakankamai pajégiis iSnaudoti spektrinés analizés metodo galimybes.

Taip pat manau, jog dél to kalti ne tik studentai, bet ir mes, déstytojai, daznai apsiribojantys tik
mokymo programose nurodyto ziniy kiekio pateikimu ir mazai skiriantys démesio studenty mokeéjimui
tas zinias pilnai teisingai suprasti, jomis kiirybiSkai naudotis.

Siekdamas sumazinti §ia misy — déstytoju — darbo spraga, ryzausi Siek tiek detalesniam ir
suprantamesniam Sios svarbios sistemotyrai temos iSdéstymui. Kad S§ios mano pastangos néra
bergzdzios, itikinamai rodo daugelio studenty pasisakymai: ,,Tik dabar supratome, kad iki Siol net
nesupratome, jog anksciau, Sia tema studijuodami, nebuvome jos supratg.*

Skirdamas tiek démesio $iai temai, siekiau dar ir kito tikslo: noréjau studentams parodyti,
kaip sisteminés analizés metodai gali biiti taikomi sudétingos teorijos nagrinéjimui ir kaip jie gali
padéti pilnesniam ir gilesniam tos teorijos supratimui. Tokiam supratimui, kuris neleisty atsirasti
dabar taip dazZnai pasitaikancdiai prarajai tarp studenty teoriniy Ziniy ir mokéjimo jomis naudotis
praktikoje, o padéty tam, kad teorinés Zinios tapty efektyviai veikian¢iu labai naudingu
instrumentu, kuriuo studentai sugebéty kiirybiskai naudotis. Sis tikslas sistemotyros kurso studijose
yra net svarbesnis uz pirma tiksla — Furjé eiluciy teorijos ir spektrinés analizés pagrindy iSsiaiskinima.

Todél pateikdamas Sioje mokymosi priemonéje ivairius Furjé eiluciy sudarymo ir ju specifiniy
savybiy nagrinéjimo pavyzdzius, a$ siekiu ne tik padéti studentams taip suprasti spektrinés analizés
esmg ir specifika, kad jie sugebéty tos analizés metodais kiirybiskai naudotis, bet ir stengiuosi parodyti
jiems, kaip taikomi sisteminés analizés metodai paciose jvairiausiose srityse ir situacijose ir kg jie
gali duoti, bandau pripratinti studentus prie tokiy metody ir ju taikymo, prie ,.sistemotyriSkumo
dvasios®, prie sisteminio mastymo ir sisteminio poZzitirio.

Sis — antrasis — tikslas yra vienas pagrindiniy viso sistemotyros kurso tiksly. Jis negali buti
pasiektas iSkart, nes reikalingy jpro¢iy ir jgiidziy jsigijimui nepakanka tik supratimo ir isitikinimy, o
reikalingos dar ir daugkartinés ,treniruotés®. Todél tokiy sisteminés analizés pavydziy Sioje mokymo
priemonéje — ne vienas ir ne du, nors jie ir uzima daug vietos, didindami ir taip jau didelg Sios mokymo
priemonés apimti. Taciau kito kelio, leidZiancio pasiekti §i tiksla, nezinau. Zinau, kad $ios ,,islaidos“
pilnai atsiperka. Tai patvirtina ir mano paties asmeniné patirtis.

Esu jau ne vieng karta pastebéjes, kaip sisteminés analizés ir sisteminés sintezés metody
taikymas yra padéjes man atkreipti démesi i tai, ko pradzioje nebuvau pastebéjes, bei rasti tai, apie ka
net nezinojau, kad tai galéty egzistuoti. Net Sios mokymo priemonés ra§ymo metu su tokiomis
situacijomis esu nemazai karty susidiirgs. Tai padéjo man iSvengti kai kuriy klaidy, nors, zinoma,
negaliu biiti jsitikings, kad ju jau nebeliko

Ir kai daugelis mano buvusiy studenty, jau spéj¢ po universiteto baigimo padirbéti ir susidurti
su gyvenimo reikalavimais, prie progos padékoja, sakydami kad sistemotyros kursas i$plété ju akiratj ir
padéjo daug ka, tame tarpe ir ankséiau studijuotas disciplinas, zymiai giliau suprasti, pamatyti Zinojimo
ir supratimo nauda ir ju taikymo galimybes, a$§ atsakau (ir atsakau visiSkai nuoSirdziai, nes esu tuo
isitikings), jog dékoti reikéty ne tieck man, kiek sisteminiam poziliriui ir sisteminiam mastymui,
padéjusiems man pastebéti tas déstomo kurso vietas, kurias jie nepakankamai supranta, suprasti, kodél
nesupranta, bei surasti biidus kaip pasiekti pilnesnj aiSkuma ir, kas dar svarbiau, kaip ugdyti tokio
aiSkumo poreiki. Juk Zmogui, kuris pripranta suprasti, kas vyksta aplinkui ir ka bei kodél jis pats daro,
tampa ,,nekomfortabilu®, kai jis ko nors nesupranta. Tada jis pradeda kelti sau klausimus ir ieSkoti
atsakymy { juos, ir net tais atvejais, kai ty atsakymuy surasti nepavyksta, jis tobuléja. O juk daznai ir
atsakymus surasti pavyksta!

Manau, kad sisteminis mastymas naudingas visy pirma tuo, kad jis padidina Zzmogaus
izvalguma ir kiirybiskuma. Jis padeda pastebéti tai, ko daugelis kazkodél nepastebi (tame tarpe net geri
savo srities specialistai, jau ilga laika dirbantys toje srityje), ir iSkelti tokius klausimus, atsakymuy
paieska | kuriuos atveria naujus horizontus. Tai labai svarbu. Taciau sisteminis mastymas neapsiriboja
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tik naudingy klausimy kélimu. Jis, didindamas izvalguma ir kirybiskuma, padeda ir atsakymy i
i8kilusius klausimus paieskos kelyje, padeda spresti sudétingas problemas, projektuoti ir tobulinti ty
sprendimy realizavimo sistemas, mazinti nepakankamai pagristy iSvady ir klaidy skaiciy. Todél jis
naudingas kiekvienam individui, ypac tiems, kurie imasi vadovaujancio vaidmens ir priima sprendimus,
nuo kuriy priklauso ne tik paciy, bet ir kity Zmoniy likimai. Vadovams jis ne tik naudingas. Jis jiems —
bitinas. Visuomené, kuri leidzia tapti jos vadovais zmones, nesugebancius sistemiSkai mastyti, baudzia
pati save, skaudziai uzmokédama uz tai, kad sisteminio mastymo stinga ir daugumai jos pilieciy. I$
tokios krizinés situacijos galima iSeiti tik keliant visuomengés sisteminio mastymo lygi. Tai labai aktualu
ir Lietuvai, ir visam pasauliui. Todél nederéty gailéti pastangy, laiko ir 1é8y sisteminio mastymo
filosofijos sklaidai, sisteminés metodologijos tobulinimui ir kuo platesnio Zmoniy rato supazindinimui
su jos metodais, sisteminio mastymo igiidziy ugdymui visose visokio lygio ir visokios paskirties
mokyklose, konkreciais pavydziais parodant tokio mastymo nauda ir specifika, pradedant ji taikyti
konkreciose situacijose ir darant tai ne ,,nuo progos prie progos®, o pastoviai, sistematiskai.

Sekdamas Siuo ,,priesaku‘ pabandysiu parodyti sisteminio mastymo nauda ir specifika, dar Siek
tiek papildydamas savo atsakyma i klausimus, iSkilusius studentams, nepakankamai isigilinusiems {

Furjé eiluéiy teorija ir todél nesupratusiems, kodél funkcijos x(t)=cos?nt fragmenty Furjé eilutés

.2m 21
i —-i=

kartais sutampa su suma Ee T +Ee T | o kartais — ne, nors ta suma kiekviename kiekvieno funkcijos

x(t)= cosz?nt fragmento taske turi lygiai ta pacia reik§me kaip ir funkcija x(t)= cosZ—Tnt .

Tie papildymai uzims daug vietos bei pareikalaus i§ skaitytojo nemazai laiko ir kantrybés,
taciau tikiuosi, kad tiems skaitytojams, kuriems uzteks kantrybés ir laiko, taps Zymiai aiskiau, kuo
skiriasi sisteminis poziliris nuo teisingo, bet dar nesisteminio pozilirio, o sisteminis mastymas nuo
teisingo, bet dar nesisteminio mastymo, taip pat ir tai, ka duoda dél $iy skirtumy atsiradg papildymai.

Manau, kad daugelis skaitytojy, prisiming ka tik vél paminétus studenty klausimus ir mano
atsakyma 1{ juos pritarty nuomonei, jog mano jau anksiau pateiktas atsakymas i ka tik pakartotinai
suformuluota studenty klausima yra pakankamai aiskus ir pakankamai pilnas: Furjé eilutés ir sumos

—e T +=e¢ T galireiksti ta pati ir sutapti, bet gali reiksti ir ne visai ta patj ir todél nesutapti, nes suma

2 -2 .. 2, . . . . N
Ee T +Ee T yra funkcijos x(t)=cos?t viena galimy matematinio apraS§ymo formuy, vaizduojanciy

e o . A . . 2 . . oy
Sia ir tik $ig funkcija, ir todél galéty buti funkcijos cos?nt ekvivalentu ar net jos apibrézimu, o

funkcijos x(t) fragmenty Furjé eilutés yra funkciju f(t) — ty fragmentu periodiniy prat¢simy matematiniai
2w .2m

modeliai, kurie sutampa su suma Eel T +%e T , kai funkcijos x(t) fragmentai yra tokie, kad ju

periodiniai pratgsimai sutampa su funkcija x(t), ir nesutampa su ta suma, kai funkcijos x(t) fragmentai

yra tokie, kad jy periodiniai pratgsimai nesutampa su funkcija x(t).

AS irgi pritar¢iau $iai nuomonei, kad Sis atsakymas yra pakankamai geras, jei mastyciau
nepakankamai sistemiskai ir matyc¢iau tik $i studenty klausima bei manyc¢iau, kad mano tikslas — tik
atsakyti i §i klausima.

I8 tikryju gi mano tikslai, kuriy a$ privalau siekti déstydamas §i sistemotyros kursa, yra Zymiai
platesni, ir a$, atsakydamas i minétaji studenty klausima, turiu nepamir$ti ty tiksly ir atsakyma
suformuluoti taip, kad tas atsakymas maksimaliai pasitarnauty ne tik einamuyjy, bet ir pagrindiniy tiksly
pasiekimui.

Juk ligos simptomai néra visiskai tas pats kaip pati liga ir tuo labiau — ne priezastys, ta liga
sukeélusios. Ir todél reikia kovoti ne tik ir ne tiek su ligos simptomais, kiek su pacia liga, o zitrint dar
placiau — ir su ta liga sukélusiomis priezastimis. Reikia ne tik pagydyti ligoni, bet ir pasirfipinti tuo, kad
ta liga ateityje nei jis, nei kiti nesusirgty ar sirgty reciau. Tai, kad atsirado studentas, kuriam kilo toks
klausimas, tai tik simptomas, bylojantis apie tai, kad ne visi studentai pakankamai suprato studijuojama
svarbia tema. Ir gerai, kad atsirado toks studentas, kuriam kilo toks klausimas ir poreikis rasti atsakyma i
ji. Juk, manau, kiekvienas Siek tiek patyrgs déstytojas zino, kad yra nemazai studenty, kurie supranta
maziau uz §i, paklausiusiji, studenta ir kuriems nei tokie klausimai, nei tokie poreikiai klausti ir suzinoti
atsakymus nekyla.

Susidires su ligos simptomais ir ieSkodamas ligos atsiradimo priezasCiy, jos gydymo ir
profilaktikos metody, sistemiskai mastantis déstytojas suprasty, kad ¢ia kaltas galéty bati ne tik
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studentas, bet ir déstymo metodai. Todél jis kritiskai pazvelgty i savo bei savo kolegu paskaitas ir | tuos
vadovélius, kuriais studentams tenka naudotis. Tai padargs, jis gana greitai isitikinty, kad, ivedant naujas
svarbias ir sudétingas savokas, ir paskaitose, ir vadovéliuose ne visada skiriama pakankamai démesio ir
laiko ty savoky iSsiaiSkinimui, kad gana daznai apsiribojama vien tik formaliais apibrézimais, kurie
apriori laikomi savaime suprantamais ir pakankamais, jog studijuojanciyju galvose susiformuoty
pakankamai pilnas, tikslus ir pakankamai ,,aktyvus® koncepcinis modelis to, kg apibrézia paskaitoje ar
vadovélyje pateiktas formalus apibrézimas.

Pagrindiniy savoky nepilnas bei nepakankamai tikslus suvokimas, o kartais — ir visiskas ju
nesupratimas jau pacioje naujos temos pradzioje ,,i§jungia“ studento savarankiska mastyma ir privercia
studenta arba ,,éiuozti* studijuojamo dalyko pavir§iumi, daug ko nesuprantant ir i nieka nesigilinant, o
todél ir beveik nieko naudingo neiSmokstant, arba, pasitelkiant dar jauna ir nepavargusia atminti,
mechaniskai ,kalti“ nepakankamai suprantama teksta, ,,iSmokstant™ tik ,receptiriSkai“ isiminta, bet
nepakankamai suprasta informacija. Vargu ar tokios ,zinios“ gali skatinti blsimo diplomuoto
»specialisto” kiirybisSkuma, ugdyti sisteminj jo mastyma.

Todél sistemotyros kurse neretai tenka uzpildyti supratimo spragas, trukdancias sistemotyroje
tinkamai pasinaudoti tuo, ka studentai privalé¢jo isigyti studijuodami kitas disciplinas. Sisteminis
pozitris ne tik reikalauja, bet ir leidzia tai padaryti taip, kad ne tik buty likviduojamos pastebétos
spragos, bet ir zymiai pagiléty viso specialaus kurso supratimas.

Spektrinés analizés ir Furjé eiluciy tema, kurios papildomo paaiskinimo prireiké Siame
skyrelyje — ne iSimtis. Todél tie papildymai, kuriuos ¢ia pateiksiu, yra aktualiis ne tik Furjé eilutéms. Jie
turi ir bendrasistemine verte.

Sisteminis poziliris neleidzia apsiriboti vien tik pastebéto ligos simptomo
paSalinimu, tai yra, tik tiesioginiu atsakymu i anksCiau minétaji studento klausima.
Tenka Salinti ne tik simptoma, bet ir jo atsiradimo prieZastis, todél tenka gilintis | Furjé
eilutés specifikos suvokima, kartu parodant, kad ji — ne tik abstrakti matematiné
konstrukcija, bet ir fizinés realybés matematinis modelis, kad kai kurios jos
savybés yra ne tik formaliais apibréZimais isivesty abstrakéiy matematiniy esybiy
savybés, logiskai iSplaukiancios 1§ ty apibrézimy, bet ir matematine kalba iSreiksti
objektyviai egzistuojanciy realiy esybiy realiy savybiy atspindZziai.

Formaliais apibrézimais galima isivesti daug ivairiy abstrakéiu savoky —
1sivaizduojamy abstrak¢iy esybiy koncepciniy modeliy — ir po to nagrinéti ju savybes,
taciau tas nagriné¢jimas gali tapti tikrai rezultatyviu ir praktiSkai naudingu tik tada, kada
formaliai isivestos abstrakCios esybés ir ju savybés bei santykiai tarp ju atspindi kazka
tokio, kas egzistuoja ar galéty egzistuoti realiame pasaulyje, ir iSreiSkia jo
désningumus, nes tik tada tas nagrinéjimas gali iSplésti ir pagilinti mus supancio ir
mumyse esancio pasaulio suvokima, sustiprinti prognostines ir kiirybines miisy galias.

Furjé eiluciy ir Furjé transformaciju isivedimas | matematikos instrumentarijy —
kaip tik toks Zmonijos progresui naudingas reiskinys.

AS Cia pabandysiu tai jrodyti, pradzioje Siek tiek pagilindamas Furjé eilutés
esmes ir specifikos suvokima, o po to parodydamas Furjé eiluciy sary$i su realaus
pasaulio reiskiniais, tuo paciu metu jrodydamas, jog Furjé eilutés, Furjé
transformacijos ir spektriné analizé — ne tik matematikos ir gamtos moksly, bet ir
sistemotyros instrumentas.

Tai padés skaitytojui suprasti, kodél Siems klausimams mokymo priemonéje
skiriama tiek daug démesio ir vietos, o taip pat dar karta patvirtins labai svarby teigini,
jog sisteminis poziiiris padeda net Zinomuose dalykuose jZvelgti kazka naujo,
pastebéti tai, j kg iki Siol nebuvo atkreipta pakankamai démesio.

Furjé eilutés esmées ir specifikos suvokimo pagilinimui pasinaudosiu Furjé
eilutés palyginimu su matematiniy specialybiy studentams gerai zinoma Teiloro eilute.

Lygindami tas eilutes, galime pastebéti, kad jos ne tik turi daug bendry
savybiy, nes abi gali biiti taikomos gana placios klasés funkcijy aproksimavimui
begalinémis sumomis, susidedanciomis i§ standartiniu biidu sudaryty démeny ir tam
tikrose ty funkciju argumenty kitimo srityse konverguojanciomis i tas funkcijas, bet ir
esminiai skiriasi.
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k k
- t-t
Funkcijos x(t) Teiloro eiluté x(f)=x(to)+ Z{:?x(t)} % skiriasi nuo
k=1 t=t, :

> 2 2
tos pacios funkcijos Furjé eilutés f(t)= L, Z(akcosk—nt + bksink—nt] =
2 k=1 b-a b-a

1
b-a

2

b Cd 2 " 2n 2n b 2n
x(t)dt+ x(t)cosk——tdt [cosk——t+ x(t)sink——tdt |x
J; © EH —a! © b-a J b—-a (b a! © b—-a j

b

2
xsinkb—nt} ne tik tuo, kad Teiloro eiluté aproksimuoja funkcijos x(t) reikSmiy
—-a

o0
skirtumus nuo jos ,taskinés* reikSmés x(ty) ,laipsnine* suma Zak(t—to)k, 0
k=1

Furjé eiluté aproksimuoja funkcijos x(t) reikSmiy skirtumus nuo ty reikSmiy

. . . . . a . . i 27
intervalinio vidurkio c¢,= ?" strigonometrine* suma Z(akcoskb—t +
k=1 —a

+bksinkb2—nt], bet ir tuo, kad Teiloro eilutés koeficientai ax yra funkcijos x(t)
—-a

taSkinés diferencialinés charakteristikos, priklausancios nuo funkcijos x(t)
iSvestiniy reik§miy taske t=t), o Furjé eilutés koeficientai ay ir by yra funkcijos
x(t) intervalinés integralinés charakteristikos, priklausancios nuo funkcijos x(t)
integralo reikSmiy intervale (a, b) ir galincios priklausyti dar ir nuo intervalo
(a, b) ilgio b—a bei nuo intervalo padéties argumento t aSyje.

Kitaip tariant, Teiloro eiluté yra bet kurios tolydzios diferencijuojamos
funkcijos x(t) reikSmiy apskai¢iavimo ir jos ,elgesio“ tyrimo taSkuose t,
priklausan¢iuose misy paciy pasirinkto ,,pradinio tasko* t=t; aplinkai, matematinis
instrumentas, kuris yra kuriamas remiantis detalia informacija apie funkcijos
x(t) reikSme ir ,elgesj* viename taske — taske t=ty, o Furjé eiluté¢ yra bet kurios
funkcijos x(t), absoliu€iai integruojamas intervale a<t<b, tyrimo ir jos reikSmiy to
intervalo taskuose apskaiciavimo bei modeliavimo matematinis instrumentas, kuris
yra kuriamas remiantis apibendrinta informacija apie funkcijos x(t) reikSmes
visuose nagrinéjamo intervalo (a, b) taSkuose.

»Taskinis* Teiloro ir ,intervalinis“ Furjé eilu¢iy konstravimo principai
pasireiSkia ne tik nustatant ty eiluciy koeficienty reikSmes, kaupiancias ir teikiancias
informacija apie aproksimuojamy funkciju x(t) reikSmes ir ,elgesi“ anksCiau
minétuose tasku t=ty aplinkos bei intervaly (a, b) taSkuose, bet ir konstruojant nuo
funkciju x(t) jau nepriklausancius standartinés formos ty eilu¢iy démenu daugiklius,
kuriy sandaugos su atitinkamais eiluciy koeficientais ir yra minétieji démenys.

Teiloro eilu¢iy démeny standartiniai daugikliai (t—to)k yra argumento t
funkcijos, priklausancios nuo parametro ty, charakterizuojancio ne funkcija x(t), bet
miisy pasirinktajj taska ty, jo vieta argumento t aSyje, o Furjé eiluciy démeny

NEL I3

o e ikt 2n .27
standartiniai daugikliai e ®*, e ®?* bei coskb—t, s1nkb—t yra argumento t
—-a —-a

funkcijos, priklausancios nuo parametry a ir b, charakterizuojanciy ne funkcija x(t),
bet miisy pasirinktojo intervalo (a, b) ilgj ir vietg argumento t kitimo aSyje.

Cia pazymétina dar viena Teiloro ir Furjé eiludiy savybé, atspindinti ir
analogija tarp ty eiluciy, ir ju esminj skirtuma.
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Visi Teiloro eilutés standartiniai daugikliai (t-to)* (k=1, 2, 3, ...) yra pirmojo
daugiklio t-t), vaizduojancio tasko t atstumg nuo tasko t,, kartotiniai, o Furj¢
eilutés standartiniy cikliniai daZniai oy=w;k yra pagrindinio Furjé eilutés ciklinio

2
daZnio wlzb—n, priklausancio nuo pasirinko intervalo (a,b) ilgio b-a,

kartotiniai.
IS Sios Furjé eilutés savybés seka, kad ta eilut¢ sudaranciy elementariy
. e .. 2T . . ..
harmoniky cikliniai dazniai ©, =ok=k—— ir ty harmoniky formulémis
—a

. . . o T -a . et e
vaizduojamy harmoniniy virpesiy periodai T, :Elsza vienareikSmiskai priklauso
nuo intervalo (a, b) ilgio (b—a), automatiskai tampancio Furjé¢ eilutés — periodinés

. ) 2
funkcijos f(t) — periodu T, =T
®

Todél bet kurios funkcijos x(t) intervalo (a, b) Furjé eilutés f(t) sudétyje
negali buti elementariy harmoniky, kuriy cikliniai daZniai nebuty tos eilutés
2
pagrindinio daZnio ®, :b—n , vienareikSmiskai apibréziamo intervalo (a, b) ilgiu
—-a
(b-a), kartotiniai.
Si Furjé eilutés savybé turi ir fizikini paaiSkinima, kurj a$ pateiksiu Siek tiek
véliau. Ji pati paaiskina, kodél, keiciant (a,b) ilgj, gali keistis funkcijos x(t) fragmenty

spektrai, pavyzdziui, kodél funkcijos x(t):cosz—nt intervalo, kurio ilgis (b—a) yra
T

2n —ig .
lygus sveikam tos funkcijos periody T skaiciui, Furjé eiluté yra f (t):%eIT +le T ir

kodé¢l, kai to ilgio (b—a) santykis su periodu T néra sveikas skaiCius, intervalo (a, b)
Furjé eiluté f(t) visuose taSkuose te(a, b), turédama ta pacia reikSme kaip ir suma
I U R L : . :

Ee T +Ee T , turi jau kitokia forma ir uz intervalo (a, b) riby funkcijos f(t) reikSmé

: : y 2n 1, i S
jau ne visada sutampa su funkcijos x(t):cos?nzg(e T e Tt) reikSme. Juk

. . I . N . 2 .. .
pastaruoju atveju f(t) sudétyje net harmoniky, turinc¢iu daznius ® :?n , buiti negali!

Galime pastebéti analogija tarp funkcijos x(t) tyrimo, sudarant pasirinkty tasky
t=to aplinkoms Teiloro eilutes, ir kokios nors sudétingos sistemos tyrimo, kuri atlieka
siaury sri¢iy aukstos kvalifikacijos specialistai, o taip pat tarp tos pacios funkcijos x(t)
tyrimo, sudarant tos pacios funkcijos intervaly (a, b) Furjé eilutes, ir jau minétos
sudétingos sistemos tyrimo, kurj atlieka dZeneralistai bei sisteminiai analitikai.

Sisteminé metodologija teigia, kad ,taskinj“ ir ,intervalinj* tyrimo
metodus, tiriant sudétingas sistemas ir sudétingas situacijas, tikslinga sujungti,
nes abu metodai gali vienas kita papildyti, kad sudétingos sistemos tyrimus turéty
atlikti jvairiy specialybiy specialisty kompleksinés grupés, vadovaujamos
dZeneralisty, nes pastarieji supranta, jog visapusiSkiems tyrimams nepakanka tik
kurio nors vieno metodo.

Ne visi specialistai linkg vadovautis Siuo teiginiu savo praktinéje veikloje. Ju
nuomone, abu metodai — ,,taskinis* ir ,,intervalinis* — bei 18 ju iSplaukiancios Teiloro ir
Furj¢ eilu¢iy formulés leidZia analizuoti gana placias funkcijy klases ir su
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pageidaujamu tikslumu apskai¢iuoti jy artutines reikSmes taSkuose, priklausanciuose
tasko to aplinkai (taikant Teiloro formulg) ir intervalui a<t<b (taikant Furjé eilutés
formulg). Todél jie, Zitirédami j tai grynai teoriSkai, reik§mingo skirtumo tarp
abieju metody nemato. Taciau taikant Sias formules praktiniam funkcijos x(t)
reikSmiy apskaic¢iavimui, skirtuma jau galima pajusti. Juk, apskaiciuojant
funkcijos x(t) reikSmes, naudojantis minétomis formulémis, visada tenka apsiriboti
kokiu nors baigtiniu ty sumy démeny skai¢iumi, atmetant likusius démenis, kuriy
reikSmés (nors ir mazéja, bet kadangi ty atmetamy démenuy be galo daug) sumoje gali
sudaryti reikSminga paklaida. Tos paklaidos dydis, esant fiksuotam neatmesty démeny
skaiciui, taikant Teiloro eilutg, labai priklauso nuo atstumo t-t, ir gana greitai
paaiskéja, kad, nedidinant neatmetamy démenuy skaiciaus, teks apsiriboti gana siauru
intervalu to—At<t<ty+A,t, kuriame Teiloro eilut¢ aproksimuos funkcija x(t) su
pageidaujamu tikslumu. Sj intervala ple¢iant, paklaidos dydis spar¢iai didéja. Ja
galima Siek tiek sumazinti, didinant neatmetamy Teiloro eilutés démeny skaiciy, taciau
tai padéty tik iki tam tikros ribos, nes nuo tam tikros ribos Teiloro eiluté jau
nebekonverguoja | funkcijos x(t) reikime, o diverguoja. Juk kai |t—to[>1, tai (t—to)*
reikSmes, didéjant k, sparciai didéja.

Taikant fiksuoto Furjé eilutes démeny skaiCiaus suma funkcijos x(t) artutiniy
reikSmiy apskai¢iavimui intervalo a<t<b taskuose, paklaidos dydis to intervalo
taskuose yra praktiskai vienodas, o pleciant intervala (a, b) dydi ir perskai¢iuojant
Furje eilutés koeficienty reikSmes, ne tik nedidéja, bet gali sumazéti ar net tapti lygus
nuliui.

Stai ¢ia ir pasireiSkia esminis praktinis skirtumas tarp ,taskinio“ ir
»intervalinio® principy. Juk Teiloro eilutés koeficienty ax reikSmés, pleciant tasko
t=to aplinka nesikeicia ir todel, didéjant taSko t atstumui nuo tasko t=t, Teiloro eilutés
démeny ak(t—to)k absoliucios reikSmés, kai ay#0, gali tik didéti, didindamos atmetamuy
Teiloro eilutés démeny suma ir tokiu bidu didindamos aproksimavimo paklaida.
Pakeisti funkcijos x(t) Teiloro eilutés koeficienty ay reikSmes galima tik pakeiciant
pradini taska to todél, taikant Teiloro eiluiy metoda ir norint istirti funkcijos x(t)
»elgesi® visoje jos apibrézimo srityje, tekty parinkti labai daug ,,pradiniy tasky® ty ir
sudaryti bei iSanalizuoti labai daug Teiloro eiluciy, kad jos tomis tasky ty aplinkomis,
kuriose Teiloro eilutés konverguoja, padengty visa funkcijos x(t) apibrézimo sriti.

D¢l Sios priezasties Teiloro eilutés, budamos universaliu ir efektyviu
instrumentu funkciju ,.elgesio” atskiruose (gana daznai — kuo nors ypatinguose)
taskuose detaliam nagriné¢jimui bei atvaizdavimui, negali biiti patogiu ir efektyviu
instrumentu, matematiSkai aprasant bei tiriant funkcijy ,,elgesi placiuose ju argumenty
kitimo intervaluose ir visose jy egzistavimo srityse.

Cia labiau tinka Furjé eilutés, kuriy koeficientai koncentruotoje formoje
vienareikSmiskai ir pilnai apraSo funkcijos elgesi visame tame intervale, kuriame buvo
apskaiciuotos ty koeficienty reikSmés. Zinodami tas koeficienty reik§mes ir to
intervalo, kuriam koeficientai buvo apskaiciuoti, ilgi b—a bei padéti, mes galétume
apskaiciuoti funkcijos x(t) reikSme kiekviename to intervalo taske. Intervalo ilgi
galima didinti iki bet kurio norimo dydzio: pakanka tik perskaiiuoti Furjé eilutés

. P o e . 2n ..
koeficientus (kuriy aib¢, tiesa, padidéja, nes sumazéja ,,atstumai o, =b— tarp Furjé
—-a

eilute sudaranciy elementariy harmoniky cikliniy dazniy oy=kw;, k=1, £2, ...) ir
gaunate nauja Furjé eilutg, kuri ekvivalenciai apraso funkcijos x(t) ,.elgesi visame
padidéjusiame intervale, leisdama apskaiciuoti funkcijos x(t) reikSme kiekviename to
pailgéjusio intervalo taske.
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Cia néra nieko nuostabaus: padidéjus intervalo (a, b) ilgiui, padidéjes Furjé
eilutés koeficienty skaicius leidzia ,,uzrasyti“ visa padidéjusi informacijos kieki,
reikalinga funkcijos x(t) reikSmiy kiekviename to padidéjusio intervalo taSke
apskaiGiavimui. Si frazé reiskia dar ir tai, jog Furjé eilute sudarané¢iy kosinusoidziy ir

. e . C . T T . o
sinusoidziy (kuriy periodai Ti=b—-a, T, :E‘, e T, :E‘, ... mazéja nuo b-a iki 0, o

amplitudziy dydzius nusako Furjé eilutés koeficienty reikSmes, pakanka, kad ty
kosinusoidziy ir sinusoidziy begalinio skaiiaus suma, sudéta su funkcijos x(t)
vidurkiu intervale (a,b), tapty lygi funkcijos x(t) fragmento (a,b) grafikui ir
periodiSkai ji kartoty uz intervalo riby, sudarydama periodinés funkcijos f(t), turinCios
perioda b—a, grafika, esantj funkcijos f(t) grafiko intervale (a, b) periodiniu pratgsimu.

Didindami funkcijos x(t) intervalo (a, b), kurj aproksimuos Furjé eiluté
f(t), ilgj, mes Furjé eilutéje sukaupiame vis daugiau informacijos apie fukcijos x(t)
»elgesj, ir funkcija f(t), bidama ekvivalenti funkcijai x(t) intervalo ribose, kai
funkcijos x(t) ,elgesyje* yra kokie nors désningumai, gali atspindéti tuos
désningumus, kurie pasireiSkia intervale (a,b) bei gali pasireiksti ir uz to
intervalo riby. Tod¢l intervalo (a, b) didinima, vaizdziai kalbant, galima palyginti su
»lango®, pro kuri stebime funkcijos x(t) ,,elgesi, matmeny didinimu.

Kai funkcija x(t) neperiodiné, norint gauti visa informacija apie jos ,.elgesi, ta
»langa“ tekty plésti iki begalybés. Tuomet Furjé eilutg tekty paversti Furjé integralu,
apie kur] pakalbésime Siek tiek véliau. Jis bus mums reikalingas spektrinio tankio
savokos jvedimui.

Kai funkcija x(t) periodiné, norint gauti visa informacija apie tos funkcijos
»elgesi, pakanka padaryti intervalo (a, b) ilgi lygu funkcijos x(t) periodui T, tuomet
Furjé eiluté f(t) sutaps su funkcija x(t) ne tik intervalo (a, b) ribose, bet ir visoje
funkcijos x(t) apibrézimo srityje, nes funkcija f(t), periodisSkai pratesdama funkcijos
x(t) perioda T, atvaizduos funkcijos x(t) reik§més kitima visame intervale (—oo, +00).

Tolesnis intervalo (a, b) ilgio b—a didinimas naujos informacijos apie periodinj procesa x(t) jau
nebeduos, taciau Furjé eilutés grafikas, periodiskai kartojantis funkcijos x(t) intervalo (a, b) grafika,
keisis. Keisis ir elementariy harmoniky, esanciy Furjé eilutés sudétyje, cikliniai dazniai, nes keisis

pagrindinis eilutés daznis o, =b2—n. Kai intervalo (a, b) ilgis bedidédamas taps lygus 2T, tai f(t) vél
—a

sutaps su periodine funkcija x(t) visoje funkeiju x(t) ir f(t) egzistavimo srityje. Toks periodiniy funkcijy
f(t) ir x(t) sutapimas kartosis kiekviena karta, kai, didinant intervalo (a, b) ilgj, tas ilgis taps funkcijos
x(t) periodo T kartotiniu.

Kai periodiné funkcija x(t) yra elementari harmoniné funkcija ar harmoniniy funkcijy algebriné
suma, tai, kaip jau esame nustatg anksciau, tokios funkcijos intervaly, kuriy ilgiai (b—a) yra harmoninés
funkcijos periodo T kartotiniai, spektrai yra baigtiniai. Sis reiskinys paaiskinamas gana paprastai.

Kadangi intervalo ilgis (b—a) yra harmoninés funkcijos x(t) periodo kartotinis, pavyzdZziui,
b—a=mT, kur m — teigiamas sveikas skaiCius, tai tarp elementariy harmoniky, jeinan¢iy i intervalo (a, b)

. 2 . 2m . 2m
.. . L. .. . . ik—t ik 21'ct i —ik—t —ik——t .
Furjé eilutés sudéti, butinai atsiranda harmonikos ¢ e ®? =c¢, " mr ir ce P2 =c_e ™ | kuriy

de 2n  k 2rn . . -
cikliniai dazniai o, =k, =kb—=—-— sutampa su harmoninés funkcijos x(t) cikliniu dazniu
—a m
2n . . . . oy . . .
® :b— . Tokiomis harmonikomis tampa harmonikos, turin¢ios numerius k=m ir k=—m. Ty harmoniky
—-a
. 2m . 2m . 2n . 2n 2n 2m
m—t —m—t m——t —im— 1—t —1—t . .
suma c¢,e "2 +c e P2 =ce ™ +c_ e ™'=c eT +c,e T, parinkus atitinkamas
koeficienty c,, ir c_,, reikSmes, gali tapti lygi harmoninés funkcijos x(t) nuokrypiui taske t nuo savo
vidurkio E[X(t)]icap) intervale (a, b), o tos sumos suma su minétuoju vidurkiu — funkcijos x(t) reikSmei

taske t.
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Kaip tik tokiy reik§miy Furjé eilutés koeficientams c, parinkima ir atliecka formulé

b ik 2T 1 % —ik 2 1 boilm Sikm
Cy = J.x(t)~e b-a dt:b_a'[x(t)-e T dt , nes integralas Eje T e mT dt yra lygus vienetui,
a a a

kai k=m, ir yra lygus 0, kai k yra sveikas skaicius, nelygus nei m, nei 0.

Todél harmoninés funkcijos x(t) intervalo (a, b), kurio ilgis (b—a) yra funkcijos x(t) periodo T
kartotinis, spektre gali biiti tik dvi ar trys nenulinés spektro linijos: dvi nenulinés spektro linijos btina
tada, kai funkcijos x(t) vidurkis intervale (a, b) yra lygus 0, o trys, kai tas vidurkis néra lygus 0.

Kai funkcija x(t) yra keliy harmoniniy funkcijy ir pastovaus dydzio A (kuris gali biti teigiamas,

. N 2 N .12 . . -
neigiamas ar lygus 0) suma x(t):A+ZBi cos[%+@ij+zcj51n[%+@jJ ir kai ty harmoniniy
i=1 i j=1 j
funkcijy periodai T; (i=1, 2, ...) ir T; (j=1, 2, ...) turi bendraji mata T, (kitaip tariant, kai egzistuoja toks
To, kad teiginys V;V;[Ti=nTo]A[Tj=m;T,] yra teisingas), tai visada galima rasti tokj Sios funkcijos
intervalo (a, b) ilgi (b—a), kad funkcijos x(t) Sio intervalo (a, b) Furjé eiluté f(t) sutapty su funkcija x(t)
ne tik intervale (a, b), bet ir visoje srityje (—oo<t<+oo). Vienas paprasciausias blidy rasti tokj intervalo ilgj

n m
(b—a) yra rasti sandauga TOHniHn i - Bendroji formulé, kurig turi tenkinti intervalo ilgis (b-a) tokiu
i=l =l
atveju yra b—a= sT, ~BMK(ni,n j). Cia santrumpa BMK reiskia skaiiuy n; (i=1, 2, ..., n) ir
s=1,2,3,... i=1,2,...
3:1,2,...1,1m
n; (=1, 2, ..., m) bendraji maZiausiaji kartotini. Tokiais atvejais funkcijos x(t) intervalo ir pacios
funkcijos spektras turés irgi baigtini nenuliniy linijy skaiiy, taciau ty liniju galés buti gana daug. Tai
b-a b-a

(i=1,2, 3, ..., n) bei k; ==
i T;

bus linijos, turin¢ios numerius k; ==+

n; =1, 2, 3, ..., m), o tuo

atveju, kai A=0, dar ir numerj k=0.

Visais kitais atvejais, t. y. atvejais, kai funkcija x(t) néra pastovus dydis ar néra harmoniniy
funkcijuy, kuriy periodai turi bendraji mata, suma, funkcijos x(t) bet kurio baigtinio intervalo spektras
turés be galo daug spektro linijy.

Be galo daug spektro linijy turés ir harmoninés funkcijos intervaly bei tokiy funkciju sumos
intervaly spektrai, kai intervaly (b—a) ilgiai nebus bent vienos ty funkcijy periodo kartotiniai. Tokius
atvejus mes jau nagrinéjome ir i$siaiskinome tokio reiSkinio priezastis.

Be galo daug nenuliniy spektro linijy turés ir periodinés neharmoninés funkcijos x(t) bet
kurio intervalo (net ir tokio, kuris yra funkcijos x(t) periodo T kartotinis) spektras. Tokio reiskinio
prieZastis paaiskinsiu, nagrinédamas konkrecios tokios funkcijos Furjé eilutés f(t), sutampancios su
funkcija x(t) visoje srityje (—oo<t<+o0), sudarymo pavyzdi.

Be galo daug nenuliniy spektro linijy turés ir neperiodinés funkcijos x(t) bet kurio baigtinio
intervalo spektras. Ta reiSkinj irgi paaiskinsiu, nagrinédamas tokios funkcijos intervalo Furjé eilutés
sudarymo pavyzdi.

Prie§ pereidamas prie ¢ia paminéty konkreciy Furjé eiluciy sudarymo
pavyzdziy, pateiksiu jau anksc¢iau zadétaji Furjé eiluciy kai kuriy savybiy fiziking
paaiskinima, parodydamas, kad Furjé eilutés — ne tik abstrakti matematiné
konstrukcija, bet ir realiy procesy matematinis modelis.

Furjé eilutés ir Furjé transformacijos yra taip placiai taikomos ne tik
matematikoje, bet ir {vairiose kitose mokslo ir technikos srityse ne tik ir ne tiek todél,
kad Furjé eilutés ir Furjé transformacijos yra gana universalios ,,matematinés
konstrukcijos®, suteikian¢ios galimybes iSreiksti standartizuotoje ,,trigonometrinéje*
bei kompleksingje eksponentinéje formoje ivairias funkcijas, priklausancias gana
placiai ju aibei, aprépianciai ne tik tolydzias, bet ir netolydzias absoliuciai
integruojamas funkcijas, ir po to analizuoti tas funkcijas standartiniais matematiniais
metodais, kiek todél, kad Furjé eilutés ir Furjé integralai — gana universaliis realiy
procesy matematiniai modeliai ir ty procesy spektrinés analizés instrumentai.

Furjé eilutés skaido daugelio realiy procesy fragmenty matematinius
modelius kaip tik j tokias komponentes, j kurias fiziSkai skaidosi pats to realaus
proceso fragmentas. Juk kokio nors proceso fragmento spektras, kurj galime
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iSreikSti ir analizuoti taikydami Furjé eilutes, yra ne tik matematiné savoka,
vartojama matematinéje kalboje, charakterizuojant realius nagrinéjamus
procesus, bet ir reali esybé, kuria galime stebéti ir analizuoti, naudodamiesi
tokiais fizikiniais prietaisais kaip spektroskopai, spektrografai, rezonatoriai ir
pan.

Egzistuoja nemazai gamtos ir technikos reiSkiniy, kuriy ,,mechanizmy‘
nagrin¢jimas leidzia padaryti iSvada, jog kai kurie désningumai, matematiskai
nustatomi analizuojant Furjé eilutes ir Furjé integralus bei jy savybes, yra ne tik
matematiniai, bet ir fizikiniai désningumai. Kartais galima iSsireiksti dar ,,stipriau®:
»pirmoje eiléje — fizikiniai, 0 matematiniai désningumai pasireiSkia kaip ty —
fizikiniy — désningumy atspindys, jy matematiné iSraiSka, matematinis modelis®,
nors tas modelis ir buvo gautas ne stebint bei apraSant realy fizikinj reiskini, o logiSkai
iSplauké (buvo iSvestas) i§ ty ar kity matematiniy teorijy, i§ priimty jose apibrézimy ir
aksiomuy bei jau jrodyty teoremy.
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