1) laikysime, kad kaupimo norma s = TC, parodanti, kokia nacionaliniy

pajamy dalis iSlieka nesuvartota, yra pastovus dydis, t. y. s=const;

2) laikysime, kad investuojamo | gamyba kapitalo augimo greitis K,
btuidamas proporcingas naujy investiciju dydziui, yra lygus toms naujoms investicijoms
o

I, kurios buvo investuotos per laiko vieneta (metus), t.y. K= A A

kai At yra vieni metai;
3) laikysime, kad darbo jégos pasiiilos L augimo normuotas santykinis greitis

% yra pastovus dydis n, t.y. %:n:const, kur n vadinamas darbo jégos augimo
santykiniu tempu, arba tiesiog darbo jégos augimo tempu.
IS wvisy Siy prielaidy ir lygties %z%—% iSplaukia  pagrindiné
K L I K 1 I

makroekonomikos augimo lygtis xX=x|———|=X——-nxX=—-—-nx=—-—
K L K L K L

Y I I Y-C
—nx=—-—-nx=y—-—nx=—{f(x)-nx =———f(x) —nx =sf(x)—nx.
LY yY Y ®) Y ®) x)

Si lygtis vaizduoja makroekonominio augimo pusiausvyring trajektorija,
atitinkancia pilng uZimtuma.
Stabili pusiausvyra pasiekiama tada, kada x =0, t. y., tada, kada x igyja tokia

sf(x")
X*

reikime x", kad sf(x)=nx", i§ kur i¥plaukia formul¢ n= , iSreikianti darbo

jégos L augimo tempo n = L sarysi su gamybos apriipinimo fondais rodikliu x = T

darbo nasumo funkcija f(x) ir kaupimo norma s pusiausvyros biisenoje.
Panagrinésime, kaip nusistovi ta pusiausvyra. Tarkime, jog turime neoklasikini modeli ir
gamybiné funkcija Y=F(K, L) yra Kobo ir Duglaso funkcija Y=cK*L' =KL, kurioje c=1, 0 a=0,5.

I§ Sios funkcijos gausime neoklasiking darbo nasumo funkcija y=f(x), kurioje y = T 0 Xx= e Tuomet

FK,L) K% .1% (K)*
g FKL)_ :(—j —Vx,ty. f(0)=Vx.

L L L
[statysime Sia f(x) iSraiSka | makroekonominio augimo lygti x =sf(x)—nx, Siuo atveju aprasancia
paprasta ekonomini augima, kuris vykty neatsizvelgiant i techninio progreso galimybes, leidziancias
padidinti darbo nasuma y=f(x), didinant ne tik x, bet ir koeficientus ¢ ir a. Siuo atveju tie koeficientai
laikomi pastoviais dydziais, kaip ir koeficientai s ir n, nors tikrovéje (ilgalaikéje perspektyvoje) visi Sie
koeficientai gali keistis.

Nagrinésime atveji, kada kaupimas (nesuvartotoji nacionaliniy pajamy dalis) sudaro m visy

nacionaliniy pajamuy, t. y. atveji, kai s=0,3.

Tarkime, jog darbo resursy priaugimo tempai sudaro 10%, t. y. n=0,1.

Tuomet gauname lygt] X:O,3\/; -0,Ix. IS Sios lygties matome, kad tuo atveju, kai
0,3\/; >0,1x, t.y. kai 9x>x% arba kai 0<x<9, i§vestiné X yra teigiamas dydis ir todél gamybos

aprupinimas fondais turi didéti. Taske x=9 to didéjimo tempas tampa lygus O ir dydzio x reik§mé
stabilizuojasi, nes, jei x>9, tai x <0, ir x(t) tampa maz¢jancia laiko t funkcija.
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Kadangi % =30 _ 94 _ (0 3x ~01x)=

> m tai intervale
dt

X — OIX—OIX[

WX J
. d*x(1)
dt?

Zx/_

0<x<% dydis x didéja didéjanciu tempu, nes tame intervale >0

w ———=>0, taske
dt

=0, o intervale 2,25<x<9 funkcija

N L dZx(t
X = % =2,25 funkcija x(t) turi linkio taSka, nes tame taSke Xz( )
dt
d?x(t)
dt?
pasiekia maksimalia reik§me x(t)=9, kuri atitinka stabilia pusiausvyring biisena x", nes padidinus x vir§

dx(®) _,
dt

x(t) didéja jau mazéjanciu tempu, nes tame intervale >0,0

% < 0. Taske x=9 funkcija x(t)

9, prasidéty to dydzio mazéjimo procesas, kadangi, kai x>9, tai

Dydzio x:% kitimo tempo Xz% priklausomybe nuo paties dydzio x (t.y. kreive
dx(t . . . . o . ..
);—i) =0,34/x(t) —0,Ix(t) ) vaizduoja 318 pav., o paties dydzio x kitimo trajektorija x(t) — 319 pav.
X
0.250 + (2,25; 0,225)
0,225 4--mmmmmmmeees
0,200 + i &0
s, (1;02) .
0,175 1 i( ) : ;
0154 / | |
0,125 1(0,25; 0,125) |
IXTUR A N
Y I
005041 | |
0025 1 | | i
oo : ! (9;0) K
0,000 —— : ¥ : : : : : : X=—
1 2 3 4 5 6 7 8 No L
318 pav.
Pacia funkcijos x(t) kitimo trajektorija gautume iSsprendg¢ diferencialing lygti
dx(t) O ax 1
=0,34/x(t) = 0,1x(t), t. y. surade integralus =—|dt.
= 03x(0 - 01x(), t.y. suradg integ X(IO)N;X o]
x(t) dx
Priimsime, kad x=u’. Tuomet dx=2udu, ir integralas J susiveda | integralg
x(0) 3\/; -X
x(1) Vx(0)
X X(t) —
| udv | A - 3)|W finlyx© - 3)-nlyx) ~3]= 2 L3
@ Ju-u u-3 Jx(0) -3
x(0) Vx(0)
Vx() Iy
x(t -
Spresdami lygti J du __1 t, gauname In——— - =Ine 2" , i§ kur iSplaukia, jog
3 Vx(0) -

¢ 2
x(t)=[3+(m—3)e_20] .

Kai t—oo, tai nepriklausomai nuo pradiniy salygy gauname, jog lim x(t) =9, kas sutampa su
t—o0

anksciau gautu rezultatu.
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t
Rasime X =% dviem biidais: diferencijuodami funkcija x(t) :[3+(1/x(0) —3)e 20] ir

naudodamiesi formule x = 0,3\/; -0,1x.

1) d’;(tt) - 2-[3+(M—3)€ﬂ(@—3);—;e_2; :—0,1-[3 (M—3)e7t0 +

t

(m)](m)[(mw

t

¢ 2
2) X=O,3x/;—0,lx=0,3~{3+(1/x(0)—3)e2()]—0,1~[3+(1/X(0)—3)-62°] =

t t

=0,9+03 (m—3)e_% —0,9—0,6(m—3)e_5 0.l (m)ze—é _
- _0’1{3 (m*)ei% +(m—3)2elt°] = 0,1-(3—@)[%;0 _(3_\/%)6;0]'

Rezultatai, gauti pirmuoju ir antruoju biidais, sutampa, o tai reiskia, jog trajektorijos x(t),
vaizduojancios dydzio x = T kitima, esant bet kurioms pradinéms salygoms, surastos teisingai.

Priklausomai nuo pradiniy salygu (t. y. nuo x(0) reikSmés) tos trajektorijos skiriasi viena nuo
kitos, taCiau turi vieng bendra bruoza: jei x(0)>0, tai lim x(t) =9 nepriklausomai nuo pradinés salygos
t—o0
x(0)>0 dydzio.
Kai 4/x(0)-3=0, t.y., kai jau pacioje pradzioje (momentu t=0) dydzio x reikSmé yra lygi 9,
tai i§vestinés x(t) reik§mé lygi 0 ne tik momentu t=0, bet ir visais kitais momentais t>0. Siuo atveju

trajektorija x(t) yra tiesé x(t)=9, lygiagreti abscisiy t asiai. Prie tos tiesés, vaizduojancios augimo proceso
pusiausvyring biisena, biitinai artéja visos trajektorijos x(t), iSskyrus trajektorija, atitinkancia prading
salyga x(0)=0. Ji yra ypatinga: gali artéti prie tiesés x(t)=9, bet gali ir neartéti.

Atveju x(0)=0 iSvestiné x(0) taip pat lygi 0 ir dydzio x = T augimo neturéty biiti, todél Siuo

atveju trajektorija turéty buti tiesé x(t)=0, sutampanti su abscisiy t as§imi. Taciau biisena x(t)=0 néra
stabili: uztenka tik iseiti i§ tasko x(t)=0, nors truputéli padidinus x ir suteikus jam nors mazyte¢ teigiama
reik§me, kai tuoj pat prasidés dydzio x didéjimo procesas, kuris pradzioje vyks vis didéjanéiu tempu, po
to trajektorija x(t) pasieks linkio taska, nuo kurio x(t) didé¢jimas tgsis jau mazéjanciu tempu, vis labiau
artéjant prie tiesés x=9.

Santykio x :% didéjimas biidingas visoms trajektorijoms x(t), kuriy pradiné salyga tenkina
nelygybes 0<x(0)<9, gali biiti budingas ir atveju x(0)=0, o visoms trajektorijoms, kuriy x(0)>9, biidingas

santykio x :% mazéjimas (zidr. 319 pav.).
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e o x(6)=9

¢ 2
x(t):9~[1—e_zo]

————————————————————————————————————————————————— x(1)=2,25

A L 9 o ©

S
)
— NWnWw

t L UL L L
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

319 pav.

Visoms trajektorijoms x(t), kuriy pradiné salyga tenkina nelygybes 0<x(0)<9, yra budinga tai,
kad visos jos turi linkio taskus. Ty tasky abscisés t yra teigiamos, kai 0<x(0)<2,25. Kai x(0)=2,25, tai
linkio tasko abscisé t yra lygi 0, o kai 2,25<x(0)<9, tai linkio tasky abscisés t tampa neigiamais dydziais.

Visy linkio tasky ordinatés x yra vienodos ir lygios %: 2,25 . Budinga dar ir tai, kad visuose linkio

taskuose trajektorijy x(t) liestinés turi vienodus kampus su abscisiy asimi t, nes tuose taSkuose iSvestinés
x reikSmés nepriklausomai nuo pradiniy salygy yra vienodos ir lygios 0,225.
t

2 i
Irodysime visa tai, apskai¢iuodami X(t) = i—; =0,01 (3 —/x(0) )[—% e 20+
t

t t t
+(3—1/x(0))e_10]:0,01(3—1/x(0))e_20 [(3—1/x(0))e_2°—%} Kadangi linkio taske %(t)=0, tai

t
o o . 0 3 - . T
linkio taske turi buti tenkinama salyga e 20 = , 18 kurios gauname, jog linkio taskuose

23 -/x(0)

t 2 2 2
x(t) = [3_(3_ [x(0) )e 20 :l = [3 - (3—#){(0) ) 5 3_3/@ :l = [%J = % =2,25. Istate $ia reikSme |
3 9 09

iSvestinés x formule x = 0,3\/;—0,1)( , gauname, jog x=0,3 e 0,1 7 = e =0,225. I$ salygos

. o= 50
3

gauname ir linkio tasky abscisiy reik§mes t =20 1n
213 —4/x(0)

Kai x(0) reikSmé, blidama teigiamu dydziu, artéja prie 0, tai trajektorijos x(t) linkio tasko
ordinaté islicka pastoviu dydziu X'=2,25, o abscisés t reikimé artéja prie t'=20In2~13,863. Kai

x(0)=0,25, tai atitinkamos trajektorijos x(t) linkio tasko abscisé yra t= 201n%: 20(1n5 —ln3)z 10,219,

=
2 j—

{
o kai x(0)=1, tai t=20(In4-In3)~5,756. Kai x(O):%, tai linkio taSko abscisé t=20In 3

=20In1=0, t. y. tuo atveju momentu t=0 trajektorija x(t) prasidéty nuo linkio tasko.

Kai 2,25<x(0)<9, tai linkio tasky abscisés, kaip jau buvo minéta, tampa neigiamais dydziais.
Pavyzdziui, kai x(0)=4, tai t=20(In2-In3)~-8,11, o kai x(0) artéja prie 9, tai linkio taSko abscisé t artéja
prie —o, ordinatei x pasiliekant lygiai 2,25 ir iSvestinés x reikSmei linkio taske pasiliekant lygiai 0,225.

Nesunku pastebéti tam tikra analogija tarp €ia nagrinéjamuy trajektorijuy x(t) ir logistiniy
kreiviy, apie kurias buvo rasyta 1.9.1.6. skyrelyje, kalbant apie populiacijy augimo greitj, apraoma
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lygtimi

dz(tt) :klz(t)+k222(t) , kurioje z(t) — populiacijos bisena momentu t, charakterizuojama
individy skai¢iumi populiacijoje, o k; ir k, — teigiamo ir neigiamo griztamyjy ry$iy koeficientai. Kai
populiacijoje kiekviename laiko intervale individy gimsta daugiau negu iSmirsta, tai k;>0, o kai mirimy
daugiau negu gimimy, tai k;<0. Kai gimstamumas lygus natiraliam mir§tamumui, tai k;=0. Koeficientas
k,, charakterizuojantis populiacijos mazéjimo tendencija, pasireiskiancia tuo, kad, individy skaiéiui
populiacijoje virSijant jy normaly skai¢iy, dél maisto bei vietos stokos ty individy gyvenimo salygos
pablogéja, deél ko individy skaiius pradeda mazéti, visada yra neigiamas dydis, t.y. k,<0. Procesus,
apraSomus logistinémis kreivémis, placiau ir detaliau nagrinésime antrojoje $ios mokymo priemonés
dalyje, o Cia apsiribosiu tik pastaba, kad gamybos apriipinimo fondais kitimo procese, apraSomame
dx(t)
dt

dydzio x didéjimo greiio x teigiama priklausomybe nuo jo kvadratinés Saknies N dydzio atspindi

lygtimi

=0,3,/x(t) —0,1x(t), taip pat egzistuoja teigiamas ir neigiamas griZtamasis rySys:

teigiamas koeficientas s = , charakterizuojantis kaupimo norma, o neigiama priklausomybg jau

nuo paties dydzio x — koeficientas n = T charakterizuojantis darbo jégos pasiiilos santykini didéjimo

greiti. Kai darbo jégos pasiiila mazéja, t.y., kai n =1 <0, tai §is griztamasis rySys tampa teigiamu,

skatinan¢iu gamybos apriipinimo fondais didéjima. Tuomet dydzio x kitimo procesa charakterizuoty
monotoniSkai didéjanti funkcija x=x(t), kurios iSvestin¢ x(t) biity lygi 0 tik tuomet, kai x(t)=0, o visais
kitais atvejais, vykstant kapitalo kaupimui ir jo investavimui | gamyba, ka charakterizuoja

Y-C
S =

>0, iSvestiné x(t) buty teigiamas dydis, t. y. dydzio x kitimo procesas neturéty stabilios

pusiausvyros biisenos.

Palieku skaitytojui savarankiSkai iSnagrinéti atvejus, kai visuomené kurj laika vartoty daugiau
negu pagamina, gyvendama anksciau sukaupto kapitalo saskaita, t. y., kada s=const<0, o n=const gali
buti kaip teigiamu, taip ir neigiamu dydziu (o taip pat ir dydziu, lygiu 0).

Toks nagrinéjimas padés skaitytojui giliau suprasti ekonominius reiSkinius, vykusius ir
tebevykstancius Lietuvoje po Nepriklausomybés atkiirimo 1990 m.

Zymiai sudétingesniu tapty trajektorijos x(t) gavimas ir nagrinéjimas, kai tekty atsizvelgti i

gamybos technologijos tobulinimg ir darbo nasumo %: f(x) didinima ne tik didinant x :% , bet ir

keic¢iant gamybinés funkcijos Y=F(K, L) koeficientus c ir a bei taikant modernizuota Kobo ir Duglaso
gamybine funkcija Y=ce"L*K' ™.

Tuomet trajektorijos x(t) apskai¢iavimo uzdavinj jau nebepavykty iSspresti analizisSkai ir tekty
griebtis artutiniy skaic¢iavimy bei procesy imitacinio modeliavimo.

Zinoma, ir ka tik i$nagrinétaj{ gana paprasta trajektorijos x(t)apskai¢iavimo uzdavini galima
spresti ne tik analiziSkai, kaip mes ¢ia tai daréme, bet ir naudojantis imitaciniu modeliavimu. Jau
minétoje knygoje [48] Sis uzdavinys iSsprgstas kaip tik taip ir, naudojantis artutiniais skaic¢iavimo
metodais, surasta artutiné pusiausvyriné reik§mé x ~8,960247. Sumazinus imitavimo Zingsnio (At, o
kartu ir Ax) reik§me, buvo galima gauti tikslesni rezultata, dar artimesni skai¢iui x =9.

Dabar panagrinésime neokeinistinés ekonominio augimo teorijos atstovy Harodo ir Domaro
makroekonominj augimo modelj, kurio gamybiné funkcija Y=F(K, L) aprasoma lygybe

Y = mm[E,gj. Joje k ir ¢ yra pastovis koeficientai, charakterizuojantys kapitalo ir darbo jégos
sanaudas, reikalingas produkcijos vieneto pagaminimui.

. K . L . . . . . .
Kadangi k = v ir { = 7’ tai Harodo ir Domaro modelio gamybing funkcija Y=F(K, L) galima

K kaix<E
apibrézti ir taip: Y =min E,L = k é, kur X:E, nes kai E<£, tai £<£ ir
k ¢ L . k L L 7 k ¢
?,kaIXZE
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Y = min E,L :E kalE K talE>L ir Y =min X £ :E.DydiiaiE irLkaiptikir
k ¢ kK’ L 7’ k 7 k0 L k 14

reiskia gaminiy skaiciy Y, kurj leisty pagaminti turimas kapitalas K bei turimi darbo jégos resursai L.
Gamybiné funkcija Y = min(% , %j yra homogeniné¢ funkcija, nes Y = min(% , %j =

=L min i,l . Todél y:X:min i,l :lmin xﬁ,l =f(x), nes 1 ir L yra konstantos,
k ¢ L k' ¢) ¢ k / k

charakterizuojancios normalig ir pastovia gamybos technologija.
Isistatg Sig f(x) reikSmg | makroekonominio augimo lygti x =sf(x)—nx, kur s=const ir

n=const, gauname lygti X:%min(xé,lj—nx. ISspresti Sia lygti, t.y. surasti trajektorija x(t),

analiziSkai jau nebepavykty, taciau sudaryti imitacini modeli, imituojanti dydzio x = T kitimo procesa,

néra sunku. Rekomenduocdiau skaitytojui, priémus tas pacias koeficienty s ir n reik§mes (s=0,3; n=0,1) ir
pasirinkus kokias nors pastovias koeficienty k ir ¢ reik§mes bei proceso imitavimo Zingsnio ilgi At>0 ir
prading biisena x(0)>0, apskaicCiuoti artuting trajektorija x(t)=x(m-At), kur m=0, 1, 2, 3,...

Pailiustruosiu imitavimo pradzia, perraS§ydamas diferencialing makroekonominio augimo lygti

X = %min(x ~£, lj —nx { skirtuming % = %min(x é , 1) —nx . I§ Sios lygties, Zinodami x(0-At)=x(0)

reik§me,  pirmajame  imitavimo  zingsnyje, kai m=l, gausime, jog x(At)-x(0)=
, Bx(O)é—nx(O)}At:x(O)(i—njAt,kai x(0)<§,
= Bmin(x(O) o lj - nx(O)} At= i§ kur iSplaukia,

B—nx(O)}At,kai x(O)Z%

[% - n) x(0)At, kai x(0) < %
kad naujoji x reikSmé x(At) = x(0) + .
B - nx(O)} At Kai x(0) 2

Apskaiciaveg  x(At) reikSmg, analogiskai galime  apskaiciuoti X(ZAt):x(At)+

(%—nj X At At kai X(At)< E
+ « ir, bendrai x[(m+1)At)]=x(mAt)+
{% nx At }At kai x(At) Z

(% - nj -x(mAt)At, kai x(mAt) < —
+ kur m=0, 1, 2, 3,..., t. y. galime apskaiciuoti x(t) reik§mg bet
{% —nx(mAt )} At, kai x(mAt) >

e\|W‘

kuriame taske t=m-At.

Pasirinke pakankamai maza At reikSme, mes galime apytikriai apskaiciuoti trajektorija x(t) bet
kokioms pradinéms salygoms ir bet kokioms teigiamoms koeficienty k ir ¢ reikSméms.

Nesunku sudaryti standarting kompiutering programa, imituojancia Harodo ir Domaro modeliui

dydzio X:f kitima ir apskaiCiuojancia to kitimo trajektorijos x(t) taSkus x(m-At) bet kurioms

realioms dydziu k, 7, s, n, x(0) ir At reikSméms, istacius vietoj formaliy tos programos parametry k, 7,
s, n, x(0), At faktiskasias ty parametry reik§mes, pasirenkamas eksperimentatoriaus nuoziiira. Su tokios
programos ir tokio trajektorijos x(t) apskai¢iavimo pavyzdziu galima susipazinti VU MIF Matematinés
statistikos katedroje J. Rimkutés diplominio darbo papildyme, kurj atliko A. Galinskis.
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Analogiskai gali biiti sudaryta programa, imituojanti dydzio x kitima neoklasikiniame modelyje
su kintamais koeficientais c, a, s, n, esant duotoms (pasirenkamoms) pradinéms salygoms ir duotajam
(pasirenkamam) imitavimo Zingsniui At.

1.14.12.2.3. Biznio cikly (business cycle) modeliai

Ilgalaikéje perspektyvoje makroekonomikoje pasireiSkia augimo tendencija,
taCiau tas augimas nereguliuojamos bei silpnai reguliuojamos rinkos ekonomikos
salygomis gana daznai susideda i$ eilés viena kita keiCianc¢iy konjunkttros pakilimo ir
smukimo bangy, sudaraniy savo raSies periodiSkai ar beveik periodiSkai
besikartojancius ciklus, vadinamus biznio ciklais (arba ekonominio aktyvumo
ciklais). Tokiy cikly pavyzdziai — periodiskai besikartojancios ekonominés Krizés,
kuriy metu dél susidariusios perprodukcijos ekonominio augimo faz¢ pakeisdavo
recesijos fazé. Apie tas krizes ir jy priezastis jau buvo uZzsiminta 1.14.12.2. ir
1.14.12.2.1. skyreliuose. Dabar rinkos ekonomikos vystimosi cikliSkumo reiSkini
panagrinésime detaliau.

Svyravimy ekonomikoje susidarymo mechanizmus galima aiskinti gana
{vairiai, nors, bendrai paémus, svyravimy susidarymo bet kurioje sistemoje bei bet
kurioje terpéje mechanizmai bendrasisteminiu pozituriu yra vienodi. Kad atsirasty
svyravimai, pakanka, kad sistemoje egzistuoty inercija, dé¢l ko sistema reaguoty i
aplinkos poveikius su didesniu ar mazesniu vélavimu, ir poveikis iSSaukty prieSingos
krypties atoveiksmi. Tuomet, iSvedus sistema i§ pusiausvyrinés biisenos, jei terpé néra
labai ,,klampi®, susidarys situacija, kurioje atsiras svyravimai. Apie tai §ioje mokymo
priemong¢je buvo jau ne karta kalbéta. Jei, tiems svyravimams vykstant, dalis energijos
negriztamai isSvaistoma (pavyzdziui, jveikiant trintj, nestangrioms deformacijoms,
keliant aplinkos temperatiira ir pan.), tai svyravimy energija ir juy amplitude, laikui
bégant, mazéja. Sie bendrasisteminiai samprotavimai galioja ir ekonominéms
sistemoms, socialiniams reiskiniams, net Zzmoniy psichologinei biisenai. Tod¢l jvairas
svyravimy modeliai skiriasi ne tiek savo struktira, kiek sudétimi — svyravimy
metu veikianciy veiksniy pavadinimais, jy traktavimu (interpretacija).

Siame skyrelyje mes susipazinsime su biznio cikly susidarymo modeliu, kurj
pasiilé Samuelsonas ir Hiksas, svyravimy susidarymo mechanizmo aiSkinimui
pasinaudoj¢ taip vadinamuoju akseleracijos principu ir 1.14.12.2.1 skyrelyje miisy jau
minétaja multiplikatoriaus savoka.

Akseleracijos principo esm¢ sudaro teiginys, kad investiciju i produkcijos
gamyba dydis I(t) priklauso nuo paklausos tai produkcijai prie§ tai buvusio prieauglio
Y(t-1)-Y(t-2). Tos priklausomybés proporcingumo koeficientas v vadinamas
akseleracijos faktoriumi, arba investicijyu koeficientu. Akseleracijos principas
matematiskai iSreiSkiamas véluojanciy argumenty lygtimi I(t)=v[Y(t—1)-Y(t-2)],
kuri vadinama investicijy lygtimi. Hiksas argumenty vélavima aiSkina laiko lagu,
kuris reikalingas tam, kad investicijos, kurios buvo planuojamos t—1-jame takte,
lyginant produkcijos paklausa Y(t—1) tame takte su paklausa pries§ tai buvusiame takte,
bty investuotos i realia gamyba, vykstancia jau t-jame takte.

Laiko lagas ivedamas ir i1 vartojimo funkcijg, jau minéta 1.14.12.2.1.
skyrelyje, nes t-jame takte vartojama ta produkcija, kuri buvo pagaminta (ar uzsakyta)
t—1-jame takte. Todé¢l vartojimas C nagrin¢gjamame Samuelsono ir Hikso modelyje
apraSomas véluojancio argumento lygybe C(t)=cY(t—1)+b, kur ¢ — jau minétasis
polinkio vartoti koeficientas, o b — bazinis vartojimas.
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I§ paklausos ir pasitilos Siek tiek idealizuotos pusiausvyros salygos, kai visa,
kas liko nesuvartota, investuojama i gamyba, iSplaukia lygybé Y(t)=C(t)+I(t)", i$
kurios gauname dinamine nacionaliniy pajamy Y(t) kitimo lygtj
Y (t)=(c+v)-Y(t-1)-

-v-Y(t-2)+b.

Zinodami koeficienty c, v, ir b reik§mes bei nacionalines pajamas dviejuose

pries tai buvusiuose taktuose t—1 it t—2, mes galime apskaiciuoti nacionalines pajamas,

kurios turéty atsirasti t-jame takte, po to — analogiskai — t+1-jame takte ir t. t.

Pavyzdziui, nesunku apskaiciuoti dydzio Y kitimo trajektorija Y(t), kai Y(0)=50, Y(1)=55,
c¢=0,75, v=1,05, b=20, ir isitikinti, kad Y(t) reikSmé svyruoja su didéjancia amplitude. Jei v
sumazintume iki 1, tai gautume neggstancius svyravimus su pastovia amplitude. Dar Siek tiek sumazing
v reikSme, gautume dydzio Y(t) svyravimus su mazéjancia amplitude, t.y. dydis Y(t) svyruodamas
artéty Erie pusiausvyrinés biisenos Y'. Intervale (0<v<0,25) gautume Y(t) reikimés aperiodini artéjima
prie Y jau be svyravimy, o esant pakankamai dideléms v reikSméms, t.y., kai v>2,25, gautume, jog
Y(t) tolty nuo Y irgi be svyravimy. Kai v=(1+0,5)* gauname procesus, galinius turéti ekstremumo
taska t=t".

Rekomenduoju skaitytojui sudaryti Y(t) kitimo imitacini modeli duotoms Y(0), Y(1), ¢ bei b
reikSméms ir, keiCiant akseleracijos faktoriaus v reikSme, nustatyti Sio faktoriaus reikSmiy intervala,
kuriame Y(t) aperiodiskai artéja prie pusiausvyros biisenos Y', po to — v kitimo intervala, kuriame Y(t)
reikimé svyruodama artéja prie Y', dar po to — intervala, kuriame Y(t) reikimé svyruodama tolsta nuo
pusiausvyrinés biisenos, svyravimy amplitudei didéjant, ir galy gale — ta v kitimo intervala, kuriame
Y (t) reik§mé aperiodiskai tolsta nuo Y~ jau be svyravimuy.

Pusiausvyring Y(t)reikSme Y galima nustatyti, ne tik eksperimentuojant su imitaciniu
modeliu, bet ir analizidkai, pasinaudojant tuo, kad pusiausvyringje biisenoje Y(t)=Y (t=1)=Y(t-2)=Y", ir
dinamine Y(t) kitimo lygtimi, i kuria istat¢ pusiausvyring Y(t), Y(t-1) ir Y(t-2) reikSme Y, gauname
Y =(ct+v)Y —vY +b. Issprende Sia lygti, randame, jog Y* = IL . Rekomenduoju skaitytojui,

eksperimentuojant su imitaciniu modeliu, patikrinti $ia formule ir isitikinti, kad Y" reikimé nepriklauso
nuo v ir nuo pradiniy salyguy Y(0) bei Y(1), o tik nuo bazinio vartojimo b ir multiplikatoriaus 1o’
—c
kurio prasme mes jau esame iSsiaisking 1.14.12.2.1. skyrelyje.
Dydj 1-c kartais vadina marginaliniu kaupimo koeficientu (marginaline kaupimo norma)
ir zymi s". Marginaliné kaupimo norma s skiriasi nuo 1.14.12.2.2. skyrelyje nagrinétos kaupimo

¢ tuo, kad s* :%, kur AC=c(Y+AY)+b—(cY+b)=cAY. [state AC reikime {

normos S =

formule s* = % , gauname, jog s =l—c. Siuo dydziu patogu naudotis, sprendziant auk3&iau
suformuluotg investicijy koeficiento v kitimo charakteringyjy intervaly nustatymo uzdavinj.

Si uzdavini galima ispresti, ne tik eksperimentuojant su imitaciniu modeliu, bet ir analiziskai,
panasiai kaip buvo sprendziamas panasus uzdavinys 1.11.10. skyrelyje, nagrinéjant elektromagnetiniy
virpesiy kontiira ir nustatant, kada jame kokie procesai vyksta. Pateiksiu viena sprendimo biidy.

Dinaming Y (t) kitimo lygti galima Siek tick supaprastinti, nagrin¢jant ne visds Y(t) reikimés, o
tik jos nuokrypio z(t)=Y(t)-Y" nuo jos pusiausvyrinés reikimés Y~ kitima. [state i dinamine Y (t) kitimo
lygti vietoj Y(t), Y(t=1) ir Y(t=2) ju iSraiskas Y()=z(t)+Y', Y(t-D=z(t-1)+Y, Y(t-2)=
=z(t-2)+Y", gauname lygti z(t)+Y =(c+v)[z(t=1)+Y T-v-[z(t-2)+Y T+b, t.y. lygti z(t)=(ct+v)z(t—1)—

—V-z(t—2)+(c+v)Y*—V~Y*+b—Y*:(c+V)z(t—1)—Vz(t—2)+b—(l—c)Y*z(c-i-V)z(t—1)—Vz(t—2)+b—(1—c)%z
—C

=(ctv)z(t—1)—vz(t-2).
Sia lygti, ,pastime* laika t dviems taktais pirmyn, galime uZzradyti ir formoje z(t+2)=
=(c+v)z(t+1)-vz(t). Nesunku pastebéti, kad vienu tos lygties sprendiniu galéty biti z(t)=const=0.

*Dél 1.14.12.2.1. skyrelyje minéty priezaséiy §i lygybé galioja ne visada, o tik tada, kai pelno siekiantys
ir turintys kapitalo galimi investuotojai yra isitiking, jog investuotas kapitalas atsipirks, t. y. duos toki
pelna, kuris bus didesnis uz tas paliikanas, kurias sutinka mokéti bankai. Samuelsono ir Hikso modelis i
Sig aplinkybe neatsizvelgia.
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Tuomet pradinés dinaminés lygties Y(t)=(c+v)Y(t—1)-vY(t-2)+tb vienu i§ sprendiniy galéty buti
Y(t):Y*Jrz(t):Y*:lL:const, kuo nesunku jsitikinti tiesiogiai. Tai — trivialus sprendinys. Rasime kitus
—-c

galimus sprendinius.

Kadangi z(t) bendruoju atveju gali vaizduoti ir svyravimus, ir aperiodini monotoninj bei
nemonotonini procesus, tai tikslinga lygties z(t+2)=(c+v)z(t+1)-vz(t) sprendini ieskoti kompleksinéje
formoje. Isivesime kol kas dar neapibrézta kompleksini parametra A0 ir ieSkosime tokios jo reikSmes,
kad z(t)=\' galéty biiti daliniu nagrinéjamos lygties sprendiniu. [state z(t)=)' { nagrinéjama lygti,
gauname lygti A7=(c+v)A"'—vA', i§ kurios, ja supaprasting i§ A'20, gausime taip vadinamaja
charakteringaja lygti A’=(c+v)A—v, arba A’—(c+v)A+v=0.

Spregsdami  Sia  kvadrating  lygti, randame, jog A, =

0,75+1,05++/1,8% —4,2 . s
= 5 =0,9+j0,24/6 . Ciaj=+/-1.
Bendruoju lygties z(t)=(ct+v)z(t-1)—vz(t-2) sprendiniu, kai A;#\,, pasirinksime funkcija

z(t) =AM} +A,)Y, kurios kol kas dar neapibréztus koeficientus A, ir A, galésime rasti,
pasinaudodami pradinémis salygomis Y(0)=50, Y(1)=55, i§ kuriuy iplaukia, jog z(0)=Y(0)-Y =50—
20

=-30 ir z(1)=Y(1)=Y =55-80=—25.
12075 (H=Y(1)

Koeficienty A, ir A, nust i lygéiy sist A +A, =2(0)=-30, kuri
oc1icien 1r nustatymuil gauname C1y Si1stem uri

ty A ir A, tymui g yeciy Ak 4 A, = 2(l) = 25, KU
200 —2(1) 25300, z()=2z(0) _ 30, ~25

}\‘2 _}“l }\‘2_}“1 ’ ? }“2_7"1 }“2_7\‘1

c+v (c+v) 4v 2059_0’%\/5 it A, = c+v+\l(c+v) 4v _
2 2
5V6

=09+ O,Zj\/g , gauname, kad Xz—klzﬂ(c + V)2 —4v = 0,4j\/g , 18 kur isplaukia, jog A;=—15 +Tj ,

sV6

6 .
A=—-15———j.
2 6 ]

sprgsdami randame, jog A, =

Prieémeg, jog A,

Kompleksinius parametrus A; ir A,, o taip pat ir kompleksinius koeficientus A; ir A, galima
pavaizduoti ne tik algebrinéje formoje, bet ir trigonometringje bei eksponentinéje formose, naudojantis

formulémis a+jb=p(cose+jsing)=pe’®, kuriose p=+va’+b? yra kompleksinio skaiGiaus a+jb modulis

latjbl,0 @ = arctgE yra kompleksinio skai¢iaus a+jb argumentas arg(a+jb).
a

Gauname, kad A, = O,9+j-0,2x/€= pej"’, kur p= (0,9)2 +6~(O,2)2 =4105, o

026 276

= arct = arct
¢ g 0.9 g 9

246
. . . . —jarctg—— 5 .
Analogiskai gauname,  jog A =pe?=4/1,05¢ Y A =€V330'e v,

15-6 18

5330 B30

Kadangi cosy<0 ir siny<0, tai kampas y yra treCiajame ketvirtyje, t.y.

A2:§«/330~ej‘”, kur v nustatome i§ lygybiu cosw:i: siny =—=
p

sV6-6 1
6-54330 /55

6
=n+arctg —.
v g 13
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Todel z(t) = A\A| + A, :%\/330 .(,ll,os)t (e_j"’ eI pelV el ):

= %V 330- (1,05)% [e—j(q>t+\v) +ellotrw) ]: % 7330 (1,05)% cos(pt +y) .

26 J6

t
Is formulés z(t)= 2\/330 -(1,05)5 cos(pt+vy), kurioje ¢= arcth, 0o y=m+ arctgﬁ,

t
iSplaukia, jog procesas z(t) yra svyravimai, kuriy amplitudé A:§\/330-(l,05)5 laikui bégant

¢ 2
monotoniSkai didéja, nes (1,05)5 — did¢janti funkcija. Ty svyravimy ciklinis daznis o = ?n yra lygus

0=p= arctg% , 1§ kur iSplaukia, jog svyravimuy periodas T = —2; ~12,6 laiko vienety,
arctg 9 J6
kuriais buvo matuojamas laikas, sudarant dinaming nacionaliniy pajamy kitimo lygti. Tokiais laiko
vienetais gali biiti laikomi metai.” Svyravimy pradiné fazé y=rn+ arctgl—g ~187°45" .
Nesunku patikrinti, kad gautas sprendinys tenkina pradines salygas:
1) z(0)=~ %@c05187°45' = —%@cos 7°45' ~ -30,000987 ~ —30 ;

2) z(D)~= %«/3301/1,05 xcos(28°33'+187°45’)= —21/3304,05 c0s36°18' ~ —25,002 ~ -25.

t
Kadangi Y()=Y'+z(t), tai Y(t)= . 2075 +z(t) = 80+§«/330 (1,05)2 cos(ot +y), kur

B

Q= arcth6 ~28°33', o y=n+ arctg% ~187°45' . Artutiniuose skaitiavimuose galima naudotis

t
formule Y (t)~80+30,2765-(1,05)2 cos(28,55t° +187,75°). Rekomenduociau  skaitytojui  palyginti
rezultatus, kuriuos galima gauti, naudojantis Sia formule, su imitacinio modeliavimo rezultatais bei
isitikinti, jog Y(t) reikSmé svyruoja ir kad svyravimy amplitudé monotoniskai didéja, o svyravimy
periodas T apytikriai lygus 12,6 laiko vienety.
Nustatysime, esant kokioms v reikSméms z(t) yra periodiniai svyravimai, o kokioms —

neperiodiskai kintanti funkcija, atsimindami, kad bendruoju atveju, kai A,#A,, tai z(t)= A|A| +A,A,,

A <°+V>2—4V, y, ooty ay a0 -
2 Ay —hy
(c+v+ (c+v) - 4v) 2(0)—2z(1) A1) —20) 22(1)_Z(0).(C+V_,/ _4V)
= II‘ A2: 1: s
qu(c+v —4v Ay =hy c+v ? 4y

c+v

ypatinguoju atveju, kai A=A, (t.y. kai (c+v)2:4v, v=2—ct2+/1—-¢c ir Aj=h,= :\/; ), tai z(t)=

z(1)
v

Ypatinguoju atveju funkcija z(t) néra periodiné, o kai

—(A +tA2)7\.t (A1+tA2)V2 AI—Z(O) A2—

ﬁ

#7(0), néra ir monotoning, nes

—27(0), ir todél tuomet z(t)= |:Z(0) +t- (Z(l) Z(())H v2

z()
W

tuomet ji turi ekstremumo taska t, kuri nesunku rasti logaritmuojant ir diferencijuojant ta funkcija:

" Skirtingose ekonominés veiklos sferose verslo cikly trukmé gali stipriai skirtis. Egzistuoja
trumpalaikiai tos ar kitos fikio Sakos konjunkttiriniai svyravimai, kuriy trukmeé gali biiti nuo vienos paros
iki ménesio, sezoniniai ir pusmetiniai ekonominiai ciklai, mazieji Kitzino gamybiniy atsargy ciklai,
kuriy vidutiné trukmé apie 40 mén., didieji Juglaro komerciniai ciklai, kuriy trukmé nuo 6 iki 10 mety,
Lebruso investiciniai ciklai (10-12 m.), Kuznetso statybos ciklai (15-22 m.) ir t. t.
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1) Inz(t)= ln{z(0)+t[j2 (O)H Ly,

W) _ -0y
z(t) 2(0)\/;+t [Z(l) Z(O)‘/_J

l1nV

2)

Spresdami lygti z(t) =0, t.y. lygti —{Z(O)+t(z(l) z(O)Hln =z(0)— 2 , gauname, jog

&~ ~

t* = Z(O)\/_ 2 , todel t">0, kai 20N > ! )
2Oy —z(1) Inv’ Z(OWV —z(1)  Invv
Ypatinguoju atveju, kai 7\.1=)\.2=\/; , funkcija z(t) :|:Z(0)+t[%— (O)H v2 nevaizduoja

2 2

C g . . . c+ . * * *
periodiniy svyravimy ir, kai V:%, t.y. kai v=2—-c£24l-c=1+s" +24s :(li\/s ) s
mes, didindami v, gauname du pereinamuosius ta§kus: nuo neperiodinio z(t) kitimo prie periodiniy

2
svyravimy (kai v=1+s"-2+4s* = (1—\/5*) ) ir nuo periodiniy svyravimy prie neperiodinio kitimo

2

AY —AC AY —cAY
kai v=1+s" +2+s" :(1+\/s*) Jkur 8™ = = =1-c¢).
( AY AY )

Kai investicijy koeficientas v kinta intervale 1+s* —2vs™ <v<I+s" +2+/s” , tai (c+v)*—4v<0.
Tuomet A;#A, ir “abu tie dydZziai yra kompleksiniai skaiciai:

2 2 . 4v—(c+v)?
Ay = C;V—j@v_(zc”) =\/(C;Vj +4V—(:+v)2 L P

“larcte i _c+ V 4v — (c + V)2 jarctg Lz‘l )
=4V-e (C+V \/; e__](P ;\‘ 2 2 :‘/;'e (C+V) :\/;'ejlp_

Istate A, ir A, reikSmes i koeficienty A; ir A, apskaiciavimo formules, gausime, kad
Al = z(0) i (c+v)-z(0)—-2z(1) J22 (0)v—2(0)-z(1)-(c+v)+2z> (1) iV
L= _ - .
2 244v—(c+v) 4v—(c+v)’
A 20 Y (c+v)-2(0)-2z(1) _ \/22 (0)v—2(0)-z(1)- (c+ V) + 2> (1)
, = =

2 24/4v—(c+v)? 4v—(c+v)
2(0)-y/4v—(c+v)*

atsizvelgiant { tai, kad cosy = ir
2422 (0) v—2(0) - z(1) - (c+ v) + 22 (1)
(c+v)-2(0) = 22(1)
2-\/22(0)V—Z(O)-z(1)~(c+v)+22(1) '
Istate A;, Ay, Aj, A, reikSmes i formule z(t)=A,A| +A,\,, gauname, jog z(t) vaizduoja
z7(0)v—-2(0)-z(1)-(c+Vv)+z (1)
4v— (c + v)

e kur y reik§mé nustatoma,

siny =

t
periodinius svyravimus z(t) = \/ (e_j("’”“’) +elotw) ):

D SOV =2(0)-2()-(c+ V) +27 (1) -V cos((pt+\|/) kur ¢ = arctg
av—(c+v) (c+v)?
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I8 i8vesty formuliy iSplaukia, jog tuo atveju, kai akseleracijos faktorius v tenkina nelygybes

1+s" —24s" <v<1+s"+24s" , procesas z(t) yra periodiniai svyravimai, kuriy ciklinis daZnis yra

4v . . 2n 2n
o= @ = arctg —1, o svyravimy periodas T = — =
2
(c + v) o arctg 4v

(c+v)

Kai 1+s” —Zx/s_* <v<l1, tai svyravimy amplitudé mazéja ir lim z(t) =0 . Tas amplitudés
t—o0

mazejimas vyksta tuo léciau, kuo v arciau 1.
Kai investicijy koeficientas v tampa lygus 1, svyravimy amplitudé tampa pastovi ir lygi

A:2\/22(0)—z(0)~z(1)-(c+1)+22(1) ) 22(0)-2(0)-z(1)- (2 -s*)+z> (1)
3-2c-c? s*(4-s")

—2c—c? Vs (4-s"
daznis tampa lygus ® = ¢ = arctg Lz—l = arctg 32;20 =arctg(—*).
(c+1) (c+1) 2-s

Kai v tenkina nelygybes 1<v<1+s"+2+4s” , tai z(t) yra periodiniai svyravimai su
2

, 0 svyravimy ciklinis

didéjancia amplitude, kuri didéja tuo grei¢iau, kuo v aréiau dydzio 1+s” +2x/s_* :(1+\/s_* j
Didéjant v, kartu didéja ir svyravimy periodo ilgis T, nes mazéja svyravimy ciklinis daznis

o = ¢ = arct; L—l
IR P

2
. [ . . o o 4
Kai v tampa lygus v,= (1+ s j , tai svyravimy ciklinis daznis © = ¢ = arctg A

(c+v)
4(1 +x/s_*)

——— 5l =arctgd=0, o periodas T — be galo dideliu dydziu. Gauname

4(1+\/s_*)

2

tampa lygus arctg

z(1) T/ (O WA 1
0), taske t'= - =
AP #A0), taske z(0)4/v, —z(1) In4/v,

aperiodini procesa, kurio modulis |z(t)|, kai

z(O)(l+\/s_*) |
i Z(O)(1+\/s_*)—z(l)_ln(l+\/s_*)

2
didéjant t. Tai reiskia, jog tuo atveju, kai v=v,= (1 +vs” ) ir t>t', didéjant t, funkcijos Y(t) reik§mé

pasiekia ekstremuma, o po to, kai t>t", |z(t)| monotoniskai didéja,

. . . . v . *
tolsta nuo pusiausvyrinés reikSmés Y .

2
Kai v tenkina nelygybes OSV<(1—\/S_* ) , tai (c+tv)’=4v>0, ir todél parametrai

c+v—\l(c+v)2—4v ) c+v+\l(c+v)2—4v _ _ .
A= 5 ir A, = 2 yra realiis nelygts skaiciai.

1 1 1
Kai v=0, tai 2,20, Ao=c, A=z(0)- 22 ae 2D i 2= 2D etsp1ye =50t
C c c
Kadangi 0<c<l, tai |z(t)| yra monotoniskai (eksponentiskai) mazéjanti funkcija, artéjanti prie 0,

kai t—o0.

2
Kai 0<V<(1—\/S_*j Jtai c+v>q(c+v)T —4v >0 ir 1>2,>0.

[rodysime, kad Siuo atveju A,<l1, kai c<1, ir A,=1, kai c=1:
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2 2
1) kai O<v< (l—\/s_* ) , kur s"=1-¢>0, tai v= (l—\/s_* ) —h=2—2\/s_* —c—h, kur h>0; 2) ct+v=

2
2 (h +2ys” ) . 3) (ctv)y—dv=h>tdhys” :(h +2vst j 45", 4) J(c+v) —4v <h+2y5", kai

7 2—(h+2\/s—*)
0<c<l, ir J(c+v)P—4v=h+2Vs", kai c=I; 5) hp= (°2+V) A . +
2 2
\/(h+2\/s_) —4s h+2x/s_* \/(h+2\/s_) —4s
+ =1- 3 +

2 - 2
Atvejis c=1 nerealus, nes visos nacionalinés pajamos negali buti skirtos vien tik vartojimui:
1.14.12.2.1. skyrelyje, kur buvo jvestas koeficientas c, charakterizuojantis polinkj vartojimui, specialiai
buvo nurodyta, jog 0<c<l. Todél belicka atvejis 0<A;<A,<l, i§ kur iSplaukia, jog atveju 0<v<
:|kzz(0)—z(1) AL z(1) - z(0)x, At| yra
| by -y A, =y

maZéjanti funkcija, artéjanti prie 0, didéjant ¢, t. y. lim z(t)=0.
t—o0

; 6) Mp<1, kai c<1 ir Ap=1, kai c=1.

2
< (1 Vst ) funkeijos z(t) modulis [z(t) = ‘A]x{ + Azx;‘

2
Kai koeficientas v tampa lygus v;= (1 —\/s_* ) , tai A, tampa lygus A, = c;v _
z(0) ! =0 (1 } JS_j 1 0
Tagke t" = kai  z(0)#

_z(O)—%_ln\/q:z(O)(l—\/s_*)—z(l)_ln(l—\/s_*j’ N

funkcijos z(t) modulis |z(t)] pasiekia maksimuma, o po to, kai t>t', didéjant t, tas modulis
monotoniskai mazéja, artédamas prie 0. Taigi, ir Siuo atveju lim z(t) =0.
t—o0

2
Kai v tampa didesnis uz (1 —vs” j , bet mazesnis uz 1, tai pereinant | intervala
2
(1 —vs” j <v<1, prasideda gestantys svyravimai, kuriuos mes jau iSnagrinéjome. Intervale, kuriame
2
v tenkina nelygybg (l—\/s*) <v<] tebegalioja teiginys, jog lim z(t)=0. Taigi, visais atvejais, kai
t—o0

v<I, lim z(t) =0, ir todél Y(t) konverguojai Y* = IL = %, t. y. nusistovi pusiausvyriné biisena.
t—0 —C s

Kai v=1, tai z(t), kaip jau buvo gauta anksCiau, yra periodiniai svyravimai su pastovia

amplitude. Tuomet Y(t) pastoviai svyruos lygio Y* = % atzvilgiu su z(t) svyravimy pastovia amplitude
s

ir stabilus Y(t) lygis niekada nenusistoves.

—_ 2 *
Acp2 [0 = 20)F + 2(1)2(0)s
s"(4-s")
2
Kai 1<V<(1+\/S_* ) , tai z(t) svyravimai, kaip jau buvo irodyta anksciau, vyks su vis

didéjancia amplitude ir pastovus Y(t) lygis taip pat jau niekada nenusistovés. Krizés taps neiSvengiamos,
nes stipréjanciy svyravimy metu bus ne tik nacionaliniy pajamy pakilimai, bet ir labai dideli ju
smukimai. I§ viso to iSplaukia, jog, augant investicijy koeficientui v, valstybés ekonomika palikti
savieigai (be valstybinio reguliavimo) yra pavojinga ir todél neleistina.
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2
Kai v tapty lygus v2=(1+\/s_* j , tai z(t), kaip jau buvo apskaiCiuota, tapty aperiodiniu

20)( 145"
z() , momentu t = ( ) !

v Z(O)(1+\/s_*j—z(l)_ln(l+\/s_*j

funkcijos z(t) modulis |z(t)| pasiekty ekstremuma, o po to monotoniskai ir neribotai didéty.

procesu, kuriam biity budinga, kad, kai z(0) =

2
Mums belieka iSnagrinéti atvejj, kai v > (1+ \/s_* j . Tam atvejui bidinga, jog (c+v)*—4v>0

ir parametrai A, ir A, vél tampa realiais teigiamais nelygiais skaiciais L, >A; > 0.

2
c+v— (C2+V) —4V2

2
1y V=(l+\/s_*] th, kur b0, 2)  crv=2+hi2ysT; 3) yerv)?—dv =
= \/(h+2\/s_*)2 —4s" < h+2\/s_*; 4) todél A>1, nes C+V—\/(C+V)2 —4v 22, o tuo labiau A,>1, nes

A>A1. To pakanka, kad funkcija A, bity neribotai didéjanti funkcija.

Nesunku jsitikinti, jog $iuo atveju A, > A, = 1:

t
A
Tuomet funkcijos z(t) = A A} +A,A5 =45 A, + Al(k_lj modulis |z(t)| biity neribotai
2

t
A
didéjanti funkcija, asimptotiSkai artéjanti prie |A2|7J2, nes, did¢jant t, dydis AI(X_IJ artéty prie 0,
2

A
kadangi 0<A,<A, ir —- <1. Funkcijos z(t) Zzenklas, esant pakankamai dideléms t reikiméms, sutapty su
2

2
_z0=zO)M _ 22(1)_2(0)(C+V_ (c+v) —4vj

o= 24/(c+v)* —4v

reikéméf ir nuo pradiniy salygy Y(0) ir Y(1). Esant stipriam ekonominiam pakilimui, kai Y(1)>Y(0) ir
Y(1)>Y , koeficiento A, reikSmé gali biti teigiama, ir tuomet stipri akseleracija ves prie tolydaus
ekonominio augimo — nacionaliniy pajamy Y(t) tolydaus didéjimo.

IS viso §io nagrinéjimo, kuris galéty buti dar vienu sisteminés analizés
pavyzdziu makroekonomikoje, analogisku tam, kuris 1.11.10. skyrelyje iliustravo,
kaip sisteminé analizé gali biiti taikoma elektrotechnikoje bei radioelektronikoje,
galima padaryti kelias iSvadas, naudingas ir sistemotyrai ir makroekonomikos mokslui.

Pirmoji i§vada —,,sistemotyrine®: ir elektrotechnikoje bei radioelektronikoje,
ir ekonomikoje gali buti taikomi gana panaSiis matematinés sisteminés analizés
metodai, nes procesai, vykstantys Siose, atrodo, visi§kai skirtingose srityse, yra
tam tikra prasme izomorfiski, apraSomi izomorfiSkais matematiniais modeliais.
Todél jmanomas ne tik matematinis imitacinis ekonominiy reiSkiniy
modeliavimas, bet ir analoginis fizinis jy modeliavimas, kuriant elektrotechninius
(radiotechninius) ekonominiy reiSkiniy modelius.

Antroji i§vada — ,,makroekonominé*: kol akseleracijos faktorius v yra mazesnis

5 zenklu, kuris priklauso nuo koeficiento v

2
uz (1 - \/s_ ) = (1 —/1- c)z, kur ¢ — vartojimo koeficientas, nacionaliniy pajamy lygis
Y(t) ir be papildomo reguliavimo savaime pasiekia stabilia pusiausvyring biisena,

kuriai biuidingos nacionalinés pajamos Y :1—; kai akseleracijos faktorius v
—c

bedidédamas patenka { intervala (1 - \/s_* )2 <v <1, tai ekonominiai procesai pasiekia
pusiausvyring biisena banguodami, todé¢l ir ¢ia dar galima apsieiti be papildomo
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ekonominio reguliavimo; taciau, kai v perZengia vieneto riba, pusiausvyriné biisena
jau nebenusistovi ir ¢ia papildomas ekonominis reguliavimas, paremtas
ekonominiais paskaifiavimais ir ekonominiy procesy modeliavimu, tampa
biitinas, jei norime iSvengti nepageidautiny ekonominiy kriziy ir turéti normaly
ekonominj augimg. Norint turéti pakankamai pilng uZimtumg (ar uZimtuma,
pakankamai artimg pilnam), valstybinis reguliavimas reikalingas visada.

IS ¢ia ka tik iSnagrinéto biznio cikly modelio, pasitilyto, kaip jau buvo minéta,
Samuelsono ir Hikso, galima gauti ir Siek tiek sudétingesni biznio cikly modelj, jvedus
1 jo sudét] sudedamaja dali G(t), vaizduojancia valstybinj vartojimg. Tuomet lygti
Y (t)=C(t)+I(t) tekty papildyti, ir gautume, jog Y (t)=C(t)+I(t)+G(t).

RySium su tuo pasikeisty ir dinaminé lygtis Y(t)=(c+v)Y(t—1)-vY(t—2)+b,
tapdama lygtimi Y(t)=(c+v)Y(t—1)-vY(t-2)+b+G(t), kur valstybinio vartojimo G(t)
kitimo apskaiiavimui galétume pasinaudoti formule G(t)=(1+r)G(t—1), kurioje
konstanta r yra lygi valstybinio vartojimo augimo tempui, nustatomam analizuojant
statistinius duomenis bei planuojant valstybés biudzeta.

Rekomenduodiau  skaitytojui  sudaryti  procesu  Y(t)=(c+v)Y(t—1)-vY(t-2)+b+G(t) ir
G(t)=(1+1r)G(t-1) imitacini modelj, kai Y(0)=50, Y(1)=55, ¢=0,75, b=20, v=0,8, G(0)=10, r=0,05, ir
isitikinti, kad Siuo atveju nacionaliniy pajamy augimo trajektorija yra kreivé pavaizduota 320 pav. Ar
imanoma apskaiciuoti §ia trajektorija analiziniais metodais, nesinaudojant imitaciniu modeliavimu?

320 pav.

Vidutinés trukmés konjunktiiriniai svyravimai, atsirandantys, kai investiciju koeficientas v
2 2
patenka 1 intervala (I—Vs*j ,(1+Vs*) , néra vieninteliai svyravimai, budingi ekonomikai.

Egzistuoja dar ir jau minétieji trumpalaikiai konjunktiiriniai svyravimai bei ilgalaikiai (periodas ~50
mety) konjunktiiros ciklai, vadinami Kondratjevo ilgyju bangy ciklais, cikliniai §imtameciy svyravimy
trendai, ir visiems gerai zinomi produkcijos, kurios gamybai biuidingas sezoniSkumas, pasiilos,
paklausos ir kainy sezoniniai svyravimai.

1.14.12.2.4 Tarpsakiniy rySiy analizé. Leontjevo modelis

Mikroanalizés ir makroanalizés sintezé¢ ivykdé ekonomikos moksle reforma,
kuria kartais vadina ,,Keinso revoliucija®“. Taciau, norint nors Siek tiek detaliau
i§siaiSkinti Siuolaikinés ekonomikos funkcionavimo ir jos raidos désningumus,
nepakanka 1.14.12.1.1.+1.14.12.2.3. skyrelivose iSdéstyty mikroekonomikos ir
makroekonomikos metody ir ju sintezés. Butina atsizvelgti dar ir { sudétingus
santykius tarp ekonomikos Saky, kurios, biidamos suriStos viena su kita daugybe
tiesioginiy ir griztamyju rySiy, veikia viena { kita ir kartu sudaro labai sudétinga
Siuolaiking atskiry valstybiy ir viso pasaulio ekonoming sistema.

TarpSakiniai rySiai ekonomikoje atsiranda todél, kad ekonomikos Sakos i (i=1,
2, ..., n, kur n — Saky skaicius), gamindamos savo produkcija, kurios kieki, iSreiksta
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savo) produkcija kiekiais X kaip gamybai reikalingus resursus ir gali tiekti savo
produkcija ne tik galutiniam vartojimui kiekiais F;, bet ir kitoms Sakoms j kiekiais Xj;
kaip tarpinio vartojimo produktg, tampanti ty Saky resursu.

Dél Siy aplinkybiy iSkyla atskiry ekonomikos Saky gaminamos produkcijos
kiekiy X; ir tiekiamy bei gaunamy produkcijos kiekiy Xj; bei Xj; subalansavimo
problemos, o taip pat pusiausvyriniy kainy, Kuriomis ta tarpinio vartojimo
produkcija turi buti tiekiama bei perkama, nustatymo problemos. Visy tokiy
problemy sprendimu uzsiima tarpSakiné ekonominé analizé (interindustry
analysis).

Siame skyrelyje susipazinsime su tarpSakinés ekonominés analizés metodu,
vadinamu I/O analize (input-output analysis) ir su to metodo taikymais, sprendziant
kai kuriuos tarpSakinés ekonominés analizés uzdavinius. [/O analizés metodo
pagrindus sukiiré i§ Rusijos kilgs JAV ekonomistas V.V.Leontjevas, 1973m. gavgs
Nobelio premija uz matricinés algebros pritaikyma tarpSakiniu ekonominiy rySiy
tyrimui. TarpSakiniy plany optimizavima nagrinésime 1.15.2.6. skyrelyje.

TarpSakinio balanso sudarymo uZdavinio matematinj modelj gamybai

(output) vaizduoja lygciy sistema X, = Zn:Xij +F,, i=1, 2, ..., n, kurioje X; — i-jo
j=1
produkto gamybos apimtis (output), Xjj — tjarpiné 1-jo produkto paklausa (suvartojimas)
j-jo produkto gamybai, F; — galutinis i-jo produkto suvartojimas.
[vesdami tiesioginiy sanaudy koeficientus a; = ﬁ, rodancius, kiek vienety
produkcijos 1 reikalinga produkcijos j vieneto pagaminijmui, Sia sistema galima

perrasyti | sistema X, = Zainj +F,, i=1, 2,..., n, iSreiSkiancia tarpSakinio balanso
j=1
salyga.
Sioje formoje tarpsakinio balanso sudarymo uzdavinio matematinis modelis
gamybai yra patogesnis, nes Sioje formoje spresti lygciy sistema, surandant tokias
produkcijos i (i=1, 2,..., n) gamybos apimtis Xj, kurios atitikty gaminio i galutinio

vartojimo poreikius F; ir tarpinio vartojimo poreikius » X
j=1
koeficientai a;; gali buti laikomi mums Zinomomis konstantomis, kai tuo tarpu tarpinio
vartojimo produkcijos apimtys Xj; yra nezinomieji, kuriy reikSmes, sprendZiant balanso
sudarymo uzdavinj, dar reikia surasti.
Taip yra todél, kad, kei¢iantis gamybos apimtims X, kei€iasi ir dydZiai Xj;, kai

Zymiai lengviau, kadangi

ij

X
tuo tarpu santykiai a, :X—lJ kurj laika, kol Zymiai nepasikei¢ia gamybos
j
technologija, iSlieka pastoviis ir gali baiti nustatyti apdorojant statistinius
duomenis apie gamyba ir tarpinj vartojima jvairiose iikio Sakose.
Nustacius koeficienty ajj reikSmes uz praéjusi perioda, jomis galima naudotis,
sudarant tarpSakinj balansa planuojamam periodui.

Toks uzdavinys matematine prasme yra jau gana paprastas, nes susiveda i

n
tiesiniy lygciy sistemas X, = Zainj +F;, 1=1, 2,..., n, su duotomis koeficienty a;; ir
j=1
galutinio vartojimo apim¢iy F; reikSmémis sprendima. Tokia sistema galima iSspresti
naudojantis tiesioginiais metodais (Gauso ir Zordano nuoseklaus nezinomyjy
eliminavimo metodu, Kramerio formulémis, atvirkstinés matricos metodu ir t. t.) bei
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netiesioginiais metodais (iteraciniais Jakobi ir Zeidelio metodais, Zingsninio
agregavimo metodu), lyg ir imituojanciais ekonomikos artéjimo prie pusiausvyrinés
biisenos procesus.

Minétuosius metodus galima taikyti ir tuomet, kai norima nustatyti, kaip
pasikeisty gamybos apimtys X; ivairiose Sakose, o taip pat ir tarpinio vartojimo
produkty paklausds apimtys Xjj, jei pasikeisty galutinio vartojimo apimtys, tapdamos
vietoj buvusiu dydziuy F; dydziais Fi+AF;.

LygCiy sistemg X, = jZ}ainj +F (i=1, 2,..., n) ir aukS¢iau iSvardintus jos
sprendimo metodus galima taikyti tarpSakinio balanso sudarymui ir tais atvejais, kai
vyksta planiniai gamybos technologijos pasikeitimai, leidziantys apskaiciuoti apytikres
biisimas naujas kai kuriy ar net visy koeficienty a;; reikSmes.

Sprendziant tarpSakinés ekonominés analizés uzdavinius (pavyzdziui,
pusiausvyrinius kainy nustatymo uZzdavinius), naudojamasi dar ir Kita tarpSakinio
balanso tiesiniy lygciy sistemos forma, kuri gaunama i$ balanso lyg€iy sistemos

sagnaudoms (input) X, = ZXij +V;, j=1, 2,..., n, vaizduojancios piniginéje
i=1
iSraiSkoje kiekvienos Sakos j (kiekvienos produkcijos j) gamybos pilnas sanaudas X,
susidedancias i§ tarpiniy sgnaudy inj ir pridétinés vertés V;, i kuria jeina
i=1

produkcijos j gamybai samdomuyjuy darbuotoju pajamos, verslininky, organizuojanc¢iy
tos produkcijos gamyba, pelnas, amortizaciniai atskai¢iavimai jrenginiy, patalpy ir pan.
susidévéjimui padengti, netiesioginio apmokestinimo suma ir t. t.

[statg | lygtis X = ZXij +V; vietoj Xj ju iSraiSkas Xj=a;;X;, gauname lygCiy

i=1

sistema X, = > a, X, +V,,j=1,2,...,n.
i=l1

laikysime, kad ne tik formulése X; = X, +V,, bet ir formulése X; = a, X, +F,

i=1 j=1
1=1,2,...,n, visi dydziai (X;, Xj, F;) 18reiksti piniginiais vienetais.

n
Naudodamiesi formule X, =ZXij +V;, j=1,2,...,n, apskaiCiuosime Sakos i
i=1

sanaudas X; = > X i tV,. Laikydami, kad subalansuotoje ekonomikoje pajamos ir
j=1

sanaudos turi biti lygios, kiekvienai Sakai 1 gausime lygybe ZXij +F =>X itV

j=1 j=1
Sumuodami abi tos lygybés puses, t.y. apskai¢iuodami visy Saky visos pagamintos

produkcijos vertés ir sanaudy sumas, gauname, jog » > X, +> F=>> X, +
iol g1 i1 iol jo1
+> V. Kadangi > > X, =>>X,, tai i§ &a iSplaukia, jog subalansuotoje
i=1

i=l j=1 i=1 j=1
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ekonomikoje turi biiti tenkinama lygybé D F, =) V,, t.y. bendroji galutinio

i=1 i=1
vartojimo suma ) F; turi buti lygi bendrajai visos pridétinés vertés sumai )V, .
i1 i=1
Sioje lygybéje kaupimas, importas ir eksportas jeina { galutinj vartojima (ziar. 111.
lentelg).
TarpSakinio balanso pavaizdavimui gana patogi yra lenteliné¢ forma (Zidr. jau
minétaja 111-ja lentelg), kurioje eilutés i vaizduoja Saky 1 (produkcijos i) gamyba

(output) X, = Z%‘X ; T F, o stulpeliai j — Saky j (produkcijos j gamybos) sanaudas
j=1

(input) X; =Y X, +V,.

i=1

Sioje lenteléje sumos iXi = Zn:[iXij +Fij ir in = i(iXU +Vj], kai
j=1

i=1 i=1 \_j=1 j=1 \Li=l

ekonomika yra subalansuota, turi sutapti. Turi sutaptiir )_F, su > V,.
i=1 il

TarpSakinio balanso sudarymo uzdavini galime suformuluoti ir naudodamiesi
matricinés algebros kalba, uzraSydami tiesiniy lygc€iy sistema X, = Zain i tF, =1,
j=1
2,..., n, kompaktiskoje matricinéje formoje X=AX+F, kur X ir F yra vektoriai —
stulpeliai, turintys po n eiluciy, o A — kvadratin¢ tiesioginiy sanaudy koeficienty
matrica nxn. Ji vadinama Leontjevo tiesiogine matrica.
111. lentelé
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gakos-pirkéjai. Gamybos Sakos (sektoriai) G?tlu.t.lms
Paklausos varojmas
.. Vartojimas,
sektoriai Kauni P .
aupimas, agamintos
investicijos, | produkcijos Sakose
eksportas, i apimtys
. 1 2 J n importas (output)
Sakos- (su “=
pardavéjai. zenklu)
Pasiiilos sektoriai ir t.t.
n
- 1 X1 Xi2 X Xin F; X, :lej+Fl
= j=1
B -
9]
%4 2 X2, X2 X Xon F, Xy = ZXZj +E
N =
wv
el
-
>g . n
2 1 Xi1 Xin Xij Xin F; X =) X;+E
) =1
>
g
s
(D n
n Xn,l Xn,z Xn,j Xn,n Fn Xn = Zan + Fn
j=1
Darbuotoju n
NOY PaJ amos, Z Fl
Y| verslininky =1
_Z pelnas,
£ | amortizaciniai Vi V, Vi Va
g atskaiGiavimai,
‘& | netiesioginis .
A apmokestinimas Zl: Vi
ir t.t. -
X,= X,= X.= X = n
Bendra sanaudy 1 1 "J "n E;X*
= . = . = . . 1=
apimtis Sakose j |~ ;X” * ;X‘z * ;X‘J - ;X“‘ - n
(input) +V, +V, +V; +V, JZ:;‘ %
ISskleide matricing lygti AX+F=X, gautume:
a,  ap ay; ap, X, F X,
ay Ay ay; as, X, E, X,
+
a; 4y aj; 4, X, F, X,
a, a, a, a,. | (X, F. X,

Spresdami $ig matricing lygti, gauname subalansuota tarpSakinj gamybos

plana — vektoriy — stulpelj X=(I-A)"'F, kur I — vienetiné kvadratiné nxn matrica, I-A —
matricy I ir A skirtumas — kvadratiné nxn matrica, (I-A)"' — pilny sanaudy

koeficienty kvadratiné nxn matrica, atvirkStiné (I-A) matricai.

Matrica B=(I-A)"' vadina Leontjevo atvirkStine matrica (arba Leontjevo
multiplikatoriumi, arba tiesiog — matriciniu multiplikatoriumi). Toks pavadinimas
Siai matricai suteiktas todél, kad jos vaidmuo ir savybés yra Siek tiek analogiskos

Keinso multiplikatoriaus e vaidmeniui ir savybéms.

—C

NP : 1 . ) _
Pavyzdziui, kai c<I, tai 1+c+cz+c3+...:1— ir todél (1—c) '=l+c+c*+c+....
—-c

Nesunku jrodyti, jog analogiskai galime gauti, kad (I-A) '=[+A+A>+A+. ...
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Todél X=(I-A)'F=(I+A+A’+A’+...)F, i§ kur iSplaukia, jog matricine lygtj
X=AX+F galima spresti ne tik atvirksStinés matricos, bet ir iteraciniais metodais,
lyg ir imituojanciais ekonominés sistemos artéjima prie pusiausvyrinés biisenos,
atitinkancios tarpSakinj balansa.

Atrodyty, kad tiesioginiai metodai yra pranasesni uz netiesioginius, nes pirmieji
leidzia gauti tiksly lyg€iy sistemos sprendinj iSkart, o antrieji veda prie jo per
iteracinius ciklus, kuriy gali buti gana daug, jei, pavyzdziui, pradiné situacija, nuo
kurios pradedamos iteracijos, dar gana toli nuo pusiausvyrinés biisenos. Taciau
tarpSakiniy balansy sudarymo praktikoje iteraciniais metodais naudojamasi gana
daZnai, ypatingai tais atvejais, kai tarpSakini gamybos plana tenka perskaiCiuoti
rySium su kai kuriais (palyginti nedideliais) pokyciais vartojime ar gamyboje. Tuomet
labiau apsimoka atlikti keleta ar keliolika iteraciniy cikly, kuriuose naudojamasi
paprastais standartiniais besikartojanciais skaiiavimais, negu spresti lygciu sistema,
turin¢ia daugybe nezinomyju, naudojantis tiesioginiais metodais, reikalaujanciais gana
gremézdiSky skai¢iavimy. Tiesa, jei koeficientai aj; nesikeiCia, o keiciasi tik vartojimas
F;, tai nauja subalansuota tarpSakini gamybos plana galima rasti iSkart, naudojantis ta
padia, jau anks¢iau paskaiGiuota, atvirkstine matrica (I-A)™" ir jau minétaja formule
X=(I-A)"'F. Ta&iau net vienkartiné kelis kartus naudojamos atvirkStinés matricos
elementy apskaiciavimo procediira yra gana gremézdiska, o ir matricy daugyba, nors ir
yra standarting, bet vis dél to yra Siek tiek sudétingesné operacija negu paprasty skaiciy
daugyba.

Naudojantis paprasta iteracija (taip vadinamuoju Jakobi metodu), kintamyju

X; reiksmés X**V naujojoje (k+1-joje) iteracijoje apskai¢iuojamos, naudojantis
senomis ju reik§mémis ir formule X**" =Zain§k) +F, . Kai iteracinis procesas
j=1

konverguoja, tai skirtumai AX*" = X - X% mazéja, artédami prie 0, ir galy gale
pasiekiama situacija, kai ka“) = Xi(k) visiems nezinomiesiems Xj, kur i=1, 2,..., n. Jei
pradinés kintamuju X; reikimés X” néra duotos (Zinomos), tai priimama, kad
X =F;, t.y. priimama, kad pradZioje gamyba gamina produkcija tik galutiniam
vartojimui. Iteracinio metodo taikymo metu kaip tik ir vyksta tarpinio (tarpsSakinio)
vartojimo formavimeosi imitavimas.

Iteracin procesa galima pagreitinti, naudojantis Zeidelio (kartais vadinamu
Gauso ir Zeidelio) metodu, kuriame, pereinant nuo k-sios prie k+1-sios iteracijos,

naudojamasi ne tik senomis (k-sios iteracijos), bet ir naujomis (ka tik gautomis k+1-
joje iteracijoje) kintamyjy X; reikSmémis, t. y. naudojamasi formulémis:

n
(k+1) _ (k) .
X —Zalej +F;
P
n
(k+1) _ (k+1) () .
X, =a,X) +ZaZJXj +F
=

n
(k+l) _ (k+1) (k+1) ) .
Xy U =a X, tayX, +Zastj +F
i
3 n
(k+l) _ (k+1) ) .
X =2 a, X+ 2 a, XY+,
= i

m-1 n
(k+1) _ (k+1) (k) .
XE =Ya X+ a XY +F, ;
=

j=m
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Kartais naudojamasi dar ir Zingsninio agregavimo metodu, jungianciu
mikrobalansa su makrobalansu ir to rySio déka ivedanciu i mikrobalanso lygti

XD =%"a; X +F  specialy  daugiklj z®Y  (vadinama  makrobalanso
i1

multiplikatoriumi), pagreitinanti iteracinio proceso konvergavima.

n
Tuomet mikrobalanso lygtimi tampa formule X{*" =z%"%a, X! +F,, kur
=1

i=1,2,...,n.
Makrobalanso multiplikatoriaus Z®Y reik§mé surandama i3 lygybés
X K+ ' . n
VAR = makrobalanso lygties X*=aX*4+F, kur x® =)'x®,

i=1

n

n
i=1 =1
x (k+D) :ngkﬂ) F =ZF1 , a0 = i

i=1 i=1 Z X.(k)
i

i=l
Makrobalanso lygtyje pakeite X**" sandauga Z**"VX®, gauname z**VxX®=
=a®z®8DX®OLE s kur i¥plaukia, jog makrobalanso multiplikatoriy Z*™" galima

n
: S
apskaiciuoti, naudojantis formule Z**" = 0 X, =— 1:111 - )
— a (k) (k)
DX =22 a;X;
i=1

i=l j=1

Apskai¢iave  Z*V)  naudodamiesi mikrobalanso lygtimis X =

n
=Z2*% a, X' +F,, surandame visus X{"" ir po to galime pradéti nauja iteracinj
=

cikla, skirta X{*"* apskai¢iavimui: apskai¢iuoti 7®? 0 po to — visus X r .t
Iteraciniy metody taikyma pailiustruosiu paprastu pavyzdziu, kai n=2, a;;=0,1, a,,=0,4, a,;=0,3,
322=0,2, F1=1, F2=13.
Jei taikytume koki nors tiesiogini metoda, tai tekty spresti lygciu  sistema

Xl :0,1X1+0,4X2 +1, L * *
ir iSkart gautume, kad X, =10, X, =20.

Taikydami paprastos iteracijos metoda, gautume: 1) Xfl) =a11X§O) +312X50) +F =a,F +
+a,F, +F =0,1.140,413+1=6,3, i§ kur AXV =X X =63-1=53; 2) XV =a, x?+
+a, XY +F, =0,3-140,2:13+13=15.9, i kur AX) =X - X =15,9-13=2.9.

Analogiskai apskaitiuotume X% =0,1.6,3+0,4-15,9+1=7,99; AX\®=7,99-63=1,69; X' =
=0,3-6,3+0,2:15,9+13=18,07; AX" =18,07-15,9=2,17 ir t. t.

Skai¢iavimy rezultatus patalpinsime | 112-ja lentele.

112. lentelé 113. lentelé 114. lentelé
X [ax® | x| axy X [ ax® | X [ ax Z® [ X0 fax® | XE | ax®
1 13 1 13 13

6,3 153 [159] 29
7,99 | 1,69 118,07| 2,17

6,3 | 5,3 [17,49(4,49
8,6312,33 119,09 1,60

2,41 [13,79(12,79]20,00{ 7,00
0,86 | 9,07 |-4,73]20,00] 0,00

Nf—=O] =

N[O =

N[O =
—_
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9,03 [ 1,04 [19,01] 0,94
9,51]0,48[19,51[0,50
9,751 0,25 19,75/ 0,24

3 9,50 0,87 [19,67] 0,58
4

5

6 19,880,12[19,88[ 0,12

7

8

9

9,8210,32119,88| 0,21
9,9310,12 119,96/ 0,08
9,98 0,04 |19,98] 0,03
9,99 10,02 119,99] 0,01
10,00] 0,01 ]20,00{ 0,00
10,00] 0,00 J20,00{ 0,00

1,04 [10,28] 1,21 [20,00] 0,00
0,99 9,92 [-0,36/20,00] 0,00
1,00 [10,02] 0,10 [20,00[ 0,00
1,00 [ 9,99 |-0,03[20,00 0,00
1,00 [10,00{ 0,01 [20,00] 0,00
1,00 [10,00[ 0,01 [20,00] 0,00

9,94 10,06 119,94{ 0,06
9,9710,0319,97] 0,03
9,98 10,02 119,96{ 0,02
109,99 (0,01 [19,98] 0,01
11 {10,00{ 0,00 [19,99] 0,01
12 {10,00{ 0,00 {20,00] 0,00
13 {10,00{ 0,00 {20,00] 0,00

[ec] ENT o)y RO, - (O8]

el el EN| Ro | LU, [N SN (U8

Taikydami tam paciam pavyzdziui Zeidelio metoda, gautume:
) XV=0,1-140,4-13+1=6,3; 2) X=0,36,3+02-13+13=17,49; 3) X!”=0,1.6,3+
+0,4-17,49+1~8,63; 4) X' ~0,3-8,63+0,2-17,49+13~19,09 ir t. t. (zidr. 113-ja lentelg). Kaip matome,

pusiausvyrinei biisenai pasiekti prireiké Siek tiek maziau iteraciju. Sis metodo pranasumas pries
paprastos iteracijos metoda didéja, didéjant n.

n

2H

i=1

n 0 n n 0 =
2X§ DI S8
p

i=1 j=I

Taikydami zingsninio agregavimo metoda, gautume: 1) zW =

_ 1+13 1470
(1+13)=(0,1-1+0,4-13+03-1+0,2:13) 14-82 29

=7—0(o,1-1+0,4-13)+1=7—0~5,3+1=ﬂz13,79; 3 xP =7—0(0,3-1+0,2~13)+13=B-2,9+
29 29 29 29 29

241; 2) XV =z0%a,X{"+F =
j=1

+13=20; 4) z® = 14 -2 C086: 5) X2 =

@—1-20 - 0,1~@+0,4-20+0,3-@+0,2~20
29 29 29

=&(o,1-ﬂ+o,4.20)+1=§z9,o7; 6 XY =@(0,3-ﬂ+0,2-zo]+13=@+13=
236 29 59 236 29 236
=7+13=20 ir t.t. (zitr. 114-ja lentelg). Kaip nesunku pastebéti, iteraciju skaicius vél Siek tiek
sumazéjo. Esant didesnéms n reik§méms, agregavimo metodo idéja galima sujungti su Zeidelio metodo
idéja ir tokiu biidu dar padidinti konvergavimo greiti.

Paprastos iteracijos ir Zeidelio algoritmai konverguoja visada, jei tik
koeficienty a; matrica A yra produktyvi, t.y. visi koeficientai a; tenkina
neneigiamumo salyga a;=0 ir egzistuoja nors vienas toks vektorius X=(Xi, X»,..., X'
(¢ia T — transformacijos Zenklas, reiSkiantis, kad vektorius X=(X;, Xo,..., Xn)T yra
vektorius — stulpelis), kuris tenkinty salyga X>AX, t. y. salyga (I-A)X>0.

Matricos A, su kuriomis tenka turéti reikalo, sprendziant realius tarpSakinés
ekonominés analizés uzdavinius, visada produktyvios, nes tiesioginiy sanaudy
koeficientai ajj praktikoje niekada nebiina neigiami,o salyga (I-A)X>0 sutampa su
salyga, kad lygtis X=AX+F turi sprendinj X=(I-A)'F nors vienai teigiamai vartojimo
vektoriaus F=(F;, F»,..., F,) reikSmei. Matematiskai §i salyga reiskia, kad matricai
(I-A) turi egzistuoti atvirkStiné matrica (I-A) ", kitaip tariant, matricos (I-A)
determinantas neturi biiti lygus 0, o ekonomiskai §i salyga reikalauja, kad kiekviena
ekonomikos Saka i privalo sugebéti pagaminti koki nors baigtini kieki produkcijos
X;>0. Todél ir §i salyga praktiSkai visada yra tenkinama.

Zingsninio agregavimo metodas praktikoje taikomas tada, kada sudaromi
tarpSakiniai balansai kokiam nors vienam produktui arba produktuy grupei, kuriuos
,»f1ziSkai*“ galima agreguoti.
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Realioje ekonomikoje jvairiy produkty rasiy yra gana daug, todél, sudarant
tarpSakinius subalansuotus gamybos planus, tenka dirbti su gana dideliais masyvais
koeficienty, konstanty ir kintamyjy. Sudaryti specialiis programy paketai, kuriais
naudojantis tampa jmanomas gana detalus tarpSakinés gamybos planavimas.

Sudarydami tarpSakinius gamybos planus, mes sudarin¢jome ir nagrin¢jome
lyg¢iu sistema, kuri apraSo 111-osios lentelés eilutes. Nagrinédami lygCiy sistema,
apraSancia 111-sios lentelés stulpelius, mes galime ieskoti produkcijos pusiausvyriniy
kainy P ekonominéje sistemoje, kurioje gaminama ir vartojama daug {vairiy
produkcijos riisiy i=1, 2,...,n

Kaip jau buvome gave anksciau, kiekvienam 111-sios lentelés stulpeliui j

galioja lygybé X =% X +V,, kur X} — resurso i (produkcijos i) kiekio, reikalingo
i=1

produkcijos j kiekio X; pagaminimui, verté, o X — produkcijos j kiekio X; verte.

Pazymésime produkcijos 1 kaing Zymeniu P;. Tuomet produkcijos j kiekis X;
kainuos PiX;, produkcijos 1 kiekis Xi kainuos PiX;;. Tuo atveju kai pridétiné Verté Vi

sanaudy balanso lygti P,X; = ZPiXij +V,.

Kadangi Xj=a;X;, tai i§ Sios balanso lygties, kai X#0, gauname: 1) P X

><1|<
!

iij iij ijri

v
:ZPaX +V,; 2) Pj:ZPa +X—; 3) P = Za P+v,, kur v, =
1= 1= _|
produkcijos j vieneto pridétiné verté.
Kadangi 1 ir j — produkcijos identifikatoriai (numeriai), zymintys ta pacia tvarka
ta produkcija atitinkancias eilutes ir stulpelius, tai indeksus i ir j galima sukeisti

+v, gauname formulg P, =) a P +v,

vietomis. Tuomet i§ formuleés P; = Za1J ’ iP;

i=1 j=1
kur i=1, 2,..., n. Si formulé vaizduoja lygtis, kurias turi tenkinti pusiausvyrinés kainos
P’ . Sia lygéiy sistema vadina pusiausvyriniy kainy modeliu.

Si modelj daznai vaizduoja matricinéje formoje P=A"P+v, kurioje P=(Py, P,,...,
P,)" produkcijos kainy vektorius — stulpelis, v=(vi, Va,..., vs)" — produkcijos vienety
pridétinés vertés vektorius — stulpelis, A" — matrica, kuri gaunama transponuojant
(sukeiciant vietomis stulpelius ir eilutes) tiesioginiy sanaudy a;; matrica A.

Spresdami matricing lygtj P-A"P=v, gauname P = (I —~A" )_l V= [(I - A)f1 ]r v

Pusiausvyriniy gamybos apim¢iy modelis X=AX+F ir pusiausvyriniy
kainy modelis P=A"P+v yra dualiis. Siais modeliais galima naudotis ne tik
pusiausvyriniy gamybos apim¢iy X" ir pusiausvyriniy kainy P apskaitiavimui,
bet ir apskaifiuojant gamybos apimciy bei kainy prieauglius AX=(AX,, AXo,...,
AX.)" it AP=(AP;, AP,,..., AP,), atsirandan¢ius dél vartojimo ar pridétinés vertés
prieaugliy AF=(AF, AF,,..., AF,)" ir Av=(Avi, Av,..., Avy)": AX=(I-A)'AF=BAF,
kur B — Leontjevo atvirkstiné matrica; AP=[(I-A)']"Av=B'Av, kur B" — matricinis
kainy multiplikatorius — Leontjevo atvirkS§tinés matricos transpozicija.

D¢l ka tik minétojo dualumo, o taip pat todél, kad tie patys statistiniai
duomenys gali biiti panaudoti ivairiuose ekonominiuose skai¢iavimuose, tarpSakine
ekonomine¢ analiz¢ tikslinga daryti kompleksine, panaudojant ekonoming
informacija ir skaiCiavimy rezultatus ne tik tam, kad biity gautas atsakymas i kurj nors
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viena mus dominanti klausima (pavyzdziui, i klausima, kokios turi buti gamybos
vairiose Sakose bei tarpSakiniy pristatymuy pusiausvyrinés apimtys, arba i klausima,
kokios turi biiti produkcijos pusiausvyrinés kainos), bet ir tam, kad tuo paciu metu,
remiantis tais paciais duomenimis ir pasinaudojant jau jvykdyty skaiiavimy
rezultatais, biity gauti atsakymai ir i eile kity klausimy, kurie galéty dominti
verslininkus, valstybés valdymo tarnybas, ekonomikos moksly atstovus.

Realioje tarpSakingje kompleksinéje analizéje tarpSakiniy balansy lentelés gali
turéti po kelias deSimtis ar net Simtus eiluciy ir stulpeliy, atitinkanc¢iy ne tik jvairias
tkio Sakas bei svarbiausias produkcijos riisis, bet ir galutinio vartojimo bei pridétinés
vertés sudétines dalis, iSskiriancias atskiromis eilutémis samdomy darbuotojy pajamas,
verslininky pelna, amortizacinius atskaitymus, subsidijas, netiesioginius mokescius ir
t. t. bei atskirais stulpeliais — asmeninj ir valstybini vartojima, vidines investicijas,
atsargy pokycius, eksporta, importa ir t. t.

RySium su tuo realioje kompleksinéje tarpSakingje ekonominéje analizéje
neretai detalizuojami ir tarpSakinio balanso lenteliy eiluciy ir stulpeliy matematiniai
modeliai. Pavyzdziui, miisy jau nagrinétasis matricinis modelis X=AX+F pakeiCiamas
sudétingesniu  modeliu X=AX+FP+FE_MAX+F®), kuriame F® — vidinis
produkto i suvartojimas (vidiné produkto i paklausa) — vektoriaus F®=(F®,
F® ..., F™)" viena i§ komponenéiy, F* — produkto i eksportas — vektoriaus
FO=(E®, FP ..., F™)' viena i§ komponentiy, M — importo matrica

m, 0 0 .., O

0,0 m,, 0, .., O , , ) ) .
, kurios elementai m; — importo Kkoeficientai — yra

0,0 0, 0, .., m
apskaiciuojami, dalinant produkto i importo apimti M; i$ to produkto pilno vidinio

2 o M, . .
suvartojimo Y X, +F" , t y. naudojantis formule m, =————— Gali bati

n
j=1 (D)
E Xij +F

=

n

detalizuojamos ir lygtys X, => X, +V,.
j=1

Spresdami matricing lygti X=AX+FO+FE-M(AX+F®)), gauname lygybe
[I-(I-M)A]X=(I-M)FP+F®, i3 kurios i§plaukia, jog matricinés lygties sprendinys —
pusiausvyrinj tarpSakini balansa vaizduojantis vektorius — stulpelis X=(X,, X,..., Xu)"
— yra lygus X=[I-(I-M)A] '[(I-M)F®+F®]. Zinodami pusiausvyrines produkcijos j
apimtis Xj ir matricos A elementus a;;, galime nustatyti pusiausvyrines Xj; reikSmes,
rodancias, kiek savo pagamintos produkcijos Saka i turi skirti Sakos j tarpiniam
vartojimui, t. y. sudaryti pilng tarpSakinj gamybos balansg.

Kompleksinés tarpSakinés ekonominés analizés kompiuterinés programos
sudaromos taip, kad, naudojantis ty programy meniu, buty galima sudaryti ne tik
tarpSakini gamybos apimCiy X; balansa bei nustatyti produkcijos pusiausvyrines
kainas, bet ir apskai¢iuoti tuos pokycius, kurie atsiranda bei gali atsirasti tarpSakinéje
ekonomikoje, keiCiantis vartojimo paklausai, eksportui, importui, produkcijos
kainoms, pridétinés vertés sudétinéms dalims (darbo uzmokesciui, mokesciams,
paliikany normoms, subsidijoms ir t. t.).

Su tokios tarpSakinés kompleksinés makroekonominés analizés konkreciu
pavyzdziu skaitytojas gali susipazinti knygoje [48], kurios 189-215 p.p. aprasSytas
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Japonijos ekonomikos tarpSakinés analizés matematinis modelis, pateikta kompiuteriné
programa ir tos programos darbo rezultaty fragmentai — gana daug {jvairiy
masinogramy.

Gana daznai kompleksinés tarpSakinés analizés programos leidzia apskaiciuoti
jautrumo ivairiems poveikiams koeficientus, rodancius, kaip pasikeisty ekonominés
sistemos modelio kintamyju reik§més, pasikeitus kai kuriy to modelio parametry bei
kai kuriy kity kintamyjuy reikSméms. Kaip apskaiciuojamos jautrumo koeficienty
reikSmeés, skaitytojas bus supazindintas 1.15. skyriuje. Tokiy koeficienty reikSmiy
zinojimas leidZia gana lengvai ir greitai ivertinti ty ar kity poky¢iuy ekonomikoje
galimas pasekmes, kas gana svarbu, priimant tuos ar kitus valdymo sprendimus.

I kompleksini tarpSakini ekonominés analizés modeli gali biti ivestos ir
gamybinés funkcijos, turinios deSimtis ir daugiau argumenty (pavyzdziui, Xi=

[Xu X Xy Xy

=min| —, —, ..., —, ..., J,jzl, 2,..., n), o taip pat ir vartojimo funkcijos. Gali

J

dij 8y aj ni

buti atsizvelgta i ekonominio augimo proceso cikliSkuma, | pereinamuosius procesus
ekonomikoje ir pan., o taip pat i valstybinio reguliavimo galimybes.

Gaila, kad Lietuvos Vyriausybé 1991 m., kaip jau minéjau’, atsisaké Vilniaus
universiteto matematiky ir LMS skyriaus ,,Taurus® mokslininky sitilomy paslaugy
ekonomikos modeliavimo ir jo rezultaty analizés srityje, galéjusiy padéti Vyriausybei
vykdyti labiau subalansuota ekonoming politika ir iSvengti eilés klaidy, atvedusiu
Lietuvos ekonomika i tokia sunkia bukle, kokioje ji atsidiré XXI a. pradzioje.

Baigdamas §ia trumpa makroekonominiy modeliy apzvalga, parekomenduociau
skaitytojui, noriniam turéti ne tik bendra supratima apie matemating
makroekonomika, bet ir sugebéti kvalifikuotai nagrinéti sudétingus ekonominius
reiSkinius bei naudotis tokiais sudétingais ekonominiais modeliais kaip Pasaulio banko
modelis RMSM-X ar dinaminis Lietuvos ekonomikos modelis, su kuriais teks
susidurti studijuojant antraja sistemotyros kurso dali ir savarankiskai kuriant
ekonominius modelius, rimtai iSstudijuoti knygas [48, 176, 177, 178, 179, 180, 181]
bei susipazinti su automatizuotomis imitacinio modeliavimo sistemomis (tokiomis kaip
Powersim, GPSS ir pan.).

Kuriant ekonominius modelius bitinai prireiks ziniy ir i§ tokio mokslo kaip
ekonometrika, prie kurio metody bei modeliy apzvalgos dabar ir pereisime.

1.14.12.3. Ekonometriniai modeliai

1.14.12.1. ir 1.14.12.2. skyreliuose, sudarinédami ivairius mikroekonominius ir
makroekonominius modelius, mes gana daznai vartojome jvairius koeficientus bei
laipsniy rodiklius (pavyzdziui, gamybinése funkcijose, tiesioginiy sanaudy matricoje ir
pan.), pazymédami, kad konkreCios ty koeficienty bei laipsniy rodikliy reikSmés yra
nustatomos, apdorojant statisting informacija ekonometrikos metodais. Siame
skyrelyje kaip tik ir kalbésime apie tuos metodus bei ju taikymo ypatumus ir apie
ekonometrika apskritai.

Ekonometrikos termina 1926 m. ivedé¢ norvegu ekonomistas ir statistikas
P. FriSas. Pazodziui tas terminas galéty biiti iSverstas kaip ,,matavimai ekonomikoje* ir
pacia placigja savo prasme kaip tik ir reiSkia moksla apie jvairiy ekonominiy rodikliy
matavima bei vertinima, o taip pat apie ty matavimy rezultaty matematini apdorojima

* zitir. 1.14.12.2.1. skyrelj.
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ir taikyma, sudarant matematinius modelius, aprasancius jvairius ekonominius
reiSkinius. Taciau taip placiai ekonometrika traktuojama gana retai.

Daug dazniau zodis ,,ekonometrika® vartojamas Zymiai siauresne prasme,
reiSkian¢ia matematinés statistikos ir tikimybiy teorijos aparato taikyma,
nustatant rySiy tarp jvairiy ekonominiy rodikliy matematines iSraiSkas bei
statistiSkai vertinant ekonominiy reiSkiniy matematiniy modeliy parametry
nezinomas reik§mes, kuriy kitais buidais nustatyti nepavyksta.

Ekonometrika — dar gana jaunas mokslas, todé¢l jo traktuoté, laikui bégant,
keitési ir dar gali Siek tiek keistis ateityje. Dabartiniu metu, kalbant apie ekonometrika,
galima laikytis jos apibrézimo, sudaryto, apibendrinant daugumos specialisty,
dirbanciy ekonometrikos srityje, nuomong, ir pateikto gana fundamentalioje knygoje
[182], skirtoje taikomajai statistikai ir ekonometrikos pagrindams. Toje knygoje
ekonometrika apibréziama kaip savarankiSka moksliné disciplina, kuri, remdamasi
ekonomikos teorija (tame tarpe ir matematine ekonomika), socialine ir ekonomine
statistika bei juy teikiamais statistiniais duomenimis kaip informacine
ekonometrikos baze, o taip pat matematinés statistikos aparatu kaip pagrindiniu
matematiniu ekonometrikos instrumentu, jungia savyje tokius teorinius rezultatus,
metodus ir modelius, kurie leidzia suteikti konkrecia iSraiSka tiems
désningumams, kurie iSplaukia iS ekonominés teorijos ir konkreciy ekonominiy
tyrimy.

IS Sio ekonometrikos apibrézimo iSplaukia, jog matematiné ekonomika, kuri
yra ne kas kita kaip matematikos kalba iSreikSta ekonomikos teorija, tampa
ekonometrika, kai matematinés ekonomikos formuliy simboliniai koeficientai,
naudojantis statistiniais duomenimis apie ekonominiy bei socialiniy rodikliy
faktines reikSmes ir matematinés statistikos metodais, pakei¢iami ty koeficienty
statistiniais jverciais, iSreikStais konkreciais skaiciais, jvertinant ir nurodant ty
iver¢iy patikimuma ar jy nustatymo galimy paklaidy ribas. Tokiu bidu i
ekonominés matematikos modeliy gauti matematiniai modeliai vadinami
ekonometriniais modeliais.

Pavyzdziui, jei matematiniame Kobo ir Duglaso dvieju veiksniy gamybinés
funkcijos modelyje Y=F(K,L)=cL°’K'™®, naudodamiesi surinktais statistiniais
duomenimis apie gamyboje panaudota kapitala K, darbo jégos resursus L bei
pagamintos produkcijos apimtis Y ir apdorodami tuos duomenis regresinés analizés
metodais (pavyzdziui, maziausiyju kvadraty metodu), nustatysime tos funkcijos
koeficiento ¢ ir laipsnio rodiklio a reikSmiy statistinius jverCius, ivertindami ir
nurodydami ty iver¢iy patikimuma, tai gausime ekonometrinj Kobo ir Duglaso
gamybinés funkcijos modelj.

Galima teigti, kad ekonometrika priklauso $ios mokymo priemonés ,,[vade*
minétyjy hibridiniy moksly grupei, kuriems biidinga, kad jie, atsirasdami
skirtingiems mokslams priklausan¢iy sri¢iy susikirtimo taskuose (tiksliau,
persidengimo zonose), sintezuoja ty moksly pasiekimus ir emerdzencijos reiSkinio
déka sukuria nauja kokybe. Ekonometrika kaip tik ir yra ekonominés teorijos,
statistikos ir matematikos sintezés rezultatas, igijes tokiy savybiu, kuriy né vienas i$
Siy ¢ia paminétyjy triju labai svarbiy ir naudingy moksly, paimty atskirai, neturi ir
turéti negali. Ekonometrika savo egzistavimu ir duodama praktine nauda dar
kartag patvirtina minétajame ,Jvade* suformuluoto teiginio apie moksly
integravimo naudg teisingumag.

Kalbédami apie taikomuosius ekonometrikos tikslus, minétosios knygos
autoriai iSskiria du pagrindinius: ekonominiy ir socialiniy rodikliy — kintamyjuy,
charakterizuojan¢iy analizuojamos organizacinés sistemos biisena, — reikSmiy
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prognoze ir tos sistemos ekonominés ir socialinés raidos jvairy galimy scenarijy
imitavimg, norint (eksperimentuojant su situaciniais imitaciniais analizuojamos
sistemos ir joje vykstanciy reiskiniy modeliais) nustatyti, kaip tie ar kiti planuojami
ar prognozuojami pasikeitimai gali atsiliepti analizuojamos sistemos
charakteristikoms bei kokias pasekmes tie pasikeitimai galéty iSSaukti.

Nagrinédami tradicin¢je ekonometrikoje taikomus metodus ir modelius,
sudarancius ekonometrikos kaip taikomojo mokslo turinj, knygos [182] autoriai
i8skiria tris pagrindines to turinio dalis: 1) regresinés analizés metodus ir modelius,
2) statistiniy laiko eilu¢iy analiz¢ ir jos modeliy taikyma prognozavime ir
3) sutampancio laiko ekonometriniy lygéiy sistemy sudarymo ir sprendimo
metodus, t.y. sudétingy simultaniniy ekonometriniy modeliy, kuriuose kai kurie
kintamieji vienose lygtyse gali biiti argumentais, o kitose — funkcijomis, sudarymo ir ju
taikymo metodus.

321 pav. pateikta schema rodo, kaip minétosios knygos autoriai vaizduoja
ekonometrikos rysius su kitais mokslais, ekonometrikos metodus ir jos taikymo lygius
bei sritis.

Ekonometrika

Metodai: regresiné analizé; laiko eilu¢iy!  Taikymai: Makrolygis (nacionalinés
analizé; sutampancio laiko ekonometriniy ! ekonomikos modeliai).
lygéiy sistemy sudarymo ir sprendimo metodai. |  Mezolygis (regiony, Saku ir sektoriy
Statistiniai  klasifikavimo ir duomeny ! modeliai).
agregavimo metodai, leidZiantys sumazinti!  Mikrolygis (vartojimo, namy tkiy, firmy ir
analizuojamy erdviy koordinaéiy skaiciy. . imoniy modeliai).

e I AN

Socialiné ir ekonominé

Ekonominé teorija . e Tikimybiy teorijos ir
(makro ir mikroekonomika statistika matematinés statistikos
. . ’ (iskaitant ekonominiy tyrimy .
matematiné ekonomika) pagrindai

informacini apriipinima)

Ekonometrikos mokslo sudedamyjy daliy Saltiniai

321 pav.

Cia pateiktaja schema, mano nuomone, reikéty papildyti. Kalbant apie
ekonometrikoje naudojamus metodus deréty paminéti dar ir koreliacing bei
dispersing analizes. Nors koreliacin¢ analizé¢ ekonometrikoje ir nevaidina tokio
svarbaus vaidmens kaip regresiné analiz¢, kurig galima laikyti pagrindine sudedamaja
ekonometrikos dalimi ir kuri gali apsieiti be koreliacinés analizés visais tais atvejais,
kai matematiné ekonomika sugeba pakankamai kokybiskai iSreiksti ekonomines
priklausomybes matematinémis formulémis, matematiniais Zenklais riSan¢iomis
simbolius, vaizduojancius tuos ar kitus ekonominius rodiklius, ir ekonometrikams
belieka tik nustatyti konkrecias ty formuliy koeficienty reikSmes, tac¢iau koreliaciné
analizé tampa labai reikalinga, kada matematiné ekonomika nepajégia
pakankamai tiksliai nustatyti formos ty matematiniy formuliy, kurios turéty
vaizduoti rySius tarp kai kuriy svarbiy ekonominiy rodikliy, ir susidaro situacija,
kada dar neaiSku, kokios priklausomybés ir tarp kokiy rodikliy galéty egzistuoti,
o kartais net ir tai, ar jos iS viso egzistuoja. Koreliaciné analiz¢ taip pat tampa labai
reikalinga ir naudinga, kada reikia iSsiaiskinti, kokie ekonomini reiskini aprasanciy
funkcijy argumentai yra esminiai, o kokie — maziau svarbiis, ar tie argumentai yra
tarpusavyje priklausomi ar nepriklausomi. Todé¢l a$ laikyciau koreliacing analizg, nors
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ir pagalbiniu, bet vis dél to gana svarbiu ekonometrikos instrumentu, ir jtrauk¢iau i
ekonometrikos instrumenty sarasa.

PanaSiai biity galima pasakyti ir apie dispersing analize, kuri tampa
reikalinga regresiniy modeliy tikslumo vertinimui, o neretai — ir sprendZiant
klausima, ar teisingai buvo pasirinkta ta ar kita matematiné¢ ekonometrinio modelio
forma, o taip pat klausima, ar sudarant kokios nors funkcijos matemating iSraiska,
kuri turéty apraSyti sudétinga ekonominj reiSkinj, buvo atsiZvelgta i visus
reikSmingus faktorius, t. y., ar tos funkcijos argumenty sarasas yra pakankamai
pilnas. Pastaruoju atveju tampa reikalinga ne tik dispersine, bet ir koreliaciné analizg,
ypatingai, jei ta argumenty sarasa tenka papildyti arba atvirksciai — iSbraukti 1§ jo kai
kuriuos kintamuosius, bereikalingai didinancius ekonominés funkcijos sudétinguma
bei ineSancius papildoma ,triukSma®, apskaiciuojant tos funkcijos reikSmiy jvercius.

Many¢iau taip pat, kad efektyviu ekonometriniy tyrimy metodu ir instrumentu,
tirlant galimas ty ar kity jvykiy bei valdymo poveikiy pasekmes, prognozuojant
ekonominiy ir socialiniy procesy raida, tampa statistinis kompiuterinis ekonominiy
procesy modeliavimas ir matematiniai eksperimentai su ty procesy
ekonometriniais modeliais.

ISvardinant ekonometrikos taikymo sritis, mano nuomone, nederéty pamirsti ir
tokio dalyko kaip rinka (ne tik vartojimo produkcijos bei paslaugy, bet ir darbo jégos,
kapitalo, vertybiniy popieriy vidin¢ ir tarptautiné rinka), o kalbant apie makrolygj,
reikéty neapsiriboti  vien tik nacionalinémis ekonomikomis, bet ir laikyti
ekonometrikos objektu bei taikymo sritimi taip pat ir pasauling ekonomika, kuri jau
gana seniai nebéra vien tik nacionaliniy ekonomiky suma, o vis labiau pana$¢ja |
sudétinga organizma su savo specifinémis savybémis ir désningumais.

Manyciau, kad su Siomis mano pastabomis sutikty ir patys knygos [182]
autoriai, nes toliau nagrinédami, pavyzdziui, ekonometrinio modeliavimo etapus ir to
modeliavimo metu iSkylanc¢ias problemas bei konkrecius ekonometriniy modeliy
sudarymo pavyzdzius, jie neapsiriboja vien tik tais metodais, kurie buvo iSvardinti 321
pav. schemoje, bei toje schemoje nurodytomis ekonometrikos taikymo sritimis. O kad
ekonometrikos metody taikymo sritis turi tendencija pléstis, byloja ir tokie faktai,
jog ekonometriniai metodai dabar taikomi ne tik ekonomikoje bei sociologijoje,
bet ir demografiniy reiskiniy nagrinéjime, ekologijoje, psichologijoje, medicinoje
ir t. t.

Nagrinédami ekonometrinio modelio sudarymo procesg, minétosios knygos
autoriai iSskiria SeSis pagrindinius to proceso etapus:

1) parengiamaji, kurio metu iSsiaiSkinami ir raStiSkai suformuluojami
galutiniai ekonometrinio modelio sudarymo ir jo panaudojimo tikslai, nustatomas
faktoriy ir rodikliy, kurie (ir rySiai tarp kuriy) bus nagrinéjami modelyje, rinkinys, ju
vaidmuo nagrin¢jamuose reiskiniuose ir blisimame modelyje;

2) apriorinj, kurio metu vyksta prieSmodeliné nagrinégjamy reiSkiniy
ekonominés esmés analizé, formuojama ir analizuojama aprioriné statistiné
informacija, i$siaiSkinama tos informacijos esme¢ ir kilme¢, analizuojami kauzaliniai ir
koreliaciniai ryS$iai tarp nagrin¢jamy faktoriy bei rodikliy, tarp kintamujy, kurie bus
laikomi nagrinéjamy funkcijy argumentais ir ekonometrin¢je analiz¢je bus vadinami
paaiskinandiaisiais (egzogeniniais) kintamaisiais, ir ty kintamuyjy, kurie bus laikomi
nagrinéjamy funkcijy reikSmémis ir ekonometring¢je analizé¢je bus vadinami
paaiSkinamaisiais (endogeniniais) Kkintamaisiais, sudaromi egzogeniniy ir
endogeniniy kintamyjy sarasai;

3) modelio parametrizavimo etapg, kurio metu pasirenkami modelio tipas ir
forma, matematiskai iSreiSkiami rySiai tarp modelio elementy, t.y. tarp modelio
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kintamyjy ir 1 modeli ivedamy koeficienty; Sio etapo sékmingas uzbaigimas reiskia
matematinio — ekonominio modelio specifikavimo problemos iSspendima;

4) informacinj, kurio metu renkama reikalinga modelio identifikavimui
statistiné informacija, matuojant ir registruojant dalyvaujanciy modelyje faktoriy bei
rodikliy reikSmes tam tikruose erdvés bei laiko taskuose, kuriuose pasireiSkia
nagrin¢jami ir modeliuojami reiskiniai;

5) modelio identifikavimo etapa, kurio metu, naudojantis surinkta statistine
informacija ir regresinés analizés metodais, surandami modelio koeficienty bei laipsniy
rodikliy reikSmiy statistiniai iverciai; sékmingai uzbaigus §j etapa, ekonominis
modelis tampa ekonometriniu;

6) modelio verifikavimo etapg, kurio metu, lyginant modeliavimo rezultatus
su realiais duomenimis, tikrinamas sudaryto modelio adekvatumas tikrovei, vertinamas
modelio patikimumas bei modeliavimo rezultaty tikslumas.

Sestuoju etapu, jsitikinus, kad sudarytas modelis pakankamai adekvatus
realiam analizuojamam reiSkiniui ir kad modeliavimo rezultatai pakankamai patikimi ir
pakankamai tiksliis, uZsibaigia ekonometrinio modelio sudarymo procesas ir
prasideda to modelio taikymo procesas, kurj buty tikslinga laikyti septintuoju
ekonometrinio modeliavimo placigja prasme etapu.

Ekonometringje praktikoje ekonometrinis modeliavimas ne visada prasideda
nuo pirmojo etapo. Pavyzdziui, jei matematinés ekonomikos atstovai patys be
ekonometrikos specialisty pagalbos sékmingai ivykdé pirmuosius tris etapus ir
s¢kmingai iSsprend¢ ekonominio modelio specifikavimo problema, tai ekonometrikai
gali pradéti savo darba nuo ketvirtojo etapo. Gali atsitikti ir taip, kad net reikalingos
modelio identifikavimui statistinés informacijos rinkti jau nebereikia, nes ja galima
gauti valstybinés statistikos tarnybose ar moksliniy tyrimy institutuose. Tuomet
ekonometrinio modelio sudaryma galima pradéti nuo penktojo etapo t.y. nuo
ekonometrikos pacdia siaurgja prasme specifiniy metody taikymo. Kaip tik Siems
specifiniams klausimams ir specifiniams metodams ir bus skiriama daugiausia démesio
Siame (1.14.12.3-jame) skyrelyje.

Reikia pazyméti, kad ekonometristui 4-me, 5-me ir 6-me ekonometrinio
modelio sudarymo etapuose tais atvejais, kai surinkta statistiné informacija néra
pakankamai pilna ir patikima, tenka sprgsti dar ir daug iteracijy bei iSradingumo
reikalaujanc¢ia modelio kalibravimo problema, kol galy gale gaunamas pakankamai
nepriekaiStingas ir identifikuojamas nagrinéjamy reiSkiniy matematinis modelis.
Modelio kalibravimu vadinamas normatyviniy reikalavimy, kurie iSplaukia i$
nagrin¢jamy reiskiniy esmés, kuriuos turi tenkinti formaltis kuriamo modelio elementai
(pavyzdziui, modelio koeficientai), patenkinimas statistinés informacijos nepilnumo,
nepakankamo apibréZtumo ir nepakankamo patikimumo salygomis. Juk neretai,
apskaiciuojant statistinius modelio parametry jvercius, tampa nebeaisku, kuo galima
labiau pasikliauti: ar surinkta statistine informacija, ar modelio sudarytojo ekonomine
intuicija. Biina kartais ir taip, kad gaunami nesuderinami ir net prieStaringi rezultatai.
Todél, kalibruojant ekonometrini modeli, neretai tenka po daug karty kartoti
skai¢iavimo procediras, naudojantis jvairiomis statistiniu duomenuy porcijomis,
papildomai renkant bei tikslinant statisting informacija, kol pasiekiamas
suderinamumas tarp normatyviniy reikalavimy, keliamy modelio parametrams,
ir jyu reikSmiy statistiniy jverfiy, gaunamy apdorojant turima statisting
informacija.

Ekonometriniai modeliai gali buti sudaromi taip vadinamoje struktiirinéje ir
redukuotoje formose. Prie§S jvesdamas ty formu apibrézimus ir suformuluodamas
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ekonometrinio modelio identifikuojamumo problema, pailiustruosiu tas savokas,
naudodamasis konkretaus ekonometrinio modelio pavyzdziu.

Tarkime, kad ekonomistas teoretikas, panagringjgs priklausomybes tarp
vartojimo, nacionaliniy pajamy, investicijy, valstybiniu uzsakymu bei kitokiy
valstybinio ekonomikos reguliavimo poveikiy, suformulavo tokias hipotetines iSvadas:

1) vartojimas yra did¢janti gaunamy pajamu funkcija, taciau, didéjanti, matyt,
lé¢iau negu didéja pajamos;

2) investicijy apimtis yra nacionaliniy pajamy didé¢janti funkcija ir tuo paciu
metu priklauso nuo valstybinio reguliavimo (pavyzdziui, yra palikany procento
normos maz¢janti funkcija);

3) nacionalinés pajamos yra vartojimo, investicijy ir valstybiniy uzsakymy
prekéms ir paslaugoms suma.

Ekonometristams iSkeliamas uzdavinys pervesti tuos teiginius | matemating
kalba, sudarant matematinj ekonomini modelj ir, naudojantis statistine informacija bei
matematinés statistikos metodais, identifikuoti to modelio parametrus, sudarant ty
parametry statistinius jvercius, o po to — verifikuoti sudarytaji ekonometrini modeli,
tuo paciu metu patikrinant, ar ekonomisto suformuluotos hipotetinés kokybinés
iSvados ir suteikta joms kiekybiné isSraisSka atitinka tikrove.

Si uzdavini galima dekomponuoti i eile smulkesniy uzdaviniy, turindiy savo
specifika ir jiems buidingus sprendimo metodus:

1) reikia nuspegsti, kokius kintamuosius Siuo atveju laikysime egzogeniniais,
t.y. kei¢iamais pagal misy nuoziiira arba priklausanciais nuo faktoriy, kurie yra
iSoriniai nagrin¢jamy reiskiniy atzvilgiu, o kokius — endogeniniais, t. y. priklausomais
nuo egzogeniniy kintamyjy ir apskai¢iuojamais modelio taikymo metu;

2) reikia nustatyti endogeniniy kintamyjuy priklausomybés nuo egzogeniniy
kintamyjy matematings iSraiSkos forma, nusprendziant ar ji tiesiné, ar logaritminé, ar
polinoming, ar eksponenting, ar trigonometriné, ar dar kokia nors kitokia;

3) reikia nustatyti, kokie turi buti kintamyju lagai (vélavimai, deTsos );

4) reikia nustatyti, kokiu metodu naudojantis biity galima kuo tiksliau ir kuo
lengviau apskaiciuoti modelio parametry reikSmiy statistinius jvercius, o po to,
surinkus ar gavus reikalinga statisting informacija, apskaiciuoti tuos ivercius;

5) reikia nuspresti, naudodamiesi kokiais metodais verifikuosime modeli, t. y.
tvertinsime modelio pilnuma, patikimuma bei tiksluma, o po to — atlikti sudaryto
ekonometrinio modelio verifikavima.

Atsizvelgdami i ekonomisto suformuluotas hipotezes bei pasirinkdami (bent
jau pakol kas) paprasciausia — tiesing — modelio forma, spr¢sdami pirmuosius tris
auksciau suformuluotus uzdavinius, gauname sistema, susidedancia i$ dviejuy lygciy ir
vienos tapatybés:

YO (O =0ty +o [y (0 -x (0}, (0),

y2 () =B,yP (t-1)+B,x?(t)+3,(1),

yP ) =y () +y? (1) +xP (1), kuriose y (t) — vartojimas, y* (t) —
investicijos, y(3 )(t) — nacionalinés pajamos, x"(t) — pajamy mokestis, x?(t) — palikany
procento norma, naudojama Siame modelyje kaip valstybinio reguliavimo
instrumentas, x®(t) — valstybiniai uZsakymai, 8(t) ir 8x(t) — atsitiktiniai kintamieji,
atspindintys kity (nejtraukty | modelj) faktoriy poveiki i kintamuosius y"(t) ir y*(t),
0L, o1, B1, P2 — modelio parametrai, kuriy reik§miy statistinius iveréius &,, a,, B,, B,
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reikés nustatyti, sprendziant aukSc¢iau suformuluota ketvirtaji uzdavini, atsizvelgiant i
tai, kad jie turi tenkinti normatyvinius reikalavimus: a,>0, 0<a, <1, B,>0, B, <0.

Kintamieji x"(t), x®(t) ir x*)(t) §iuo atveju yra egzogeniniai, o kintamieji
y 1), y@1), yP(t) — endogeniniai. Kintamaji y®(t-1), turintj laiko laga lygy 1, —
véluojancio argumento kintamaji — laikysime egzogeniniu.

Dabar apibendrinsime sudarytaji modeli ir jvesime ekonometrinio modelio
struktiirinés formos savoka.

Ivesime visy egzogeniniy kintamyjy, kuriy reikSmes laikysime modeliavimo
metu uzduodamomis, vektoriy X(t)=(x"(t), x(v)...., xV)...., xXP(t))", turinti p+1
koordinac¢iy. Miisy nagrin¢gjamo konkretaus pavyzdzio atveju to vektoriaus
koordinatemis bus: x”(t)=1 (i koordinaté reikalinga konstanty jvedimui i modelj),
egzogeniniai kintamieji xP@), x?), x°() ir véluojancio argumento kintamasis
xP(t)=y®(t-1). Taigi, miisy nagrinéjamuoju atveju p=4, o vektorius X(t) turés penkias
koordinates: xXV(t)=1, x(t), x?(t), xP (1), x“(1).

Taip pat isivesime endogeniniy (paaiSkinamyjy, rezultatiniy) kintamyjy
vektoriy Y(H)=(y"(t), y2()...., y"™(t))", pazymédami jo koordinaciy skai¢iy m. Misy
nagrinéjamu atveju m=3 ir Y(t)=(y(1)(t), y(z)(t), y(3)(t))T.

Priimsime, kad ekonometrini modelj sudaranciy lygybiu (lygciu ir tapatybiy)
skaiCius yra taip pat lygus m, nes, jei ty lygybiy biity maziau nei m, endogeniniy
kintamyjy reik§més tomis lygybémis nebiity pilnai apibréztos, o atveju, kai tu lygybiu
skaiCius biity didesnis uz m, kai kurios i$ ty lygybiy turéty biiti arba priklausomos nuo
likusiyjy arba kelti ty lygybiy kintamiesiems nesuderinamus reikalavimus, dél ko
galéty neegzistuoti tokios endogeniniy kintamyjy reikSmés, kurios tenkinty visas
lygybes.

Misy nagrin¢jamu atveju modeli sudaranciy lygybiy skaiCius sutampa su
endogeniniy kintamyjy skai¢iumi m=3.

Suskaidysime ekonometrini modeli sudaranciy lygybiy aibg i du poaibius: 1
ekonometriniy lyg€iy, kuriy skai¢iy pazymésime m; (miisy nagrin¢jamu atveju
m;=2), poaibj ir i ekonominiy tapatybiy, kuriy skai¢iy paZymésime m, (misy
nagrin¢jamuoju konkreciu atveju my=1), poaibj. Aisku, kad m;+m,=m.

RyS$ium su tuo endogeniniy kintamyjuy aibé, susidedanti i§ m kintamuyjy, irgi
susiskaidys i du poaibius, turin¢ius po m; ir po m; kintamyjy. [ pirmaji poaibi pateks
tie endogeniniai kintamieji, kurie apibréziami ekonometrinémis lygtimis, o 1 antraji —
tie, kurie apibréZiami tapatybémis. Tuomet endogeniniy kintamuyjy vektoriy Y (t)=[y"",
y@ ., ym )y g M T bus galima laikyti susidedandiu i§ dviejy

@)
vektoriy Y ir Y®, t y. Y=[ ], kur Y(')=(y(l),y(2),..., y(m”)T, Y@=

v
= (y(m‘“) ,y™mt oy )T. Miisy nagrinéjamu atveju Y=(y", y@)T, Y@=y©®,
Taip apibendrinta ekonometrini modelj jau galésime uzraSyti taip vadinamojoje
struktiirinéje formoje:
B,Y"(t)+B,Y?(t)+C X(t)=A(t),
B,Y"()+B,Y? (t)+C,X(1)=0,,

turinti m; eilu¢iy ir m; stulpeliy, sudaryta i§ koeficienty prie endogeniniy kintamyjy

1 2 i m
yO Y@ o gm)
matrica, turinti m; eiluc¢iy ir my stulpeliy, sudaryta i§ koeficienty prie endogeniniy

kintamyju y™*™,..., y™ ekonometrinése lygtyse i=m,+1,m,+m,; Bi=

, kurioje B, = (Bij) — — kvadratiné matrica,

i,j=1,m;

ekonometrinése lygtyse i=1,m, ; B, =(Bij) SR

i=l,m, j=m;+l,m;+m,
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:(BU )i:m’ i T matrica, turinti m, eilu¢iy ir m; stulpeliy, sudaryta i§

koeficienty prie y(t), y2(),..., y™ tapatybése i=m, +1,m; B, = (Bij ),j et e
i,j=m;+1, m;+m,

kvadratiné matrica, turinti m, eilu¢iy ir m, stulpeliy, sudaryta i§ koeficienty prie

y(m1+l) (t), y(m1+2) (t),..-, y(m) tapat}’bése i:ml + 1, m; (:1 = (clj ) 17 i ﬂ —_ matl’lca,
i=l, my, j=0,

turinti m; eiludiy ir p+1 stulpeliy ir sudaryta i§ koeficienty prie laisvojo nario x“(t)=1
ir prie egzogeniniy kintamuyjy x'"(t), x(z)(t),..., xP(t) ekonometrinése lygtyse izm;
C, = (cij Lm, i matrica turinti my eiluc¢iy ir p+1 stulpeliy, sudaryta i$
koeficienty prie laisvojo nario x/(t)=1 ir prie egzogeniniy kintamujy X"(t), X?(1)....,
XP(t) ekonominése tapatybése i=m, +1, m, +m, ; A=), 8P),..., 8™ (1)),
vektorius — stulpelis, sudarytas 1§ atsitiktiniy likutiniy kintamyju 8(1)(‘[) ekonometrinése

lygtyse i=1,m, ; 0, =(0,0,..., 0)" — vektorius stulpelis, sudarytas i§ m, nuliy.

Matricu Bs, By ir C, elementus galime laikyti Zinomais, nes jie — ekonominiy
tapatybiu koeficientai, atspindintys Zinomus ekonominius désnius.

Nezinomus matricy Bj, B, ir C; elementus, sudarytus i§ ekonometriniy lygciuy
koeficienty, teks nustatyti naudojantis surinktais statistiniais duomenimis apie
egzogeniniy ir endogeniniy kintamyjy reikSmes, kurias laikysime patalpintas { matricas

Y()' X'

YO |, . _|XQ@'

Y = r X , sudarytas 1§ transformuoty vektoriy — stulpeliy Y (i) ir

Y(n)' X(n)"
X(1) (kur i=1, 2,..., n), paverciant tuos stulpelius matricy Y ir X eilutémis.

Matrica Y turés n eiluciy, atitinkanciy statistiniy stebéjimy (matavimy) serijy
numerius i=1, 2,..., n, ir m stulpeliy, atitinkanc¢iy endogeniniy kintamyjuy numerius, o
matrica X taip pat turés n eiluciy, taciau skirsis stulpeliy skaic¢iumi, kuris bus lygus
p+1. Pats kairysis matricos X stulpelis bus sudarytas i§ vienetuky.

Ekonometrini modelj, sudaryta struktirin¢je formoje, galima suvesti ir { viena

o o . N . e BI;BZ Yl (t) Cl
matricing lygti BY(t)+CX(t)=A(t), kurioje B= , Y(t)= , C= ,

B;;B, Y, (1) G,
— [A(t
{2,

Misy jau nagrinétuoju konkreCiu atveju, pertvarke ekonometrini modeli i
standarting struktiring forma, gauname sistema:

Yy +0—0a, -y () =0y - x O (1) +0, XD (1) +0+0+0=8, (1),
0+y?(0)+0+0+0-B, - xP (1) +0-B,-y? (t-1)=8,(t),
-y O)-y?®)+y? () +0+0+0—-x(t)+0=0,
. I; 0 -, -0 0, 0 0; 0
kurioje B, = , B, = , C = , By=(-1-1),
0; 1 0 0;  0; =B, 0; =P,

Bi=(1), C=(0; 0; 0; —1; 0), A®=@"®, 871, Y =", y?®),
YPO=((0), XO="0: x V(1) x7(0); xV0; y(t-1)"
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Pertvarkydami §i ekonometrini modeli | forma BY(t)+CX(t)=K(t), gautume,
I, 0; —q, —-aga; 05 0 0
. B;; B, o s
jog B= =0 L 0 | C= = 05 05 =Py; 0; =B, |, A() =

BBl o <, 0, 0, 0. 1 0
1
aoy [0 Y (0 X0 (0
:[O ]= 8P|, Y =|y? () |, X()=| xP(1)
" 0,, y (1) x ¥ (t)
yP(t-1)

Istatg i bendrojo ekonometrinio modelio matricing forma BY(t)+CX(t)=Z(t)
statistinius duomenis, patalpintus i matricas X ir Y, gautume matricing lygybiy
sistema YB"+XC"=A , kurioje

(A()" SO 1); 82 (1); 8P (1); ...; 8™ (1); 0;...50

X A)T || 8V(2); 8?(2); 8% (2); .5 8™ (2); 05...50

(A())" ) 8V (n); 8% (n); 8% (n);...; 8™ (n); 0;...;0

Sia lygybiy sistema, kurioje matricy X ir Y elementai — mums Zinomi
statistiniai duomenys, jau galime panaudoti matricy B ir C elementy — ekonometrinio
modelio koeficienty — nustatymui, t.y. ekonometrinio modelio identifikacijos
uzZdavinio sprendimui, siekiant parinkti ty koeficienty reikSmes, taip, kad atsitiktiniy
likugiy 89(t) kvadraty suma buty maZiausia. Tai galima padaryti, naudojantis
maziausiyjy kvadraty metodu, apie kurj pakalbésime truputi véliau.

Dabar jau galime jvesti tiesinio ekonometrinio modelio struktiirinés formos
apibrézimg.

Struktiirine tiesinio ekonometrinio modelio forma vadinama forma
{BIY“)(t)+B2Y(2)(t)+CIX(t)zA(t),

1 ) (arba jai ekvivalen€ios formos: BY(t)+
B3Y( ')+ B4Y( )(t)+ C,X(@=0, ,

+CX(t)=A (t) arba YB"+XC"'=A), Kkurioje lygéiy sistema yra normuota (t.y.
tenkinami normavimo taisykliy reikalavimai, kad i-je lygtyje, kur i=1, 2,..., m,
koeficientas prie i-jo endogeninio kintamojo y(i)(t) bity lygus 1), o matricos By ir
B — neiSsigimusios.

Pasinaudojus 1 ekonometrinio modelio sudéti jeinanciomis tapatybémis,
endogeninius kintamuosius y™*(t), y™*? (t),..., y"™(t), sudaran&ius vektoriy —
stulpeli Y?(t), galima isreiksti per egzogeninius kintamuosius bei endogeninius
kintamuosius y(t), y2(t),..., y™ (t) ir tokiu bidu eliminuoti juos i§ lygéiy sistemos,
palickant ekonometrinio modelio sudétyje tik m; endogeniniy kintamuyju y"(t),
Y20, y™ (0.

Matricinéje formoje tas eliminavimas atrodo taip: 1) i§ tapatybés B3Y(t)+
+B4Y(2)(‘[)+C2X(‘[)EOmz gauname tapatybe B,Y@(t)=—B;Y"(t)-C,X(t), i§ kurios,

kadangi matrica B4 yra neiSsigimusi, iSplaukia, jog Y(z)(t)z—B;lBgY(l)(t)—BjCZX(t);
2) istate 8ia Y'?(t) israiska i matricing lygti B, Y"(t)+B, Y@ (t)+C X (t)=A(t), gauname
lygti B;YV(t)+B,[—B;' B3 Y(t)-B;' CX (1) ]+C1X(H)=A(t), t.y. lygti [Bi—B,B;'Bs]x
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Xy(l)(t)Jr[Cl_BzB;l Co]X(t)=A(t). Sia lygti galima uzradyti kompaktiskiau kaip lygti
B YD(t)+C "X (t)=A(t), kurioje B'=B,~B, B, Bsir C'=C-B, B, C..

Milsy jau i$nagrinétuoju konkregiu atveju gautume jog B}’ =(1)"'=(1),

5 -a, o, 0, N 4 I; 0 o, 0
B:B/'Bi=| (=1;,-1)= oo | BBIBaB B | =

:(1 ~ % _“‘] . B,B]' czz(_al}(o; 0;0; -1, o)=(0; 0:0: 0ty Oj, C'=C,-B,B;'Cm
0, 1 0 0;0;0;, 0; O

-oy0,; 0, 0; 0 0;0;0;0,;0 —oga; 05 —op; 0
:( 0 0; —Bz;o;—BlHo;o;o; 0; 0}( 0; 0y -y 0; P
(1-a)y" ) —o,y? ) —a, +a,xV () —a,x () =8V (1),

y? (1) =Bx P (1) -Bx V(1) =8 (1).

Nesunku jsitikinti, jog ta pacia lyg€iy sistema biitume gave ir be matricy
algebros, istate | pirmaja lygti tapatybe y(S)(t)Zy(l)(‘[)er(z)(t)er(3 (t).

Norint apskai¢iuoti endogeniniy kintamyjy reikSmes, atitinkancias duotasias
egzogeniniy kintamyjy reikSmes, reikia endogeninius kintamuosius iSreikSti per
egzogeninius kintamuosius, t. y. gauti ekonometrinio modelio redukuotaja forma.

J , t. y. gautume
1

lygéiy sistema {

Turédami ekonometrini modeli struktiiringje formoje BY(t)+CX(t)=A (t), kai
matrica B néra iSsigimusi, mes galime gauti jo redukuotaja forma, padauging i$ kairés
abi matricinés lygybés puses i§ matricos B atvirkstinés matricos B™': 1) B'BY(t)+
+B7ICX(1)=B™ A (1); 2) Y(H)=B™' A ()-B~'CX(t).

Turédami ekonometrini modeli formoje B*Y(l)(t)JrC*X(t):K (t), analogiskai
biitume gave jog Y(H)=(B") " A (1)-(B")'C"X(1).

Pazyméje matricy sandauga (—B™'C) sutrumpintai IT, o B™' A (t) pazymeje &(t),
gautume, jog Y(t)=ITX(t)+e(t), o taip pat Y(t)=IT X(t)+'(t), kur [I=—(B")"'C", o
£(O=B) A .

Redukuotg tiesinio ekonometrinio modelio forma galima apibrézti kaip
forma, kurioje visi endogeniniai kintamieji yra tiesiSkai iSreiksSti per egzogeninius
kintamuosius ir atsitiktines likutines komponentes.

Miisy nagrinétojo konkretaus ekonometrinio modelio redukuotoji forma, gauta
1§ formos B*Y(l)(t)+C*X(t)=Z (t), atrodyty taip:

S0y = Lt ~ox O+ BV + 0 x O 0 + @B () +5° () + @ 87 (1)

l-a,
y? () =B, x? () +Bx (1) +87 (1),
O . Oy | af, o op
t.y. gauname, jog I =1-0,  l-a, l-o, l-o, l-0o, | 0

0; 0; B,y 0, B,

1 o,
Atsizvelgdami i tai, kad formuléje YO)=IT X(t)+€ (t) matrica IT turi
m;x(p+1) elementy, o struktiirinéje ekonometrinio modelio formoje B YV (t)+C X(t)=

8*(t) _ {?(1) (1) +1L8(2) (t); 5§ (t)j '

:K(t) matricos B" ir C  turi mxm+m;x(p+1)=m;x[m+(p+1)] elementy, kuriy
skai¢ius yra didesnis uz matricos I elementy skaiCiy, gauname, jog, Zinodami
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matricos IT elementus, ne visada galima vienareik§miskai atstatyti matricas B" ir C .
Tai reiskia, jog sugrjZimas nuo redukuotos tiesinio ekonometrinio modelio formos
prie jo struktiirinés formos ne visada gali biiti vienareikSmiSkai jvykdytas.
RySium su tuo atsiranda sunkumy, nustatant struktirinés formos koeficienty
statistinius jvercius, kitaip tariant, iSkyla struktiirinés ekonometrinio modelio formos
identifikuojamumo problema, kurios nebity, jei, turédami ekonometrini modeli
redukuotoje formoje, galétume vienareikSmiskai atstatyti jo strukttring forma.

Taigi, sudarant ekonometrini modelij, tenka spresti eilg problemy.

Pirmoji ir pati sunkiausia problema, kuria tenka spresti, sudarant
ekonometrinius modelius, tai modelio specifikavimo problema, t.y. rySiy tarp
ekonometrinio modelio kintamyjy nustatymo ir jy matematinio iSreiSkimo
problema. Si problema, kaip buvo minéta, pradedama spresti jau pirmajame etape ir
uzsibaigia treCiuoju ekonometrinio modelio sudarymo proceso etapu, kuomet
nustatomi nagrinéjamy funkcijy argumenty sarasai ir matematiskai iSreiSkiama ty
funkciju priklausomybé nuo argumenty. Sunkumai, kurie iSkyla sprendziant
specifikavimo problema, suristi su tuo, kad dazniausiai nebiina pilnai aisku, kaip vieni
kintamieji priklauso nuo kity, o statistiné informacija daznai biina nepakankamai pilna
ir nepakankamai patikima. Todél ir sunku biina nusprgsti, ar numanomos
priklausomybes 1§ viso egzistuoja, ar jos yra tiesinés, ar logaritmings, ar polinominés,
ar hiperbolinés, ar eksponentinés, ar trigonometrings, ar dar kokios nors kitos.

O juk nuo modelio specifikavimo problemos sprendimo kokybés pirmoje eiléje
priklauso kuriamo ekonometrinio modelio kokybé, nes klaidos, padarytos
specifikavimo metu, dazniausiai jau nebegali biiti iStaisytos kituose etapuose. Todél,
joms iSaiskéjus, tenka ekonometrinio modelio kiirimo procesa pradéti beveik i§ naujo.

Reikia taip pat paZyméti, kad specifikavimo problemos sprendimas maZziausiai
pasiduoda formalizavimui, todél tos problemos sprendimo kokybé labai priklauso nuo
sprend¢jo kvalifikacijos, jo izvalgumo ir patirties.

Sprendziant modelio specifikavimo problema, dazniausiai pradedama nuo to,
kad iSbandoma paprasCiausia — tiesiné — regresinio modelio forma, ir tik po to, jei
isitikinama, kad S$i forma visiSkai netinka, ieSkoma kokios nors kitos nelabai
sudétingos netiesinés formos, kuri galéty pakankamai gerai atvaizduoti nagrinéjama
reiSkini. Bandomos (vietoj tiesinés formos) polinominé (laipsning), hiperboling,
logaritming, eksponentiné, trigonometrin¢ ir t.t. priklausomybés, taikomi jvairis
linearizavimo metodai. Su vienu tokiu metodu, pasitlytu angly statistiky Bokso ir
Kokso, susipazinsime Siek tiek véliau, nagrinédami regresinés analizés taikyma,
sudarant ekonometrinius modelius.

Kita svarbi ir nelengva problema — tai jau minétoji ekonometrinio modelio
identifikuojamumo problema. Jei pasirodo, kad kuriamas modelis netenkina
identifikuojamumo reikalavimuy, t. y., kai i$ jo redukuotos formos jo struktiiriné forma
negali biiti vienareikSmiskai atstatyta, modelio koeficienty reikSmiy statistiniy jverciy
apskai¢iavimui jau nebepakanka paprasto ar apibendrintojo maziausiyju kvadraty
metodo ir tenka naudotis sudétingesniais metodais (pavyzdziui, dvieju ar net triju
zingsniy maziausiyju kvadraty metodais). Taigi nuo modelio identifikuojamumo
priklauso to modelio identifikavimo problemos sprendimo biidas. Kad bty galima
greiCiau nustatyti, ar kuriamas ekonometrinis modelis yra identifikuojamas, ar ne,
ekonometrikoje naudojamasi modelio identifikuojamumo poZymiais, kuriy as cia
nevardinsiu. Skaitytojas ty pozymiy apraSymus (ir atitinkamas teoremas) gali rasti jau
minétoje knygoje [182].

Trecioji problema — tai pakankamai pilnos ir pakankamai patikimos
informacijos surinkimo problema. Sios problemos sprendimui skiriamas ketvirtasis
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ekonometrinio modelio sudarymo proceso etapas. Sis etapas reikalauja gana daug
»juodo* darbo, specifiniy igidziy ir atitinkamy salygu. Apie $i darba a$ ¢ia nekalbésiu,
nes jo apraSymui statistikos kurse iSskiriami iStisi skyriai, ir a$ ty skyriy turinio ¢ia
nedubliuosiu. Pazymeésiu tik, jog nuo surinktos statistinés informacijos kokybés labai
priklauso ekonometrinio modelio kokybé. Sio didelio darbo apimtis ir su tuo darbu
suriStas 1iSlaidas galima Zzymiai sumazinti, nepabloginant statistinés informacijos
kokybes, kai sugebama kvalifikuotai pasinaudoti statistinés informacijos atrankos
metodais, kuriy teorija déstoma matematinés statistikos bei im¢iu teorijos (ziiir. [183,
184]) kursuose.

Penktajame ekonometrinio modelio kiirimo etape susiduriame su modelio
identifikavimo problema. Kai kuriamas modelis tenkina identifikuojamumo
reikalavimus, tai tos problemos sprendimui galima pasinaudoti paprastu ar
apibendrintu maZiausiyjy kvadraty metodu. Sio metodo esme tuo atveju, kai
statistikai tirilama didelé¢ homogeniniu (ar laitkomy homogeniniais) objekty aibé, apie
kuriuos ketvirtajame ekonometrinio tyrimo etape surinkta statisting informacija galima
laikyti pakankamai didele atsitiktine imtimi, matematiskai iSreisSkia tikslo funkcijos

formulés Qj(é(j))=2[yfj) —fW (é(j),Xi)]2 —>1(%1(ii)r)1,j=1, 2, ..., m. Sios formulés nurodo,
~ j

kaip, naudojantis ketvirtajame ekonometrinio tyrimo etape surinktais statistiniais
duomenimis — faktiSkosiomis egzogeniniy kintamyjy reikSmémis, sudaranciomis
vektorius X;, ir tas reik§mes atitinkan¢iomis endogeniniy kintamujy y" faktiskomis
reiksmémis y\”, turi biiti sprendZiamas ekonometrinio modelio identifikavimo
uzdavinys, t.y., kaip turi biiti apskaiciuotas 1 to modelio sudétj ieinanciy regresijos
funkcijy” f9(09, X) neapibréztujy koeficienty 0k iverciy reikSmeés ) ix ir tu reikSmiy
vektorius 0. Tos reik§més turi biti paklaidds, charakterizuojan¢ios modelio
neatitikimo tikrovei laipsni, minimizavimo uzdavinio sprendiniu, t. y. turi biiti tokios,
kad skirtumy tarp kintamyju yU) faktiskuju reiksmiy y ir regresijos funkcijy reik§miy
£ (Y, X.) kvadraty suma biity pati maZiausia.

Tokiu biidu apskaiCiuotos neapibréztyjy koeficienty 0;x reikSmeés yra tuy
koeficienty statistiniai jverciai éj,k. Norédami nurodyti, jog jie apskaiciuoti
naudojantis maziausiyjy kvadraty metodu, minimizuojanc¢iu regresijos funkciju
kvadratines paklaidas, tuos jveréius Zymésime ég}}fKM) k=0,1,2,...,j=1,2, ...,m.

Sie jver¢iai apskaigiuojami, surandant kiekvienos tikslo funkcijos Qji( é(j)) (G=1,
o 0Q(8) e
2, ..., m) dalines iSvestines T (k=0, 1, .., t.y. tiek iSvestiniy, kiek
ik
neapibréztyjy koeficienty 0;y turi regresijos funkcija fG)(G(j), X), arba, kitaip tariant,
kiek koordinaciy turi vektorius 6%, po to prilyginant kiekvieng iSvesting nuliui ir
AU
—6“')(%(6 ) =0, k=0, 1, .

jk

sprendziant lygc¢iy sistemas, { .., turinéias po tiek lygc€iy, kiek
jose yra neZinomujy — neapibréZtyjy koeficienty 0;x. ISsprend¢ visas tokias lygciuy
sistemas (j=1, 2, ..., m), surandame visy neapibréztyju koeficienty reikSmes kiekvienai
regresijos funkcijai f(x) ir tokiu biidu gauname jau identifikuota ekonometrini

* Apie regresijos funkcijas, ju sudaryma ir taikyma bus rasoma 1.14.12.3.1. skyrelyje. Ten bus pateiktas
ir regresijos funkcijos apibrézimas.
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modelj, vaizduojant{ kintamyjy y¥, (j=1, 2, ..., m) priklausomybe nuo kintamuyjy
X=(x(1), X(Z), vy X(J)).

Taikant ¢ia apraSytaji maziausiyjy kvadraty metoda atsitiktiniams procesams,
endogeniniy ir egzogeniniy kintamyju vidurkiy kitimo trajektorijy statistinés
priklausomybés matematiniam aprasymui gauti, t. y. apskaiciuojant ty priklausomybiy
matematiniy iSraiSky koeficienty statistinius jvercius kiekvienam atsitiktinio proceso
statistinio steb¢jimo momentui t ir tokiu biidu gaunant ty koeficienty statistiniy jverciy
kitimo trajektorijy taSkus, neretai tenka susidurti su pakankamo kiekio statistiniy
duomeny, reikalingy maziausiyjy kvadraty metodo taikymui, neegzistavimo problema.
Su tokia problema susiduriama neiSvengiamai, kai nagrin¢jami atsitiktiniai procesai
néra masiniai ir tod¢l neimanoma rasti pakankamo kiekio Siy procesy realizacijy,
vykstanciy nagrin¢jamame laiko intervale tuo paciu metu.

Pavyzdziui, nagrinédami Lietuvos nacionaliniy pajamy kitima tam tikru
laikotarpiu, negalime stebéti keliy Sio proceso realizaciju, vykstanciy tuo paciu
laikotarpiu, nes tokia realizacija yra tik viena.

Tokiais atvejais tenka naudotis jau kitokiais metodais ir kurti kitokius
ekonometrinius modelius. Tokius metodus ir modelius mes nagrinésime 1.14.12.3.2.
skyrelyje, analizuodami laiko eilutes — iSrikiuotus laiko t atzvilgiu statistinius
duomentis, charakterizuojancius atsitiktiniy procesy eiga.

Taciau, kai atsitiktiniams procesams yra budinga ergodiSkumo savybé, tai ju
nagrinéjimui ir jy statistiniy charakteristiky iverCiy apskai¢iavimui net tuo atveju, kai
tie procesai néra masiski, gali buti taikomi maziausiyju kvadraty ir kiti 1.14.12.3.1.
skyrelyje nagrinéjami klasikinés regresinés analizés metodai.

Ergodisku vadinamas toks atsitiktinis procesas, kurio statistiniy charakteristiky
tverciai, apskaiCiuoti analizuojant tik viena pakankamai ilgai besitgsianCia tokio
proceso realizacija ir vidurkinant laiko atzvilgiu jvairiais laiko momentais gautus
matavimo rezultatus, leistiny paklaidy ribose sutampa su analogiSkais to proceso
statistiniy charakteristiky iverciais, apskaiciuotais analizuojant nagrin¢jamo proceso
realizaciju aibe¢ ir vidurkinant atskiry realizaciju charakteristiky matavimo rezultatus
gautus tuo paciu momentu t, t. y. vidurkinant, ne laiko, o realizacijy aibés atzvilgiu.

IS to, kas Cia pasakyta apie ergodiSkuma, iSplaukia, jog procesai, kurie per
nagrin¢jama laikotarpi pastebimai evoliucionuoja, negali biiti laikomi ergodiskais.
ErgodiSkumo savybé¢ gali biiti buidinga tik stacionariems procesams.

Pavyzdziui, apdorodami statistinius duomenis, surinktus stebint §imto vienodo amziaus
jaunuoliy sveikata ir fizing bei dvasing raida vienerius metus, gausime rezultatus, kurie Zymiai skirsis
nuo rezultaty, gauty apdorojant laiko eilutg, surinkta stebint vieno ,jaunuolio® sveikata ir fizing bei
dvasing raida Simta mety, nors bendras surinkty statistiniy duomeny kiekis ir zmoniy raidos stebé&jimy
suminis laiko intervalas abiem atvejais yra vienodas. Jis lygus 100 metuy.

Taciau nemazai procesy pakankamai trumpose laiko atkarpose gali biiti laikomi praktiskai
ergodiskais.

Pavyzdziui, lygindami statistinius duomenis apie televizoriy gedimus bei ju veikimo
patikimuma, stebint viena diena tukstant] vienos markés televizoriy, iki to laiko jau buvusiy
eksploatacijoje apie vienerius metus, su duomenimis, gautais stebint Simta dieny deSimt tos pacios
markés ir tokio paties amziaus televizoriy, galime pastebéti, jog tie duomenys statistiskai reikSmingai
nesiskiria.

Todél, nagrinéjant ergodiskus atsitiktinius procesus, matavimo rezultaty, gauty stebint ty
procesuy realizacijas i, vidurkinimg ty realizacijy aibés atzvilgiu, galima pakeisti matavimo rezultaty,
gauty stebint tokio proceso vieng realizacija, vidurkinimu laiko t atzvilgiu. Kitaip tariant, indekso i
vaidmeni vidurkiy apskaic¢iavimo formulése ergodisky procesy nagrinéjimo atveju gali atlikti kintamasis
t, reiSkiantis laika.

Pavyzdziui, norédami maziausiujy kvadraty metodu apskaigiuoti endogeninio kintamojo yY(t),
charakterizuojancio ergodinj procesa, tiesinés regresijos funkcijos f(X)=E[Y/X] koeficienty 6;,, 0;, 6;,,

A

..., 0jp statistinius jvercius éj’o,éj’l,ej’z,...,(ﬁj,p, tikslo funkcijos Q(G(j)) formule galime laikyti formulg
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Q(69)= Z(y(ﬁ(t) y9(t)? > min  kurioje y"(t) yra endogeninio kintamojo y¥ reikimé,
t=1 J """ em
uZregistruota statistiniuose stebéjimuose momentu t, o ¥ (t) — endogeninio kintamojo y? regresinés
funkcijos f@(X) reikime §9 (©=0,+0,, x(t)+0,,xP(V)+...+0;, xP(t), kuria ji turéty igyti taske
X=X;= (X(I) ,X (P))
Ekonometrlmo modelio koeficienty éj,o, éj,l, cees éj,p optimalias reikSmes
(kur j=1, 2,...,m,, kai modelio forma yra Y(l)(t)ZH*X(t)vLa*(t), arba j=1, 2, ..., m;+my,
kai modelis pateiktas formoje Y(t)=] [X(t)+&(t)), minimizuojancias tikslo funkcijas

I I I o 7 I I I 2 . .
Qi(0,0,0,,....0,, ):Z(y(” (t)-6,,-6,x"(1)—..—0, x7 (t)) , rasime spresdami
t=1

lygéiy sistemas, sudarytas kiekvieno endogeninio kintamojo yY ® regresijos funkcijos
neapibréztyjy koeficienty nustatymui ir susidedancias is§ p+1 lygciu:

0Q,(6,0,0,,, - 9j,p)=0
aejvo_ ’

Q,0y0.0,.00,,)
o,

pavyadiui, kai pl, tai 0,0, )-S50 -0, -0 xO@F , § k
avyzdziui, kai p=1, tai Qy(0,,,6,,)=> |y (t)-0,,-0, x ()| , i§ kur,
t=1
diferencijuodami Sia funkcija, gauname taip vadinamaja normaliyjy lygciy sistema
25y ()-8, -6,x" (Of-n =0,
t? kuriag galima supaprastinti ir uzraSyti
2 Z (y(j) (t)— éj,o - éj,lx(l) (t)) (_ x (t)) =
t=1
nej,o +9j,1 'ZX(I)(t) = Zy(j) (1),
t=1 t=1
0,02 x"(0)+0,,- Y (x"Of =X xP 1)y (v).
t=1 t=1 t=1

Spresdami Sig lygCiy sistema, surasime optimalias koeficienty éj’o ir 9,

standartinéje formoje

reik§mes, kurias pazymésime 07" ir (1" . Virsutiniai indeksai (MKM) rodo,
kad tos reikSmés randamos, naudojantis maziausiyjy kvadraty metodu (MKM).
Gautos lygciy sistemos uzraS§ymo supaprastinimo délei isivesime Zyméjimus

. . .. ) ) 1& _ 1&, o
kintamuyjy aritmetiniams vidurkiams: —Zx“) (t) = x —Z y“) (t) = y(”
n

Tuomet, supaprastinQ pirmaja sistemos lygti i§ n, o tai padaryti galima,
nes n>0, gauname: 9 +9 XU =39, ty. éj’oz_m—é. X1, Istate $ia éj,o

Zx(l)(t) y(J)(t) nx(l) (@)

> (x ") -nlc")

t=1

(MKM) __
0! X =

iSraiska 1 antragja lygti, randame, jog
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Zn: (x“) () —x Xy(j) () -3 )
=4 . Istate  $ia

Zn: (Xa) () —x" )2

t=1

A (MKM)
05

reikSm¢ 1 lygybe

30 Z“: (Xa) (t))z _xW i xO (1) -y (1)
> -n*&)

t=1

Ka tik iSvestose regresijos funkciju f9(X) koeficienty 0j0 1r 0;; pverciy éj’o ir

A< _a =0 . AMKM) _
0,,= yl -0, X", gauname, jog 6" =

0,, reikSmiy apskaiCiavimo formulése keisdami indeksa j=1, 2, ..., m ir naudodamiesi

atitinkamais statistiniais duomenimis, gausime regresijos funkcijy koeficienty ivercius
visiems endogemmams kintamiesiems y?, j=1, 2, ..., m.

Kai nagrinéjami ne atsitiktiniai procesai, pa51zymintys ergodiSkumo savybe, o
atsitiktiniy dydziy Y=y, y®, ..., y™) ir X=(x'V, x?, ..., x) faktiskyjy reik$miy
Yi=(y", vy, .., y™)ir Xi=(xP, xP, ..., x!P) aibés, gautos iSmatavus n to paties
tipo objekty Oi(i=1, 2, ..., n) charakteristikas Xj ir Yj, tai tiesiniy regresijos funkcijy
koeficienty statistiniy jver¢iy apskaiciavimo formulés iSvedamos analogiskai.

Kai, pavyzdziui, p=m=1 ir regresuos funkcija yra tiesiné funkcija f(x)=00+0,x,

tai koeficienty 0y ir 0, jverciy 60 ir 9 apskaiciavimo formules galime gauti i$ ka tik
1Svestyju formuliy, pakeisdami kmtama(]l t indeksu 1 — atsitiktinés imties elemento

anx Zyl )
o Z[(x— = )] Z &6 5 s
numeriu: MM = — =,

Z ZX Z(Xi_i) Gxx 6
(x,-

- 6
(MKM) _ (MKM)= =
0, 9 =y-
GX

I$ $iy formuliy iSplaukia vieno argumento tiesinés regresijos funkcijos jvertinys —
regresuos funkcijos Lvercm apskaitiavimo formule §=f(x)=HMM L HMKMy —
+—x y+—(x X).
X GX X
Si formulé — tai empirinés tiesinés regresijos funkcijos grafiko — regresijos
linijos — formulé.

Kai X=(x"", x'¥) ir endogeninio kintamojo y regresijos funkcija yra f(x)=0,+0,x"+0,x%, tai

tos funkcijos koeficienty 6y, 0;, 0, iverciy éo , 0 L r é2 apskai¢iavimo uzdavinio tikslo funkcija bus

Q>

— xy—

:y—

Q

Q(éOsélaéz):Z(Yi_éo_élxi(l)_ézxi(Z))z %ér%i% .
i= 0-Y1>Y2

Diferencijuodami $ia funkcija, gauname lygciy sistema:
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Pertvarkydami $ia tiesiniy lyg€iy su trimis nezinomaisiais éo, él ir @)2 sistemq | standarting
forma, gauname:

0, +0,xV+6,x? =y

AL AN D2 A N (2) N )

GOZXi( +OIZ(X§)) +902xi()xi( ):ZYiXi( s
i=1 i=1 i=1 i=1

n n n n
A 2) A Do) A 2)\2 2
602x§ )+912X§ )Xg )+6()Z(x§ ) ZZYixf ).
=1 =1 in1 in1

& . .. ~ D ~ D, . ~ D
Sios sistemos sprendini 0,=—2, 6,=— ir 0,=—2,
D D D

kai sistemos determinantas

1 xM x®
n n n

D= Zifl) Z:(i(il))2 Zifl)ifz) néra lygus 0, galima apskaiCiuoti, naudojantis ¢ia pateiktomis
i=1 i=1 i=1

n n n
DxP YRIRP YR
i=1 i=1 i=1

Kramerio formulémis, apskai¢iavus sistemos determinanto D ir nezinomyjy determinanty Dy, D, ir D,
reikSmes. Determinantas D, gaunamas i§ D, pakeiCiant pirmaji pastarojo stulpelj (vektoriy

n n T n n T
(I,ZXSI),ZXEZ)] ) lygéiu sistemos laisvyju nariy stulpeliu (vektorium (?,Zyiifl),Zyiigz)J ).
i1 i1 =l =1
Determinantas D; gaunamas analogiskai, t.y. pakeiCiant determinanto D antraji stulpeli sistemos
laisvyju nariy stulpeliu, o determinantas D, — pakeiciant trecigjj determinanto D stulpelj sistemos
laisvyjy nariy stulpeliu.
L v . . ...~ D .
Naudojantis maziausiyjy kvadraty metodu ir Kramerio formulémis 0, :3“, kuriose k=0, 1,

2, ..., p, galima apskaiCiuoti neapibréZtyju koeficienty 0o, 0,, 0,, ..., 6, ivercius éo, él, s ép ir
bendruoju atveju, kai X=(x"", x®, ..., x®) ir Y=(y", y?, ..., y™).

Ekonometrinio modelio struktiirinéje formoje identifikavimo problemos
sprendima rasti Zymiai sunkiau, kai tas modelis néra identifikuojamas. Kaip
sprendziama problema tokiu atveju, galima pasiskaityti knygoje [182]. Ten skaitytojas
ras ne tik dviejy ir triju Zingsniy maziausiyjy kvadraty metody taikymo teorija, bet
ir konkrec¢iy ty metody taikymo pavyzdziy. Toje knygoje skaitytojas galés rasti ir
apibendrintojo maziausiyjy kvadraty metodo aprasyma.

Apibendrintaji MKM taiko identifikavimo problemos sprendimui tais atvejais,
kai tiesinis ekonometrinis modelis, negali biiti priskirtas klasikiniy tiesiniy regresiniy
modeliy klasei, t.y. kai modelio atsitiktiniai regresiniai likugiai €”(t) netenkina
nekorelinvotumo tarpusavyje ir homoskediSkumo (t.y. dispersiju pastovumo)
reikalavimy. Ar tiesinis ekonometrinis modelis priklauso klasikiniy ar neklasikiniy
ekonometriniy modeliy klasei, turi buti iSsiaiSkinta dar specifikavimo problemos
sprendimo metu.
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Kai ekonometrinis modelis yra netiesinis, ji identifikuojant skai¢iavimai tampa
sudétingesni. Taciau uz tokiems atvejams yra sudaryti algoritmai bei kompiuterinés
programos. Apie tai bus kalbama Siek tiek veliau.

Sestajame ekonometrinio modelio sudarymo proceso etape sprendziama
modelio verifikavimo problema. Tos problemos sprendimo metu ieSkoma atsakymy i
du pagrindinius klausimus:

1) Kaip pavyko iSspresti specifikavimo, identifikuojamumo nustatymo ir
identifikavimo problemas, t.y. ar sudarytas ekonometrinis modelis pakankamai
adekvaciai apraso nagrin¢jamus reiskinius?

2) Kokj tiksluma turés prognozavimo ir imitavimo rezultatai, naudojantis
sudarytuoju ekonometriniu modeliu?

Verifikavimo problemos sprendimui pasitelkiama papildoma statistiné
informacija, kuri vadinama egzaminuojan¢igja imtimi. Naudojantis egzogeniniy
kintamyjy reikSmémis egzaminuojancioje imtyje ir sudarytuoju ekonometriniu
modeliu, apskaic¢iuojamos modelinés endogeniniy kintamyjy reik§Smeés ir lyginamos
su realiomis ty kintamyjy reik§mémis egzaminuojancioje imtyje. Jei endogeniniy
kintamyjy reikSmiy likutinés dispersijos pakankamai mazos, ekonometrinis modelis
laikomas pakankamai adekvaciu. Detaliau apie ekonometrinio modelio verifikavima
(tame tarpe ir apie modelio tikslumo bei patikimumo jvertinima) skaitytojas gali
suzinoti jau minétoje fundamentalioje knygoje [182].

I8siaisking ekonometrikos ir ekonometrinio modelio savokas, trumpai apzvelge
jo sudarymo etapus ir juose sprendziamas problemas, pereisime prie jau iSvardinty
ekonometrikos sudétiniy daliy apzvalgos.

1.14.12.3.1. Tiesiné regresiné analizé

Regresing analiz¢ galime laikyti pagrindine sudedamgja ekonometrikos
dalimi, nes regresinés analizés paskirtis — regresiniy lyg¢iy, matematiskai aprasanciy
rySius, egzistuojancius tarp ekonometrinio modelio endogeniniy ir egzogeniniy
kintamyjy, sudarymas ir jy matematinis nagrinéjimas.

Pats Zodis ,,regresija® pagal savo pirming prasmg ne visiskai atitinka tai, kuo
dabar uZsiiminéja regresiné analizé. Sis pavadinimas susiklosté istoriskai, kildamas i3
ty darby, kuriuos kadaise vykdé Svedu statistikai, analizuodami statistinius rysius tarp
dvieju pozymiy: x — tévo tigio nuokrypio nuo tigio vidurkio ir y — suaugusio jo siinaus
tgio nuokrypio nuo tugio vidurkio. Statistiniy tyrimy metu pasitvirtino natirali
hipotez¢, kad egzistuoja teigiama pozymio y priklausomybé nuo pozymio x, t. y. kad
auksty tévy stintis vidutiniSkai taip pat biina auksti, o mazaiigiy tévy siiniis dazniausiai
bina mazatigiai. Tafiau kartu su tuo buvo pastebéta ir regresijos (lotyniskai
reiSkiancios ,,&jima atgal®, ,,grizima*) tendencija: labai auks$ty tévy stiniis, nors ir biina
auksti, ta¢iau dazniausiai jau nebe tokie auksti, kaip ju tévai, ir atvirkséiai, labai mazo
tigio tévy stinds, budami mazesni uz vidutinius, daZniausiai biina nebe tokie maZzatigiai,
kaip ju tévai. Funkcija, aprasancia §i statistini désninguma, minétyju darby autoriai
visai pagristai pavadino regresijos funkcija, bet véliau tas pavadinimas buvo pradétas
vartoti ir visoms kitoms funkcijoms, vaizduojancioms statistinius rySius tarp pozymiuy,
jau nebeatsizvelgiant | tai, ar tos funkcijos vaizduoja regreso ar progreso tendencijas,
ar i§ viso jokiuy tendenciju nevaizduoja, o tik matematisSkai iSreiskia egzistuojancius
statistinius rySius.

Todél dabar endogeninio kintamojo y regresijos funkcija nuo egzogeniniy
kintamyjy X(l), X(Z), e x(p), kuriuos laikysime vektoriaus — stulpelio X:(X(l), X(z), .
xP)! — koordinatémis, vadinama funkcija f(X*)=E(y/X=X*), aprasanti endogeninio

.oy
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kintamojo y salyginio vidurkio, atitinkancio fiksuotas egzogeniniy kintamyjy
reik§mes X=X", priklausomybe nuo vektoriaus X .

Egzogeniniai kintamieji — vektoriaus X=(x", x?, ..., x?)! koordinatés — gali
buti ir atsitiktiniai ir neatsitiktiniai dydziai, nuo kuriy priklauso atsitiktinio
endogeninio kintamojo y pasiskirstymo désnis.

Kadangi endogeninio kintamojo y reiksmé gali priklausyti ne tik nuo vektoriaus
X koordinaciy reikSmiy, bet ir nuo kity iSoriniy ar/ir vidiniy faktoriy, tai konkrety
vektoriaus X koordina¢iy reik§miy rinkini X=(x", x'?, ..., x!?) gali atitikti ne viena,
o kelios Siek tiek skirtingos kintamojo y reikmés. Siy reik§miy vidurkis ir yra
regresijos funkcijos Ey=(y/X=X;)=f(X) reikSmés f(Xj) jvertis taske X=Xi.

Paprastumo délei regresijos funkcija f(X") daZniausiai zymi f(X), apibrézdami
ja kaip salygini matematinj vidurki E(y/X). Vartojant tokius sutrumpinimus, reikéty vis
délto nepamiriti pilno ir griezto regresijos funkcijos apibrézimo: f(X)=E[y/X=X'],
rodanc¢io, kad, apskaiCiuojant kintamojo y salygini matematini vidurki E[y/X],
kintamojo X reik§m¢ vidurkinimo metu turi i8likti (buti) ta pati.

Ivede regresijos funkcijos savoka, dabar jau galime jvesti ir regresijos lygéiy,
aprasanciy stochastinius rySius tarp kintamojo y ir kintamojo X, savoka: regresijos

- . {Y(X)=f(X)+8(X), - .
lygtimis vadinamos lygtys kur y(X) — stochastiné funkcija,
E[e(X)]=0,
iSreiskianti atsitiktinio dydzio y priklausomybg nuo daugiamacio kintamojo X, f(X) —
Jau minétoji regresijos funkcija E,[y/X], €(X) — nekoreliuotas su f(X) atsitiktinis
dydis, vadinamas regresijos likuciu.

Regresijos likutis Zymimas ne tiesiog €, o &(X) todél, kad, esant duotoms X reikSméms Xj,
atsitiktinio dydZzio y/X; i8sibarstymas savo salyginio vidurkio E,[y/X;]=f(X;) atZvilgiu ne biitinai biina
vienodas visoms X=X; reikSméms. Kitaip tariant, salyginés dispersijos D(y/X):Ey[(y/Xny[y/X])z]:
:E[(s(X))2]=D£(X) skirtingoms X=X; reiksméms gali bati skirtingos, nors, zinoma, kartais gali biiti ir
vienodos. | tai tenka atsiZvelgti, apskaiCiuojant salyginius dispersiju D(y/X)=Dgx, ir dispersijos
D,=E[D(y/X)]=0," iver&ius ﬁ(y/X):ﬁg(X) ir ]58265, o taip pat determinacijos koeficiento bei
koreliacinio santykio jvercius, su kuo susidursime ir Siame skyrelyje.

Regresijos likucio g(X) matematinis vidurkis E.[e(X)] turi bati lygus 0 todél, kad E.[e(X)]=
=E[(y/X)-E[y/X]]=E,[y/X]-E,[y/X]=0.

Kadangi, esant fiksuotai X reik§mei, regresijos funkcijos f(X)=E,[y/X] reik§mé yra pastovus
dydis, tai skirtingos regresijos liku¢io &(X)=y/X—(X) reikSmés, gaunamos esant tai paciai fiksuotai X
reik§mei, néra koreliuotos su ta pastovia regresijos funkcijos reikSme f(X). Tai nesunku jrodyti ir
formaliai: E.[f(X)-&(X)]=f(X)E[e(X)]=0.

Todél, apskaic¢iuodami atsitiktinio dydzio y=f(X)+e(X) dispersija, galime taikyti formulg

D=D¢tD,, t.y. oy=c;+o,, kurioje o} =E,[(y-E[y])'I=E[y’|<Ely])’, of =Ex[(f{X)-Ex[f{X)])’]=

=Ex[(FCOI-EIX)])’, o7 =Ex[D(y/X)]=Ex[Dicy]

Pasinaudodami ka tik ivestomis savokomis, suformuluosime regresinés analizés
tiksla Siek tiek apibréziau ir ,,matematiskiau® negu tai buvo padaryta Sio (1.14.12.3.1-
jo) skyrelio pradzioje: regresinés analizés tikslas — nagrinéjant statistinius rySius
tarp atsitiktinio kintamojo y ir kintamyjy x”, x®, ..., x?
X, rasti tuos rySius aprasancia determinuota funkcija f(X)=E[y/X], vadinama
regresijos funkcija, ir jvertinti atsitiktinj dydj y(X)—f(X)=¢(X), vadinamag
regresiniu likuc¢iu.

Kitaip tariant, taikant regresing analiz¢ ekonometrikoje, regresinés
analizés tikslu tampa ekonometrinio modelio, susidedancio i$ regresijos lyg€iy bei
tapatybiy, sudarymas, jvertinant to modelio parametrus— regresijos funkcijos
koeficientus, ir to modelio bei jo panaudojimo rezultaty tikslumo nustatymas.

, sudaranciy vektoriy
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Vertinant regresinio modelio (t.y. ekonometrinio modelio ar ekonometrinio
modelio vienos 1§ sudedamyjy daliy, kai ekonometrini modeli sudaro regresijos lygciu
ir tapatybiy sistema) adekvatuma modeliuojamai tikrovei, gana daznai naudojamasi
determinacijos koeficientu K.

To koeficiento reikSmé rodo, kuria dali rezultatinio kintamojo y pilnos
dispersijos Dy sudaro regresijos funkcijos f(X) dispersija Dy.

Atsizvelgdami | tai, kad nepriklausomy démenuy sumos dispersija lygi ty
démeny dispersijy sumai, 1§ regresijos lygties y(X)=f(X)+e(X) gauname, jog

D . -D
Dy=Ds+D, 1§ kur D=Dy-D;. Todél K, :% = yD f=1- EE . Formul¢ K, =1- D,

y y y y

laikoma formaliu determinacijos koeficiento apibrézimu.
IS Sios lygybés galime padaryti dvi iSvadas: 1) K4 reikSmeé gali keistis nuo 0 iki
1: kai regresijos likucio &(X) dispersija lygi 0, tai K¢=1, o kai Dy=D; (t. y., kai D=0),
tai K4=0; 2) kuo didesné yra dispersija D;, tuo mazesné yra Ky reikSmé ir atvirksciai:
kuo didesn¢ K4 reikSme, tuo mazesné yra dispersija Dg, tuo regresijos funkcija
y="1 (X) determinuociau ir adekvaciau apraso modeliuojama realia priklausomybg

y(X).

Kai Kg=1, t. y., kai D=0, gauname, kad &(X)=const, todél, atsizvelgdami 1 tai,
kad E[e(X)]=0, gauname, kad &(X)=const=0. Tai reiskia, jog y(X)=f(X)+e(X)=f(X),
t.y., kad regresinis modelis y=1f (X) yra visiSkai adekvatus funkcijai y(X) ir
endogeninio kintamojo y priklausomybé nuo egzogeniniy kintamyjy vektoriaus X yra
determinuota.

&

Kai K4<1 ir mazéja, tai Dc>0 ir santykis didéja, o todél mazeja regresinio
y
modelio f(X) adekvatumas funkcijai y(X). IS viso to iSplaukia, kad determinacijos

koeficientas K, :&:1— D, gali buati laikomas regresinio modelio

y y
determinuotumo bei adekvatumo rodikliu ir gali buti taikomas ekonometrikoje
SeStajame ekonometrinio modelio sudarymo proceso etape, ivertinant modelio kokybg.

Determinacijos koeficiento Kq4(y;X) statistinio jvercio Kd (y;X) apskai¢iavimui

A2
taikoma formulé Kd(y;X):l—?—;, kurioje 82 yra regresijos likucio &(X) dispersijos

y

A

D.=E[D(y/X)] statistinis jvertis D
Dy=E[(y—Ey)2]=Ey2—(Ey)2 statistinis jvertis ﬁy.

A2 . . . . . .
o §; yra kintamojo y pilnosios dispersijos

Foid

A

[vercio Dyzéi apskai¢iavimui  taikoma formulé S

Sy -9) =

21
y
nig

2
1& & DA A e e q e ey
:—Z(yi ——Zyij , 0 ver¢io D =§. apskaiGiavimui galima taikyti viena i$ dvieju
= n =

Zemiau pateikiamy formuliy.

Kai regresijos likucio &(X) salyginés dispersijos D(y/X):Ey[(y/X—Ey[y/X])z]
nepriklauso nuo X, t. y. kai prie bet kuriy X reikSmiy kintamojo y iSsibarstymas savo
salyginiy vidurkiy E[y/X] atzvilgiu yra vienodas arba beveik vienodas, tai jvercio
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158 =§. apskai¢iavimui galima taikyti formulg §’ ——Z(y f )Z kurioje f(X ( ) yra

empirings regresijos funkcijos f (X) reikSm¢ daugiamaciame taSke X;.

Kai salyginés dispersijos D(y/X) reikSmes skirtingoms X reikSméms X; yra
skirtingos, tai tenka taikyti surinkty statistiniy duomeny grupavima vektoriaus X
reikSmiy atzvilgiu, skaidant vektoriaus X kitimo sriti 1 dalis, kuriose dispersijos
reikSmes yra apytiksliai Vienodos ir skaiciuoti kiekvienoje tokioje dalyje dalinius

grupinius vidurkius ?j'— Zyjl, o po to taikyti formule § =—ZZ(yJ1 yj)2

J11 _|111

kurioje k reiskia vektorinio kintamojo X reikSmiy kitimo srities daliy skaiciy, j=1,
2, ..., k — tokios dalies numerj, v; — kintamojo y reikSmiy y;; skaiCius dalyje j, i-tos
reikSmés numerj dalyje j, n — bendra kintamojo y reikSmiy skaiciy visoje imtyje, t.y.

k
n:ZVj.
i1

<

J

ZklZ(yp b

C= galima taikyti ir tuo atveju, kai

Zinoma, formule Kd(y,X)=1—

j=1
k

>3y, -3F

j=1 i=1
salyginés dispersijos D(y/X) skirtingoms X reikSméms X; yra vienodas, todé¢l Sia
formule galima laikyti bendraja determinacijos koeficiento jvercio Kd(y;X)
apskaiciavimo formule.

T 1 &Y e &Y _ _
Kadangi D, =8==>(y, -y == (y; -5 ==2 3y, -y, +y, - ¥f =
nis n i1 i=1 n j=p i=1
1Kk i 1 &3 _
_Z (y_ll yj)z+ ZZ[(yjl_yJ ij )]+ z (yjA—y)zz
N j=p =1 n = i=l N i=1
o 28 J
=S, +HZI(YJ y)Z(yﬂ Vi )+ ) (yJ yf =3 +—Z( {Zyﬁ }Lsf
j= i=l
2 k
=8’ +—Z( ZyJl ZyJl +8; =87 +0+8;, kur grupiniy vidurkiy dispersija
n s j i=1
A2 1 K — — . .o 21 29 - . 2 .
S;=—>V J.(yj‘ —y)z yra dispersijos Di=E[(f(X)-Ey) ]=E[(E,[y/X]-Ey)°] ivertis D;, tai
n s
S, = §§ -57.
Atsizvelgdami 1 tai, gauname dar viena determinacijos koeficiento Ky(y;X)
A2 a2 a2 )
vercio Kd(y;X) apskai¢iavimo  formulg: Kd (v;X) zl—f—gzl—SyA—zf:%:
y Sy S)’

vy, )
&lﬁ

MW TMW
||M<

—.
[
—_
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Kadangi §; galima apskaiciuoti ir naudojantis formule §; =12(f (Xi)—y)Z , tai
n

)]

K +(v;X) apskaiciavimui galima taikyti taip pat ir formulg K Jy:X) =4

;(Yi_ )

Si formulé taikoma, kai salyginés dispersijos D(y/X) jveréiai ﬁ(y/ X) yra vienodi ar
apytiksliai vienodi.

Determinacijos koeficientas suriStas su koreliacinéje analizéje naudojamomis
koreliacinio rySio tarp kintamyjy kiekybinémis charakteristikomis — koreliaciniu
santykiu ir koreliacijos koeficientu. Panagrinésime ta ry$i atveju, kai regresijos
funkcija yra tik vieno argumento funkcija f(x).

Koreliacinis santykis p,. tarp rezultatinio atsitiktinio kintamojo y=y(x)=

L . o D, G,
=f(x)+e(x) ir kintamojo x apibréZiamas formule p;, =1-E —u =1-—,
DY GY
A2
.- Df(x) . . . ~ A S¢
sutampanc¢ia su formule p, = , 0 jo jvertis p,  formule p  =:—=
: , : 5
y(x) y

;Vj(yj. _y)z
Zslzj:(y]'i _y)z

j=1 i=1

, vietoj kurios, kai salyginés dispersijos D(y/X) yra vienodos visoms

ﬁ(f(xo—y)z

x reikSméms, galima naudotis formule p,, =.[*=

Z(Yi _y)z D_y:

i=1

. Kadangi K, =

n

D 2
= —1—0— tai gauname, kad p, —1/Kdiy;x ), arba Ka(xsy)= p;X .
y y

Dél to, kad Kd:pz, determinacijos koeficienta daznai zymi ne tik Ky, bet ir RZ,
tuo pabrézdami, kad Kg=R’=p”.

Koreliacijos koeficientas, charakterizuojantis tiesinj koreliacinj rysi tarp kin-
tamyjy y(t) ir x(t), vadinamas porinés Kkoreliacijos koeficientu. Jis yra apibréziamas

E[(x—Ex)(y—Ey)] COV(X Y) O O

—1-

fi 1 =
T T e (y-By? Jeor(mxJeo(y.y) yo,-0n D, D,
= %u , 0 jo statistinis jvertis T, , — formule
c, 0,
1 n in ZY1

R U T B O
I.y,x - = 1 1 = n

111 A__zi'ln A__25 . ZX ZY1

Lg(x‘ ? } Lé(y‘ 2 } D05 =)y, =y

i=1
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Kovariacijos cov(x,y), cov(x,x), cov(y,y) yra kovariacinés matricos

G,, O .
( ! IZJ elementai: cov(x,y)=c1=E[(x—Ex)(y—Ey)], cov(x,x)=01=E[(x—Ex)*],
Gy Onp

cov(y,y)=022=E[(y-Ey)’].
Kovariacija cov(x,x) vadinama kintamojo x dispersija ir Zymima Dy, o
kovariacija cov(y,y) vadinama kintamojo y dispersija Dy. Kvadratinés Saknys i§

dispersiju vadinamos kvadratiniais nuokrypiais: ¢, =./D, ir 6, =,/D, .

Kvadratiniy nuokrypiy oy ir oy statistiniai jver¢iai &, ir &, kai imties apimtis

n yra pakankamai didelé, apskai¢iuojami naudojantis formulémis &, = lZ(xi -x%)*
n -

. A 1 1 —\2 . _ 1 n . _ 1 n

ir 6,= =Y (y;-y)", kuriose X==) x; ir y==>"y,.

it nig nig

IS koreliacijos koeficiento ryx formulés r, = \/ E[(X_E);)(y_EY)] ==
E[(x ~Ex)"JE[(y~Ey)’]

_ E[(X_mx )(y_my)] _ ny

JEl(x-m,)*E[(y-m,)’] ©.0,
koreliacinj santyki py, nes tarp koreliaciniy santykiy pyx ir pxy bendruoju atveju ne
tik neegzistuoja lygybés, bet ir, kaip tuo galima isitikinti, nepavyksta iSvesti kokios
nors paprastos formulés, iSreiSkiancios sarysj tarp Siy dviejy charakteristiky, nors ir pyx
ir px,y tenkina nelygybes: 0<p, <1, 0<py<I.

iSplaukia, jog ry=ryy, ko negalima pasakyti apie

2
. . C e e X—m, Y-—m
Pasinaudodami akivaizdziai teisinga nelygybe E [ Lt y] >0,
c, v
frodysime, jog koreliacijos tarp dviejuy kintamyjy y ir x koeficiento ry, reikSmé visada
tenkina nelygybes —1<r, ,<1.

Kadangi E (x—mx iy_myJ =E{M}i21{(x_mx)(y_my)}+

2
c, c, c G,0,

X

2

Oy

(y-m,)* . .
+E| ——— |=2%2r,, tai gauname, jog l1ry>0.
IS nelygybés 1+1,,>0 iSplaukia, jog ryx>—1, o 1§ nelygybés 1-r,,>0 gauname,
jog ryx<1. Todél —1<ry ,<1.
X— mx + y B my

Kai + =0, t.y. kai tarp kintamyjy y ir x egzistuoja tiesine

c, c,

. . c c .
funkcin¢ priklausomybé y=m, ——(x-m,) arba y= m, +—Y(x-m,), tai gauname
c c

c
lygybg 1+r, , =0, i8 kurios iSplaukia, jog atveju, kai y=m, —G—y(x—mx), t. y. atveju,

kai kintamojo y priklausomybé nuo x yra mazéjanti tiesin¢ funkcija, koreliacijos

c
koeficientas yra neigiamas ir lygus ryx=—1, o atveju, kai y=m, +G—y(x—mx), t.y., kai

X
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kintamojo x reikSmei did¢jant ir kintamojo y reikSmé tiesiskai did¢ja, koreliacijos
koeficiento ryx reikSme yra lygi 1.

2
- —-m
Kadangi E [X My i YJ :Z(Iiry,x), tai i8S Sios lygybés iSplaukia, jog
c, o,
- —m
tuo atveju, kai ry,=—1, galioja lygybé x-m, Y, =0, t.y. lygybé y=my—
o, o,

G . . - c
——y(x—mx ), o tuo atveju, kai ryx=1, galioja lygybé y=m, +—y(x—mx )
c

Vadinasi, tarp koreliacijos koeficiento absoliucios reik§més, lygios 1, ir
kintamyjy y ir x tiesinés funkcinés priklausomybés egzistuoja abipusis
vienareikSmis rySys: jei |ry,|=1, tai y ir x suristi tiesine funkcine nepriklausomybe,
o jei y ir x suristi tiesine funkcine priklausomybe, tai |ry,|=1. Pazymétina ir tai, kad
koreliacijos koeficiento zenklas sutampa su tiesinés funkcijos priklausomybés Zenklu:

. . o, . . o, .
kai ry,=1, tai y=m, +G—(x—mx), 0 kal ry,=1, tai y=m, —G—(X—mx). Kadangi
abiem Siais atvejais |ryx|=1, tai endogeninio kintamojo y tiesing funkcing
priklausomybe nuo egzogeninio kintamojo x galima iSreikSti viena formule:

c
y=m, +ry’x6—y(x—mx).

X

Kadangi r,, = , tai i§ Sios formulés gauname formul¢ y=m,+

c y
+ Gyz’j (x—mx). Si formulé¢ yra izomorfiska tiesinés regresijos funkcijos f(x)=E(y/x)

. . o G
pvertiniui (x)=0MM 4 oMMy 3 4 ﬁ(x —X), kur{ mes jau esame gave, taikydami

maziausiyjy kvadraty metoda tiesinés regresijos funkcijos koeficienty 6, ir 0; iverciuy

c
optimaliy reikSmiy nustatymui. Todel formulés y=m +r G—y(x -—m )+&(x)=

X

A A

— Gy’x : S — GY = _= Gy,x — 1
=m, +——(X—m,)+&(x) Iir y—erryqx6—()(—);)+s(x)—y+A2 (x—X)+e(x) gali

X
buti taikomos, kai endogeninio kintamojo y, priklausancio nuo vieno egzogeninio
kintamojo x, regresijos funkcija yra ar gali biiti tiesiné, ne tik tuo atveju, kai |ry«|=1,

bet ir esant kitoms 1y bei jo ivertio f, reiksméms, o koeficiento 0, jvercio IMKM)

apskaiciavimui regresijos funkcijos formuléje y=00+0,x+e(x) galima taikyti formulg
iy &Y
16X
Kaip jau buvo jrodyta, tais atvejais, kai |ry,|=1, kintamojo y priklausomybé
nuo kintamojo x yra funkciné, t. y. determinuota. Todél tokiais atvejais &(x)=0, i$
kur iSplaukia, jog tokiais atvejais koreliacinis santykis p,,=1, nes D.=0. Kadangi
determinacijos koeficientas K, (y;x)= p;x , tai tokiais atvejais ir Kq(y;x)=1.
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Taciau 1§ lygybés py.=1, reiSkiancios, jog kintamojo y priklausomybé nuo
kintamojo x yra funkciné, dar neiSplaukia, jog tokiu atveju ir |ty biitinai bus lygus
vienetui, nes funkciné priklausomybé gali biiti ne tik tiesing, bet ir netiesiné.

Pavyzdziui, kai y=x" ir atsitiktinio dydzio x skirstinys yra eksponentinis, turintis tikimybini

M kai x20
skirstini f(x):{ke , SE

. priklausantj nuo parametro A>0, reiSkiancio ta eksponentinj skirstinj
0, kaix<0,
atitinkan¢io puasoninio {vykiy srauto vidutinj intensyvuma, tai koreliacinis santykis p,, yra lygus 1, nes

D=0, tafiau koreliacinis koeficientas I = By ~Ey)(x—Ex)] = > E[y.XJ_Ey'fX ==
YDy D [Ey® ~(Ey)* ] [Ex® ~(Ex)*]
2 s : v i —AX 1 2 v 2 —AX 2
:E<1’ kadangi S$iuo atveju Ex= Ixf(x)dx:?\jxe dx:x, Ey=Ex :Xfx e dx:k_2,
—0 0 0
3 21
0 4! }\‘3 )\‘2 )\‘ 2

+o0
I 3! 2 4 4 x L.
ny:Ex3:k x’e xdx:—,Ey =Ex"=A| x"eMdx=—irr,, = =—.
{ x { O e a2 1) A5
PAEPED Ve

[rodysiu, jog koreliacijos koeficiento r,x reikSmé negali buti didesné uz

koreliacinio santykio pyx reikSme, t.y., irodysiu, jog predikatas rjx Spi,x yra visada

teisingas:

1) Ey=E[f(x)+e(x)|=E[f(x) [+ E[e(x)=E[f(x)];

2) kadangi E[e(x)]=0, tai kiekvienai fiksuotai kintamojo x reikSmei x; galioja
lygybé Eg[x;e(xi)]=0, nes E¢[xie(xi)]=xiE:[e(Xxi)]=0; todél ir bendruoju atveju, t.y.
kiekvienai kintamojo x reikSmei, galioja lygybé E;[xe(x)]=0;

3) oy=cov(y,X)=E[(y—Ey)(x—Ex)]=Eyx-Ey-Ex=E[f(x)x+xe(x)]-E[f(x)x+
+e(x)]- Ex=E[f(x)x]+E[xe(x)|-E[f(x)]- Ex=E[f(x)x]-E[{(x) |Ex=cov(f(X),X)=Cfx)x;

2 ryzx _ Gg,xz _ Gf(zx),é)z :G?(zx).((zf(x),x - i/x'rfz(x)x;

© 0,0, 6,0y G, Oy« Oy | |
5) Koreliacijos tarp f(x) ir x koeficientas, kaip ir kiekvienas koreliacijos

koeficientas, tenkina apribojimus —1<ryyx<1, todel 17, <1 ir 17, =p] 17, SPsy >

ka ir reikejo jrodyti.
Kai kintamojo y regresijos funkcija E[y/x]=f(x) yra tiesin¢ funkcija
f(x)=00101x, tai koreliacijos koeficiento rsy)x kvadratas yra lygus vienetui, nes
»_(EIfOX]-E[f(0]Ex) _ (E[0,x+0,x*]-E[0, +0,x]Ex)>  _
o Dy D, (E[(F(x))*]- (E[f OD*)- (Ex® ~ (Ex)°)
3 (0,Ex +0,Ex* —0,Ex —0,(Ex)*)’ B
(E[02 +6%x2 +20,0,x]-6% —02(Ex)> —20,0,Ex)- (Ex> — (Ex)?)
I C S (9
[67 (Ex” —(Ex)*)(Ex’ —(Ex)")] 6;(Dx)*
Todé¢l tuo atveju, kai regresijos funkcija E[y/x]=f(x) yra tiesiné¢ funkcija, tai
pi,x . Vadinasi, porinés koreliacijos koeficiento ryx absoliuti reikSmé gali buti lygi

2 _
ry,x -

koreliaciniam santykiui pyx ne tik tada, kai tarp kintamyjy y ir x egzistuoja tiesiné
funkciné nepriklausomybé ir p;x =ry2,X =1, bet ir tuomet kai y=0,+0,x+¢(x), t. y., kai

regresijos funkcija yra tiesin¢ ir Dg>0. Tuomet ryz’X = pi’x <l1.
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. 2 2 _ . . . . . . . . . .
Kai r, <pj =1, tai tarp kintamyjy y ir X egzistuoja funkcin¢ priklausomybe,
taCiau ta priklausomybé néra tiesiné.
: 2 2 2 2 2 2 2 : :
Skirtuma — py —1, =P, Py Trox =Py 1Ty x)  galima  panaudoti
kintamojo y priklausomybés nuo kintamojo x netiesiSkumo vertinimui: kuo mazesnis
porinis koreliacinis koeficientas tarp regresijos funkcijos f(x) ir kintamojo x, tuo

didesnis yra skirtumas tarp pi,x ir r’_, tuo kintamojo y priklausomybé nuo kintamojo

yx 2
x labiau skiriasi nuo tiesinés priklausomybeés ir regresijos funkcija f(x) labiau skiriasi
nuo tiesinés funkcijos.

Kai E[y/x]=a=const ir D(y/x)>0 bei Dx>0, tai y=ate(x). Tuomet
Dy=E[D(y/x)]=De>0 ir p;x =0. Kadangi, kaip jau buvo jrodyta, predikatas Pi,x Zryzjx
visada yra teisingas, tai $iuo atveju koreliacijos koeficientas ry, turéty biiti lygus 0.
Eyx—-Ey-Ex E[(a+e(x))x]-E[(a+&(x))]-Ex _

\/Dy-Dx VDe-Dx

Taip i§ tikryuy ir yra, nes 1, =

_ Bax+E[e(x)x]-aEx aEx+0-aEx

VDe-Dx VDe-Dx
priklausomybeé: kai py =0, tai Dy=De ir y=a+&(x). Cia a=const., kuri gali biiti lygi bet
kuriam skaiciui, tame tarpe ir 0.

Taciau visada teisinga yra tik vienpusé implikacija (py=0)—(ryx=0), nes
koreliacijos koeficientas ryx kartais gali buti lygus 0 ir tada, kai koreliacijos santykis
pyx yra didesnis uz 0. Taip atsitinka, pavyzdZiui, tada, kai endogeninio kintamojo
regresijos funkcija y=f(X)=E[y/x] priklauso nuo tokio vektoriaus X, kuri sudaro
atsitiktiniai kintamieji, nesutampantys su kintamuoju x, o atsitiktiniai kintamieji y ir x
néra tarpusavyje koreliuoti. Tada Dx>0, Dy>De>0 ir 6, ,=Eyx—Ey-Ex=Ey-Ex-Ey-Ex=

~0 ir todél 1,,=0, 0 p?, =125 20

Dy

Kai atsitiktinis endogeninis kintamasis y priklauso nuo keliy kintamuyjy,
sudaranciy vektoriy X, tai tiesinio koreliacinio rySio tarp kintamojo y ir vektoriaus X
vertinimui {sivedamos daugialypés Kkoreliacijos koeficientas Ryx. Si koeficienta
galima interpretuoti kaip porinés koreliacijos koeficienta tarp y ir to kintamojo tiesinés
regresijos funkcijos f(X):E[y/x]:60+61x(”+...+6px(p), t.y. galima daugialypés
koreliacijos koeficienta Ry, apibrézti lygybe Ry x=rtyfx), kurioje f(x)=00+0,xV+.. +
+er(P)_

Siam apibrézimui ekvivalentiskas yra ir toks koeficiento Ryx apibrézimas:
daugialypés koreliacijos koeficientas Ry x yra porinés koreliacijos koeficientas tarp
kintamojo y ir tokios kintamujuy x(l), x(z), v x® sudaranciy vektoriy X, tiesinés
kombinacijos ao+a1x(1)+azx(2)+...+apx(p), kuri atitinka S§ios porinés koreliacijos
koeficiento maksimalig reikSme.

Daugialypés koreliacijos koeficienta Ry x galima iSreikSti per paprastus porinés
koreliacijos koeficientus tarp kintamujy y, x'V, x?, ..., x®.

Pazymésime kintamaji y indeksu 0, o kintamuosius x”, @, ..., x® — indeksais
1, 2, ..., p. ApskaiCiuvosime visy Siy kintamyjy galimy pory porinés koreliacijos
koeficienty reikSmes ir sudarysime (p+1)x(p+1) — mate Koreliacing matricgy:

=0. Akivaizdu, jog galioja ir atvirkstiné
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Ly T T Lp | | Ton 1 1, T
Iy I, I, .. I, L, L, L, 1
Apskaiciuosime tas matricas determinanta |R| ir jos elemento ryy adjunkta Roo.
IR

. . . . 2
Galima jrodyti, jog R|  =1- R
00

A

Sia formule naudojamasi apskai¢iuojam koeficiento Ryx jverti R x:

5 R| «. . D : o . o
Ryyle—‘ﬂ—|. Sioje formul¢je |R| yra matricos, sudarytos i§ porinés koreliacijos
00

koeficienty iverciy, determinantas, R, — adjunkto Ry Lvertls

Galima jrodyti, kad tuo atveju, kai kintamieji y, x ), x(z), e x® priklauso

daugialypiam normaliam skirstiniui, kintamojo y regresijos funkcija yra tiesiné ir
daugialypés koreliacijos koeficiento Ry x kvadratas R;X yra lygus determinacijos

koeficientui K4(y,X) ir koreliacinio santykio pyx kvadratui piﬁx. Todél tokiu atveju

daugialypés koreliacijos koeficiento Ry x ivercio IA{Y,X apskaiciavimas leidzia jvertinti
determinacijos koeficienta dar iki regresijos funkcijos sudarymo.
Lygybe Ri X :pi « =K, (y;X) galioja ir tuo atveju, kai kintamojo y regresijos

funkcija f(X)=E[y/X] yra tiesing, t.y., kai y=0,+0,x"+..+0 X(p)+8(X) Siuo atveju

kintamyjy y, x 1), (2) - x® daugiamacio skirtinio normalumas néra bitinas, taciau

A

Siuo atveju jvercio Ry,X panaudojimas determinacijos koeficiento K4(y,X) vertinimui

yra rizikingas, nes juo pakankamai patikimai naudotis galima tik tada, kada
daugiamatis kintamyju vy, x(l), x(z), ey x® skirstinys yra normalus, arba tada, kada
kintamojo y regresijos funkcija yra tikrai tiesiné. Net nedideli nukrypimai nuo
tiesiSkumo gali taip stipriai iSkreipti rezultata, kad i§ jo iSplaukiancios iSvados tapty
nepatikimos ar net neteisingos.

Todel dainiau naudojamasi determinacijos koeficiento statistiniu jverciu

Z (v;i =
K, (y,X)=1-21 ’:Vl , apie kurj jau raséme.
Z(yﬂ y)’

j=1 i=l

o D : . : :
Naudojantis formule K, (y;X) = pi,x = D—f, galima sudaryti dar viena K4(y,X) ir
y

p;X tverciy Kd (y,X) ir f)ix apskai¢iavimo algoritma, dalinant vektoriaus X kitimo

sriti 1 k daliy, nustatant i kiekviena tokia dali j (j=1, 2, ..., k) patekusiy kintamojo y
reikSmiy yj skaiCius vj, apskaiciuojant kiekvienai daliai j dalinj kintamojo y vidurkj

—Zyji ir ty vidurkiy dispersijos — grupinés dispersijos — jvert]

2

y(x) ZV ( ) .
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Laikydami §§(X) dispersijos Dr jver¢iu D, , galime apskaiciuoti determinacijos

a2
koeficiento ir koreliacinio santykio kvadrato iverti IA(d(y;X):f);X = ;(2)() =
y
k
Z"j(g’j_g’)z
:—J:l
k Vj '
ZZ(YJF?)Z
j=1 i=l
. . . . . 5 g} ﬁf ) . .
Determinacijos koeficiento jvertis K,;=R =f) =p,.» vartojamas kaip

y
regresinio modelio adekvatumo matas, turi trikuma: to koeficiento didelés reikSmés
gali atsirasti ne tik todé¢l, kad regresinis modelis yra pakankamai adekvatus, bet ir del
to, kad steb¢jimy skaiCius n kartais gali biiti mazas. Panasy triikuma turi ir dispersijos
formulé. Todél dispersijos ir determinacijos koeficiento iver¢iu formulés, kai n —

nedidelis skaicius, yra koreguojamos: vietoj formulés ﬁy

1& . .
=—>(y,-y)’ naudojamasi
niz

pakoreguota formule ]A);=L2(yi—y)2 (t.y. Di;:Llf)y ), 0 vietoj formulés
n_

n-1i5
2
koo K 1< _
A 2V, -y ;VJ jgyﬁ—y
R?=1L = — naudojamasi  pakoreguota  formule
= =2 ! _
i= =1 =l
R :1—“(;11)(1—1i2), kurioje p+1 — matricos X stulpeliy skaicius, t. y. regresijos
n—(p+

funkcijos f(X) koeficienty skaicius, iskaitant ir koeficienta éo .

Kadangi statistiniuose tyrimuose imciy apimtys n yra ribotos ir matavimai
atliekami su paklaidomis, tai apskaiciuoti koeficienty bei dispersiju iverciai gali Siek
tiek skirtis ir dazniausiai skiriasi nuo tikryju ty koeficienty ir dispersiju reikSmiy.

[ ta aplinkybg tenka atsizvelgti, darant iSvadas, iSplaukiancias i§ statistiniy
tyrimy metu gauty rezultaty. Todél, sudarant ekonometrinius modelius ir juos taikant,
tenka vertinti gauty iverciy tiksluma ir patikimuma, nustatinéti koeficienty ir dispersiju
tikryju reikSmiy patekimo 1 pasirinktus intervalus tikimybes bei pasirinktas
patikimumo tikimybes atitinkan¢iy pasikliautiniyjy intervaly ribas, tikrinti {vairias
hipotezes. Skaitytojams, norintiems susipazinti su $iy procediiry atlikimo metodais,
galima rekomenduoti jau minétaja knyga [182] bei taikomosios matematinés statistikos
vadovelius.

Po regresinés analizés pradmeny apzvalgos jau galime pereiti prie konkreciy
regresinés analizés pavyzdziy, t. y. prie konkre¢iy ekonometriniy modeliy sudarymo.

1.14.12.3.1.1. Regresinés analizés taikymo pavyzdys: javy derlingumo
priklausomybés nuo tresimo lygio ir dirvos apdirbimo statistinis tyrimas

Tarkime, jog turime i§ n=20 rajony surinktus ty rajony tkius charakterizuojancius statistinius

duomenis apie trgsSimo lygi x; (t. y. apie trasy kieki tonomis, vidutini$kai tenkanti 1 ha paséliy ploto) ir
apie javy derlinguma y; (cnt/ha), kur i=1, 2, ..., 20 (zitur. 115-j3 lentele).
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115. lentelé

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
xi | 0,32 [ 0,59 | 0,30 [ 0,43 | 0,39 | 0,32 | 0,42 | 0,21 | 0,20 | 1,37
Vi 9,7 8,4 9,0 9,9 9,6 8,6 12,5 7,6 6,9 13,5

i [ 11 12 13 14 15 16 17 18 19 [ 20
xi | 0,73 102503908 | 013 0,09 [ 020 ] 0437 0,73 0,99
vi | 97 [ 107 [ 121 97 [ 70 [ 72 [ 82 | 84 | 13,1 | 87

Nagrinédami turimus statistinius duomenis, galime pastebéti, kad daugumoje atvejuy galima
iZvelgti teigiama javy derlingumo ir trgSimo lygio koreliacija. Kad statistiskai jvertintume ry$j tarp tre-
Simo lygio ir derlingumo, apskaiciuosime koreliacijos koeficiento jverti Ty, naudodamiesi formule

2[(7‘1 _i)(Yi —§)]
ﬁ(xi—f)zi(yi—y)z

i=1

, ir sudarysime regresijos funkcijos jvertinj &(x):f(x), ieSkodami jos

tiesinéje  formoje y(x)= f x)+ éo + él x, kur, kaip jau esame nustat¢ anksciau,
20

Z[(’S _i)(Yi —3’)]

égMKM) _ il

— ir MM =3 gMKMIZ

Z(Xi _§)2

i=l
Koeficienty 0y, 6o, ir ry, iveriy 6,, 0, ir fy,x apskaiciavimui reikalingus duomenis

pateiksime 116-je lenteléje.

116. lentelé

Xi Yi i =X | vi=Y | (x;-%)" | (vi-¥) | (i -%X)y; -)
0,32 9,7 | -0,1455| 0,175 | 0,02117025 | 0,030625 —0,0254625
0,59 8,4 0,1245 | -1,125 | 0,01550025 | 1,265625 —0,1400625
0,30 9,0 |-0,1655 | —0,525 | 0,02739025 | 0,275625 0,0868875
0,43 9,9 |-0,0355| 0,375 | 0,00126025 | 0,140625 —0,0133125
0,39 9,6 | -0,0755| 0,075 | 0,00570025 | 0,005625 —0,0056625
0,32 8,6 |-0,1455 | -0,925 | 0,02117025 | 0,855625 0,1345875
0,42 12,5 | -0,0455 | 2,975 | 0,00207025 | 8,850625 —0,1353625
0,21 7,6 | —0,2555 | —1,925 | 0,06528025 | 3,705625 0,4918375
0,20 6,9 | -0,2655 | —2,625 | 0,07049025 | 6,890625 0,6969375
1,37 13,5 0,9045 3,975 | 0,81812025 | 15,800625 3,5953875
0,73 9,7 0,2645 0,175 | 0,06996025 | 0,030625 0,0462875
0,25 10,7 | -0,2155 | 1,175 | 0,04644025 | 1,380625 —0,2532125
0,39 12,1 | -0,0755 | 2,575 | 0,00570025 | 6,630625 —0,1944125
0,82 9,7 0,3545 0,175 | 0,12566025 | 0,030625 0,0620375
0,13 7,0 | -0,3355 | —2,525 | 0,11256025 | 6,375625 0,8471375
0,09 7,2 -0,3755 | —2,325 | 0,14100025 | 5,405625 0,8730375
0,20 8,2 | -0,2655| —1,325 | 0,07049025 | 1,755625 0,3517875
0,43 8,4 |[-0,0355 | —1,125 | 0,00126025 | 1,265625 0,0399375
0,73 13,1 0,2645 3,575 | 0,06996025 | 12,780625 0,9455875
0,99 8,7 0,5245 | -0,825 | 0,27510025 | 0,680625 —0,4327125
9,31 190,5 0 0 1,966295 74,1575 6,97125

0,4655 | 9,525 0 0 0,09831475 | 3,707875 0,3485625

5 IMM[B|S|x |3 |mS]|S|2|S]efc|w]|a|w|s|w|]|—| =
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Pasinaudodami éfMKM) ir éf)MKM) apskai¢iavimo formulémis bei 116-osios lentelés rezultatais,

(MKM) _ 6,97125
i ~— "

gauname, jog 0 ~3,54537%3,545, OMM 29,525 9(MKM) .0 4655~9,525-1,650=7,875,

>

. 6,97125
T.

¥X 7 1.9663-74.1575

Gavome regresijos funkcijos jvertini f (x) =7,875+3,545x, kuris rodo, kaip vidutiniskai didéja

~0,577309601~0,577~0,58 .

derlingumas y, didinant tre§imo norma x. Koreliacijos koeficientas r,, taip pat rodo, jog egzistuoja
teigiamas tiesinis koreliacinis rysys tarp y ir X.

[vertinsime gauty rezultaty adekvatuma nagrinéjamam reiskiniui, apskai¢iuodami dispersijas
Dy, Dy, Dy, D, o taip pat determinacijos koeficienta Kq(y,x), pasinaudodami skaic¢iavimy rezultatais,
pateiktais 116-oje lenteléje.

R . _ Ll _ . .
D, ==Y (v;-¥) =3,708, D, =HZ(Xi ~X)* ~0,09833 . Kadangi n=20 dar néra didelis
i=1 i=1
skaiCius, tai tikslinga naudotis pakoreguotomis formulémis ]A)’; = Ll (yi —?)2 ~3,9030,
n=15g
. I < _ A AoA . B oA
D, :_lz(xi —X)2 ~0,1035. IS formulés f(x)=0,+0,x gauname, jog D; =0{D,, i§ kur
n—

i=1
iSplaukia, jog 15? ~(3,545)%0,1035~1,3005. Tokia pat ﬁ’; reik§me butume gave ir naudodamiesi
1 [ _ . . A A
formule —IZ(f (xi)—y)Z . I8 formules y(x)=f(x)+e(x) gauname, jog Dy=Ds+D;, i§ kur D, =D -
n=1i5
—IA)?z3,9030—1,3008:2,6022. Kaip matome, gavome gana didele dispersija D., sudarancia apie du
tre¢dalius visos dispersijos Dy. Tai rodo, kad modelis néra pakankamai adekvatus. Ta pacia iSvada
. o _— s D; 1
padarytume ir paskaiciave determinacijos koeficiento jverti K, (y,x) = ht BPY ,3008

D! 73,9030

~0,3332~0,333.

n-1

——(I—R2 ), tai gautume
n—(p+1)

<2
Jei pakoreguotume Ky reikSme, pasinaudodami formule (R ) =

KZ =1- ﬁ(l - Kd )z 1- 2(1 - 0,333) ~ 0,296, t.y. dar mazesn¢ determinacijos koeficiento
20-(1+1) 18
vercio reikSme.

Didelg dispersijos D, reikSme ir maza determinacijos koeficiento reik§meg $iuo atveju galima
paaiskinti tuo, kad javy derlingumas priklauso ne tik nuo trg§imo lygio, bet ir nuo daugelio kity faktoriy.
Vienu tokiy faktoriy gali bati ir dirvos paruosimo kokybé, o taip pat ir derliaus nuémimas laiku,
neleidziant griidams idbyréti i§ varpy, ir eilé kity faktoriy. Zinoma, javu derlingumui didele jtaka turi ir
meteorologinés salygos, kuriomis augo ir brendo javai, taCiau Siuo atveju visuose tirtuose tikiuose
meteorologinés salygos buvo vienodos.

Pabandysime padidinti regresijos funkcijos argumenty skaiciy, ivesdami papildoma kintamaji —
tikyje esancios dirvos apdirbimui skirtos technikos skaiciy, tenkantj 100 ha, pazymédami ta papildoma
kintamaji x?, o trady kiekiui, tenkan¢iam hektarui paséliy ploto, palikdami zyméjima x.

Statistinius duomenis, pateiktus 115-oje lenteléje, papildysime duomenimis, paimtais i$
tirlamyjy rajony i=1, 2, ..., 20 ir pateikiamais 117-oje lenteléje.

117. lentelé

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x? |1 205 | 046 | 246 | 644 | 2,16 | 2,69 | 0,73 | 0,42 | 049 | 3,02

i 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
xP 13,19 | 330 | 11,51 | 226 | 0,60 | 030 | 1,44 | 0,05 | 0,03 | 0,17
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Dabar regresijos funkcijos ieskosime formoje f(x)=0+0,x"+8,x® ir, naudodamiesi
AR A A N A A A @)
maziausiyjy kvadraty metodu, minimizuosime funkcija Q(GO,OI,OZ): Z(yi -0, —lei( ) —szi( ))
i=1

Diferencijuodami funkcija Q(éo,él ,éz), gausime normaliyjy lygéiy sistema

o 20

R, Z(yi ~0,—0,xM -0,x? ): 0,

9 P

6Q S 0 —0.xD_9.x@)x®

% ——=0, kuri §iuo atveju atrodys taip: Z(yi—eo-elxi —0,x] )'Xi =0,
1 i=l

aQ S (6 6k —5.x ) x@

% =0, Z(Yi_eo_elxi -0,x; )'Xi =0.
2 i=1

Sia lygciy sistema galima pertvarkyti i koeficienty 6,, 0, ir 0, iverciy éo, él ir 0 , radimui

2090_Zy elzx(l) 0 ZX(Z)
patogesng sistema Z ) Zx(l) ) Z( (1))Z 0 Zx(l) @ _p 0,

i=1

2) 4 2) 4 IR 2
Zyl @ eozxf )_elzxi()xi( )_922<Xi( ))2 =0.
i=1 i=l i=1

Kadangi x }1) , X }2)

ir y; reikSmés mums yra Zzinomos, tai, atlik¢ atitinkamy sumy
paskai¢iavimus, gausime 3-ju tiesiniy lyg¢iuy su trimis neZinomaisiais sistema, kuria i$sprende, rasime
koeficienty 6,, 0, ir 6, jverciu 90, 91 ir 92 reikSmes B(MKM) ~7,29, O(MKM) ~347 ir
OgMKM) ~ 0,28, t. y. gausime regresijos funkcijos jvertinj f(x'", x?)~7,29+3,47x"+0,28x?.

A (MKM) egMKM) ir é(zMKM)

Koeficienty 0y, 0, ir 0, jverciy 0 reik§mes galima buvo rasti ir

naudojantis matricy algebra.

Funkcija Q(@O,Ol,ez,..., ) ( ) Z( =0, -6,xV -6,x? —...—épxi(p))2 galima

wrasyti matricingje formoje  Q[0)= (v - xd)' (Y ~X8)=YTY-20"X"Y +0TX X0 . Taikydami

o . . 3Q(6 ; .
maziausiyjy kvadraty metoda gauname matricing lygti %z—ZXTY+2XTX9=0p+1» t.y. lygti
XTXé:XTY kuriag sprgsdami gauname regresijos lygties koeficienty vektoriaus — stulpelio

~ T
HOKM) _ (m gkw M) Ty haisiavimo formule KM = (xTX) X TY |

I8 Sios formulés iSplaukia vektoriaus g (MKM) apskaiciavimo algoritmas: 1) statistiniy duomeny
matrica X, turinéia n eiluéiy ir p+1 stulpeli, kurioje ,,nulinis* stulpelis sudarytas i$ elementy x(O) =1,

transformuojame { matrica X', turingia p+1 eilute ir n stulpeliy; 2) matrica X" sudauginame su matrica
X ir gauname kvadrating matrica XX, turinéia (p+1)x(p+1) matavimy, sudaryta i§ elementy

n
ks :in(k)xi(s); 3) naudodamiesi atvirkstinés matricos elementy apskaiiavimo formule

( 1) B ( 1)1+JA
lJ D
zingsnyje gautaja kvadrating matrica (X'X) ™, turingia (p+1)x(p+1) elementy af(;l) , sudauginame su

, gauname matrica (X'X)™', atvirkiting matricai X'X; 4) ketvirtajame algoritmo

pirmajame algoritmo Zingsnyje gauta matrica X', turinéia p+1 eilute ir n stulpeliy, ir tokiu badu
gauname matrica (X'X)'X", turin¢ia p+1 eilutg ir n stulpeliu; 5) penktajame algoritmo Zingsnyje,
gautaja matrica (X' X)'X" sudauginame su matrica Y, turinéia n eiluéiy ir m stulpeliy, ir tokiu badu

gauname koeficienty 0 matrica (X' X)'X"Y, turingia p+1 eilute ir m stulpeliu.
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Miisy nagrinéjamame pavyzdyje reikia sudaryti tik viena regresijos lygti, todél m=1 ir matrica
Y turi tik vieng stulpeli, t. y. matrica Y §iuo atveju yra vektorius — stulpelis Y=(yi, y2,-- -, yn)T. Todél ir

n o A n R T
0=X"X)"'X"Y yra vektorius — stulpelis QMKM) (GE)MKM), 6§MKM), OEMKM) ey QI(DMKM)) .

Kadangi matricy daugybos operacija yra asociatyvi, tai ketvirtajame algoritmo zingsnyje
galima buvo vietoj matricy (X"X)™ ir X" daugybos dauginti matricas X" ir Y, gaunant matrica X'Y,
turingia p+1 eilute ir m stulpeliy (arba vektoriy — stulpeli XY, turintj p+1 koordinate), o po to (jau
penktajame algoritmo zingsnyje) sudauginti tre¢iajame algoritmo Zingsnyje gautaja atvirksting matrica

(X"X)™" su matrica (arba vektoriumi — stulpeliu) X"Y, gaunant matrica (arba vektoriy) oMKM)
Rekomenduoju skaitytojui iSbandyti Cia apraSytaji matricini algoritmg jau misy surasty
égMKM) ir égMKM)

koeficienty 6, ir 0, jverciy apskai¢iavimui, kai n=20 ir p=1, taip pat koeficienty 0y,

0, ir 6, jverciy éf)MKM), é§MKM) ir égMKM) apskaiCiavimui ka tik nagrinétuoju atveju, kai mes
sprendéme regresijos funkcijos koeficienty apskai¢iavimo uzdavinj, pasinaudodami papildoma
informacija apie tkiuose naudojama zemés apdirbimo technika. Tai padés skaitytojui priprasti prie
matricinés algebros panaudojimo, kurios matematinis aparatas leidZia ekonometrikos uzdaviniy
ir ju sprendinio algoritmy apraSyma padaryti Zymiai kompaktiSkesnj, panaSiai kaip tenzoriy
algebros panaudojimas Zymiai supaprastina peréjimus i§ vienos koordinaciy sistemos i kita bei itampy
deformuojamoje terpéje nagrinéjima. Plétojant sistemotyros matematine kalba, tikslinga pasinaudoti
visu tuo, kas jau sukurta jvairiuose moksluose ir ypatingai — matematikoje, nes, kaip jau buvo
minéta 1.6.4.13. ir 1.13.3. skyreliuose, matematikos désniai yra bendrasisteminiai désniai, o
matematiné kalba — matematinés sistemotyros formaliosios kalbos branduolys.

GriSime prie nagrinéjamo ekonometrinio modelio. Nesunku jsitikinti, kad regresinis modelis

f x, x?)=7,29+3,47xM+0,28x? jau adekvaciau apraso javu derlingumo y statisting priklausomybe
nuo derlinguma jtakojanciy faktoriy. Paskaiciave pakoreguota determinacijos koeficienta, Siuo atveju

Sk )2 . . . . . .. . L. . .
gautume, jog (R ) ~ 0,422, t.y. jau didesnis negu tuo atveju, kai regresijos funkcija turéjo tik viena

argumenta ir determinacijos koeficiento ivertis (ﬁ* )2 buvo lygus =0,296.

Noréciau atkreipti skaitytojo démesi i ta aplinkybe, kad regresijos funkcijos argumenty
skaic¢iaus didinimas ne bitinai (t.y. ne visada) didina regresinio modelio adekvatuma
modeliuojamam reiskiniui.

Knygoje [182], i$ kurios buvo paimti miisy skai¢iavimams reikalingi statistiniai duomenys, tarp
eilés jvairiy pavyzdziy yra pateikta ir regresijos funkcija, apraSanti javy derlingumo y priklausomybeg net
nuo penkiy faktoriu: 1) tre§imo lygio x'; 2) dirvos apdirbimo technikos vienety §imtui hektary dirvos
vidutinio skai¢iaus x?; 3) derliaus nuémimui skirty kombainy, tenkan¢iy 100 ha, vidutinio skai¢iaus
x¥; 4) traktoriy vidutinio skai¢iaus x¥ iikyje kiekvienam 100 ha dirbamos zemeés; 5) chemikaly, skirty
kovai su piktzolémis ir kenkéjais kiekio x*®, tenkan¢io kiekvienam paséliy hektarui. Regresijos
funkcijos koeficienty reikSmés buvo apskaiciuotos naudojantis statistiniais duomenimis, pateiktais
118-o0je lenteléje.

118. lentelé

Rajono | Derlingumas | Tresimo |WPEIRRNO SO Kombainy | Traktorin | CHo R

numeris Vi lygis le lygis ey kiekis Xi(3) kiekis Xi(4) x®
J (ent/ha) | (tony/ha) (vt OOIha) (vnt/100ha) | (vnt/100ha) (Cm‘/ha)
1 9,70 0,32 2,05 0,26 1,59 0,14
2 8,40 0,59 0,46 0,28 0,34 0,66
3 9,00 0,30 2,46 031 2,53 0,31
4 9,90 0,43 6,44 0,40 4,63 0,59
5 9,60 0,39 2,16 0,26 2,16 0,16
6 8,60 0,32 2,69 0,30 2,16 0,17
7 12,50 0,42 0,73 0,29 0,68 0,23
8 7,60 0,21 0,42 0,26 0,35 0,08
9 6,90 0,20 0,49 0,24 0,52 0,08
10 13,50 137 3,02 031 3,42 0,73
11 9,70 0,73 3,19 0,30 1,78 0,17
12 10,70 0,25 3,30 0,32 2,40 0,14
13 12,10 0,39 11,51 0,40 9,36 0,38
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14 9,70 0,82 2,26 0,28 1,72 0,17
15 7,00 0,13 0,60 0,29 0,59 0,35
16 7,20 0,09 0,30 0,26 0,28 0,15
17 8,20 0,20 1,44 0,29 1,64 0,08
18 8,40 0,43 0,05 0,22 0,09 0,20
19 13,10 0,73 0,03 0,25 0,08 0,20
20 8,70 0,99 0,17 0,26 1,36 0,42

Po $iy statistiniy duomeny apdorojimo minétosios knygos autoriai gauna regresijos funkcijos
ivertini  y(x)=f(x)=f (x".x®x®x? x*)=3,515+4,475x"+0,110x®+15,542xV-0,006xP-2,932x,

kurio koeficienty apskai¢iavimo vidutinés kvadratinés paklaidos pasirodé gana didelés. Pavyzdziui,
koeficiento 8, apskai¢iavimo vidutinis kvadratinis nuokrypis pasirodé esas §,=5,41, t. y. net didesnis uz

to koeficiento jverCio reikSme é0z3,515. Taip pat didesnius uz paciy koeficienty iveréiy reikSmes
vidutinius kvadratinius nuokrypius turi ir koeficientai éz, é3, é4 ir é5 (é2 ~0,110, §,~0,85;
0,~15,542, §,~21,59; 0,~—0,006, §,~0,60; 05~2,932, §5~3,09). Tik koeficiento 0, apskaiiuotoji
vercio reikSmeé él ~4,475 yra beveik tris kartus didesné uz savo galima vidutinj kvadratini nuokrypi
8, ~1,54. Nenuostabu, kad regresijos likué¢io dispersijos jvertis, kuris $iuo atveju yra lygus apie 2,59, yra
didesnis uz ﬁgz2,26, kuris buvo gautas atvejui, kai p=2, ir beveik lygus dispersijos D, iverciui
]58 ~2,60, kai buvo nagrinéta regresijos funkcija, turinti tik viena argumenta. Dideli nepasitikéjima kelia

ir zymiai didesné uz visy kity koeficienty reikSmes koeficiento 0; jvercio reik§meé 0 ,=15,542 su uz save
pacia didesne paklaida. Tokia didele reikSme koeficientas 0; galéty turéti tik tada, kai, nuimant derliy
nuo labai dideliy ploty, dél kombainy stokos derliaus nuémimo laikas taip uzsitgsty, kad didzioji dalis
grudy suspéty i§ varpy isbyréti i dirva. Soviety Sajungos stepése neretai taip atsitikdavo, ir ta aplinkybé
galéty pateisinti tokia didelg koeficiento 03 jvercio reik§me, taiau miisy negali tenkinti tokios didelés
koeficienty reikSmiy paklaidos ir modelio tikslumo pablogéjimas, padidéjus regresijos funkcijos
argumenty skaiCiui, kai tuo tarpu regresijos funkcijos f (x, x?)~7,29+3,47xD+0,28x"? koeficienty
paklaidos buvo Zymiai maZesnés uZ koeficienty iver¢iy reiksmes (§,~0,66, §,~1,07 ir §,~0,13) ir uz
modelio, kai p=5, koeficienty paklaidas.

Tokio, atrodyty, paradoksalaus reiSkinio priezastis — nekorektiskas regresijos funkcijos
prediktoriy (argumenty) pasirinkimas: pasirodo, jog, sudarant regresijos funkcija, turinéia argumentus
xV, x@, x® x@ ir x®, nebuvo atsizvelgta i multikolinearumo reiSkinj, t.y. i tai, kad kai kurie
prediktoriai néra nepriklausomi, o yra gana stipriai suri$ti vienas su kitu. Tai nesunku pastebéti,
nagringjant porinés koreliacijos koeficienty jveréiy matrica, gauta apdorojant 118-osios lentelés
statistinius duomenis ir pateikta 119-joje lenteléje.

119. lentelé

y X(1) X(Z) X(3) X(4) X(5)
1,00 | 0,58 | 0,40 | 0,37 | 043 | 0,33
xD | 058 | 1,00 | 0,03 | 0,03 | 0,11 | 0,57
x? | 040 | 0,03 | 1,00 | 0,88 | 0,98 | 028
x® | 037 | 0,03 ] 0,88 | 1,00 | 0,85 | 046
x® | 043 | 0,11 | 0,98 | 0,85 | 1,00 | 0,34
x® 1033 057 ] 028 ] 046 | 034 | 1,00

Kaip matome, Sioje lenteléje, kintamieji x® ir x¥, t.y. Zemés apdirbimo technikos vienety
skaicius 100 ha ir traktoriy skaicius tkyje, labai stipriai koreliuoti ir negali biiti laikomi nepriklausomais
kintamaisiais. Negali biiti laikomi nepriklausomais kintamaisiais ir kintamujy pora x® ir x®, kur x® —
kombainy skaicius 100 ha, o taip pat kintamieji x*® ir x.

Priklausomybé tarp pasirinktyjy paaiSkinanciyjy kintamyjy, nagrinéjant prediktoriy
poveikj j paaiSkinamajj kintamajj y, pasireiSkia taip, lyg tas poveikis buity dubliuojamas, ir
sukuria iSkreipta vaizda apie to poveikio reikSme. Todél, sudarant ekonometrinius modelius,
biitina eliminuoti po vieng i§ kiekvienos poros stipriai koreliuoty prediktoriy arba pakeisti visg

pora vienu agreguotu faktorium, paliekant regresijos funkcijos argumenty saraSe tik
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nepriklausomus bei silpnai koreliuotus faktorius. Miisy nagrinétame pavyzdyje porinés koreliacijos
koeficientas tarp prediktoriy x ir x® yra 0,03, t. y. pakankamai mazas. Todél jie ir buvo palikti kaip

regresijos funkcijos argumentai. Su x" silpnai koreliuotas ir kintamasis x*, ta¢iau x® gana stipriai
3)

koreliuotas su prediktorium x'?. Kadangi kintamasis x'" palyginti silpnai koreliuotas su kintamuoju x**,
tai, zinoma, galima buvo pabandyti sudaryti regresijos funkcija f(x'", x*) ir palyginti ja su f(x"", x®).
Palieku §i bandyma skaitytojui, rekomenduodamas biitinai rasti laiko tokios hipotezés patikrinimui ir
atitinkamy i§vady padarymui.

IS to, kas buvo pasakyta apie multikolinearumo pavoju, iSplaukia iSvada apie
dar viena Kkoreliacinés analizés reikalingumo regresinéje analizéje (taigi ir
ekonometrikoje) atveji. Tai dar karta patvirtina 1.14.12.3. skyrelio pradzioje minéto
teiginio apie koreliacinés analizés vaidmeni ekonometrikoje teisinguma.

Stengiantis iSvengti prediktoriy kolinearumo, reikia nepamirsti ir antrosios §i0s
problemos pusés: sudarant regresijos funkcija, reikia stengtis jtraukti |
prediktoriy saras$a visus reikSmingus nepriklausomus (silpnai koreliuotus)
faktorius. Kai neatsizvelgiama { kai kuriuos reik§Smingus faktorius, ekonometrinis
modelis negali biiti kokybiskas. Tai ir iliustravo Sio (1.14.12.3.1.1.) skyrelio pradzioje
sudarytasis regresijos funkcijos ivertinys f (X“))z7,875+3,545x, pasizymintis dar
nepakankamu adekvatumu nagrinéjamam reiskiniui kaip tik dél Sios priezasties.

Sio skyrelio pavyzdziai kaip tik ir buvo parinkti taip, kad ne tik iliustruoty
regresijos funkcijos koeficienty apskaiciavimo algoritma, bet ir parodyty kai
kuriuos specifinius sunkumus, su kuriais susiduriama, sudarant ekonometrinj
modelj.

Sio tikslo siekiama ir nagrinéjant kitus ekonometriniy modeliy sudarymo
pavyzdZius.
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