Labiau patyrgs programuotojas nesunkiai pastebés, kad aprasytoje programoje yra nemazai
bloky, kuriy funkcijos vienodos arba labai panasios, kuo galima pasinaudoti mazinant programos bloky
skaiCiy. Tai leisty Zymiai sumazinti imitavimo programos apimtj, nes 19-sis ir 29-sis blokai,
dubliuojantys 12-ji bloka, yra gana sudétingi. Néra paprastas ir 28-sis blokas, dubliuojantis 18-jj bloka,
o taip pat ir 26-sis blokas, dubliuojantis 16-ji bloka. Kiti dubliuojantys blokai yra paprastesni, bet ir jie
reikalauja vietos kompiuterio atmintyje.

Galimi ivairtis dubliavimo iS§vengimo klausimo sprendimai. ApraSysime vieng i§ idomesniy,
kuri sugalvojo minétieji treciojo kursi studentai.

Jo idéja kilo i8siaiskinus, kodél atsirado dubliavimas.

Pavyzdziui, 19-sis blokas, dubliuojantis 12-ji bloka, atsirado todél, kad po 12-jo, 14-jo ir 15-jo
blokuy, dirbanciy su ka tik atvykusiais klientais, ta darba pabaigus, per 9-ji bloka sugriztama i 5-ji bloka,
generuojanti naujos klienty partijos atéjima, o po 19-jo 17-jo bloky, dirbanciy su jau aptarnautais
klientais bei su ju vieta uzémusiais klientais, peréjusiais i§ eilés, griztama jau ne i 5-ji, o i 6-ji bloka,
iSkviecianti i§ BIG eilinj busimaji ivyki. Kitaip tariant, po to, kai i§ BIG buvo iskviestas antrojo tipo
tvykis ir ten daugiau tokiy jvykiy nebeliko, po antrojo tipo jvykio ,,apdorojimo® reikalingas naujo tokio
tipo ivykio generavimas ir jraSymas i BIG, o po to, kai i§ BIG buvo iSkviestas penktojo tipo ivykis, po to
ivykio ,,apdorojimo* néra reikalo generuoti nauja antrojo tipo ivyki, nes toks ivykis blsimyjy ivykiy
grandingje dar tebéra. Reiskia, sistema po penktojo tipo ivykio ,,apdorojimo* yra biisenoje, kuri skiriasi
nuo biisenos, i kurig ji patenka po antrojo tipo ivykio ,,apdorojimo®. Ivedg dvejetaini sistemos blisenos
indikatoriy, kuri pazymésime ,,q", ir logini bloka, analizuojantj biisenos ,,q" reikSme bei priklausomai
nuo to perduodantj valdyma, i$ 18-jo bloko valdyma galime perduoti tiesiai { 12-ji bloka, panaikindami
Jji dubliuojanti sudétinga 19-ji bloka.

Analogiskai, atsizvelgdami i tai, kad iSkvietus i§ BIG aStuntojo tipo ivyki, reiskianti oficialia
pamainos pabaiga, imituojancioji sistema patenka i specifing biisena, ir isived¢ dvejetaini jos buisenos
indikatoriy ,,s* bei logini bloka, analizuojantj ta indikatoriy ir priklausomai nuo to perduodantj valdyma
atitinkama kryptimi, galima panaikinti dublivojanc¢ius 24-ji, 25-ji, 26-ji, 27-ji, 28-ji ir 29-ji blokus.

Tiesa, tokj blokinés schemos supaprastinima gausime ne visai ,,uz dyka™: teks jsivesti gana
paprastus loginius blokelius 8, 19, 19, analizuojancius indikatorius ,,s* ir ,,q“, bei blokeli 19"
atstatanti indikatoriaus ,,q" reik§me. Be to reiks papildyti 4-jo bloko algoritma, pavedant jam kiekvienos
pamainos pradzioje ,,valyti“ indikatorius ,,q" ir ,,s*, suteikiant jiems pradines (nulines) reikSmes s:=0,
q:=0, o 16-sis blokas turés kiekviena karta iraSinéti ,,1* i indikatoriy ,,q“ kaip ir 20-sis blokas — i
indikatoriy ,,s*.

Po tokiy pertvarkymy 304 pav. pavaizduota blokiné schema taps tokia, kaip pavaizduota 305
pav.

Sioje schemoje pavaizduoti blokai, turintys numerius, sutampanéius su 304 pav. numeriais,
realizuoja tuos pacius algoritmus, tik 4-sis, 16-sis ir 20-sis blokai vykdo dar ir nurodytas papildomas
funkcijas, kas 305 pav. pavaizduota Zenkleliais ,,+.

Papildomas loginis blokelis ,,8* tikrina, ar dar tebesitesia oficialioji pamaina. Jei s=0, tai
reiskia, jog pamaina dar tebesitgsia, ir todél atvykusieji klientai siunciami | registracija, o jei s=1, tai
reiskia, jog i8 BIG jau buvo iskviestas astuntojo tipo ivykis ir 20-sis blokas jau pakeité indikatoriaus s
reik§me i ,,1%, todél i iSkviestus i BIG po oficialiosios pamainos pabaigos antrojo tipo ivykius jau
nebekreipiama démesio — atvyke po pamainos pabaigos klientai jau nebeaptarnaujami.

Papildomas loginis blokelis ,,19%¢ tikrina, kokio tipo ivykis buvo ,apdorotas®. Jei q=0, tai
reiskia, jog klientas i 12-ji bloka pateko i§ 11-jo bloko, t.y. jog jis — ka tik atvykes klientas, ir todél,
perdavus visus tokius klientus kirpéjams, reikia per 9-ji bloka grizti { 5-ji bloka ir generuoti nauja
antrojo tipo ivyki. Kai g=1, tai reiskia, jog 12-jame bloke buvo apdorojama informacija po 18-jo bloko,
kur pries tai (dar 16-jame bloke) buvo pakeista ,,q“ biisena i ,,1*. Todél §iuo atveju jau nebetikslinga
grizti i 5-ji bloka, o reikia grizti i 6-ji bloka, kas ir daroma, pries tai vél atstacius ,,q“ busena, ka atlicka
papildomas ,,19* blokelis.

Priklausomai nuo biisenos ,,s“ tas grizimas i 6-ji bloka yra arba tiesioginis (kai pamaina dar
nepasibaigg), ar per 21-ji bloka, tikrinanti ar BIG jau netuscia, kai pamaina oficialiai jau pasibaigé. Tai
ir daro papildomas ,,19° blokelis.

Cia i%nagrinétose imitavimo programy variantuose imitavimo eigos protokolas bei jo
fragmentai spausdinami (ar nespausdinami) programos darbo pabaigoje, todél iki tos pabaigos jrasai i
protokola kaupiami ir laikomi kompiuterio atmintyje. Tai reikalauja nemazy jos apim¢iy.

Trikstant kompiuterio atminties, galima pasielgti kitaip — galima informacija apie ivykius
spausdinti i8kart, jos nekaupiant. Kaip jau buvo minéta, kai kurie studentai taip ir daré. Tai galéty daryti
ir iSnagrinéti imitavimo programos variantai, papildzius protokolo jrasus formuojancius blokus (ziir.
304 pav. 4, 8, 12, 14, 16, 15, 18, 20, 22 blokus) ty irasy spausdinimo komandomis. Tokiu atveju galima
buty iSmesti 31-ji ir 32-ji blokus.
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Kai kuriuos imitavimo programos blokus (pseudoatsitiktiniy skaiéiy, priklausanéiy duotiesiems
skirstiniams, generatorius, sukauptos statistinés informacijos apdorojimo blokus ir pan.) tikslinga
sudaryti kaip standartinius (tipinius) programy modulius ir naudotis jais reikalui esant, kreipiantis { juos
kaip i standartines programas.

Ar spausdinti
protokola?

Ar testi
imitavima?

Ar LKG

ne tuscia?

305 pav.

Tipiniai modeliai ir tipiniai blokai bus gana detaliai nagrinéjami antroje $ios
mokymo priemonés dalyje. Ten studentai bus supazindinti ir su specialia masinio
aptarnavimo sistemy modeliavimo sistema GPSS, kuria naudojantis tokios programos
kaip ¢ia nagrin¢jama kirpyklos funkcionavimo imitavimo sistema sudaromos labai
lengvai ir greitai.
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Studenty mokymo praktika parode, jog, prie§ uzduodant studentams sudaryti
gana sudétingos imitavimo programos algoritma bei jo bloking schema ir pacia
programa, naudinga kartu su studentais pradzioje pabandyti ,,rankiniu biidu* imituoti
kirpyklos funkcionavimo procesa, naudojantis uzduotomis salygomis ir 101-ja bei 102-
ja lentelémis, stengiantis ta imitavima vykdyti taip, kaip tai turés daryti kompiuteris.

1. ,Rankinio imitavimo* pradzioje studentai uZzsiraSo, t.y. ,isiveda® i isivaizduojama
(virtualinj) kompiuterj, formaliyjuy blisimosios programos parametry konkre¢ias faktines reik§mes: p =5;
k=4; f(t)=eksp., T=5; n=4; p(1)=0,71, p(2)=0,23, p(3)=0,05, p(4)=0,01; t =3; p,=0,5, p,=0.,4, ps=0,1;
fi(t)=eksp., T,=12; f)(t)=eksp., T, =15; f3(t)=eksp., T3=25; m=8§; tPP=7%, P00, n—(,

2. Isitiking, kad $iuo momentu p<p, t.y., kad pamainy imitavimas dar nepasibaigé, studentai
pereina prie pasiruoSimo eilinés pamainos imitavimo pradziai.

3. Pamainos imitavimo pradzioje:

a) didinama vienetu pamainy skaitliuko reik§mé p ir isitikinama, kad dabar p=1, t. y., kad
prasideda pirmoji pamaina;

b) { taimerj t jrasoma t® reik§mé ir suformuojamas pirmojo tipo irasas i protokola: ,, 7%
1w

¢) isvalomi skaitliukai n, N®, N® N, N® N® T, T, Ti, Ty, T m, t.y. { juos

frasomi nuliai;

d) ,iSvaloma* BIG ir KSEG, o { LKG jrasomi visi keturi kirpéjai su savo T; ju numeriy
didéjimo tvarka;

e) ,.kompiuterio atmintyje® ,,iSskiriama“ vieta, kur bus uzraSomi statistinés informacijos

i g® AP (@) =)
apdorojimo rezultatai: q; , AT, T, T,

,my ir a®;
f) 1i,iSvalyta BIG jraSoma informacija apie biisimaja oficialigja pamainos pabaiga: ,,20%;
8 =,
4. Pasinaudodami 101-sios lentelés pirmuoju pseudoatsitiktiniu skai¢iumi &;=0,2677 ir
atvirkstinés funkcijos metodu, Zinodami jog T =5 min., studentai apskai¢iuoja intervalo t® iki pirmosios

klienty grupés atvykimo trukme t@ = ?ln% ~5-0,311565 min.=1,557825 min.~2 min.
-y
Turédami 1 reikdme, studentai apskai¢iuoja pirmosios klienty partijos atvykimo momenta
t@=t+1@=7+0"=7" ir jrago i BIG jrasa: ,,7"% 2 *;*

5. I8 BIG iskvieciama informacija apie eilini ankstyviausia biisima ivyki ir to ivykio laikas
perrasomas i taimerj. Siuo atveju iskvie¢iamas jrasas ,,7%% 2 = ir | taimerj jrafoma t:=7".

6. Analizuodami i§ BIG iskviestaji jrasa, studentai nustato, jog tai — antrojo tipo ivykis, ir
pereina prie atéjusiy klienty skaiciaus n generavimo.

7. Zinodami, jog p(1)=0,71, p(2)=0,23, p(3)=0,05, p(4)=0,01 ir pasinaudodami 101-sios
lentelés antruoju pseudoatsitiktiniu skaiCiumi &,=0,0080, studentai nustato, jog n=1, apskaiciuoja
N@:=N®+n=0+1=1 ir suformuoja 2-jo tipo jrasa i protokola: ,,7°% 2; n=1; N®=1 % Skai¢iy n=1
studentai iraso i atvykusiy klienty skaitliuka n.

8. Kadangi skaitliuko n reikSmé didesné uz 0, tai pereinama prie atvykusiy klienty
registravimo.

9. Atvykusiam klientui suteikiamas numeris N;:=N;+1=0+1=1, o atvykusiy klienty skaitliuko n
reik§mé sumazinama vienetu: n:=n—1=1-1=0.

10. Tikrinama LKG ir nustatoma, jog ji — ne tusc¢ia. Todél pereinama prie atvykusio kliento
aptarnavimo.

11. I8 LKG iskvieciamas laisvas kirpéjas, esantis LKG pradzioje. Tai pirmasis kirpéjas (j=1).
Pasinaudojant tikimybémis p,=0,5, p,=0,4 ir p;=0,1 ir treiuoju pseudoatsitiktiniu skai¢iumi i§ 101-sios
lentelés &;=0,7545, nustatoma, jog r=2, o zinant r=2 ir T, =15 min., bei pasinaudojant £,=0,3910 ir

L . e . _ 1 . .
atvirkStinés funkcijos metodu apskai¢iuojama, jog 1,; =T, ln1 ~15-0,495937min~7,4385min~

~7min.

Surad¢ 71, studentai apskaiCiuoja pirmojo kliento aptarnavimo baigimo momenta:
tl,l(b)ztﬂ1,1=702+007:709 ir pirmojo kirpéjo busimaji atidirbtaji laika: T,=T,+1;,;=0+7=7 (min.). Po to
suformuojamas treciojo tipo iraSas | protokola: 7% 3 N i=1; =25 1y,4=T7, tl,l(b):7°9; T,=7 ** bei
penktojo tipo irasas { BIG: ,,7%; 5; Ni=1; j=1 #* ir pereinama prie patikrinimo, ar jau visi ka tik atvyke
klientai uzregistruoti.
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12. Kadangi skaitliuko n reik§mé jau lygi 0, tai griztama prie naujo t® generavimo.
13. Kadangi 101-je lenteléje randame &;=0,2135, ir T@=5 min., tai gauname

1@ =7@ 1n1L ~5-0,240162 min=1,20081 min~1 min. Todél t¥=t+t®=7"+0"'=7% ir { BIG jrasoma
-y

informacija apie biisimaji antrojo tipo jvyki: ,,7; 2 *“. Dabar basimujy jvykiu grandinéje jau yra trys

jragai: ,,7%%; 2 * 7%; 5; Ni=1; j=1 % 20%; 8 -,

14. Is BIG iskvieciama informacija apie eilini bisimaji ivyki (,,703 ; 2 %) ir | taimer] iraSoma
nauja laiko t reikime t:=7%.

15. Analizuodami ka tik iSkviestaji i§ BIG ivyki, studentai nustato, jog jis — antrojo tipo, ir
pereina prie atvykusiy klienty skaiciaus n generavimo.

16. Pasinaudodami 101-sios lentelés pseudoatsitiktiniu skaic¢iumi &¢=0,1000 ir Zinomomis
tikimybémis p(1), p(2), p(3), p(4), studentai nustato, jog atvyko n=1 klientas, apskaiciuoja
N@:=N®+n=1+1=2 ir suformuoja antrojo tipo ijrasa i protokola: ,,7; 2; n=1; N®=2 **_ Skai¢ius n=1
iraSomas | atvykusiy, bet dar neregistruoty klienty skaitliuka n.

17. Kadangi skaitliuko n reik§mé n=1 didesné uz 0, tai pereinama prie ka tik atvykusiy klienty
registravimo.

18. Atvykusiam klientui suteikiamas numeris N;=Nj+1=1+1=2, o atvykusiy ir laukianéiy
registracijos klienty skaitliuko reikSmé n sumazinama 1 ir tampa lygi 0.

19. Tikrinama LKG ir nustatoma, kad ji — ne tu$cia: joje dar trys kirpéjai. Todél pereinama prie
ka tik atvykusio ir uzregistruoto kliento aptarnavimo pradzios organizavimo.

20. Is LKG iskvieCiamas antrasis kirpéjas. Pasinaudojant 101-sios lentelés pseudoatsitiktiniu
skaic¢iumi £;=0,0051 ir tikimybémis p;, p,, it p;, nustatoma, jog r=1. Tod¢l T =7,;=12 min. ir, kadangi

£s=0,6978 (zitr. 101 lentelg) ir ln%:1,196667 (ziur. 102-jq lentelg), tai 1,,=12-1,196667 min~14,36
-y

min~14 min.

Surade T,5, apskaitiuojame t,,”=t+1,,=7"+0"=7"" ir kirpéjo j bisimaji atidirbtaji laika
T;:Ty:=Ty+1,,=0+14=14 (min.).

Po to suformuojame 3-jo tipo irasa ,,7%; 3; Ni=2; j=2; r=1; To,=14; tz,z(b)=7l7; T,=14 *“ {
protokola bei penktojo tipo irasa ,,7'; 5; Ni=2; j=2 ** { BIG ir pereiname prie patikrinimo, ar jau visi ka
tik atvyke klientai uzregistruoti.

21. Kadangi atvykusiy, bet dar neregistruoty klienty skaitliuko n reikSmé jau lygi 0, tai
griztame prie naujo T generavimo (t. y. i 304 pav. 5-ji bloka).

22. Surade 101-je lenteléje y=£9=0,7624 ir 102-je lenteléje 1n% ~1,437167, apskaiCiuojame
-y

1@ = ?ln% ~5-1,437167 mins7 min. Todél naujy atvyksianCiy klienty atvykimo laikas
-y

t@=t+1@=7%+0"=7"" | BIG jrajome informacija apie nauja biisima jvyki: ,7'% 2 = Dabar biisimyjy

ivykiy grandingje yra jau tokie keturi jrasai: J1%:5: Ni=1; =1 =* 7192 % 717 5: N=2: Jj=2 * 20%; 8 *<.

23. I8 BIG iskvieciame informacijg apie eilini biisimaji jvyki: 7% 5: Ni=1; j=1 *“ ir { taimerj
iraSome nauja modeliuojamo laiko t reik§me t:=7%.

24. Analizuodami ka tik iSkviestaja i§ BIG informacija, mes nustatome, jog ivyko penktojo tipo
ivykis ir pereiname prie informacijos apie penktaji ivyki iraSymo i protokola, t. y. i 16-ji bloka.

25. Apskai¢iuojame aptarnauty klienty skai¢iy N®%:=N®+1=0+1=1 ir suformuojame
penktojo tipo irasa 7% 5: N=1; =1 N@I=] « { protokola. Atsilaisvinusj pirmaji kirpéja graziname {
LKG. Dabar LKG atrodo taip: ,,j=3; T3=0 * j=4; T,=0 * j=1; T,=7 **.

26. Patikring eilés ilgi m ir nustatg, jog eilés néra (m=0), sugriztame prie biisimyjy jvykiy
i8kvietimo i§ BIG (t. y. i 304 pav. 6-ji bloka).

27. Iskvie¢iame i§ BIG informacija apie eilinj blisimajj {vyki: ,,7'% 2 *¢ Nustate nauja taimerio
reik§me t:=7' ir jsitikine, jog ivyko antrojo tipo ivykis, pereiname prie atvykusiy klienty skai¢iaus n
generavimo, t. y. 1 8-ji bloka.

28. Pasinaudodami 101-ja lentele, randame &;,=0,7263. Kadangi p(1)<&€;,<p(1)+p(2), tai
atvykusiy klienty skaicius n=2. Tq skaiéiy jraSome | atvykusiy dar neregistruoty klienty skaitliuka n
(n:=2) ir, apskai€iavg nauja visy atvykusiy klienty skaiciaus N® skaitliuko reik§me N®:=N®@+n=2+2=4,
suformuojame antrojo tipo irasa 7% 2: n=2; N®=4 x« i protokola. Pereiname i devintaji bloka.

29. Kadangi skaitliuko n reikSmé n=2 yra didesné uz 0, tai pereiname prie ka tik atvykusiy
klienty registravimo 10-jame bloke.
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30. Eiliniam atvykusiam klientui suteikiamas numeris Ni=N;+1=2+1=3, o atvykusiy ir
laukianciy registracijos klienty skaitliuko reik§mé tampa n:=n—1=2—1=1. Pereiname i 11-3ji bloka.

31. Tikriname LKG ir nustatome, jog ji — ne tuséia: joje dar trys kirpéjai. Todél pereiname prie
ka tik atvykusio ir jau uzregistruoto kliento aptarnavimo pradzios organizavimo.

32. I8 LKG iskvie¢iamas treciasis kirpéjas. Pasinaudodami 101-sios lentelés pseudoatsitiktiniu
skai¢iumi &;,=0,6606, i§ to fakto, kad p;<&;;<p;+p,, nustatome, kad r=2. Todél T =7, =15 min. Kadangi

y=£1,=0,1363 ir ln1 ~0,1466, tai 155 =1, lnl; ~15-0,1466 min.~2,199 min. 2 min. Suradg s 3,
-y -y

apskaitiuojame ;3= t+13327'+0%=7" ir kirpéjo j=3 busimaji atidirbtaji laika T3:=Ts+133=0+2=2

(min.). Dabar galima suformuoti treciojo tipo irasa 7' 3 N=3; J=3; 1=2; 133=2; t3,3(b)=712; Ty=2 #“ |

protokola bei irasyti i BIG penktojo tipo irasSa 7% 5: Ni=3; j=3 **. Griztame i 9-ji bloka.

33. Kadangi skaitliuko n reik§mé n=1 yra didesné uz 0, tai reiskia, kad dar ne visi ka tik atvyke
klientai yra uZregistruoti. Todé¢l pereiname prie eilinio ka tik atvykusio kliento registravimo 10-jame
bloke.

34. Eiliniam atvykusiam klientui suteikiamas numeris Ni=N;+1=3+1=4, o atvykusiy ir
laukian¢iy registracijos klienty skaitliuko reikSmé n tampa n:=n—1=1-1=0. Pereiname { 11-ji bloka.

35. Tikriname LKG ir nustatome, jog joje yra dar du kirpéjai. Todél galima pereiti prie ka tik
uzregistruoto kliento aptarnavimo pradzios, kas ir ivykdoma 12-jame bloke.

36.18 LKG iskvieCiamas eilinis kirpéjas j=4, T,=0. Pasinaudodami 101-sios lentelés
pseudoatsitiktiniu skai¢iumi &;3=0,9086, i§ to fakto, jog (p;+p2)<€13<(pi+p2tps), nustatome, kad r=3.

Todél T =7,=25 min. Kadangi y=£,,=0,5550 ir In ~25-0,8097min~

~0,8097, tai 144 =T;In
I-y ’ I-y
~20,2425min~20 min. Surade T,4, apskai¢iuojame t; 4 =t+1,,=7"+0"=7"" ir kirpéjo j=4 atidirbta laika
T4:=0+20=20. Dabar galima suformuoti ir treciojo tipo irasa 7' 3; Ni=4; j=4; 1=3; 144=20; t(b):730;
T,=20 =* { protokola ir iraSyti i BIG penktojo tipo irasa: 7% 5: Ni=4; j=4 **. Griztame i 9-ji bloka.

37. Kadangi skaitliuko n reikSmé dabar jau lygi O, tai griztame prie naujos grupés klienty
atvykimo laiko generavimo, t. y. i 5-ji bloka.

~0,048,

38. Surade 101-sios lentelés tgsinyje y=&,5=0,0468 ir 102-sios lentelés tgsinyje ln1 !
apskai¢iuojame 1”=5-0,048 min=0,24 min~0 min. Tai reidkia, jog nauja grupé klienty atvyksta tuoj pat.
Todél tos grupés atvykimo laikas t®=t+1@=7""+0"=7'". Sia informacija, vykdant imitavima rankiniu
budu, buvo galima nebejraSinéti i BIG, o iSkart pereiti prie atvykusiy klienty skai¢iaus n generavimo,
ta¢iau mes, laikydamiesi bendrojo algoritmo, jradysime i BIG antrojo tipo irasa: ,,7'%; 2 **. Dabar
biisimyjy ivykiy grandinéje jau turésime tokius jrasus: 702 % 712 5 N=3; Jj=3 * 7'7. 5, N=2; Jj=2 *
7% 5; Ni=4; j=4 * 20%; 8 <. Pereiname | 6-j1 bloka.

39. Is BIG iskvieciame informacija apie eilini biisimaji ivyki: L7102 e Imituojant rankiniu
bidu, taimerio reik§més biity galima ir nekeisti, nes ji iSliks ta pati, ta¢iau mes, laikydamiesi bendrojo
algoritmo, jrasysime i taimerj t:=7'°. Isitiking, jog ivyko antrojo tipo jvykis, i§ 7-jo bloko pereisime prie
atvykusiy klienty skai¢iaus n generavimo 8-jame bloke.

40. Pasinaudodami 101-sios lentelés tesiniu, randame, jog &;,=0,3784. Kadangi &,<p(1), tai
reiskia, jog n=1. Sia n reik§me jraSome { atvykusiy ir dar neregistruoty klienty skaitliuka (n:=1) ir,
apskaigiave nauja skaitliuko N® reikime (N®:=N®-+n=4+1=5), suformuojame antrojo tipo jrasa ,,7'%; 2;
n=1; N®=5 x<{ protokola. Pereiname { 9-ji bloka.

41. Kadangi n>0, tai pereiname | 10-ji bloka prie ka tik atvykusiy klienty registravimo ir
eiliniam atvykusiam klientui suteikiame numerj: N;:=N;+1=4+1=5 ir skaitliuko n reik§m¢ sumaziname
vienetu.

42. Tikriname LKG ir nustatome, kad ji — ne tus¢ia: joje yra dar vienas ir tik vienas — pirmasis
— kirpéjas. Todél galime pereiti prie ka tik atvykusio kliento aptarnavimo pradzios 12-jame bloke.

43. I8 LKG iskvieCiamas pirmasis kirpéjas. Pasinaudodami 101-sios lentelés tgsiniu, randame,
jog &7=0,6559 ir, kadangi p,<&;7<p;+p,, nustatome, kad r=2 ir vidutiné aptarnavimo trukmeé bus T, =15

min. Kadangi 101-sios lentelés tgsinyje randame y=&,5=0,9141, tai 15; =7, In ) ~15-2,4446 min~37
’ -y

min. Todél t5’1(b):t+T5’1:710+037:747, T:=T +15,=7+37=44. Dabar galime suformuoti treiojo tipo irasa
710 3 N=5; j=1; 1=2; 15,=37; ts,l(b):747; T,=44 ** { protokola ir irasyti { BIG penktojo tipo iraSa ,,747;
5; Ni=5; j=1 **“. Po 8io iraS§ymo BIG turinys atrodys taip: ,,712; 5; Ni=3; j=3 = 7' 5. Ni=2; j=2 * 730; 5;
Ni=4; j=4 = 7Y; 5; N=5; j=1 * 20°; 8 **. Griztame { 9-ji bloka.
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44. Kadangi dabar n jau lygu 0, tai griztame i 5-ji bloka prie naujos grupés klienty atvykimo
laiko generavimo.

45. Surade 101-sios lentelés tgsinyje y=£;9=0,4998, apskaiciuojame ln%z0,6936 ir
-y

1@%5.0,6936 min~3 min. Todél t¥=t+1®=7'"+0"=7"_ [ BIG jrasome informacija apie biisimaji antrojo
tipo ivyki: ,,7'%; 2 . Dabar biisimujy jvykiy grandinéje bus jau 6 jrasai: ,,7'% 5; Ni=3; j=3 = 7'%; 2 * 7'7;
5; Ni=2; j=2 * 7% 5; Ni=4; j=4 * 7*7; 5; N;=5; j=1 * 20°; 8 *“. Pereiname i 6-ji bloka.

46. 1§ BIG iskvie¢iame informacija apie eilini busimaji ivyki (7'% 5; Ni=3; j=3 *) ir { taimerj
jrafome nauja imituojamo laiko t reik§me t:=7'%.

47. Kadangi iskviestasis i§ BIG jvykis priklauso penktajam tipui, tai i§ 7-0jo bloko pereiname
prie informacijos apie §i ivyki iraSymo { protokola, t. y. pereiname { 16-ji bloka.

48. Apskai¢iuojame N®:=N®+1=1+1=2 ir suformuojame penktojo tipo irada ,,7'%; 5; Ni=3;
i=3; NEPI=D s § protokola. Atsilaisvinusi tre¢iaji kirpéja graziname i buvusia jau tus¢ia LKG ir
pereiname i 17-ji bloka.

49. Patikring m ir nustatg, jog m=0, sugriztame prie biisimojo ivykio iskvietimo i§ BIG, t.y.
sugriztama i§ 304 pav. pavaizduotos blokinés schemos 17-jo bloko i jos 6-ji bloka.

50. I8 BIG iskvieciame informacija apie eilini biisimaji ivyki: 7% 2 = Nustatome nauja
taimerio reikime t:=7" ir, isitikine, jog ivyko antrojo tipo jvykis, pereiname i§ 7-ojo bloko prie
atvykusiy klienty skai€iaus n generavimo, t. y. pereiname i 8-ji bloka.

51. Pasinaudodami 101-sios lentelés tgsiniu randame &;=0,0861. Kadangi &,,<p(l), tai
atvykusiy klienty skaicius n=1. Tq skaiCiy iraSome i atvykusiy dar neregistruoty klienty skaitliuka n:=1.
Apskai¢iuojame nauja skaitliuko N® reik§me: N®:=N®+n=5+1=6 ir suformuojame antrojo tipo irasa i
protokola: ,,7'%; 2; n=1; N®=6 #*, Pereiname i 9-ji bloka.

52. Kadangi n>0, tai pereiname prie atvykusiy klienty registravimo 10-jame bloke.

53. Eiliniam atvykusiam klientui suteikiame numeri N;:=N;+1=5+1=6 ir i$ skaitliuko n atimame
1: n:=n—1=1-1=0. Pereiname i 11-ji bloka.

54. Tikriname LKG ir nustatome, jog joje yra treciasis kirpéjas. Todél pereiname prie ka tik
atvykusio kliento aptarnavimo pradzios, t. y. pereiname i 12-ji bloka.

55.18 LKG iskvieCiame treciaji kirpéja (,,j=3; T:=2 **). Pasinaudodami 101-sios lentelés

.. . . . . 1
tesiniu randame, jog &;=0,6685. Kadangi p<& <(pi+ps), tai r=2 ir 1, =151n1

. Kadangi

y=£,,=0,1416, tai 1n1L ~0,15266 ir 16322,2899 minx2 min. Todeél tg;V=t+145=7"+0"=7",
-y
T5:=Ts+163=2+2=4. Suformuojame treciojo tipo irasa 7% 3: Ni=6:; J=3; 1=2; 165=2; t6,3(b):715 ; Ta=4 *“q
protokola, o i BIG jrasome penktojo tipo irasa ,,7"; 5; Ni=6; j=3 **. Griztame i 9-ji bloka.
56. Kadangi dabar n=0, tai griZztame { 5-ji programos bloka.

57. Surade 101-sios lentelés tesinyje y=E3=0,6857, apskaifiuojame ln%:1,1584 ir
-y

1@25.1,1584 min=6min. Todél t¥=t+t@=7"+0"=7""_ [ BIG jrasome ,,7"; 2 **. Dabar biisimyju {vykiy
grandinéje turime tokius jrasus: L7 5. N=6; j=3 = 775, Ni=2; j=2 * 7' 2 %7% 5, Ni=4; j=4 = 747 5,
Ni=5; j=1 * 20%; 8 . Pereiname i 6-j{ bloka.

58.15 BIG iskvietiame informacija apie artimiausiaji baisimaji eilini ivyki (,7'"; 5; Ni=6;
j=3 *) ir { taimerj jra§ome t:=7"". Pereiname { 7-ji bloka.

59. Kadangi naujasis jvykis priklauso penktajam tipui, tai pereiname | programos 16-ji bloka.

60. Apskaigiuojame N@V:=N@"+]1=2+1=3 ir suformuojame penktojo tipo irasa ,,7'%; 5; Ni=6;
j=3; N®=3 % { protokola. Pereiname i 17-ji bloka.

61. Nustate, jog m=0, atsilaisvinusj treciaji kirpéja graziname { LKG ir sugriztame | 6-ji bloka,
kur vél iskvie¢iame informacija i§ BIG apie artimiausia biisima {vyki: ,,7'"; 5; Ni=2; j=2 *“. | taimerj
irasome t:=7'" ir, kadangi iskviestas i§ BIG ivykis priklauso penktajam tipui, 7-tasis blokas perduoda
valdyma 16-jam blokui.

62. Apskai¢iuojame NEY._NCPYL 1 =3+1=4 ir suformuojame penktojo tipo jrasa: L7 5 N=2;
J=2; N@Y—=4x | protokola. Atsilaisvinusi antraji kirpéja graziname | LKG ir pereiname i 17-ji bloka.

63. Nustate, jog m=0, sugriztame | 6-ji programos bloka ir vél iskvie¢iame i§ BIG informacija
apie artimiausia busimaji ivyki: ,, 7" 2 ** Nustatome nauja taimerio reik§me t:=7" ir, kadangi ivykes
ivykis priklauso antrajam tipui, i§ 7-0jo bloko pereiname prie atvykusiy klienty skaiciaus n generavimo
8-tajame bloke.
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64. Pasinaudodami 101-sios lentelés tgsiniu, randame, jog &,,=0,5914. Kadangi &,,<p(1), tai
atvykusiy klienty skaicius n=1. Tq skaiéiy jraSome | atvykusiy dar neregistruoty klienty skaitliuka n
(n:=1). Apskai¢iuojame nauja skaitliuko N® reikime: N®:=N®+n=6+1=7 ir suformuojame antrojo tipo
irasa i protokola: 7% 2: n=1; N®=7 = Pereiname i 9-ji bloka.

65. Kadangi n>0, tai pereiname i 10-ji bloka prie atvykusio kliento registravimo. Eiliniam
atvykusiam klientui suteikiame numerj Ni:=N;+1=6+1=7 ir i$ skaitliuko n turinio atimame 1 (n:=n—1=
=1-1=0). Pereiname i 11-ji bloka.

66. Nustate, jog LKG ne tu$Cia, pereiname | 12-ji bloka prie ka tik atvykusio kliento
aptarnavimo pradzios. I§ LKG iskvie¢iame treciaji kirpéja, nes T;<T,. Pasinaudodami 101-sios lentelés
tesiniu, randame, jog &;5=0,2803 ir nustatome, kad r=1. Kadangi y=£,=0,5656, tai

~12:0,8338min~10 min. Todél t;;®=t+1,3=7"+0""=7%, T;=Ts+1,3=4+10=14.

T,5 =12In
> 1 _ y
Suformuojame treciojo tipo irasa 7% 3: Ni=T: j=3; r=1; 173=10; t7‘3(b):729; T;=14 *“ { protokola, o i
BIG jrasome: ,,7%; 5; N=7; j=3*“. GriZtame { 9-ji programos bloka.
67. Kadangi dabar n=0, tai griztame | 5-ji programos bloka ir generuojame naujos klienty

grupés atvykimo laika. Gauname y=£,,=0,9403; In ~2,81836; 1”=5-2,81836 min~14 min.;

l-y
t@=t+1@=7"+0"=7%. | B]IG jrasome: ,,7°*; 2 **. Dabar B]G turinys tampa toks: 770 5: N=T: j=3 =* 730,
5; Ni=4; j=4 = 73,2 %7 5; N;=5; j=1 = 20%; 8 *«,

68.15 BIG iskvietiame: ,,7%; 5; Ni=7; j=3 *“ ir | taimeri {raSome t:=7%°. Per 7-ji bloka
pereiname i 16-ji bloka.

69.1 skaitliuka jraSoma nauja N reikimé N®":=N@P+]=4+1=5, o { protokola jrafomas
penktojo tipo ivykis: ,,7%; 5; Ni=7; j=3; N®=5 == Atsilaisvinusi tre¢iaji kirpéja graziname i{ LKG.
Pereiname i 17-ji bloka.

70. Kadangi m=0, tai per 17-ji bloka griztame i 6-ji bloka ir i§ BIG iskvie¢iame jrasa: ,,7°; 5;
Ni=4; j=4 *ir { taimerj jraome 7°. Pereiname i 7-ji bloka, analizuojanti {vykusio jvykio tipa, 0 i% jo — i
16-j1 bloka.

71. N®Y:=N@Y4+1=5+]1=6. Suformuojame jrasa ,,7°%; 5; N=4; j=4; N®=6 = { protokola.
Atsilaisvinusi ketvirtaji kirpéja graziname i LKG. Pereiname i 17-ji bloka.

72. Kadangi m=0, tai griztame { 6-ji bloka ir i§ BIG idkvie¢iame jrasa: ,,7°°; 2 =“. Todél {
taimerj jrafome 7°°. Pereiname | 7-ji bloka, analizuojanti ivykusio ivykio tipa.

73. Septintasis blokas perduoda valdyma i 8-ji bloka, kuris generuoja atvykusiy klienty skaiciy
n. Kadangi £=0,8962 ir p(1)<&;<(p(1)*+p(2)), tai n=2. Ta skaiiy {raSome | skaitliuka: n:=2 ir
apskai¢iuojame nauja N® reik§me: N®:=N®@+n=7+2=9. | protokola jrasome: ,,7°*; 2; n=2; N®¥=9 =,
Pereiname i 9-ji bloka.

74. Kadangi n>0, tai pereiname | 10-ji bloka prie atvykusiy klienty registravimo. N;:=N;+1=
=7+1=8, n:=n—1=2-1=1.

75. Nustate, jog LKG ne tuscia, i8§ LKG iSkvieCiame antraji kirpéja, nes T,<T,. Kadangi
£29=0,4952<p,, tai r=1. Kadangi £30=0,1939, tai 7y, =121nmz 12:0,2155 min~3min. Todél
tgyz(b)=733+003=736, Ty:=T;+15,=14+3=17. | protokola jraSome: L7730 3 N=8; J=2; r=1; 15,=3; tgyz(b)=736;
T,=17 **, 0 i BIG: ,,7°%; 5; Ni=8; j=2 *“. Griztame { 9-ji programos bloka.

76. Kadangi n=1, tai pereiname prie dar likusio atvykusio kliento aptarnavimo:
N;:=N;+1=8+1=9. I8 skaitliuko n atimame vieneta: n:=n—1=1-1=0 ir pereiname i 11-ji programos bloka.

77. Kadangi LKG ne tuscia, tai pereiname i 12-ji programos bloka. ISkvieCiame i§ LKG treciaji

1
1-0,6727
~12-1,1170 min~13 min. Todél t9,3("):733+013:746, T5:=Ts+195=14+13=27. | protokola jraSoma: J18:3;
Ni=9; j=3; r=1; 195=13; t9,3(b)=746; T;=27 **, o i BIG: ,,7*%; 5; N=9; j=3 *“. Griztame i 9-ji programos
bloka.

kirpéja. Kadangi &;=0,2598, tai r=1. Kadangi §&3=0,6727, tai 193=12In

78. Kadangi n=0, tai 9-sis blokas perduoda valdyma i 5-ji bloka, kuriame generuojame nauja
@ reikime. Kadangi y=£3;=0,3074, tai t® = 51nm ~ 503673 minx2 min. Todél
t®=7%3+0"=7%_ [ BIG jrasome ,,7°°; 2 **. Dabar biisimyjy ivykiy grandinéje yra tokie jrasai: T2 =
736, 5, N=8; J=2 * 7% 5. N=9; j=3 * 747, 5; Ni=5; j=1 = 20%; 8 *“. LKG yra netuscia. Siuo metu ten yra
laisvas ketvirtasis kirpéjas. Pereiname i 6-ji programos bloka.
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79. 18 BIG iskvieCiame informacija apie artimiausiaji buisimaji ivyki: ,7°% 2 *. Nustatome
nauja taimerio reikSme: t:=7% ir, kadangi jvykes jvykis priklauso antrajam tipui, tai pereiname i 8-ji
programos bloka.

80. Kadangi &3;4=0,3546, tai n=1. Ta skaiCiy iraSome | skaitliuka n (n:=1). Apskaiciuojame
N@:=N®+n=9+1=10 ir { protokola jragome: ,,7°>; 2; n=1; N®=10 =, Pereiname { 9-ji programos bloka.

81. Kadangi n>0, tai 9-sis blokas perduoda valdyma i 10-ji bloka, kur N;:=N;+1=9+1=10 ir i$
skaitliuko n atimamas vienetas: n:=n—1=1-1=0. Pereiname i 11-ji programos bloka.

82. Nustate, jog LKG ne tuscia, i§ LKG iskvieCiame ketvirtaji kirpéja, po ko LKG lieka tuscia.
Kadangi &3;5=0,9800, tai r=3. Kadangi £3=0,2428, tai 1,5, =25 lnmz25~0,2781 min~7min.
Todél t10,4(b):735+007:742, T4:=T4+1104=20+7=27. | protokola jrasSome: 7% 3 N=10; J=4; 1=3; 1104=7;
t10,4(b):742; T.=27 *“, 0 i BIG: ,,7%; 5; N=10; j=4 **“. Griztame { 9-ji programos bloka.

83. Kadangi n=0, tai 9-sis blokas perduoda valdyma i 5-ji bloka, kuriame generuojame nauja

1
1-0,7207
=7*". 1 BIG jrasome ,,7*'; 2 **. Dabar blisimyjy ivykiy grandinéje yra tokie jrasai: 7% 5 N=8; j=2 *
742 % 7% 5 Ni=10; j=4 = 74 5; N;i=9; j=3 * 747 5. Ni=5; j=1 =* 20%; 8 -,

84. Sestasis programos blokas iskvie¢ia i§ BIG informacija apie artimiausiaji bisimaji ivyki:
,7°% 5. N=8; J=2 *“1ir | taimer] jraso t:=7%.

85. Kadangi ivyko penktojo tipo ivykis, tai 7-sis programos blokas perveda valdyma i 16-ji

1@ reiksme. Kadangi y=£;,=0,7207, tai 1 =51In ~5-1,2754min~6min. Todél t¥=7+0%=

bloka.

86. Apskaitiuojame N®V:=N®"+]=6+1=7 ir jrafome { protokola: ,7°% 5; N=8; j=2;
N@Y=7 = Antrajj kirpéja graziname i LKG, o valdyma perduodame { 17-ji programos bloka.

87. Kadangi dabartiniu momentu m=0, tai griztame | 6-ji bloka ir i§ BIG iskvieiame irasa:
., 7% 2 % Todeél i taimer] jraSome 7*!. Pereiname | 7-ji bloka, analizuojantj jvykusio ivykio tipa.

88. Septintasis blokas perduoda valdyma i 8-ji bloka, kuris generuoja atvykusiy klienty skai¢iy
n. Kadangi £3,=0,0457, tai n=1. Ta skaiGiy jrasome i skaitliuka n (n:=1). Apskai¢iuojame N®:=N®@+n=
=10+1=11 ir  protokola jrafome: ,,7*'; 2; n=1; N®=11 =*. Pereiname { 9-aji programos bloka.

89. Kadangi n>0, tai 9-sis blokas perduoda valdyma i 10-ji bloka, kur Ni:=N+1=10+1=11 ir i$
skaitliuko n atimamas vienetas: n:=n—1=1-1=0. Pereiname i 11-ji programos bloka.

90. Kadangi LKG netuscia tai pereiname i 12-aji programos bloka. Iskvie¢iame i§ LKG antraji
kirpéja (LKG lieka tuscia). Kadangi §&;=0,7670, tai r=2. Kadangi y=E4=0,6185, tai
T 12 = 15-In m z150,9636mln=14mln Todél t 1,2(b):t+T11’2:741“"014:755, Tz::Tz“"Tl 12=
=17+14=31. | protokola iraSomas treciojo tipo irasas: L7 3 Ni=11; J=25 1=2; 1y1=14; t“,z(b):755;
T,=31 *“, 0 { BIG — penktojo tipo irasas 775 N=11; j=2 **“. Griztame | 9-taji programos bloka.

91. Kadangi n=0, tai 9-sis blokas perduoda valdyma i 5-ji bloka, kuriame generuojame nauja
7@ reik§me. Kadangi y=£4,=0,0693, tai t® =51nm=5-0,0718minz0min. Todél t@=7*1+0"=
=7*'. 1 BIG jrasome ,,7*'; 2 **. Dabar biisimyjy jvykiy grandinéje yra tokie jrasai: ,,7*'; 2 * 7*%; 5; N=10;
j=4 % 7% 5 Ni=9; j=3 = 7*7; 5; Ni=5; j=1 * 7°°; 5; Ni=11; j=2 = 20%; 8 ==,

92. Sestasis programos blokas iskvie¢ia i§ BIG informacija apie artimiausiaji buisimaji jvyki:
7% 2+ ir | taimerq jrado t:=7*".

93. Kadangi ivyko antrojo tipo {vykis, tai 7-sis programos blokas perveda valdyma i 8-ji bloka,
kuris generuoja atvykusiy klienty skaiciy n.

94, Kadangi y=£4,=0,2752, tai n=1. Ta skaiCiy jraSome i skaitliuka n (n:=1). Apskai¢iuojame
N®:=N®+n=11+1=12 ir i protokola jrasome: ,,7*'; 2; n=1; N®=12 ** Dabar BIG turinys tampa toks:
7% 5 Ni=10; j=4 * 7% 5: N=9; j=3 * 747, 5: Ni=5; j=1 %77, 5; N=11; j=2 * 20%; 8 . Pereiname |
9-ji bloka.

95. Kadangi n>0, tai 9-sis blokas perduoda valdyma i 10-ji bloka, kur atvykes klientas
uzregistruojamas (Nj:=N;+1=11+1=12) ir i§ skaitliuko n atimamas 1 (n:=n—1=1-1=0). Pereiname i 11-j{
bloka.

96. Kadangi $iuo metu LKG tus$Cia, tai 11-sis blokas perduoda programos valdyma i 13-ji
bloka, kuris tikrina, ar dabartiniu metu eilés ilgis m nevir§ija maksimalaus eilés ilgio m =8 .
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97. Kadangi dabartinis eilés ilgis m=0, tai m < m. Todél 13-sis blokas perduoda valdyma i 14-
ji bloka, kuriame apskaiCiuojamas naujas eilés ilgis m:=m+1=0+1=1. [ protokolg jraSomas ketvirtojo
tipo vykis: L7 4: Ni=12; m=1 *“. Po to valdymas grazinamas { 9-ji bloka.

98. Kadangi n=0, tai 9-sis blokas perduoda valdyma i 5-ji bloka, kuriame generuojama nauja t
reik§mé, apskaiCiuojamas naujos klienty grupés atvykimo laikas ir { BIG jraSomas antrojo tipo jvykis.
Po to valdymas perduodamas | 6-ji bloka ir t. t. ir t. t. iki pamainos pabaigos.

Cia pateikty skai¢iavimy rezultatai buvo suraSyti i imitacinio modeliavimo protokola, kurio
pradzia pateikta 103-joje, 104-joje ir 105-joje lentelése.

»,Rankinis imitavimas®“ padeda geriau suvokti, kaip vyksta imitacinis
modeliavimas kompiuteryje. Po tokio imitavimo seanso studentai jau gana nesunkiai
sudaro imitavimo programa ir laisvai eksperimentuoja su ja, keisdami pradines salygas
ir imitacinio modelio parametry reikSmes.

»,Rankinio imitavimo* rezultatais galima pasinaudoti, derinant sudarytaja
imitavimo programa kompiuteriui bei tikrinant programos darba.

Tod¢l laikas, sugaiStas imituojant ,rankiniu bidu“, pedagogine prasme
atsiperka.

Dabar panagrinésime imitavimo rezultaty statistinio apdorojimo metu rastas
kirpyklos funkcionavimo statistines charakteristikas (zitr. 106-ja ir 107-ja
lenteles).

106-ojoje lenteléje vaizduojami III kurso studento D.Ruzgo deSimties pamainy (dieny)
modeliavimo metu sukauptos informacijos statistinio apdorojimo rezultatai.

106. lentelé
Diena 1.

Vidutinis kirpéjos Nr.1 apkrovimo procentas: 93,67 %
Vidutinis kirpéjos Nr.2 apkrovimo procentas: 96,97 %
Vidutinis kirpéjos Nr.3 apkrovimo procentas: 88,17 %
Vidutinis kirpéjos Nr.4 apkrovimo procentas: 90,92 %
Vidutiné kirpyklos praleidziamoji galia: 14,03 klientai p/h
Vidutiné kliento aptarnavimo trukmé: 15,81 min.
Vidutinis kliento laukimo eiléje laikas: 22,66 min.
Vidutinis klienty aptarnavimo procentas: 73,28 %

Diena 2.

Vidutinis kirpéjos Nr.1 apkrovimo procentas: 87,30 %
Vidutinis kirpéjos Nr.2 apkrovimo procentas: 82,34 %
Vidutinis kirpéjos Nr.3 apkrovimo procentas: 73,28 %
Vidutinis kirpéjos Nr.4 apkrovimo procentas: 74,74 %
Vidutiné kirpyklos praleidziamoji galia: 13,14 klientai p/h
Vidutiné kliento aptarnavimo trukmé: 14,51 min.
Vidutinis kliento laukimo eiléje laikas: 17,92 min.
Vidutinis klienty aptarnavimo procentas: 73,28 %

Diena 3.

Vidutinis kirpéjos Nr.1 apkrovimo procentas: 85,67 %
Vidutinis kirpéjos Nr.2 apkrovimo procentas: 81,58 %
Vidutinis kirpéjos Nr.3 apkrovimo procentas: 76,61 %
Vidutinis kirpéjos Nr.4 apkrovimo procentas: 74,56 %
Vidutiné kirpyklos praleidziamoji galia: 15,09 klientai p/h
Vidutiné kliento aptarnavimo trukmé: 12,66 min.
Vidutinis kliento laukimo eiléje laikas: 12,74 min.
Vidutinis klienty aptarnavimo procentas: 98,29 %

Diena 4.

Vidutinis kirpéjos Nr.1 apkrovimo procentas: 86,58 %
Vidutinis kirpéjos Nr.2 apkrovimo procentas: 86,02 %
Vidutinis kirpéjos Nr.3 apkrovimo procentas: 82,20 %
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Vidutinis kirpéjos Nr.4 apkrovimo procentas: 75,14 %
Vidutiné kirpyklos praleidziamoji galia: 16,27 klientai p/h
Vidutiné kliento aptarnavimo trukmé: 12,17 min.
Vidutinis kliento laukimo eiléje laikas: 13,56 min.
Vidutinis klienty aptarnavimo procentas: 90,57 %

Diena 5.

Vidutinis kirpéjos Nr.1 apkrovimo procentas: 76,29 %
Vidutinis kirpéjos Nr.2 apkrovimo procentas: 54,95 %
Vidutinis kirpéjos Nr.3 apkrovimo procentas: 59,69 %
Vidutinis kirpéjos Nr.4 apkrovimo procentas: 50,77 %
Vidutine kirpyklos praleidziamoji galia: 10,96 klientai p/h
Vidutiné kliento aptarnavimo trukmeé: 13,23 min.
Vidutinis kliento laukimo eiléje laikas: 13,18 min.
Vidutinis klienty aptarnavimo procentas: 96,32 %

Diena 6.

Vidutinis kirpéjos Nr.1 apkrovimo procentas: 84,41 %
Vidutinis kirpéjos Nr.2 apkrovimo procentas: 81,66 %
Vidutinis kirpéjos Nr.3 apkrovimo procentas: 71,72 %
Vidutinis kirpéjos Nr.4 apkrovimo procentas: 65,93 %
Vidutiné kirpyklos praleidziamoji galia: 13,24 klientai p/h
Vidutiné kliento aptarnavimo trukmé: 13,76 min.
Vidutinis kliento laukimo eiléje laikas: 14,22 min.
Vidutinis klienty aptarnavimo procentas: 95,24 %

Diena 7.

Vidutinis kirpéjos Nr.1 apkrovimo procentas: 82,07 %
Vidutinis kirpéjos Nr.2 apkrovimo procentas: 81,39 %
Vidutinis kirpéjos Nr.3 apkrovimo procentas: 85,46 %
Vidutinis kirpéjos Nr.4 apkrovimo procentas: 72,15 %
Vidutiné kirpyklos praleidziamoji galia: 13,37 klientai p/h
Vidutiné kliento aptarnavimo trukmé: 14,41 min.
Vidutinis kliento laukimo eiléje laikas: 12,47 min.
Vidutinis klienty aptarnavimo procentas: 92,13 %

Diena 8.

Vidutinis kirpéjos Nr.1 apkrovimo procentas: 91,18 %
Vidutinis kirpéjos Nr.2 apkrovimo procentas: 93,31 %
Vidutinis kirpéjos Nr.3 apkrovimo procentas: 87,34 %
Vidutinis kirpéjos Nr.4 apkrovimo procentas: 81,79 %
Vidutiné kirpyklos praleidziamoji galia: 14,08 klientai p/h
Vidutiné kliento aptarnavimo trukmeé: 15,07 min.
Vidutinis kliento laukimo eiléje laikas: 16,95 min.
Vidutinis klienty aptarnavimo procentas: 85,05 %

Diena 9.

Vidutinis kirpéjos Nr.1 apkrovimo procentas: 89,92 %
Vidutinis kirpéjos Nr.2 apkrovimo procentas: 84,20 %
Vidutinis kirpéjos Nr.3 apkrovimo procentas: 80,65 %
Vidutinis kirpéjos Nr.4 apkrovimo procentas: 82,56 %
Vidutiné kirpyklos praleidziamoji galia: 13,98 klientai p/h
Vidutiné kliento aptarnavimo trukmeé: 14,48 min.
Vidutinis kliento laukimo eiléje laikas: 9,58 min.
Vidutinis klienty aptarnavimo procentas: 100,00 %
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Diena 10.

Vidutinis kirpéjos Nr.1 apkrovimo procentas: 91,12 %
Vidutinis kirpéjos Nr.2 apkrovimo procentas: 86,96 %
Vidutinis kirpéjos Nr.3 apkrovimo procentas: 86,25 %
Vidutinis kirpéjos Nr.4 apkrovimo procentas: 87,25 %
Vidutineé kirpyklos praleidziamoji galia: 13,24 klientai p/h
Vidutiné kliento aptarnavimo trukmeé: 15,94 min.
Vidutinis kliento laukimo eiléje laikas: 21,48 min.
Vidutinis klienty aptarnavimo procentas: 80,21 %

Studento D. Ruzgo algoritme nebuvo numatyta klienty paskirstymo tarp kirpéju tvarka, kuri
iSlyginty kirpéjy apkrovima, kaip tai daroma algoritme, kurio blokiné schema pavaizduota 304 pav. Jei
atéjusi 1 kirpykla klienta tuoj pat galéjo aptarnauti keli kirpéjai, tai klientas buvo skiriamas tam kirpéjui,
kurio numeris j maziausias, o ne tam, kuris anksciausiai baigé aptarnavima. Todél kirpéjy apkrovimo
lygiai 106-joje lenteléje gana zymiai skiriasi: kuo mazesnis kirpéjo numeris j, tuo jo apkrovimas g; (kaip
taisyklé) didesnis.

Antrasis 106-sios lentelés rezultaty trikumas — juose nenurodyti dydziai m® . Reikia
pastebeéti, kad gauti dydzius m™ nesugebéjo gana nemaza grupé studenty, nes jie nesugebéjo ivesti

T®

fi lésm=——7—.
ormulés m RIS

Apibendrinus statisting informacija, sukaupta per 10 pamainy modeliavima, buvo gautos
vidurkiy reik§Smés, parodytos 107-joje lenteléje.

107. lentelé

Rodiklio pavadinimas | Rodiklio reik§mé |

Vidutinis kirpéjos Nr.1 apkrovimas q; (procentais) 86,82 %

Vidutinis kirpéjos Nr.2 apkrovimas q, (procentais) 82,94 %

Vidutinis kirpéjos Nr.3 apkrovimas q; (procentais) 79,14 %

Vidutinis kirpéjos Nr.4 apkrovimas q, (procentais) 75,58 %

Viduting kirpyklos praleidziamoji galia A 13,74 klientai p/h

Vidutiné kliento aptarnavimo trukme T® 14,20 min.

Vidutinis kliento laukimo eiléje laikas T 15,48 min.

Vidutinis klienty aptarnavimo procentas a 90,09 %

Gauty vidurkiy tikslumas, bendrai paémus, turéty priklausyti nuo eksperimenty skaiciaus: kuo
didesnis pamainy ir aptarnauty klienty skaicius, tuo tikslesnés turéty biiti vidurkiy reikSmés.
Galima patikrinti, ar deSimties pamainy modeliavimas duoda pakankama eksperimenty skaiciy,
t. y. ar uztikrina pakankama vidurkiy tiksluma. Palyginsime eksperimentinius (modeliavimo) rezultatus
su tais rezultatais, kuriuos galima apskaiCiuoti analiziskai. Pavyzdziui, nesunku analiziskai apskaiCiuoti
T
klienty aptarnavimo trukmés teorini vidurk{ (matemating viltj) T = Zpﬁr =piT; +P,T, +P3T3 =
r=1

=0,5-12min+0,4-15min+0,1-25min=14,5. Lygindami Sia reikSme su eksperimentine, lygia 14,20 min.

(zitr. 107-3ja lentelg), gauname, jog absoliuti paklaida =0,3 min., o santykiné paklaida 62% ~0,02,
t. y. apie 2%.

Tai néra taip jau blogas rezultatas ir todél galima teigti, kad p=10 yra toks imituoty pamainy
skaicius, kurio pakanka, kad gautume pakankamai tikslias vidurkiy reikSmes.

Analizuodami atskiry pamainy klienty aptarnavimo trukmés vidurkius (zitr. 106-aja lentelg),
galime pastebéti, jog dauguma ju nelabai nutolsta nuo teorinés reikimés T =14,5 (idr. antros,
septintos ir devintos pamainos modeliavimo rezultatus 106-joje lenteléje), taciau pasitaiko dieny, kada o
ir  pasiekia ne tokias jau mazas reikSmes (pavyzdziui, ketvirtaja pamaing gauname o=14,5-12,7=2.33,

o= ff; =~0,16, t.y. apie 16%, o deSimtaja pamaing a=14,5-15,94=1,44, 6=— hj:

~0,10, t. y. apie
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10%). Todél galima padaryti iSvada, jog tik vienos pamainos modeliavimas dar negali uztikrinti
pakankamai tiksliy vidurkiy gavimo.

I$ kitos pusés, zinodami, jog p=10 leido gauti pakankamai tikslias 7@ reik§mes, galime
tikeétis, jog ir kiti vidurkiai, kuriy mes analiziskai apskaiCiuoti negalime, yra pakankamai tikslas.
Pavyzdziui, galime tvirtinti, jog kirpyklos su keturiais kirpéjais vidutiné praleidziamoji galia yra apie
13,47 klienty i valanda. Rasti §i dydi analiziSkai tikrai sunku (jei i§ viso imanoma, ypatingai, jei
pasiskirstymai biity dar sudétingesni). Panasiis pavyzdziai vaizdziai rodo sudétingy procesy imitacinio
modeliavimo pranasuma, lyginant su analiziniais metodais: sudétingose sistemose, kur analiziniy
metody pritaikyti nebeimanoma, imitacinio modeliavimo metodais galime gauti mus dominancia
informacija, zinoma, sugaiSus pakankamai laiko imitaciniy modeliy sudarymui ir masSininiams
eksperimentams.

Nemaza grupé studenty ivykdé dali papildomos wuzduoties ir iSnagringjo kirpyklos
funkcionavimo charakteristiky kitima, kintant kirpéju skaiciui. 108-je lenteléje parodyti studento
R. Janonio gauti rezultatai, modeliuojant kirpyklos darba per septynias paras, kai kirpykloje dirba 5
kirpéjai.

108. lentelé
Diena 1.

Kirpgjos 1. vid. apkrovimo procentas: 56,00 %

Kirpéjos 2. vid. apkrovimo procentas: 53,83 %

Kirpéjos 3. vid. apkrovimo procentas: 42,17 %

Kirpéjos 4. vid. apkrovimo procentas: 36,00 %

Kirpéjos 5. vid. apkrovimo procentas: 32,42 %

Kirpyklos kliento aptarnavimo vid. trukmé: 14 min.
Kirpyklos klienty, patekusiy i eilg, vid. laukimo laikas: 5 min.
Kirpyklos kliento praleistas kirpykloje vid. laikas: 16 min.
Kirpyklos klienty aptarnavimo vid. procentas: 99,46%

Diena 2.

Kirpéjos 1. vid. apkrovimo procentas: 51,58 %

Kirpgjos 2. vid. apkrovimo procentas: 49,33 %

Kirpgjos 3. vid. apkrovimo procentas: 50,33 %

Kirpgjos 4. vid. apkrovimo procentas: 42,50 %

Kirpgjos 5. vid. apkrovimo procentas: 31,08 %

Kirpyklos kliento aptarnavimo vid. trukmeé: 13 min.
Kirpyklos klienty, patekusiy { eilg, vid. laukimo laikas: 2 min.
Kirpyklos kliento praleistas kirpykloje vid. laikas: 14 min.
Kirpyklos klienty aptarnavimo vid. procentas: 100,00 %

Diena 3.

Kirpéjos 1. vid. apkrovimo procentas: 60,83 %

Kirpéjos 2. vid. apkrovimo procentas: 50,92 %

Kirpéjos 3. vid. apkrovimo procentas: 47,00 %

Kirpéjos 4. vid. apkrovimo procentas: 40,08 %

Kirpéjos 5. vid. apkrovimo procentas: 32,67 %

Kirpyklos kliento aptarnavimo vid. trukmeé: 14 min.
Kirpyklos klienty, patekusiy i eilg, vid. laukimo laikas: 9 min.
Kirpyklos kliento praleistas kirpykloje vid. laikas: 17 min.
Kirpyklos klienty aptarnavimo vid. procentas: 98,03 %

Diena 4.

Kirpéjos 1. vid. apkrovimo procentas: 49,33 %
Kirpéjos 2. vid. apkrovimo procentas: 45,42 %
Kirpéjos 3. vid. apkrovimo procentas: 35,75 %
Kirpéjos 4. vid. apkrovimo procentas: 37,17 %
Kirpéjos 5. vid. apkrovimo procentas: 27,08 %
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Kirpyklos kliento aptarnavimo vid. trukmeé: 13 min.
Kirpyklos klienty, patekusiy { eilg, vid. laukimo laikas: 4 min.
Kirpyklos kliento praleistas kirpykloje vid. laikas: 14 min.
Kirpyklos klienty aptarnavimo vid. procentas: 97,81 %

Diena 5.

Kirpéjos 1. vid. apkrovimo procentas: 56,42 %

Kirpéjos 2. vid. apkrovimo procentas: 48,83 %

Kirpéjos 3. vid. apkrovimo procentas: 42,08 %

Kirpéjos 4. vid. apkrovimo procentas: 38,83 %

Kirpéjos 5. vid. apkrovimo procentas: 28,92 %

Kirpyklos kliento aptarnavimo vid. trukmeé: 12 min.
Kirpyklos klienty, patekusiy i eilg, vid. laukimo laikas: 3 min.
Kirpyklos kliento praleistas kirpykloje vid. laikas: 13 min.
Kirpyklos klienty aptarnavimo vid. procentas: 100,00 %

Diena 6.

Kirpéjos 1. vid. apkrovimo procentas: 55,33 %

Kirpéjos 2. vid. apkrovimo procentas: 48,42 %

Kirpéjos 3. vid. apkrovimo procentas: 40,08 %

Kirpéjos 4. vid. apkrovimo procentas: 40,08 %

Kirpéjos 5. vid. apkrovimo procentas: 34,92 %

Kirpyklos kliento aptarnavimo vid. trukmé: 14 min.
Kirpyklos klienty, patekusiy i eilg, vid. laukimo laikas: 6 min.
Kirpyklos kliento praleistas kirpykloje vid. laikas: 16 min.
Kirpyklos klienty aptarnavimo vid. procentas: 100,00 %

Diena 7.

Kirpgjos 1. vid. apkrovimo procentas: 56,17 %

Kirpgjos 2. vid. apkrovimo procentas: 46,58 %

Kirpéjos 3. vid. apkrovimo procentas: 44,17 %

Kirpéjos 4. vid. apkrovimo procentas: 40,00 %

Kirpéjos 5. vid. apkrovimo procentas: 33,33 %

Kirpyklos kliento aptarnavimo vid. trukmé: 13 min.
Kirpyklos klienty, patekusiy i eilg, vid. laukimo laikas: 6 min.
Kirpyklos kliento praleistas kirpykloje vid. laikas: 15 min.
Kirpyklos klienty aptarnavimo vid. procentas: 99,02 %

Lygindami 106-ja ir 108-jg lenteles, randame, jog didéjant kirpéjy skaiciui k nuo 4 iki 5, Zymiai
sumazéja kirpéjy apkrovimas ir klienty laukimo eiléje trukmé, padidéja klienty aptarnavimo procentas
ir, zinoma, nepasikeicia vidutiné kliento aptarnavimo trukmé. Visa tai atitinka tikrove ir rodo, jog

imitacinis modelis atspindi realius procesus.

Sumazinus kirpéju skaiciy k iki 3, charakteristikos keiciasi i prieSinga puse, ka rodo studentés
R. Miseikytés gauti rezultatai (zitir. 109-aja lentelg), modeliuojant kirpyklos darba per 6 pamainas.
R. Miseikytés algoritmas klientus kirpéjams skirsté taip, kad ju apkrovimas bty beveik lygus, todél ji
savo programoje atskirai neskaiciavo kiekvieno kirpéjo apkrovima, o surado bendra visy kirpéju

apkrovima q .

Kirpyklos darbo statistiné charakteristika 1-ja darbo diena

Pirmas klientas atéjo 7 val. 4 min.

IS viso atéjo 191 zmonés.

IS ju aptarnauta 160 Zmoniy.

Kirpéjy apkrovimas 91,09 %
Praleidziamoji galia 12,31 Zmoniy/valanda.
Kliento aptarnavimo trukmé 13,32 min.
Laukimo laikas eil¢je 16,43 min.
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Laukianciyjy eilgje ilgis 3,37 Zmoniy.
Aptarnauta 83,77 % atéjusiy klienty.

Kirpyklos darbo statistiné charakteristika 2-ja darbo diena

Pirmas klientas atéjo 7 val. 1 min.

I8 viso atéjo 185 zmonés.

I$ jy aptarnauta 158 Zmonés.

Kirpéju apkrovimas 94,30 %
Praleidziamoji galia 12,15 Zmoniy/valanda.
Kliento aptarnavimo trukmé 13,97 min.
Laukimo laikas eilgje 21,32 min.
Laukianciyjy eilgje ilgis 4,32 Zmoniy.
Aptarnauta 85,41 % atéjusiy klienty.

Kirpyklos darbo statistiné charakteristika 3-ja darbo diena

Pirmas klientas atéjo 7 val. 1 min.

I8 viso atéjo 183 zmonés.

I$ ju aptarnauta 172 Zmoniy.

Kirpéju apkrovimas 88,99 %
Praleidziamoji galia 13,23 Zmoniy/valanda.
Kliento aptarnavimo trukmé 12,07 min.
Laukimo laikas eilgje 12,65 min.
Laukianciyjy eilgje ilgis 2,79 Zmoniy.
Aptarnauta 93,99 % atéjusiy klienty.

Kirpyklos darbo statistiné charakteristika 4-ja darbo diena

Pirmas klientas atéjo 7 val. 0 min.

I8 viso atéjo 229 zmonés.

I$ ju aptarnauta 162 Zzmongs.

Kirpéju apkrovimas 103,20 %
Praleidziamoji galia 12,46 zmoniy/valanda.
Kliento aptarnavimo trukmé 14,91 min.
Laukimo laikas eilgje 27,78 min.
Laukianciyjy eilgje ilgis 5,77 Zzmoniy.
Aptarnauta 70,74 % atéjusiy klienty.

Kirpyklos darbo statistiné charakteristika 5-ja darbo diena

Pirmas klientas atéjo 7 val. 5 min.

I$ viso atéjo 206 zmonés.

I$ ju aptarnauta 160 Zmoniy.

Kirpéju apkrovimas 94,21 %
Praleidziamoji galia 12,31 Zmoniy/valanda.
Kliento aptarnavimo trukmé 13,78 min.
Laukimo laikas eilgje 23,45 min.
Laukianciyjy eiléje ilgis 4,81 zmoniy.
Aptarnauta 77,67 % atéjusiy klienty.

Kirpyklos darbo statistiné charakteristika 6-ja darbo diena

Pirmas klientas atéjo 7 val. 2 min.

I$ viso atéjo 238 zmonés.

IS ju aptarnauta 147 Zmonés.

Kirpéju apkrovimas 99,48 %
Praleidziamoji galia 11,31 Zmoniy/valanda.
Kliento aptarnavimo trukmeé 15,84 min.
Laukimo laikas eilgje 32,49 min.
Laukianciyjy eiléje ilgis 6,12 zmoniy.
Aptarnauta 61,76 % atéjusiy klienty.
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Vidutinés kirpyklos darbo statistinés charakteristikos

Vid. pirmas klientas atéjo 7 val. 2 min.
Vid.kirpé&jy apkrovimas 95,16 %
Vid.praleidziamoji galia 12,29 zmoniy/valanda.
Vid.kliento aptarnavimo trukmé 13,98 min.
Vid.laukimo laikas eiléje 22,35 min.
Vid.laukianCiyjy eiléje ilgis 4,53 Zmoniy.
Vid.aptarnauta 78,89 % atéjusiu klienty.

Kadangi R. Miseikyté modeliavo tik 6 pamainas, tai jos gautos vidutinés kliento aptarnavimo
trukmeés T® paklaida 8~3.5% yra Siek tiek didesné, negu D. Ruzgo, modeliavusio 10 pamainuy. Tagiau
ir jos rezultatai yra pakankamai patikimi ir leidzia daryti iSvadas apie kirpyklos darbg ir jo pakitimus,
keiciantis kirpéju skaiciui. Reikéty Salia to pazyméti, jog R. MiSeikyté viena i§ pirmyjy sudaré gana
universalias imitavimo ir statistinio informacijos apdorojimo programas ir pasirinko gana tobula
imitavimo protokolo forma. Todél studentui, studijuojanéiam statistinio modeliavimo kursa,
rekomenduociau detaliau susipazinti su R. Miseikytés darbu, o taip pat ir su kity studenty darbais.

Taip pat parekomenduociau skaitytojui, jau sudariusiam kirpyklos
funkcionavimo imitavimo ir imitavimo metu gauty rezultaty statistinio apdorojimo
programas, paeksperimentuoti su tuo modeliu. Tai leisty, i§ vienos pusés, jsitikinti,
kad imitacinis modelis leidZia gauti atsakymus j tuos klausimus, | Kuriuos
skaitytojas, paprastai, negaléty iSkart (ar i§ viso) atsakyti arba galéty atsakyti ne
visada teisingai, o 1§ antros pusés — pagilinti imituojamy procesu suvokima, kas yra
irgi labai svarbu, nes atkreipia studenty démesi dar i viena imitacinio modeliavimo
taikymo sriti. Pasirodo, kad eksperimentai (Zaidimai) su imitaciniais modeliais gali
tapti gana efektyvia tikrovés pazinimo priemone bei geru pagalbininku mokymosi
procese.

Siy teiginiy teisinguma jau ne karta patvirtino mano asmeniné pedagoginé
praktika.

Pradzioje a$ uzduodu studentui, demonstruojaniam man savo sudaryta
kirpyklos funkcionavima imituojanéia programa ir tuo atsiskaitan¢iam uz padaryta
praktini darba, tokius klausimus, i kuriuos jis lengvai randa atsakymus ir be imitacinio
modelio. Pavyzdziui, paklausiu, kurie i§ statistiniy rodikliy (kirpéju apkrovimas,
kirpyklos praleidziamoji galia, eilés ilgis ir t. t.) padidéty, kurie sumazéty ir kurie likty
beveik nepakite, jei pasikeisty ateinanciy i kirpykla klienty skaiciaus tikimybés p(n)
arba aptarnavimo riiSiy pasirinkimo tikybés p, (sakykim, vietoj buvusiu p(1)=0,71,
p(2)=0,23, p(3)=0,05, p(4)=0,01 pateikiu kitas ty tikimybiy reikSmes, na, kad ir
p(1)=0,5, p(2)=0,2, p(3)=0,1, p(4)=0,2 ir pan.). Studentas truputi pamastes, suranda
teisinga atsakyma, ir a§ jam siiilau, pakeitus imitacinio modelio parametrus, isitikinti,
jog imitacinio, modeliavimo rezultatai patvirtina studento atsakymy teisinguma. Po to,
duodu jau sunkesnj klausima, | kurj jau ne taip paprasta iSkart rasti teisinga atsakyma.
Atsakydami i tokius klausimus studentai kartais suklysta ir, pasinaudodami imitaciniu
modeliu, suranda savo klaida, o po to suvokia ir jos priezasti. Galy gale uzduodu
studentui ir toki klausima, i kuri daugumoje atvejy jis atsakyti i§ viso negali.
Pavyzdziui, paklausiu, kaip pasikeisty kirpyklos darbo rodikliai, jei aptarnavimo
trukmeé tapty ne eksponentiSkai, o normaliai pasiskirsciusiu atsitiktiniu dydziu su tokiu
tai vidurkiu ir su tokiu tai kvadratiniu nuokrypiu. Panasiais atvejais studento intuicija ir
loginis mastymas dazniausiai jau nebesugeba padéti studentui rasti teisinga atsakyma,
o imitacinis modelis toki atsakyma duoda. Tai leidZia studentui praktiSkai pajusti
imitacinio modeliavimo nauda, ir jis su susidom¢jimu priima mano pasiiilyma
savarankiskai paeksperimentuoti su savo sudarytu imitaciniu modeliu, kuris, pasirodo,
,»€8as protingesnis uz savo sudarytoja“. Idomiausia gi tai, kad po serijos ivairiy
eksperimenty dauguma studenty pradeda ir be imitacinio modelio teisingai atsakinéti {
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specialiai pasirinktus gana keblius klausimus. Visa tai leidzia studentams praktiskai
jsitikinti, kad matematiniai eksperimentai su imitaciniais modeliais ne tik padeda
priimti teisingesnius sprendimus, bet ir patj eksperimentatoriy daro protingesniu,
labiau patyrusiu.

Baigdamas statistinio modeliavimo panaudojimo, imituojant masinio
aptarnavimo sistemos funkcionavima, pavyzdzio nagrin€jima, noré¢iau pazymeéti, jog
tokios uzduoties (ji uzduociy sarase zymima 1.14.21-ju numeriu) jvykdymas Zymiai
sukonkretino ir pagilino studenty teorines ir praktines zinias imitacinio statistinio
modeliavimo ir matematiniy maSininiy eksperimenty srityje. Tai gana svarbus ir
pageidautinas rezultatas. Todél Siai uzduociai ir buvo skirta Sioje metodingje
priemonéje tiek daug démesio ir vietos. Skaitytojui rekomenduociau ne tik paciam
pakartoti Sia uzduot ir palyginti savo rezultatus su kity studenty gautais rezultatais, bet
ir butinai atlikti Siek tiek sudétingesng 1.14.22-ja uzduoti, o taip pat ir
paeksperimentuoti su sudarytu gamybinio proceso modeliu.

Siy uzduotiy atlikimo metu bity tikslinga susipazinti su Sios mokymo
priemonés antrosios dalies skyriais, ypatingai su Buslenkos agregato savoka, o taip pat
su GPSS [32, 45, 161].

Tai Zymiai palengvinty imitaciniy modeliy ir imitavimo programy sudarymo
procesa, padéty suvokti prielaidas, leidziancias galvoti apie imitaciniy modeliy
kiirimo ir jy panaudojimo procesy struktiurizavima, formalizavima ir net
automatizavima.

Labai svarbu, kad studentas, atlikdamas minétas uzduotis, iSmokty kurti
imitacinius modelius ir naudotis jais dialoginiame rezime, o taip pat susipazinty su
tipinémis imitacinio modeliavimo sistemomis bei tipiniais statistiniy skaiiavimy
programy paketais [132, 133, 134, 160, 163, 158, 159].

Po 1.14.21. uzduoties atlikimo ir prie§ pradedant vykdyti 1.14.22. uzduoti
tikslinga bty sugrizti prie darbo centry saveikos modelio bei TPP [113] ir dar karta
panagrinéti ta modelj ir TPP. Tai labai padéty, atliekant 1.14.22. uzduoti, i§ vienos
pusés, ir giliau suvokti minétaji TPP, i§ kitos pusés.

Reikéty pazyméti, kad paprastais atvejais (pavyzdziui, kai i€jimy srautas yra
puasoninis ir sistemoje vykstanciy procesy trukmes pasiskirs€iusios eksponentiskai)
masinio aptarnavimo sistemu galutinés (pusiausvyrinés) biisenos nustatymo, o kartais
— ir fazinés trajektorijos radimo (sudarymo) uzdavinius pavyksta iSspresti analiziniais
masinio aptarnavimo sistemy teorijos metodais, sprendziant Cepmeno ir
Kolmogorovo lygéiy (diferencialiniy ir algebriniy) sistemas, apie ka jau buvo kalbéta
1.4.12. skyrelyje.

Norint pasinaudoti tais metodais, sprendziant miisy nagrin¢jamos kirpyklos funkcionavimo
charakteristiky apskai¢iavimo uzdavini, jos modeli tekty Siek tiek supaprastinti, suvedant ji i kuri nors
standartini masinio aptarnavimo sistemy teorijos modeli.

Miisy nagrinétos kirpyklos i¢jimo srautas néra puasoninis, nes klientai gali ateiti ir ne po viena.
Pakeisime §i srauta puasoniniu, turinCiu tg pati vidutinj intensyvuma A. Apskaiciuosime to intensyvumo
reik§me, t. y. — apskai€iuosime vidutini klienty, ateinanciy i kirpykla per laiko vieneta, skaiciy:

x_1-p(1)+2-p(2)+3-p(3)+4-p(4)_1-0,71+2-o,23+3-0,05+4-0,01_@_O272[ klienty ]
T B 5 T '

Eksponentiskai pasiskirsCiusiy skirtingy aptarnavimy rasiy trukmiy vidutines trukmes
(a) .

per minute

perskaiciuosime i vienos aptarnavimo riiSies viduting trukme T
7@ =7Wp +7p +7Wp. =12min-0,5+15min-0,4+25min-0,1=14,5min.

(a

Zinodami T® , apskaiciuosime vidutini skaiciy klienty, kuriuos per viena laiko vieneta (viena

minute) aptarnauty vienas kirpéjas: p= 1 1 _2[_ Kklenty
' AT 14,5 29 per minutg )
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Aptarnauty ir iSeinanciy i§ kirpyklos klienty srauto intensyvumas priklausys nuo to, keli
kirpéjai stebimais laiko tarpais bus uzimti. Pavyzdziui, jei kuriuo nors laiko tarpu i§ 4 kirpykloje kirpéju
bus uzimti tik 2, tai aptarnauty klienty srauto vidutinis intensyvumas tuo laiko tarpu bus lygus

4 [ klient . . o o klient
2u=— & , 0 tuo laiko tarpu, kai taps uzimti jau 3 kirpéjai — 3u:£ & .
29 per minutg 29 { per minutg

Kirpyklos biisena tuo ar kitu momentu charakterizuosime klienty skai¢iumi j kirpykloje tuo
momentu ir Zymésime z;.

Kadangi kirpykloje dirba 4 kirpéjai ir maksimalus laukian¢iy aptarnavimo klienty skai¢ius m
yra lygus 8, tai galimy sistemos biiseny skai¢ius yra lygus 13: zy, z1, z», 73, Z4, Zs, Zs, Z7, Z3, Z9, Z10, Z11,
Z13.

Norédami pasinaudoti bliseny z; tikimybiu p; apskaiCiavimui formulémis, iSvestomis 1.4.12.
skyrelyje, privalome pradzioje apskaiCiuoti peréjimy tikimybes p;;(t, t+At) ir peréjimy intensyvumus

S(tt+ At
1l PR
At—0 At

Kirpyklos biisena z; gali keistis dviem biidais: 1) kai | kirpykla ateina naujas klientas, kirpyklos
blisena keiciasi i8 z; { zj+1; 2) kai kirpéjas baigia aptarnauti klienta ir jis iSeina i§ kirpyklos, tai kirpyklos
biisena keiciasi i§ z; i zj ;.

Peréjimo tikimybé p;;+(t, t+At) yra lygi tikimybei, kad per laika At ateis vienas klientas.

(AD"
k!

Puasono srautui su vidutiniu intensyvumu A galioja formulé¢ p, (At)= , kurioje

px(At) — tikimybé, kad per laiko intervalg At ivyks lygiai k puasoniniy ivykiy.
_ L. S ) oAt . Pjju(t,t+At)
Miisy nagrinégjamu atveju k=1 ir todél p;j.i(t,t+At)=pi(At)=AAte ™™, Aj;+1= lim B ve— =
At—=0

AT
= lim 225 = fim e M =)
At—0 At At—0
Matome, jog peréjimy intensyvumas Ajjr; yra pastovus dydis A, kuris nepriklauso nuo j.

Vadinasi, jis yra vienodas visoms biisenoms z;.
. Ppjjatt+Aty o o
i1 = lim —=———— kai dirba tik vienas kirp¢jas.
At—0 At

Analogiskai gauname, jog tuo atveju, kai dirba tik vienas kirpéjas, p;; i(t,t+At)=pAte
Ajj-1=p. Kai dirba m kirpéjuy, tai Aj; ;=mp.

Vadinasi, peréjimy, atsirandanciy, kai aptarnautas klientas iSeina i§ kirpyklos, vidutinis
intensyvumas, kai srautas yra puasoninis, priklauso tik nuo pastovaus dydzio u ir nuo dirbanciy kirpéjy
skaiciaus m.

Dabar jau galima sudaryti schema, vadinama Kirpyklos peréjimy grafu, vaizduojancia
kirpyklos biiseny kitimo intensyvumus.

Si schema, atsizvelgiant { tai, kad kirpykloje dirba 4 kirpéjai, kuriy kiekvienas aptarnauja per
laiko vieneta vidutini§kai p klienty, o klientai i kirpykla atvyksta po viena su vidutiniu intensyvumu A,
atrodo taip:

Dabar apskaiciuosime pjji(t, t+At) ir A

7At .
A gr

A A A A A A A A A A A A
20 e 2 v Y v 0 v ) v D v D v D e D o D e R o R o B
n 2p 3u 4n 4n 4n 4n 4n 4u 4n 4n 4n
306 pav.

1.4.12. skyrelyje mes gavome Kolmogoravo diferencialiniy lygciy sistema tolydZioms
Markovo grandinéms:

dP(t) & U .
(it =Y P(Oh(D-P; (DD (1) ,j=1,2, .. n.
b b

J

Si sistema rodo, jog sistemos biisenos z; tikimybés Pj(t) i§vestiné priklauso nuo i biisena

zjvedanciy ir i§ biisenos z;i§vedanciy tikimybiniy procesy charakteristiky sumy skirtumo.
Kai sistema pasiekia pusiausvyring biisena ir srautai, vedantys | biisena z; ir i§ biisenos z;,

oo dP(D)
tampa lygis, iSvestiné

tampa lygi 0 ir biisenos z; tikimybé P;(t) nebesikeicia. Visos visy bliseny z;

1137



tikimybés tampa pastoviais dydziais P; ir diferencialiné Kolmogoravo lygciy sistema tampa

algebrine: ZPikij—Pjiji =0,j=1,2,...,n.
- -
;¢j ;¢j
n
Naudodamiesi Sia sistema ir lygybe Zszl, galime apskaiCiuoti finaliniy tikimybiy P;
=
reikSmes.
Pritaikysime Sias formules kirpyklos blisenoms.
Nagrinédami 306 pav. pateikta schema, matome, jog atveju j=0 i blisena z, veda tik vienas

. . A
»srautas® Py, o i§ bilisenos z, veda ,,srautas” Po\. IS lygybés P;p—PoA=0 gauname, jog P, =—P, =pP,,
u

kur p:&.
u

Nagrinédami biisena z; matome, kad i biisena z; veda suma PyA+P,2, o i$ biisenos z; veda
suma P,u+PA. Todél gauname lygybe PoA+P,2u=P;u+PA. Atsizvelgdami | ankséiau gautg lygybe
L L A ’
P u=Por, gauname lygybe P,2pu=P,A, i§ kur iSplaukia, jog P, :Z—P1 :%PO .
n

3
Analogiskai nagrinédami bliseng z, gauname, jog P, 3—P2 :p—PO .
n

3!
7\‘ 4
Nagrinédami biisena z; iSvedame formulg P, 4—P3 :ZPO.
n !
Kadangi uzimty kirpéjy skaicius, tapgs lygiu 4, toliau didéjant klienty skaiciui kirpykloje, jau
5
nebegali keistis, tai nagrinédami blisenas z,, zs, z¢ ir t.t. gauname formules: P5:4—P4:%P0;
n !
b= p =P ittty P= P B kaij5.6. .. 12
6_E S—WOII‘..,.Y. J—m 0> KalJ=5, 0, ..., .
12
Istate gautas P; iSraiSkas | formule ZPJ =1, iSvedame tikimybés P, apskai¢iavimo formulg:
=0
1 1
Py = 2 3 4 2 7 8Y 9 °
1+p+p+p+p(1+p+pz+...+p7+p8j 2 3 4 1—%
2 6 24 4 4 47 &) 4P PP 4
2 6 24 1_P
4

. A 0,272-29 . .
Kadangi p=—= ’T =3,944, tai gauname, jog P, ~0,009194247.
u

Dabar jau galime apskaiCiuoti visas kitas finalines tikimybes P;:
2 3
P, =pP, =0,03626211; P, :%P0 ~0,071508881; P, :%P0 ~0,094010342 ;

4
P, =%PO ~0,092694197 ; Py :%P4 ~0,091396479 ; P, :%PS ~0,090116928 ;
P, =%P6 ~0,088855291; P =%P7 ~0,087611317; P, =%P8 ~0,086384758 ;

P, =%P9 ~0,085175372; P, =%P10 ~0,083982917 ; Py, =%P11 ~0,082807156..

Zinodami pusiausvyrinés biisenos finaliniy tikimybiy P; reikSmes, galime apskaiciuoti jvairias
kitas pusiausvyrines kirpyklos funkcionavimo charakteristikas.

Atlikdami tokius apskaifiavimus, naudosimés ta aplinkybe, kad tikimybg P; galima
interpretuoti kaip ta viso kirpyklos darbo laiko pusiausvyrinéje biisenoje dali, kuria kirpykla biina
biisenoje z;.
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Vadinasi, buisenoje zj;, kuomet atéje nauji klientai nebepriimami i kirpykla, nes joje
laukian¢iyju aptarnavimo klienty eilé yra jau lygi m=8, kirpykla, dirbdama jau nusistovéjusiame
rezime, buina tik Siek tiek daugiau nei 8 % savo darbo laiko. Per ta laika atéje klientai, kuriy vidutinis
skaiCius bus lygus ATP,, liks neaptarnauti. Lygindami su vidutiniu atéjusiu per laikag T klienty

ATP,
le 100% =P, -100% ~8,28% .

skai¢iumi AT, randame neaptarnauty klienty procenta

Aptarnauty klienty vidutinis procentas bus lygus %_TPH) 100%=(1-P;,)-100% = 91,72% .

Lygindami §j rezultata su studento D. Ruzgo gautais 10 pamainy imitavimo rezultatais (Zidr.
107-ja lentelg), matome, jog tie rezultatai pakankamai artimi (rezultaty skirtumas nesudaro net 2 %
rezultato).

Pilno sutapimo ir negaléjo buti, nes nagrinéjami Siek tiek skirtingi kirpykly funkcionavimo
modeliai: analizinis modelis yra $iek tiek supaprastinta to modelio, kuriuo buvo naudotasi imitavimo
metu, modifikacija, kuri néra visi$kai tapati imitaciniam modeliui.

Apskaiciuosime viduting kirpyklos praleidziamaja galia A — vidutinj per laiko vieneta
aptarnauty klienty skaiGiy: A = MI=Py)T =1(1-P,)T~ 0,249k—_1' ~ 14,97E .

T min h

Gautas rezultatas skiriasi nuo D. Ruzgo gauto rezultato jau apie 8 %: supaprastinto analizinio
modelio vidutiné praleidziamoji galia yra Siek tiek didesné.

Tai, kad analizinis modelis davé Siek tick didesni aptarnauty klienty procenta ir didesng
kirpyklos praleidziamaja galia, turi savo priezastis: 1)analiziniame modelyje nagrinéjamas jau
nusistovéjes kirpyklos funkcionavimo rezimas, o imitaciniame modeliavime buvo vidurkinamas visas
kirpyklos darbo laikas, { kurj i¢jo ir kirpyklos darbo pamainy pradzios, kuomet ne iskart visi kirpéjai
tampa uzimti ir todél kirpyklos praleidziamoji galia biina mazesné negu vidutiné; 2) imitavimo metu
klientai galéjo ateiti ne tolygiai, kaip analiziniame modelyje, o ,,paketais* (kartais net po 4), o tai irgi
turi itakos kirpyklos darbo rezultatams.

ApskaiCivosime kirpéju vidutinius apkrovimus. Analiziniame modelyje pirmojo kirpéjo
uzimtumo tikimybé yra lygi 1-Po, antrojo — 1-Py—P, treciojo — 1-Po—P|—P,, ketvirtojo — 1-Py—P;—P,—P;.

L . 1-P,)T .
Todél pirmojo kirpéjo vidutinis aptarnavimas yra lygus % -100%=(1-P)-100%~99,08%, antrojo

— (1-P¢—P})-100%~95,45%, treciojo — (1-Py—P;—P,)-100%~88,30%, ketvirtojo — (1-P¢—P;—P,—P3)x
x100%~78,90%.

Lygindami $iuos rezultatus su imitavimo rezultatais, pateiktais 107-joje lenteléje, pastebime,
jog analiznis supaprastintas modelis davé Siek tiek didesnius aptarnavimo procentus, kas yra natiiralu,
nes nusistovéjusiame rezime kirpéju vidutinis apkrovimas yra didesnis negu pamainy pradziose.

Apskai¢iuosime vidutini klienty eilés ilgi t =0-P;+0-Py+0-P5+0-P;+1-Ps+2-Ps+3-P;+4-Pg+5-Pot
+6'P]0+7'P]1+8'P12z3,08.

Kadangi studentai vidutinio eilés ilgio neskaiciavo, tai palyginti néra su kuo.

- . . .1 29 L& .
Vidutiné kliento aptarnavimo trukmé yra lygi —:?=14,5 (min). Sis rezultatas yra tikslus
n

aptarnavimo vidutinés trukmés reik§més jvertis abiems modeliams: ir imitaciniam, ir analiziniam.
Lygindami ji su D.Ruzgo rezultatu, pateiktu 107-joje lenteléje, matome, jog imitavimo
paklaida yra apie 2 %. Tokia paklaida, taikant imitacinj modeliavima, laikoma leistina paklaida.
Vidutini kliento laukimo eiléje laika galima apskaiCiuoti visy i kirpykla atéjusiy klienty
atzvilgiu (pazymésime ji ?l(e)), visy aptarnauty klienty atzvilgiu (pazymésime ji ?EE)) ir klienty,
stovin¢iy eiléje, atzvilgiu (pazymésime ji T3 ):

=) _ visy klienty per laika T prastovéty eiléje laiky vidutinésuma 1T
¢ =

~11,33 (min).

> | =

per laikg T atéjusiy klienty vidutinis skaicius A
Apskaiciuojant %§C>, trupmenos skaitiklis isliks toks pat, t. y. - T, o pasikeis tik vardiklis. Jis

_r
7\'(1_1)12)
Apskaiciuojant ?ge), skaitiklis irgi iSliks nepakitgs, o vardiklis taps lygus vidutiniam

taps lygus A(1-P;)T. Todél T8 = ~12,35(min) .

stovejusiyjy eiléje skaiciui, t.y. skaic¢iui AT(1-Py—P,—P,—P5—P},), nes i eil¢ stos tik tie klientai, kurie
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atvyks 1 kirpykla tuomet, kai ji bus bUsenose z4, zs, Z, Z7, Z3, Zo, Zjo ir 2zj;. Todél
Ty =
AT(1-Py—P,—P,~P, P}, )
107-joje lenteléje pateiktas stovéjusiyjy eiléje klienty stovéjimo eiléje vidutinis laikas yra
14,48min. ir skiriasi nuo analiziniame modelyje gauto rezultato 0,56 min., t. y. apie 3 %.

Naudojantis analiziniu kirpyklos funkcionavimo modeliu, galima apskaiCiuoti ir kai kurias
tokias kirpyklos funkcionavimo charakteristiky reikSmes, kurios nebuvo apskaiCiuotos, naudojantis
imitavimo metu gautais duomenimis. Studentai ju neapskaiciavo ne todél, kad to nebuvo imanoma
padaryti, o todél, kad to nereikalavo jiems duota uzduotis.

Viena tokiy charakteristiky — vidutinis masinio aptarnavimo sistemos uzimty kanaly skaicius
12

(misy atveju — vidutinis uzimty kirpéjy skaicius). Jis yra lygus 0-Py+1-P;+2-Py+3-P5+ 4ZP1 =P+2-Py+
i=4

~16,04 (min).

+3'P3+4'(I—PQ—P1—P2—P3):4—4P0—3P1—2P2—P3z3,62.
Kita tokia charakteristika — vidutinis aptarnauto kliento kirpykloje praleistas laikas,

susidedantis i§ vidutinés aptarnavimo trukmés, lygios —, ir vidutinio eiléje stovéjimo laiko

T :lﬁge) ~ 14,5 min+12,35 min=26,85 min.
pn

Palieku skaitytojui palyginti Siuos kirpyklos funkcionavimo charakteristiky vidutiniy reikSmiy
iverCius su analogiskais jverciais, kuriuos buity galima gauti, naudojantis to funkcionavimo imitavimo
rezultatais ir jsitikinti, kad skirtumai nevir$ija modeliy supaprastinimo ir modeliavimo paklaidy riby.

Tai, kad jvairiais blidais gauti rezultatai yra pakankamai artimi, sutvirtina musy isitikinima
naudojamy metody patikimumu.

Naudodamiesi algebrinémis Kolmogorovo lygtimis, mes galime apskaiCiuoti tik finalines
sistemos biiseny tikimybes. Norédami gauti peréjimo proceso i§ pradinés i finaling biiseng matematini
apraSyma, turétume i$spresti sistemos funkcionavima apraSancia Kolmogorovo diferencialiniy lygéiu
sistema.

Ja spresti buty, zinoma, sudétingiau negu algebriniy lyg€iy sistema, taciau, ja iSsprende,
gautume masinio aptarnavimo sistemos buseny z; tikimybes Pj(t), t. y. laiko t funkcijas, vaizduojancias,
kaip keistusi biiseny tikimybés P; laikui bégant. Apskai¢iuodami t1_1)11;O P;(t), galetume isitikinti, kad tos

ribos yra lygios finalinéms tikimybéms P;, apskai¢iuotoms naudojantis Kolmogorovo algebriniy lygciu
sistema.

Pailiustruosiu tai labai paprastu pavyzdziu masinio aptarnavimo sistemos, turincios tik vieng
aptarnavimo kanala, kurios i¢jimo srautas yra puasoninis srautas, turintis intensyvuma A, ir i$é¢jimo
srautas taip pat puasoninis, turintis intensyvuma L.

Tokios sistemos pavyzdziu galéty biiti telefonas — automatas, irengtas ligoninés skyriuje, kad
besigydantys ten pacientai, reikalui esant, galéty paskambinti savo artimiesiems.

Tarkime, kad automatu naudojamasi vidutiniskai kas 10min., o pokalbiai trunka vidutiniskai po

5 min. Vadinasi, k:i m ,0 u:l khe—r_ml .
10\ per minute 5\ per minute

Siuo atveju masinio aptarnavimo sistema turés tik dvi blisenas: z=z,, kai automatas neuzimtas
ir z=z;, kai automatas uzimtas.
Kolmogorovo diferencialiniy lygc¢iy sistema $iuo atveju turés tik dvi diferencialines lygtis

— =P (t)u—Py(H)A,
= R(Ou=Ry(D)

dp,
SLop (=P (D).
m o (DA—P()p

I8 8iy dviejy lyg¢iuy tik viena lygti galima laikyti nepriklausoma, nes Py(t)+P(t)=1.
IsreikSime Pi(t) per Py(t) ir pasinaudosime pirmaja diferencialiniy lygciy sistemos lygtimi.
Gausime bendraji lygciy sistemos sprendini:
dp,

D = - (1=Py(0) 1 =Py (% == ()P (1) 5

dPy(t)

) — S
) =+ )Py (1)

i
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3) d[p,—(?»+p,)P0('[)]
=+ p)Py(1)

t t

v [iinin e

M — _ —(kﬂl)t .
5) lnM—(k+u)Po(0)_ (L+u)=Ine ;

6) (S (7\. + H)PO t)= [lvl — (}\’ + H)PO (())]e*(}\ﬂl)T :

7 Py(t)= F“M - L\—i“ -P, (o)}e(mu)t ;

=—(h+phdt;

1P ()= | P (s
8) P(t)=1 Po(t)_;HkJ{?wu PO(O)}e .
Konkrety dalinj sprendini gausime i§ §io bendrojo sprendinio, pasinaudodami pradinémis
salygomis.
Tarkime, kad momentu t=0 telefonas nebuvo uzimtas, t.y., kad z(0)=z, Tai reiskia, jog
Py(0)=1, o P1(0)=0.
Siuo atveju dalinis sprendinys bus toks:

>

Py(t) =———+ IR (P
A+l p+A
P ()= P ol
A+p A+
Jei pradinés salygos biity buvusios kitokios, pavyzdziui, jei automatas momentu t=t, biity buves
uzimtas, tai Po(0)=0 ir tuomet dalinis sprendinys biity buves
S L
Py(t)=———-———¢
o) pL+A p+A

B

P(t)= A B e
W+A  u+A

,nes A+p>0 ir lime ) =0
)\,+},L t—o0

Bet kuriuo atveju lim Py(t)=—F—, limP;(t) =
t—0 A+ H o too
Ta pati rezultata bitume gave spresdami algebring Kolmogorovo lygéiy sistema:
Pu—-PyA=0,
{POX -Pp=0,
. i dP,(t dp(t
atitinkangios salyga st() =0, d_t() =0.
Tikimybiy Py(t) ir Py(t) kitimo grafikai mtisy konkreciu atveju, kai A=0,1 ir p=0,2, pavaizduoti
307 pav.

esant salygai Py+P=1, kur Py, P; — finalinés biseny z, ir z; tikimybés,

' 2) Py0)=1. P1(0)=0 P b)P(0)=L PO
IRGr-mmmmmmmmmm e IR---mmmmmmmmmmm oo
Py(1) Pi(t)
2 TTmee—— P .
3 3
g Tt
3 3
Pi(t) Po()
0 t 0 >t
307 pav.

Placiau su masinio aptarnavimo sistemy teorijos metodais bus galima susipazinti antrojoje $ios
mokymo priemonés dalyje bei Siy eiluciy autoriaus skaitomame masinio aptarnavimo sistemy teorijos
kurse, o taip pat knygose [47, 173].
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Taciau, nors masinio aptarnavimo sistemy teorija ir turi gana neblogai iSvystyta
matematinj aparata, vis dél to dauguma sudétingesniy masinio aptarnavimo sistemy
funkcionavimo charakteristiky nustatymo uZzdaviniy, ypatingai, jei masinio
aptarnavimo sistemos strukttra yra Siek tiek sudétingesné ar joje vykstancius procesus
apraSo Siek tiek sudétingesni jy trukmés tikimybinio tankio pasiskirstymo désniai, yra
sprendziami jau ne analiziniais, o statistinio imitacinio modeliavimo metodais, kuriuos
taikant analiziniai metodai vaidina tik pagalbini vaidmen;.

Nenoréciau, kad, perskaites Sia pastaba, skaitytojas susidaryty nuomong, jog
analiziniy masinio aptarnavimo sistemy teorijos metody Zzinojimas, sprendziant
masinio aptarnavimo sistemy funkcionavimo charakteristiky jver¢iu nustatymo bei
tokiy sistemy projektavimo uzdavinius, mazai ka duoda ir todél galima iSsiversti ir be
tokiy metody, naudojantis vien tik imitaciniu modeliavimu. Tokia nuomoné biity
neteisinga, nes, pavyzdziui, ,,akla“ optimaliy sprendiniy paieska, naudojantis vien tik
imitaciniu modeliavimu, uzimty labai daug laiko ir neretai biity net nerealizuojama
praktiSkai. ISankstinis artutinio analizinio modelio sudarymas ir jo analizé, naudojantis
matematiniais metodais, leidzia Zymiai susiaurinti sprendinio paieSkos sritj ir sutaupyti
daug kompiuterinio laiko. Todé¢l ir Siuo atveju pasiteisina vienas pagrindiniy
bendrasisteminiy principy (kuriu aprasymui Sios mokymo priemonés antrojoje dalyje
bus skirtas atskiras didelis skyrius), teigiantis, jog tik jvairiy metody sintezé (Siuo
atveju imitacinio modeliavimo, matematinés statistikos, masinio aptarnavimo
teorijos ir optimizavimo metody) leidZia rasti efektyviausius sudétingy problemy
sprendimo budus ir teisingiausius bei patikimiausius sprendinius.

Su imitacinio modeliavimo taikymo masinio aptarnavimo sistemy
funkcionavimo analiz¢je pavyzdziais galima susipazinti knygoje [161], skirtoje GPPS
apraSymui, o taip pat Siy eiluCiy autoriaus vedamame masinio aptarnavimo sistemy
teorijos kurse, kuriame studentai, atlikdami laboratorinius darbus, naudojasi studentés
N. Zverinkinos ir studento D. Titovo sudarytais specialiais programy paketais ,,QSS* ir
»Mikro GPSS“, automatizuojanciais masinio aptarnavimo sistemy funkcionavimo
imitacin] modeliavima.

1.14.12. Matematinés ekonomikos ir ekonometriniai modeliai

Zodis ,.ekonomika“ yra kilegs i§ graikiSko ZodZio ,,oikonomike®, reiSkiancio
tikininkavimo mena. Dabar tas Zodis vartojamas keliomis prasmémis.

Viena i§ to zodzio prasmiy reiSkia Salies tikio bei kurios nors jo Sakos
(pramonés, zemés iikio, transporto, statybos, prekybos) ar kurio nors mazesnio tikinio
vieneto (ekonominés srities ar rajono, miesto, imonés) uiking bukle, kuria apibidina
naudojami iikininkavimo biidai ir metodai, jy taikymo rezultatai, Salies, tkio
Sakos, srities, rajono ar jmonés tikiné raida bei jos désningumai.

Antroji  zodzio ,ekonomika®“ prasmé gali reik$ti Zmoniy santykius
materialiniy gérybiy gamybos, ju paskirstymo, mainy ir vartojimo procese, tame
tarpe ir nuosavybés santykius. RySium su tuo galima kalbéti apie vergvaldines
santvarkos, feodalizmo, kapitalizmo, socializmo ir pan. ekonomika, apie jvairias
egzistuojancias, egzistavusias bei virtualias ekonomines formacijas ir ju ypatumus.

Trecioji ZodzZio ,,ekonomika® prasme reiskia moksla, tiriantj jau minétuosius
ekonominius reiSkinius bei ekonominius santykius ir jy désningumus.
Priklausomai nuo tuy reiSkiniy bei santykiy pasireiSkimo sferos ir jy nagrin€jimo
aspekto ekonomikos mokslas dalijamas i pramonés, zemes iikio, prekybos, finansy ir
t. t. ekonomika. RySium su tuo galima iSskirti ir taip vadinamus bendruosius, Sakinius
ir tarpSakinius ekonominius mokslus.
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Tradicingje moksly sistemoje, priklausancioje antrojo tipo sistemu klasei,
ekonominiai mokslai priskiriami visuomeniniy moksly posistemiui ir sudaro tame
posistemyje grupg moksly, kurie tiria visuomenines ekonomines formacijas ir jy raida,
gamybos, pasiskirstymo, mainy bei vartojimo ekonominius reiSkinius ir santykius,
tuose reiskiniuose ir santykiuose bei juy raidoje pasireiskiancius désningumus.

Mes Siame skyrelyje zodi ,,ekonomika* vartosime kaip tik Sia, treCiaja, prasme,
reiSkiancia ekonomikos moksla, ir skirstysime ekonomika i mikroekonomika ir
makroekonomika. Kartu nagrinésime ir jose taikomus matematinés ekonomikos ir
ekonometrinius modelius, skirstydami juos 1 mikroekonomikos ir makroekonomikos
modelius.

Makroekonomika vadinama ekonomikos mokslo dalis ir ekonominiy tyrimy
metodas, skirtas bendryju visuomeniniy ekonominiy bei socialiniy procesy
nagrin¢jimui ir siekiantis surasti bei apibendrinti tiems procesams budingus
désningumus. Makroekonomika padeda atskleisti visos Salies ekonomini mechanizma,
jos ukio sektoriy ar Saky saveika, ju vystymosi perspektyvas, ekonomikos valstybinio
reguliavimo alternatyvas, ekonomikos vystymosi optimalius variantus, gamybiniy jégu
i§sidéstymo, nacionaliniy pajamy kirimo, ju paskirstymo bei pasiskirstymo ir
vartojimo ypatumus. Makroekonomika kuria ir analizuoja Salies iikio bei jo Saky
ekonominio augimo ir tarpSakiniy balansy modelius, pasitelkdama tam klasikinés
matematikos ir ekonometrikos metodus.

Mikroekonomika tiria ekonomika ir ekonominius procesus pirminiy
ekonomikos vienety (atskiry imoniy, atskiry vartotoju, ju santykiy rinkoje) aspektu,
taikydama lokaliy ekonominiy tyrimy metodus. Mikroekonomikos metodais
naudojamasi nagrinéjant pavieniy tikio subjekty (vartotojy, gamintoju, prekybininky)
veiklos efektyvuma, ty subjekty priimamus sprendimus, atskiry prekiy ir atskiry
paslaugu kainodara, ju rinka ir kitus reiSkinius vykstancius vartojime, gamyboje ir
rinkoje.

RySium su ekonomikos mokslo ir jo metodologijos skirstymu i
mikroekonomika ir makroekonomika matematinius ekonomikos reiskiniy modelius
taip pat priimta skirstyti i mikroekonominius ir makroekonominius. Toks skirstymas
yra Siek tiek salyginis, nes, pavyzdziui, kai kuriuos modelius, sudarytus nagrin¢jant
mikroekonominius reiskinius, galima taikyti ir makroekonomikoje.

Modelius, matematine kalba iSreiSkiancius priklausomybes, egzistuojancias
tarp ekonominius reiSkinius charakterizuojan¢iy ekonominiy rodikliy, vadinsime
matematinés ekonomikos modeliais.

Tuos matematinés ekonomikos modelius, kuriose kai kuriy ju parametry
(pavyzdziui, koeficienty, laipsniy rodikliy) reikSmés nustatomos, remiantis statistiniais
duomenimis, gautais, atliekant realiy ekonominiy rodikliy reik§miy matavimus bei
ekspertinius vertinimus, vadinsime ekonometriniais modeliais.

Matematinés mikroekonomikos modeliy nagrinéjimui skiriamas 1.14.12.1.
skyrelis, kuris skaidomas i tris dar smulkesnius skyrelius, skiriamus vartojimo,
gamybos ir rinkos modeliy nagrinéjimui. Matematinés makroekonomikos modeliai
nagrinéjami 1.14.12.2. skyrelyje, kuris skaidomas i keturis dar smulkesnius skyrelius,
o ekonometrija bei ekonometriniai modeliai, ju sudarymo budai ir taikymai
aptariami 1.14.12.3. skyrelyje, skaidomame i tris skyrelius, kurie savo ruoztu skaidomi
dar | smulkesnius skyrelius.

Galima jrasyti 1
2
3
4 eilutes teksto

1143



1.14.12.1. Mikroekonominiai modeliai

Mikroekonomika, kaip jau buvo minéta, yra ekonomikos mokslo dalis,
nagrinéjanti iikinés veiklos elementariy subjekty — vartotojy ir gamintoju —
santykius, stengdamasi iSsiaiskinti, kaip ir kodél tie subjektai priima tuos ar kitus
sprendimus, itakojancius juy tking veikla ir tarpusavio santykius, vadinamus rinkos
santykiais, kaip rinkoje nusistovi jvairiy produkty ir paslaugu kainos ir kaip, remiantis
tomis kainomis, pasiskirsto resursai ir produktai.

Mikroekonomika kartais vadina ,kainy teorija®“, nes vienas pagrindiniy
mikroekonomikos tiksly yra iSsiaiSkinti resursy pasiskirstymo tarp jvairiy ukio
subjekty mechanizma. O kainos pastarajame kaip tik ir vaidina pagrindinio
indikatoriaus ir reguliatoriaus vaidmeni.

Mikroekonomika nagrinéja tokius reiSkinius, kaip paklausa ir pasiala ir
stengiasi iSsiaiSkinti, kaip rinkoje kainy pagalba gali nusistovéti ir buti palaikoma
pusiausvyra tarp paklausos ir pasiiilos.

Mikroekonominé analizé laikosi prielaidos, kad ukio subjektai elgiasi
racionaliai, t. y. priima tokius sprendimus ir sudaro tokius savo veiklos planus, kurie,
atsizvelgiant | esama situacija ir egzistuojancius apribojimus (juridinius, finansinius ir
pan.), geriausiai atitinka ty subjekty interesus bei i$ tuy interesy iSplaukiancius tikslus.

Antraja svarbia mikroekonomikos prielaida sudaro prielaida, kad egzistuoja
laisva rinka, kurioje ikio subjektai, naudodamiesi tokia tarpine substancija kaip
pinigai, gali laisvai keistis savo produkcija ir paslaugomis toje rinkoje tuo momentu
nusistovin¢iomis kainomis.

Sios prielaidos néra labai jau nerealios. Jos daugumoje atvejy atitinka tikrove,
gal tik Siek tiek idealizuota, nes tikrovéje ne visada ir ne visi Gikio subjektai elgiasi
pakankamai racionaliai, nors dauguma juy daugumoje atvejy ir stengiasi tai daryti; ne
visur ir ne visada rinka yra pilnai laisva, nes ne visada kainos joje nusistovi laisvds ir
teisingos konkurencijos salygomis, kadangi egzistuoja ivairiis apribojimai, ivairios
subsidijos bei papildomi apmokestinimai, sudaromi sandoriai, leidziantys palaikyti
»~monopolines® kainas, atsiranda {vairlis pokyciai (naujos technologijos, nauji
produktai, bei senyju produkty pakaitalai, nauji poreikiai), destabilizuojantys
benusistovin€ia pusiausvyra ir pan. SprendZiant praktines mikroekonomines
problemas, tenka atsizvelgti ir { Siuos bei kitus panasius nukrypimus nuo minétyjy
prielaidy, taciau mikroekonomikos teorijoje tos prielaidos vis dél to laikomos
teisingomis. Ir tai néra kokia tai ypatinga iSimtis moksle: juk geometrijoje mes irgi
nagrinéjame taskus, neturin€ius matmeny, linijas, neturin¢ias storio ir pan., gaudami
vis délto teisingas iSvadas, kurias galima taikyti ne tik teorijoje, bet ir praktikoje.

Taigi, mikroekonomika teigia, jog vartotojai, pirkdami rinkoje produktus ir
paslaugas, stengiasi vadovautis tokiais vartojimo planais, kurie maksimizuoty
nusipirktos produkcijos ir paslaugy naudinguma (naudingumo efekta) tam
konkre¢iam pirkéjui, kuris visa tai rinkoje perka. Vadovaujantis §ia prielaida ir
sudaromi mikroekonomikoje vartotojo ir jo veiklos modeliai (naudingumo funkcijos
ir t. t.), kuriama vartojimo teorija, aprasanti vartotoju ,,eckonomini elgesi®.

Kurdama gamybinés veiklos motyvacinius modelius, mikroekonomika
vadovaujasi prielaida, kad gamybininkai susidaro sau tokius gamybinius planus,
kurie, atsiZvelgiant j esamg situacija ir i§ jos iSplaukiancius apribojimus,
maksimizuoty jy pelna ar gamybos rentabilumg, ar kitokia naudg, gaunama
realizuojant gamybinio proceso metu pagaminta produkcija (prekes, paslaugas).

Gamybinio proceso mikroekonominiam aprasymui naudojamos taip vadinamos
gamybinés funkcijos, kasty funkcijos, izokvantés, izokostés, jvedamos tokios
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savokos kaip darbo naSumas, gamybinis pajégumas, produktyvumas ir t. t.

Kurdama rinkos modelius (,,voratinklini, bendrosios pusiausvyros,
dvisektorinj), mikroekonomika jsiveda tokias funkcijas kaip paklausos funkcija ir
pasitlos funkcija, o taip pat naudojasi funkcijomis, apraSanciomis vartojima ir
gamyba. Mikroekonominé rinkos teorija parodo, kaip gamintojai ir vartotojai,
sieckdami anksciau iSvardinty savo tiksly, laisveje rinkoje priversti eiti |
kompromisa, kuris, badamas ir kurj laika iSlikdamas abipusiai naudingas,
suderina tam tikra prasme prieSingus vartotojy ir gamintojy interesus ir veda
prie ekonominés pusiausvyros, nustatancios ir palaikancdios atitinkamas
proporcijas vartojime ir gamyboje bei atitinkamus produkcijos ir paslaugy kainy
lygius.

Siame  skyrelyje mes susipazinsime su paGiais  papras¢iausiais
mikroekonominiais modeliais, aprasanciais vartojima, gamybg ir rinka.

1.14.12.1.1. Vartojimo modeliavimas

Paprastumo ir grafinio vaizdumo délei nagrinésime dviprodukting vartojimo
sistemg, t.y. priimsime prielaida, kad vartotojams reikalinga tik dvieju rusiy
produkcija. Pirmojo produkto suvartota kieki zymésime Y, o antrojo — Y>.

Grupuojant ir agreguojant vartojimo poreikius ir ju tenkinimui skirta produkcija, kartais
pavyksta ir realias situacijas aprasyti naudojantis dviproduktinés vartojimo sistemos modeliu.

Pavyzdziui, nagrinéjant namy ikiy vartojima ir vertinant vartojimo apimtis piniginiais
vienetais, pirmuoju produktu Y, galima laikyti agreguota produkta, apimantj visus maisto produktus, o
antruoju, t. y. Y, — prekes, skirtas aprangai, namy apyvokai bei kity reikmiy tenkinimui.

Nagrinéjant tuos pacius namy tikius Siek tiek kitu aspektu, pirmuoju produktu Y, galima laikyti
buitines prekes bei paslaugas, o antruoju Y, — kultlirines prekes ir paslaugas.

Labiau detalizuojant vartojima, tenka naudotis sudétingesniais daugiaproduktinés vartojimo
sistemos modeliais. Tokiy modeliy nagrinéjimui grafinés priemonés jau nebetinka. Taciau ir tokiems
modeliams galima taikyti savokas, idéjas, metodus ir algoritmus, analogiSkus tiems, kurie taikomi
dviproduktinés vartojimo sistemos analizéje. Zinoma, tokiais atvejais matematiniai metodai tampa
gremézdiskesni, taCiau, pasitelkus kompiutering technika ir jos programing jranga, su iskylanciais
techniniais sunkumais daznai pavyksta susidoroti.

Grisime prie dviproduktinés sistemos ir joje vartojamy produkty.

Vartotojas perka tuos produktus tod¢l, kad jie jam naudingi, t. y. duoda tam
tikra nauda. Gaunamos naudos dydzio iSmatavimas — gana sudétingas dalykas, tuo
labiau, kad skirtingi subjektai skirtingose situacijose vieno ir to paties produkto
naudinguma gali {vertinti skirtingai. Taciau vis délto subjektas, turédamas du
skirtingus produktus, visuomet gali pasakyti, kuris i§ ju Siuo metu jam naudingesnis
(arba kai kuriais atvejais teigti, kad jam abiejy produkty naudingumai §iuo metu yra
vienodi).

Produkty bei ju rinkiniy naudingumo palyginimui mikroekonomikoje
naudojamos vienodo naudingumo kreivés, kurios gali bti dvieju tipu.

Dvieju produkty naudingumo palyginimui vienodo naudingumo kreive gali biiti

sudaroma taip. Imami kokie nors pirmojo produkto kiekiai Y, Y*,...,Y® ..., Y™
ir parenkami atitinkami antrojo produkto kiekiai Y{", Y* ... Y ..., Y™ taip, kad
vartotojas laikyty antrojo produkto kieki Y." lygiai taip pat naudingu kaip ir
atitinkamas pirmojo produkto kiekis Y,”. Laikydami skai¢iy poras (Y,”,Y"),
(Y2, Y2, L, (Y, Yy, L (Y™, Y™) dekartinémis plok§tumos (Y0Y2) tasky

koordinatémis ir sujungdami tuos taskus kreive, gausime dviejy produkty vienodo
naudingumo kreive, kuria vadinsime pirmojo tipo vienodo naudingumo kreive.
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Trimatéje erdveje analogiSkai galima sudaryti triju produkty vienodo
naudingumo kreive, n-matéje — n produkty vienodo naudingumo kreive, priklausancias
pirmajam tipui.

Galima lyginti ne tik vieno produkto tam tikro kiekio naudinguma su kito
produkto atitinkamo kiekio naudingumu, bet ir rinkiniy, sudaryty i§ keliy produkty,
bendraji naudinguma. Toks metodas yra universalesnis uz ka tik aprasytaji, nes leidzia
lyginti ir ,,matuoti naudinguma ne tik ty produkty, kurie gali buti ekvivalenciai
pakeic¢iami vienas kitu, bet ir rinkiniy, sudaryty i bet kuriy produkty, naudingumus.

Dviproduktinéje vartojimo sistemoje, kuriag mes ¢ia nagrinésime, lyginsime
rinkinius, sudarytus i§ dviejy minétyjuy produkty skirtingy kiekiy. Pradzioje paimsime
koki nors kieki Y" pirmojo produkto ir koki nors kieki Y!" antrojo produkto, kurio
naudingumas, skirtingai nuo ka tik nagrinétojo pirmojo tipo vienodo naudingumo
kreivés atvejo, dabar gali ir nesutapti su Y," naudingumu, nes mes dabar vertinsime
ne kiekvieno produkto naudinguma atskirai, o viso rinkinio (Y”,Y{") bendraji
naudinguma.

Dabar Siek tiek pakeisime pirmojo produkto kiekj. Tarkime, paimsime kieki
Y?, nelygu Y,”, ir parinksime tokj antrojo produkto kieki Y., kad bendrasis
rinkinio (Y”,Y{”) naudingumas likty lygus buvusiam bendrajam rinkinio
(Y",Y{") naudingumui. Analogiskai, keisdami pirmojo produkto kiekj ir
pasirinkdami atitinkama antrojo produkto kieki, sudarysime ir rinkinius (Y,”, YV),...,
(Y, Y9, ., (Y™, Y™), turingius tarpusavyje vienodus bendruosius naudingumus.
Rinkiniy naudingumo matuotoju bus pats vartotojas, kuriam sitiloma 1§ keliy rinkiniy
pasirinkti ta, kuris jam atrodo naudingiausias. Rinkiniai laikomi tam vartotojui
vienodai naudingais, kai vartotojas jau nebepajégia iSskirti naudingiausio
rinkinio bei iSrikiuoti jam pateikty rinkiniy jy naudingumo didéjimo ar
mazéjimo tvarka, nes visy rinkiniy naudingumai jam atrodo vienodi.

Laikydami dydzius Y, ir Y{" dekartinémis plokstumos tasky i koordinatiné-
mis, atidésime plokstumoje taskus (Y”,Y"), (Y?,Y?), ..., (Y, Y™, ...,
(Y™, Y{) ir sujungsime juos kreive.

Gautaja kreive vadinsime antrojo tipo vienodo naudingumo kreive. Si kreivé
skirsis nuo anksciau sudarytos pirmojo tipo vienodo naudingumo kreivés tuo, kad
pirmojoje kreivéje jos tasky koordinates sudaro skaiCiai, vaizduojantys pirmojo ir
antrojo produkty kiekius, turin€ius duotajam vartotojui vienoda naudinguma, taciau
skirtingi tos kreivés taskai vaizduoja rinkinius, turinCius skirtinga bendraji kiekvieno
rinkinio naudinguma, o antrojoje kreivéje visuose jos taskuose bendrieji rinkiniy
naudingumai yra vienodi, nors atskiry produkty naudingumai kiekviename rinkinyje
néra biitinai vienodi ir net negali biiti vienodi, iSskyrus galbiit viena taska, kuris galéty
egzistuoti tuo atveju, kai produktai galety turéti naudingumus, vartojant juos atskirai, ir
tame taske tie naudingumai biity vienodi. Tuomet taskas priklausyty ir pirmojo tipo
vienodo naudingumo kreivei, t.y. buty abiejy tipy vienodo naudingumo kreiviy
susikirtimo tasku.

Antrojo tipo vienodo naudingumo kreive galima biity pavadinti
»izonaude®, panasiai, kaip meteorologai, jungdami Zemés pavirsiaus tagkus, kuriuose
duotuoju momentu atmosferos slégis yra vienodas, gautas linijas vadina izobaromis, o
linijas, kuriy ta$kuose temperatiira vienoda — izotermomis. Zinoma, antrojo tipo
vienodo naudingumo kreivg bty galima pavadinti ir ,.ekvinaude®, panaSiai kaip,
vaizduojant elektrinio potencialo pasiskirstyma elektrostatiniame lauke, bréziamos
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linijos, vadinamos ekvipotencialémis.

Kadangi temperatiiros bei slégiai skirtinguose Zemés pavirsiaus tagkuose gali
buti ir vienodi, ir skirtingi, tai gauname visa Seima izotermy ir izobary. Elektrostatini
lauka plokStumoje vaizduoja ekvipotencidaliy Seima, ir trimatéje erdvéje —
ekvipotencialifi pavirSiy Seima. Kiekviename i§ tokiy pavirSiy visuose jo taSkuose
elektrinis potencialas yra vienodas, o skirtinguose ekvipotencialiuose pavirSiuose —
skirtingas. AnalogiSkas Seimas sudaro ir ,izonaudés“, gaunamos nagrinéjant
dviproduktes vartojimo sistemas, bei ,ekvinaudiniai“ pavirSiai, gaunami
nagrinéjant triproduktes vartojimo sistemas. Nesunku jrodyti, kad nei izokreivés,
nei izopavirsiai negali kirstis, nes viena taSka tuo paciu metu negali charakterizuoti
kelios skirtingos temperaturos, keli skirtingi slégiai, keli skirtingi potencialai ar keli
skirtingi naudos lygiai.

Izonaudziy metodas gana placiai taikomas ne tik dél jau minéto universalumo,
bet dar ir tod¢l, kad analizuojant izonaudziy Seimas gana paprasta nustatyti, nuo ko ir
kaip keiciasi produkty rinkiniy naudingumas, pastebéti kur ir kada naudingumas
keiciasi greiiau ar 1éCiau.

Kiekvienai antrojo tipo vienodo naudingumo kreivei (,,izonaudei®), gautai
empiriniu budu, galima priskirti atitinkama vartojimo naudos lygi, kuri galima
pavadinti naudos indeksu (arba tiesiog naudos dydziu). Jis visuose vienos
»izonaudés’ taSkuose bus pastovus. Turédami izonaudés tasky koordinates, galime
pabandyti sudaryti tokia ty koordinaciy funkcija, kurios reikSme, istacius i ja bet kurio
»izonaudés* tasko koordinates, biity visur ta pati ar beveik ta pati ir apytikriai lygi ta
»izonaude® atitinkanc¢iam naudos indeksui (naudos dydziui).

Tokios funkcijos placiai naudojamos matematinéje ekonomikoje ir
vadinamos naudingumo funkcijomis (arba kartais dar ir naudingumo indeksais).
Egzistuoja keli tokiy funkcijy matematiniai modeliai.

Kai dviproduktingje vartojimo sistemoje vieno produkto koki nors kieki pilnai
galima pakeisti kito produkto atitinkamu kiekiu, paliekant bendraja produkty rinkinio
nauda nepakitusia, ir kai tokiuose pakeitimuose kei¢iamy produkty kiekiy santykis
iSlieka pastovus, tai tuomet gauname tiesing adityving ty produkty naudingumo
funkcijg U=a;Y +a,Y>, kur U — vienety naudingumo funkcijos reikSme, Y, ir Y, — tos
funkcijos argumenty reikSmés — pirmojo ir antrojo produkto kiekiai, o a; ir a; —
pastovis teigiami koeficientai, charakterizuojantys abiejy rusiy produkty vienety
naudingumus.

Kad iSsiaiSkintume ty koeficienty esme, pakeisime pirmojo ir antrojo produkty
kiekius rinkinyje tokiais dydziais AY; ir AY,, kad bendras rinkinio naudingumas
nepasikeisty.

Keisdami pirmojo produkto kieki, gausime rinkinio naudingumo pokyti
A]U:al(Y1+AY1)+32Y2—31Y1—a2Y2=a1AY1.

Keisdami antrojo produkto kieki, gausime rinkinio naudingumo pokyti
AU=a,Y, +a2(Y2+AY2)—a1Y1 —-a,Y,,=a,AY>.

Pareikalausime, kad AU+A,U=0, t. y. kad abu pakeitimai kompensuoty vienas

. . . . . a AY .
kita. Tuomet gausime, kad ajAY=—a,AY>, i§ kur iSplaukia, jog — = ——=. I§ Sios
a, 1
lygybés matome, kad, esant tiesinei naudingumo funkcijai, vienas kita kompensuojan-
tys produkty kiekiy poky¢iai privalo turéti prieSingus Zenklus (jei vieno produkto kieki
sumazinom, tai kito produkto kiekj reikia padidinti), ir kad koeficientai a;, biidami
atvirk$ciai proporcingi pokyciuy AY; absoliuc¢ioms reikSméms, charakterizuoja produkty
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naudingumo ,,svorius® rinkinyje: kuo didesnis yra a;, tuo maziau reikia produkto i, kad
padengtume kito produkto kiekio sumazéjima.

Tiesing naudingumo funkcija atitinkancios antrojo tipo vienodo naudingumo
kreivés yra tiesés a;Y +a,Y,=const. atkarpos, t.y. kiekviena pastovia naudingumo
funkcijos U=a,;Y +a,Y,=const reikSmg atitinka tam tikra ,,izonaudé. Kadangi a; ir a,
yra konstantos, tai visos $io tipo ,,izonaudés* yra tarpusavyje lygiagrecios tiesés
(tiksliau, tiesiy atkarpos, priklausancios pirmajam, t.y., teigiamam, koordinaciy
sistemos kvadrantui). Trys izonaudés a;Y +a,Y,=Y;+3,6Y,=const pavaizduotos 308
pav.

Y.
2N aY,+a,Y, =const.
Antrgjotipo V.iEI’%OdO. Y. - a; Y
naudingumo tiesiy Seima 275 1
2
U3
- Pirmojo tipo vienodo
a, 44 - _____
Uz [~ ! \naudingumo tiesé
_2l - — —— gy, - ————
o 1U=Us=const |
u = . , !
—_ 1
a, . ’y S Y
U Uy U 1
1 a a
308 pav.

Kadangi $iuo atveju produkty naudingumas tiesiogiai proporcingas ju kiekiui ir
koeficientai a; yra lygiis produkto i kiekio vieneta atitinkanc¢iam ,,naudingumo vienety*
skaiiui, tai, Zinodami antrojo tipo vienodo naudingumo tieses (arba koeficientus a; ir
ay, kas yra tas pats), mes galime sudaryti ir pirmojo tipo vienodo naudingumo
kreive, kuri Siuo atveju taip pat bus tiesé (zitr. 308 pav.). Ta ties¢ nesunku sudaryti
grafiskai, kaip tai parodyta 308 pav. Jos lygtis i§plaukia i§ lygybés a,Y, =a,Y,, kuri
gaunama 1§ lygybés a; Y +a,Y,=U=const., priémus viena karta, kad Y =0, ir kita karta,
kad Y,=0, paliekant nepakeista U reikSmg, lygia U’, kuria didinant atitrinkamai did¢ja
Y, ir Y, reikSmés.

Reikia pazyméti, kad ne visiems produkty rinkiniams tinka tiesiné adityviné ty
rinkiniy naudingumo funkcijos forma. Ji tinka tik tuo atveju, kai produkty
naudingumai yra tiesiogiai proporcingi produkty kiekiams ir kai tie produktai buti
pilnai pakeisti vienas kitu, kei¢iant vieno produkto kiekius atitinkamais kito produkto
kiekiais. Tokiy produkty pavyzdziais galéty buti kava ir arbata, miltai ir kruopos,
apelsinai ir mandarinai.

Miroekonomikoje vietoj ka tik apraSytosiosios tiesinés adityvinés
naudingumo funkcijos Zymiai daZniau naudojamasi multiplikatyvine tokios
funkcijos forma, kuri vadinama neoklasikine naudingumo funkcija. Jos matematine
iSraiSka yra U =Y -Y,?, kurioje o, ir a, — teigiami dydziai, kuriy suma nevirsija 1,
t.y. (11+(12S1.*

Neoklasiking naudingumo funkcija atitinkancios antrojo tipo vienodo
naudingumo kreivés (,,izonaudés*) Y, -Y,? = const, (arba o;InY;+a,InY,=const, kas
yra tas pats, nes konstantos logaritmas taip pat yra konstanta) pavaizduotos 309 pav.

* Apribojimas o+0,<1 jvedamas todé¢l, kad vartojimo naudingumas, didéjant vartojimui auga ne
greiciau (o daZzniausiai — lé¢iau) negu auga suvartoty produkty kiekiai.
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Yl
309 pav.

Neoklasikin¢ naudingumo funkcija yra tolydi kiek nori karty diferencijuojama

ou 0°U
funkcija, tenkinanti salygas — >0, — <0, i=1, 2.
y alyg oY oY’

1

Tai nesunku jrodyti. Pavyzdziui, kai i=1, tai gauname §7U =o, Y'Y =
1

oy 2 _ et} —
=0y le_a :0L1U>0’ 0 g:al(al_l)'Ylal_z'Yzaz = al(l 2O-L<11)Y2 :1 ?l o, U<0.
Y Y, oY, Y™ Y,
2
Analogiskai jrodoma, jog §—$>0 ir 0 [2J<0.

1 2

. ouU . . - .

Dydi v vadina marginaliniu naudingumu (marginal utility), nes jis rodo
naudingumo indekso U did¢jimo greiti, didéjant produkto 1 kiekiui taske Yi, kai kito
produkto kiekis islicka pastovus ir atspindi to greifio kitima, keifiantis produkto i
kiekiui Y;.

2

IS nelygybés

—<0 iSplaukia, kad tuo atveju, kai produkty rinkiniy

naudingumas iSreiSkiamas neoklasikine naudingumo funkcija, tai produkty
marginalinis naudingumas yra mazéjanti funkcija, t.y. didinant Y;, indekso U
didéjimo greitis mazéja.

Marginalinis naudingumas — gana svarbi naudingumeo teorijos (o tuo paciu —
ir vartojimo teorijos) savoka, nes jos vaidmuo toje teorijoje analogisSkas greicio
savokos vaidmeniui mechanikoje.

Neoklasikiné naudingumo funkcija matematinéje ekonomikoje gana placiai
vartojama kaip tik dél to, kad iS jos formulés iSplaukia marginalinio naudingumo
mazéjimas, kas atitinka subjektyvy naudingumo suvokimg, susiformavusj
gyvenimo praktikoje.

Pavyzdziui, Zzmogus, suvalgydamas viena kotleta, gauna tam tikra nauda. Ta
nauda padidé¢ja, kai Zmogus suvalgo dar ir antra kotleta, taciau Siek tiek maZiau negu
dvigubai. Didinant suvalgyty kotlety skaiCiy, tos naudos didéjimas vis mazéja,
artédamas prie 0, o suvalgius per daug kotlety vietoj naudos galima gauti net zala.

Antra svarbi vartojimo teorijos sagvoka yra marginalinis keitimo santykis MRS
(marginal rate of substitution), daznai vadinamas pirmojo produkto pakeitimo antruoju
marginaline norma, arba tiesiog marginaline pakeitimo norma. Ji apskaiciuojama,
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dY
naudojantis formule MRS = —( 2 } .
U=const.

1

Kadangi vienos ir tos pacios izonaudés taSkuose U=f(Y,Y;)=const, tai

ou
dy oY
gauname, jog dU = U dyY, + v dY, =0, i$ kur iSplaukia, kad —> =— , 0
oY, oY, dy, ou
oY,
tai reiskia, jog MRS = 30 L, t.y. jog MRS yra marginaliniy naudingumy
oY,

santykis, rodantis kiek karty taSke (Y, Y2) pirmasis produktas (to produkto kiekio
marginalinis padidéjimas tam tikru labai mazu vienetu) vartotojui yra naudingesnis uz
antraji produkta (to produkto kiekio marginalini padid¢jima tokiu paciu vienetu).
Zinodami MRS, mes galime nustatyti, kaip reikia keisti vieno produkto
vartojimo kiekj, keiciantis kito produkto suvartojimo kiekiui, kad bendras suvartoty
produkty naudingumas islikty pastovus.
Pasinaudodami  neoklasikine = naudingumo  funkcija U=Y"-Y,>,

apskaiciuosime MRS:

ou YY) U
) —= OtlYlarleqz =0 =,
Y, 1 Y,
ou Y™ -Y,)" U
2) =YY =, =,
oY, Y, Y,

ou
oY, o,U-Y, aY,
8%Y2 Y, -o,U  a,Y,

Ta pacia MRS iSraiSka galéjome gauti ir naudodamiesi formule
dy,
dy,

3) MRS =

MRS:—( ] , nes, kai U=const., tai ir InU=0;InY+tanInY,=const., i§ kur
U=const.

. .. ) dY. Y.
iSplaukia, jog &le +&dY2 =0. Tuomet gauname, jog —[ 2] R
Yl Y2 le U=const. Yl a 2
=0(Y1, Y2).
IS cia ka tik iSvestos neoklasikinés naudingumo teorijos formulés iSplaukia, jog

%
oY,
o

oY,
iSlikti pastovus, néra pastovus dydis: keiiantis vienos komponentés Kiekiui, Kitos
komponentés Kkiekio kompensuojantis pokytis yra toks, kad Kkei€iasi ir pati
pakeitimo norma MRS. Nesunku isitikinti, kad egzistuoja ne tik marginalinio
naudingumo, bet ir MRS mazéjimo désnis, t.y., kad did¢jant pirmojo produkto
kiekiui Y1, jo vieneto pakeitimui reikia vis maziau antrojo produkto arba, kitaip tariant,
didéjant pirmojo produkto kiekiui Yy, jo naudingumas, lyginant su antrojo
produkto naudingumu, mazéja. [rodysiu tai dar ir kitu biidu, daranciu $ig i§vada dar
akivaizdesne.

produkty naudingumo santykis rinkiniuose (Y, Y3), kuriy naudingumas turi
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1

C¥)

Is formulés Y" -Y,? =U =const iSplaukia, jog Y, = [statg Siga Y»

hal

quz
1
o ) o, Y. o, U* const .o+ o
iSraiska { MRS=——, gauname, kad MRS=———=——— Kadangi —=>1,
A, Y, M “ a,
aY, ° Y, 7

tai, didinant Y;, MRS maZzés ir mazés grei¢iau nei proporcingai.

Analogiskai galima irodyti, jog didinant antrojo produkto kieki rinkinyje,
turiniame pastovy bendraji naudinguma, to produkto naudingumas, lyginant su
pirmojo produkto naudingumu irgi mazéja.

Kartais produkty rinkiniuose egzistuoja ne tik vieno produkto pakeitimo kitu
produktu galimybé, kaip tai matéme, nagrinédami kava ir arbata, bet ir vieno
produkto papildymo kitu reikiamybé, kaip, pavyzdziui, arbatos ir cukraus atveju:
vartojant daugiau arbatos, reikia daugiau ir cukraus. Kitas pavyzdys: mésa ir druska.

Tokiais atvejais dviejy produkty rinkinio naudingumo funkcija galima aprasyti

nelygybiy sistema {[US%}(US%)} arba, kas yra tas pats, viena lygybe

1 2
U =min L,E .
bl b2

Kartais ka tik ¢ia pateiktoji nelygybiy sistema yra pateikiama jai ekvivalencioje

. 1Y, 2b,U
formoje .
Y, 2b,U
Tokia naudingumo funkecijg atitinkancias tris ,,izonaudes* vaizduoja 310 pav.
Y
: U= min[ﬁ, ﬁj = ﬁ = const

1

bl b2 bl
/ P

U = min| E,ﬁ =ﬁ:const
b, by) b,

Y,

310 pav.

Sios antrojo tipo vienodo naudingumo ,kreivés“ (lauztés) sudaromos taip.
Pradzioje duotoms b, ir b, reikSméms pasirenkamos Y; ir Y, reikSmés taip, kad
Y, Y . Y C _ . .
b—lzb—z. Tuomet gauname, jog U :b—lzb—z, o tai reiSkia, kad miisy pasirinktasis

1 2 1 2

taskas (Y;, Y2) guli ant tiesés Y, :—ZYI. Tai ,kampinis*“ miisy bréziamos
1

»lzonaudés* taskas, o ties¢ Y, = b—zY1 yra visos izonaudziy Seimos, giminingos musy
1
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bréziamai izonaudei, ,.kampiniy“ taSky geometriné vieta. Jei dabar, nekeisdami Y,
didinsime Y}, t.y., jei slinksime nuo ,kampinio® taSko horizontalia kryptimi, tai

. (Y, Y q g Y C e ey

naudingumas U =m1n(—‘,—2J nesikeis, i§likdamas lygus b_z’ o tai reiskia, jog 18
1 2 2

pasirinktojo ,.kampinio* taSko iSeinantis horizontalus spindulys priklauso vienai ir tai

paciai ,jizonaudei“. Jei, iSeidami i§ to paties ,.kampinio“ tasko, didintume Y3,

nekeisdami Y, tai, naudingumo funkcijos reikSmé U taip pat nesikeisty, i§likdama lygi

—L. O tai reiSkia, jog i$ ,kampinio* taSko iSeinantis vertikalus spindulys taip pat
1
priklauso tai paciai ,,izonaudei®, kaip ir pasirinktasis ,.kampinis* taSkas.
Kai produktai vienose srityse vienas kita papildo, o tam tikroje srityje gali

vienas Kitg pakeisti, tai naudingumo funkcija galima iSreiksti tokia lygybiy ir
U=u, +u,,

nelygybiy sistema: {Y,>c,u,+du,, Nesunku jrodyti, kad tokia miSraus tipo
Y, 2c,u, +d,u,.

naudingumo funkcijg atitiks tokios antrojo tipo vienodo naudingumo ,kreives*

(,,izonaudés*), kokios yra pavaizduotos 311 pav. Sis paveikslélis vaizduoja atveji, kai

(ca:c1)>(d2:d;). Rekomenduociau skaitytojui pabandyti pavaizduoti §io tipo izonaudziy

Seima atveju (cp:c1)<(da:d;) ir isitikinti, jog atveju (cz:ci)=(d:d;) 311 pav. tampa 310

pav.

(dy—cy)Y; +(c; —d)DY,

=u;+u, = = const
¢id; —cpd;

Uy = d, Y, —-dY;
Y, =cu, +d;u ¢ d,—c,d,
LN 14y =20,

Y, =c,u;+d,u, u _aY,—6Y,

K P 2 .
C] , \ X Cldz_CZdl

Y
\ u,=0; U=u, =—2=const;
d,

d
Y, >cu, +du, =—Y,.
Yl 1 11 1%2 d2 2

rd

311 pav.

Atitinkamai pasirinkus koeficienty ¢, d;, ¢; ir d; reikSmes 1§ miSraus tipo
naudingumo funkcijos galima gauti kaip tos funkcijos dalinius atvejus ne tik funkcija

.(YIYZJ o . y
U=min| —, b_ , bet ir tiesing adityving naudingumo funkcija U=a;Y +a,Y>.
1 2

Reikia pazymeéti, kad ir neoklasikin¢ naudingumo funkcija priklauso misriajam
tipui, taciau jos ,,izonaudés* skiriasi nuo 311 pav. pavaizduoty ,,izonaudziy“ tuo, kad
yra tolydzios kreivés, tenkinan¢ios marginalinio naudingumo tolydaus maZzéjimo
hipotezés reikalavimus.

Kiekviename neoklasikinés izonaudés taske vienas produktas dalinai gali buti
pakeistas kitu ir dalinai gali biiti papildytas kitu, taciau $i savybé (vairiuose
neoklasikinés izonaudés taskuose pasireiskia nevienodai: centriniuose izonaudziy
taskuose stipriau pasireiskia pakeitimo savybé, o izonaudziy galuose — papildymo
savybe.
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Cia apra$yty tipy naudingumo funkcijos U=f(Y,,Y,) grafiskai galéty biti pavaizduotos
pavirSiais trimatéje erdvéje (y;,yz,u), izomorfiskais pavirSiams z=f(x,y) trimatéje erdvéje (X,y,z).
Pavirsiy U=f(Y,Y>) tasky (Y;,Y,,U) atstumai nuo plokstumos (Y1,Y>), t. y. nuo plok§tumos U=0, kurig
galima biity laikyti horizontalios plokstumos (x,y), t.y. plok§tumos z=0, analogu, vaizduoty rinkiniy
(Y1,Y;) naudinguma U, o ty pavirSiy linijy, jungianiy pavirSiy taskus, turincius vienoda
naudingumg ir todél vienoda atstuma nuo plokStumos (Y1,Y,), projekcijos j ta plokstuma kaip tik
ir biity iznaudés U=const, t. y. antrojo tipo vienodo naudingumo kreivés.

Pavyzdziui, adityving tiesing naudingumo funkcija U=a, Y +a,Y>, apibrézta plokstumos (Y1,Y>)
pirmajame kvadrante 0<Y;<+oo, 0<Y,<+o0 (nors, zinoma, interpretuojant zalinguma kaip neigiama
naudinguma, funkcija U=f(Y,Y,) galima bty apibrézti ir visoje plok§tumoje (Y1,Y>), t. y. —o<Y <+,
—0<Y,<+w0), vaizduoty plokStumos U=a;Y;+a,Y, trimatéje erdvéje (Y,Y,,U) dalis, atitinkanti ta
kvadranta. Plok$tuma U=a;Y+ta,Y, kirstysi su plok§tuma (Y;,Y;) (t.y. su plok§tuma U=0) tiese
a;Yta,Y,=0, sudarydama su ta plokStuma kampa ¢=arctg a12 +a§ . Minétoji plokStumos
U=a,Y +a,Y, dalis, atitinkanti pirmaji kvadranta, kai koeficientai a, ir a, blity teigiami, kilty i virsy, t. y.
kintamojo U didéjimo link, minétuoju kampu ¢, pradedant nuo tasko (Y,=0, Y,=0, U=0) ir kirstysi su
»soninémis* plokstumomis (Y ,U) ir (Y,,U) (t. y. su plok$tumomis Y,=0 ir Y;=0) tiesémis U=a,Y ir
U=a,Y,, taip pat kylan¢iomis aukstyn nuo pradinio tasko (Y;=0, Y,=0, U=0). Plok§tumos U=a,Y +a,Y,
tasky (Y;,Y,,U") atstumai nuo plokstumos U=0 (t.y. nuo plokstumos (Y,,Y,)) vaizduoty rinkiniy
(Y,,Y;) naudinguma U =a,Y; +a,Y,. Pavirfiaus U=a,Y,+a,Y, linijos, jungiancios to pavirSiaus
taskus, vienodai nutolusius nuo plokstumos U=0, buty tiesiy atkarpos, o ty atkarpy projekcijos i
plokstuma. U=0 buty izonaudés a,Y+a,Y,=U=const. IzonaudZiy vaizdavimo metodas kaip tik tuo ir
naudingas, kad leidZia pereiti i§ trimatés erdvés i dvimate, kuri gana patogi grafiniam
vaizdavimui.

Juk skirtingg kreivuma skirtingose vietose turinti eksponentini pavirSiy, vaizduojanti
neoklasiking naudingumo funkcija U=Y,"'Y," , ir linijas tame pavirSiuje analizuoti Zymiai sudétingiau
negu linijy, jungianciy ty pavirsiy taskus, turin¢ius vienoda naudinguma, projekciju i plokstuma U=0
Seima — izonaudziy U=c=const Seima, sudaryta eilei skirtingy konstantos c reiksmiy. Kad skaitytojas
isitikinty $iy mano zodziy teisingumu, siiilau jam pabandyti paanalizuoti pavirSius, vaizduojancius
naudingumo funkcija U= min[%,ﬁj bei miSraus tipo naudingumo funkcija. Juk net isivaizduoti (t. y.

1 D2
»pamatyti‘ savo vaizduotéje ir nupiesti) tuos pavir§ius néra jau taip paprasta, jei bandytume tai padaryti,
turédami tik ty funkciju analizinius modelius ir neturédami tas funkcijas vaizduojanciy izonaudziy
Seimy. Turédami izonaudziy Seimas, mes jau Zymiai lengviau galime jsivaizduoti ir tas funkcijas
vaizduojancius pavirSius bei analizuoti rinkinio naudingumo kitima, keiCiantis jo komponentéms —
koordinaciy Y, ir Y, reikSméms.

Siame skyrelyje mes spresime vartojimo optimizavimo uzdavini, naudodamiesi izonaudZiy ir
biudzZetinés tiesés metodu, atlikdami visus veiksmus plokStumoje. Kai skaitytojas susipazins su §io
uzdavinio sprendimo biidais, rekomenduociau jums sugrjzti prie §io sakinio ir pabandyti isivaizduoti,
kaip vartojimo optimizavimo uzdavinys turéty biiti sprendziamas trimatéje erdvéje. Dar sudétingiau
atrodytu gamybos planavimo optimizavimo uzdaviniy sprendimas, kurio metodus nagrinésime
1.14.12.1.1. skyrelyje. Todél ir tenka sudarinéti izonaudes, izokvantes bei izokostes ir ju Seimas,
grupuoti vartojamus gaminius ir paslaugas, jungiant | agreguotus produktus ir tokiu biidu mazinant
nagrinéjimy erdviy matavimy skaiciy.

Tuo ¢ia mes ir baigsime naudingumo funkcijy bei ju matematiniy modeliy
apzvalga, parekomenduodami skaitytojui, susidoméjusiam Sia tema, jau anksCiau
minétaja Dz. von Noimano ir O. MorgenSterno knyga [49], o taip pat knyga [174],
skirta loSimy teorijai, kurioje pateiktos naudingumo teorijos aksiomos. Pereisime
prie vartojimo optimizavimo uzdaviniy.

Suvartojamuy produkty kiekiai priklauso ne tik nuo vartotoju poreikiy bei
vartojamy produkty naudingumo vartotojui, bet ir nuo vartotojo finansiniy galimybiy,
t. y. nuo vartotojo pajamy ir nuo vartojamy produkty (prekiu, paslaugy) kainy.

Sios aplinkybés matematiniam apra$ymui mikroekonomikoje isivedama
biudZetinés tiesés, modeliuojancios vartotojo finansines galimybes, savoka.

Biudzetinés tiesés lygtis dviproduktinéje sistemoje atrodo taip: p; Y 1+p2Y2=IN, kur p; —
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pirmojo produkto vieneto kaina, p, — antrojo produkto vieneto kaina, IN — vartotojo
individualios pajamos, skirtos vartojimui.

Pasinaudodami neoklasiking vartojimo funkcija vaizduojan¢iomis antrojo tipo
vienodo naudingumo kreivémis ir vartotojo biudZetine tiese, mes galime surasti tam
vartotojui optimaly vartojimo plana (Y,',Y,), t. y. tokius pirmojo ir antrojo produkto
kiekius Y, ir Y, , kurie, kainuodami vartojimui i$skirta suma IN, gali duoti vartotojui
maksimalia nauda, lyginant su visais kitais produkty rinkiniais, kuriuos vartotojas
galéty isigyti uZ minétaja suma.

Optimalaus vartojimo plano radimo algoritma iliustruoja 312 pav., kuriame
pavaizduotos keturios kreivés yra antrojo tipo vienodo naudingumo kreivés
(,,izonaudés*), atitinkancios neoklasiking naudingumo funkcija, o dvi tiesés —
biudzetinés tiesés, atitinkanc¢ios duotasias produkty kainas p; ir p, bei skirtingas dvieju
vartotojy pajamas IN; ir IN,, skirtas vartojimo produkty isigijimui.

Y,

312 pav.

Tasko E;, kuriame biudZetin¢ ties¢ p;Y;+p.Y»=IN; lieCiasi su atitinkama
antrojo tipo vienodo naudingumo kreive Y"-Y,? =U] =const., koordinatés
Y™ =Y, Y¥)=Y] kaip tik ir yra vektoriaus Y* :(Yl*,Yz*), vaizduojangio

optimaly vartojimo plana, koordinatés, nes U; = (Yl* )a' (Yz* )az yra maksimali produkty
rinkinio (Y, Y2), kuri galima isigyti uz suma IN;, nauda. Tai nesunku irodyti,
analizuojant 312 pav. [rodysime tai.

Nagrinédami neoklasiking naudingumo funkcija U=Y -Y,?, buvome

. ou . ou . . e e
nustatg, jog v >0 ir —— > 0. Todél, judédami plokStuma Y;0Y> 1 virSy ir i deSing,

1 2
mes pereisime prie antrojo tipo vienodo naudingumo kreiviy, atitinkanciy vis didesne
naudingumo indekso reikSme. Visos ,,izonaudés®, kurios kirs biudzetiné tiesg, turés

mazesng U reik§me uZ naudingumo indekso reik§me U . Dar didesng U reik§mg turés
mizonaudziy“, esaniy vir§ ,izonaudés“ Y"-Y,?=U] =const., taSkai, tatiau tos
izonaudés jau neturés bendry tasky su biudzetine tiese, nes visi ty ,,izonaudziy* taSkai
bus virs jos. Tai reiskia, kad visi tuos taskus atitinkantys rinkiniai (Y, Y;) kainuos jau
daugiau negu turima suma INj, o rinkinio (Y*”, Y{**)) naudingumo indeksas U] bus

didesnis uz bet kurio kito rinkinio (Y;, Y3), kuri galima nusipirkti uz suma INj,
naudingumo indeksa U. AnalogiSskai galétume surasti optimaly vartojimo plana,
atitinkant taSka E,, kai pajamos, skirtos vartojimui, biity lygios IN,, kur IN,>INj.
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Tasko E; koordinates Y "’ =Y, ir Y\ =Y, galima rasti ne tik grafiskai, bet
ir analiziSkai.
Taske E, ,jizonaudés“ Y, -Y,? =U =const. liestinés kampinis koeficientas

_dY : . . v . . . . L.
( dej turi sutapti su biudZetinés tiesés p;Yi+p.Y,=IN;=const kampiniu
1 /U=U}=const

koeficientu % .
dy, N
| =const.

Rasime ,,izonaudés” U] liestinés kampinj koeficienta. Kadangi Y -Y,? =
=U] =const., tai ir o;InY +ozInY,=In U} =const.
. 0lnUj InU;} o
Todel dinU' =Ygy ,IMYigy _o 1y gy + %24y, =0, i kur
oY, Y. Y, Y

1 2 1 2

iSplaukia, jog Y, = _4Yy =—-MRS.
Yl U=Uj =const. 1%

Rasime biudZetinés tiesés p;Yi+p.Y,=IN;=const. kampini koeficienta.
op,Y, +p,Y,)
oY,

Kadangi IN=const., tai d(IN) =d(p,Y, +p,Y,) = dy, +

N o(p,Y, +p,Y,) dy

. . . dy.
, =p,dY, +p,dY, =0, i§ kur i$plaukia, jog ( : j =
IN=const.

oY, |
__b
P
Biudzetinés tiesés kampini koeficienta buvo galima gauti ir Zymiai paprasciau,
e . I
iSreiskiant Y; per Yy, t. y. 18 lygybés p1 Y 1+p. Y,=IN; gaunant lygybe Y,= —&Y1 +i.
P2 P2

Zinodami, kad ,,izonaudés* liestinés ir biudZetinés tiesés kampiniai koeficientai
turi bati lygas, gauname pirmaja lygti, reikalinga Y, ir Y, apskaiéiavimui:

a, Y 0 X . C .. Ce e -
—#=—&; Y, =P 2Y,. Si lygtis rodo, kad visi ,izonaudziy“ ir
Ya, p, p,a,
e e e o
biudZetiniy tiesiy lietimosi taskai iSsidéstg vienoje ties¢je Y, = Pi%; Y,.
20

Antraja lygti gausime, atsizvelgdami | tai, kad taSkas E; priklauso biudZetinei
tiesei, todel turi tenkinti lygybe p1Y;+p.Y,=IN;, 1§ kurios iSplaukia, jog

* * IN
yr=—Pryr 2N
| P>
T . (IN)a,
Spresdami Sia dviejy tiesiniy lyg€iy sistema, gauname, kad Y, = ————,
P1(a1 + az)

Y —%. Istatg Y, ir Y, i naudingumo funkcija, gauname jos optimaliq

P pz(al +a,

. . N, ) " e .. C et
reik§me¢ U, =( : J (&J (&] , atitinkancia duotasias iSlaidas INj.
a, +a, P: )
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I§ formulés Uz( IN J [&] (%] , vaizduojancios produkty rinkinio
o, + 0, P P

(Yl*, Y, ) optimalaus naudingumo U” priklausomybe nuo islaidy IN, iileisty tam
rinkiniui isigyti, isplaukia formule SO = (o, +a, )" IN“l*“Z‘l(ﬁj (%J i
dIN P: P
rodo, jog naudingumas U*, didinant IN, kai o;+o,<1, did¢ja 1étéjanciu tempu, t. y., kad
2 *

to didéjimo pagreitis NE tuomet yra neigiamas dydis. Si i§vada atitinka tai, ka

stebime gyvenimo praktikoje. Atveju oytop=1 turétume U” :IN[ﬁj (&] ir
P: P>

naudingumo U didéjimo greitis v = (ﬁj (%] nebepriklausyty nuo IN.
dIN  {p, P>
312 pav. galima panaudoti ir kito uzdavinio, kuris atsiranda, kuomet duotajam
naudingumo indeksui U ieSkoma minimali suma IN, reikalinga atitinkamo produkty

rinkinio (Yl* , Y, ) pirkimui, sprendimo iliustravimui.
Y'2 — p la‘Z Yla
Tuomet, spregsdami lygciuy sistema p,o, kurig iSsprende gautume
Ylml ’ Y20~2 = U*a

1
.0 %2 Joy+an
yr=|u | 2% :
P&,

1

i pa U foy+ony
y; =| U | P22 _

P2y

Istatg surastas Y, ir Y, reik§mes { biudZetinés tiesés lygti, gautume, jog

% o

S o +o, o+,
N 1 [ M L
P&, pP,a,

=(a, +(x2)“1+“§/ U*(&J (& . Tai minimali suma, kurig reikéty skirti vartojimui,
a, a,
norint pasiekti duotaja vartojimo naudingumo indekso reikime U
Keiciantis kainoms 5)1 ir p2 bei vartotoju pajamoms IN, keiciasi ir optimallis

vartojimo planai (Yl*, Y, ), tadiau ir Siuo atveju visi tuos optimalius planus

Ed

vaizduojantys taskai (Yl , Yz*) priklausys vienai tiesei Y, = D%y

,» vadinamai
p,a,

optimaliy plany tiese.

s
P,
taSkuose pirmojo produkto vienetas, kainuojantis p;, turi toki pati naudinguma kaip

Nesunku jrodyti, jog toje ties¢je MRS=-—. Vadinasi, optimaliy plany tiesés
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Py

P2
pakeitimas tampa lygiavertis ne tik naudingumo, bet ir kainos atzvilgiu.

Tikrovéje individy vartojimo planai retai kada biina tiksliai optimalis, nes
vartotojai nezino tokiy vienodo naudingumo kreiviy, kurios pakankamai tiksliai
atspindéty vartotoju poreikius bei vartojamy produkty naudinguma konkreciam
vartotojui. Be to atskiras vartotojas néra pilnai determinuotas ekonominés veiklos
subjektas, nes i atskiro vartotojo vartojima gana stipriai veikia atsitiktiniai faktoriai.
Todé¢l galima teigti, kad tikrovéje apytikriai optimaliis yra tik vartojimo plany
vidurkiai, nusistovintys ilgainiui, esant stabiliai ekonominei biisenai.

Mikroekonomikoje priimama prielaida, kad vartojimo plany vidurkiai yra
pakankamai artimi optimaliems planams (Yl*, Y, ), 0 pastarieji yra kainy p; ir p, bei
vartotojy pajamy IN funkcijos Y, :Dl(pl,pz,IN) ir Y, :Dz(pl,pz,IN). Tos
funkcijos vadinamos namy iukio paklausos funkcijomis, nes mikroekonomikoje
pagrindiniais vartotojais laikomi namy tikiai (Household).

Namy ukiy paklausos funkcijas grafiskai vaizduoja kreivés ,,pajamos —
vartojimas“ ir ,,kainos — vartojimas“.

Pirmoji kreivé rodo, kaip, esant fiksuotoms kainoms, keiciasi vartojimo lygis
(kiekis), keiciantis pajamoms, t. y., kaip jis auga pajamoms didéjant.

Antroji kreivé rodo, kaip, esant fiksuotoms pajamoms, keiCiantis kainoms,
keiciasi vartojimas, t. y., kaip jis mazéja kainoms didéjant.

Panasiai, kaip buvo surasta optimali vartojimo strategija neoklasikinés vartojimo
naudingumo funkcijos atveju, tokia strategija galima surasti ir kity vartojimo naudingumo funkciju
atveju. Palieku tai paciam skaitytojui, ¢ia apsiribodamas tik paciy tokiy strategijy pateikimu.

Kai vartojami produktai gali pilnai pakeisti vienas kita, t.y., kai vartojimo naudingumo
funkcija yra U=a;Y;+a,Y,, tai optimali vartojimo strategija yra tokia: tikslinga vartoti ta ir tik ta
produkta i=i", kurio naudingumo koeficiento a; ir to produkto vieneto kainos p; santykis a4 yra pats

1

didziausias. Vartojimo optimalaus naudingumo U" priklausomybé nuo pajamuy, skirty vartojimui, dydzio

vienety antrojo produkto, kuriovieneto kaina lygi p,. Todél optimumo taskuose

. A .
IN, tuomet biity U =—— IN=IN max(ﬂ}
pi* ! Pi

Kai vartojimo produktai vienas kita papildo, t.y., kai vartojimo naudingumo funkcija yra

Y . L .. .. . . . . .
Uzmln[b—‘j , tai optimalia vartojimo strategija vaizduoja optimaliy plany tiesés Y= {?)—ZJYI r
! 1

biudzetinés tiesés p;Y;tp,Y,=IN susikirtimo taskas. Todél optimaliis vartojimo kiekiai yra

o INDy yi=— Nb , 0 optimalus naudingumas U"= N

1= > I -
pib; +psb, Pib; +pyb, pib; +p,b,
Kai vartojimo naudingumo funkcija yra miSraus tipo naudingumo funkcija, tai egzistuoja dvi

i

optimaliy plany tiesés: Y2=Z—2Yl ir Y2=(;—2Y1, Kai produkcijos kainy santykis E—l yra didesnis uz
1 1 2

dy—c,

€~

santyki

, tai optimaly vartojimo plana vaizduoja biudzetinés tiesés p;Y+p,Y,=IN susikirtimo

L . . .. . . . . . ¢, d .
taskas su ta optimaliy plany tiese, kurios kampinis koeficientas yra didesnis. Todél, kai —2>—2, tai
€1 1

IN . IN . « ) ) . IN

“ , Y= © ir Uzi, o kai d—2>c—2, tai Y, :;dl,
PiC; +P2C, Pi€; +P2C, PiC; tP2C, d ¢ pid; +p,od;
yio INdy . N

2 > = .
pid; +pod, pid; +p,d,

Y; =
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S . . . d,—c
Kai kainy santykis PL yra maZesnis uz santykj —2— 2
P> -4

vaizduoja biudzetinés tiesés susikirtimo taskas su ta optimaliy plany tiese, kurios kampinis koeficientas

. . d - INd " INd . I
yra mazesnis. Todél, kai 2.8 Y, = L Y= zZ_ U= N
¢ 4 pid; +pad, pid; +pyd, pid; +pyd,
C—1<d—2,tai Yl*: INC] i Y;: INCz ’U*: IN .
¢, d PiC; +P2C; PiC; +P2C; PiC; +P2C;
D . . .ody—
Kai kainy santykis L yra lygus santykiui 22
P2 ¢ —d;
izonaudés atkarpai, jungianciai tos tiesés susikirtimo taskus su optimaliy plany tiesémis, t.y. taskus,

. . IN IN . INd INd
turin¢ius koordinates le—cl Yzzi ,Ir Y= : = -

5 5 2=
PiC; +P2C; PiC; +P2C; pid; +pyd, pid; +pyd,
kiekvienas tos atkarpos taSkas tampa optimaliu vartojimo tasku, charakterizuojamu tuo paciu vartojimo
IN

|C1d2 _Czd1|

, tai optimaly vartojimo plana

, o kai

, tai biudzetiné¢ ties¢ tampa lygiagreti

. Tuomet

. *
naudingumu U =

c, d . N . ce o . .
“2--2  tai abi optimaliy plany tiesés susilieja i viena, ir miSraus tipo naudingumo
€ 1

Kai

1

funkcija tampa funkcija U :mm[b—lj, t.y., vienas kita papildanciy produkty rinkinio naudingumo
i
funkcija.

Kai keiciant koeficienty c; ir d; reikSmes i ribines leistinas ju reikSmes, optimaliy plany tiesés

c . d s e e N . . ..

Y,=-2Y, ir YZ:d—zYl, tampa abscisiy ir ordinaciy asimis, tai miSraus tipo naudingumo funkcija tampa
¢ 1

tiesine adityvine pilnai vienas kita pakei¢ian¢iy produkty rinkimo naudingumo funkcija U=a,Y+a,Y>.

! i

L Y,
Tai reiSkia, jog funkcijas U=a;Y;+a,Y, ir U:m_in(—‘j galima laikyti miSraus tipo

naudingumo funkcijos daliniais atvejais. Apie tai jau buvo rasyta, nagrinéjant ty tipu funkcijas.
Priimdami, kad koeficientai c; ir d; yra tolydziai kintantys dydziai ir kei€iasi taip, kad santykis
d,—c,

¢ —d,

keiCiasi nuo —oo iki +oo, i§ miSraus tipo naudingumo funkcijos gautume neoklasikinés

naudingumo funkcijos fragmentus, kaip pastarosios ribinius atvejus.

Baigdamas 1.14.12.1.1. skyreli, pazymésiu, kad Siuolaiking¢je mikroekonomi-
néje literatiiroje daznai laikomasi tradicijos Zymeéti funkcijas ir ekonominius rodiklius
ju angliS8ky pavadinimy pirmosiomis raidémis. Todél paklausos funkcijos daznai
zymimos raide D (nuo anglisko Zzodzio ,,Demand* — ,,paklausa‘), pasiiilos funkcijos —
raide S (nuo zodzio ,,Supply* — ,,pasitila‘), vartojimo i$laidy funkcijos — raide C (nuo
zodzio ,,Consumption — , ,vartojimas‘), kainos — P (,,Prices®), investicijos — raide I
(nuo ZodZio ,Investment” — ,jinvesticijos*), pajamos — raidémis IN (nuo ZodZzio
»Income* — | pajamos‘), marginalinis pakeitimo santykis — MRS (,,Marginal rate of
substitution®), bendras vidinis produktas — GDP (,,Gross domestic product®) ir t. t.

1.14.12.1.2. Gamybos mikroekonominis modeliavimas

Gamybin¢ veikla mikroekonominiu pozitriu yra procesas, kurio metu
gamintojai (jmongs ir individualiis gamintojai) vartoja jvairius resursus (medziagas,
energija, darbo jéga, irenginius ir t. t.) ir gamina orientuota i rinka produkcija (prekes,
paslaugas).

Mikroekonominéje gamybos teorijoje priimama, kad gamybos procesa
galima apraSyti gamybinémis funkcijomis Yi=F;(X;, X;), kur Y; — pagamintos
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produkcijos 1 kiekis, X, X, — resurso (1) ir (2) kiekiai, kurie reikalingi produkto i
gamybai. Resurso savoka gana daznai vartojama apibendrinta prasme.
Makroekonomikoje, pavyzdziui, resursu X, laikomas kapitalas (kapitaliniai jdéjimai)
K, o resursu X; — darbo jéga (darbo jégos sanaudos) L.

Paprastumo délei nagrinésime dviprodukting dviresursing sistema, kurioje i=1,
2 ir kurioje vykstanti gamybos procesa apraso dvi gamybinés funkcijos Y =F(X;, X3)
ir Y2=F2(X1, Xz).

Fiksuosime Y; reikSmeg ir rasime visus tokius plokStumos X1xX2 taskus
(X1, X»), kuriy koordinaciy reikSmes istatg i gamybing funkcija Yi=Fi(X;, X;) gausime
ta fiksuota Y; reikSme. Tokius taskus (X;, X,) jungianti linija mikroekonomikoje
vadinama izokvante (,,vienodo kiekio linija®). Izokvantés lygtis yra Fi(X, X2)=Yi=
=const. Jos forma priklauso nuo gamybinés funkcijos F;(X;, X») tipo.

Mikroekonomikoje dazniausiai taikomi 4 tipai gamybiniy funkcijy ir jas
atitinkanciy izokvanciy.

1. Tiesiné gamybiné funkcija (gamybiné funkcija su pilnu resursy
pakei¢iamumu) Yi=a,; ;X +a,;X; (arba tiesiog Y=a;X;+a:X>).

X, X
2. Gamybiné funkcija su pilnu resursy papildomumu Yi:mln(—l, —2J

Li 2.

(arba tiesiog Y=min (é, ﬁJ ).
bl 2

3. MiSraus tipo gamybiné funkcija Y=y, ity.i, kurioje y;; ir y»; tenkina
nelygybes: X >a;;-yiitbiivai, Xo2a2iyiitbaiy2i (arba tiesiog Y=y;+y,, kur
a1y1tb1y <X, azy +bryr<Xo).

4. Neoklasikiné gamybiné funkcija Y = X" - X7?, kur a;>0, a,>0, o jy suma,
a;+a, gali buiti mazesné uz 1, lygi 1 ar net didesné uz 1.

Kaip matome, tipiniy gamybiniy funkcijy formos sutampa su misy jau
iSnagrinéty tipiniy naudingumo funkciju formomis. Todé¢l sutampa ir formaliosios
analogiSky funkcijuy savybés, o izokvantés atitinka antrojo tipo vienodo naudingumo
kreives (,,izonaudes*).

Mikroekonominéje gamybos teorijoje dazniausiai naudojamasi neoklasikine
gamybinés funkcijos forma ir analogiskai, kaip vartojimo teorijoje buvo ivestos
produkty marginalinio naudingumo ir marginalinés pakeitimo normos (pakeitimo
santykio) MRS savokos, jvedamos resurso j panaudojimo gamyboje marginalinio

produktyvumo X = oF
oX; 00X,

santykio) MRS gamyboje savokos.
Neoklasikiniy gamybos funkcijy klasei priklauso ir ekonomikoje gana placiai

vartojama dviejy reiksmiy Kobo ir Duglaso gamybiné funkcija Y=AX! - X\* =

ir marginalinés pakeitimo normos (pakeitimo

=A-L*K"™, kur 0<a<lI ir A>0 yra konstantos, nustatomos ekonometriniais metodais.

Sioje funkcijoje, kuria dar 20-siais XX a. metais sudaré ekonomistas Duglas,
kartu su matematiku Kobu, iSnagrin¢j¢ JAV apdirbamosios pramonés statistinius
duomenis, Y yra gamybos indeksas, charakterizuojantis pagamintos produkcijos kieki
(vertg), X;=L — samdomos darbo jégos indeksas, X,=K — kapitaliniy idéjimy i gamyba
indeksas.
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oY oY

Marginalinis roduktyvumas - ="
® P 7 0X, oL

mikroekonomikoje ir

o : e e " . oY
makroekonomikoje vadinamas marginaliniu darbo naSumu, nes santykis L

vaizduoja pagamintos produkcijos kiekio (jos suminés vertés) didéjimo greiti didéjant
gamybos procese uzimtos darbo jégos dydziui (darbuotojy skaiciui, i§laidoms darbo
uzmokesciui).

Kai pagamintos produkcijos kiekis Y jvertinamas pinigais kaip ir kapitaliniai

e : T oY oY .
id¢jimai K, tai marginalinis produktyvumas ——=— vadinamas marginaliniu

2
Kkapitaliniy jdéjimy j gamybg rentabilumu.”

Labiau detalizuotuose skai¢iavimuose taikoma ir trijy veiksmy Kobo ir
Duglaso gamybos funkcijos formulé Y=aL°KPM", kurioje L reiskia darbo jéga, K —
kapitala. M — zaliavas bei medZziagas. Kai laipsniy rodikliy o, 3 ir y suma lygi 1, tai §i
formulé vaizduoja gamybos funkcija, turincia pastovia fondograza, kai o+B+y<l —
funkcija turin¢ia mazéjancia fondograza, o kai a+p+y>1 — did¢jancia fondograza

Naudodamiesi dvieju veiksmuy Kobo ir Duglaso gamybine funkcija,
apskaiciuosime marginalinius produktyvumus ir MRS:

1-a a
1) o _ aAL"'K'"™ = aA(E] ;2) N _ (1-a)AL'K ™ =(1- a)A(Lj ;
oL L oK K

_G%L_ a K
e OV 1-a L

S . . 0Y oY ot e e
Kadangi, kai 0<a<l ir A>0, tai a—L>0, AK >0, tod¢l, didinant kapitalinius

3) MRrs = - 3K
dL

idéjimus ir samdomos darbo jégos apimtj, pagamintos produkcijos kiekis didéja.

) _ a
Taciau to didéjimo tempai maz¢ja, nes 2 Y =a(1-a)AL'K "= oA (%} <0,

< K
2 1-a
0 f = —a(l-a)AL" K" = —M[EJ <0.
oL L (L

Tai atitinka realioje ekonomikoje stebimus reiSkinius. Taip pat galima irodyti,
kad Siuo atveju (t.y., kai a;+a;<1) mazéja ir marginalinis resursy pakeitimo santykis

a‘V a K
MRS = Z0L _ 2 —, t.y. kad gamybos marginalinio darbo naSumo santykis su

G%K l-a L
marginaliniu kapitaliniy id€jimy | gamyba rentabilumu, didinant L, maz¢ja.

Imong¢s, sudarydamos savo gamybinius planus (Y, X;, X»), vadovaujasi, kaip
jau buvo minéta 1.14.12.1. skyrelyje, pelno bei gamybos rentabilumo
maksimizavimo principais.

Pazymésime p, q; ir q2 produkcijos ir resursu kainas. Tuomet pirmojo tipo
optimaliu gamybiniu planu (Yl*,Xf,X;) bus gamybinis planas (Y, X;, X»),

maksimizuojantis pelno funkcija Il=pY—q;X;—q:X,; ar, bendresniu atveju,

* Naudosimés ir vidutinio gamybos rentabilumo R savoka, vadindami vidutiniu gamybos rentabilumu

gaunamo pelno IT ir gamybos islaidy (gamybos kasty) C santykj % .
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[M=pY—q:X;—q2X>—Cy, tenkinant apribojimus, iSplaukiancius i§ gamybinés funkcijos
Y=F(Xj, X;) bei i$ tos situacijos, kurioje turés vykti gamyba.

Istate 1 pelno funkcija gamybing funkcija, gauname optimizavimo uzdavinio
matematini modelj (tikslo funkcija ir apribojima) [1=pF(X;,X2)—q1X;—q2X>— max,, kai

Qi1 X1+qeXo<C, ar [N=pF(X,X2)-q1 X1—q2Xo—Co— max, kai q;X;+qxX,+Co<C, kur C ir

Co — duotieji dydziai. Cia C — gamybinéms i§laidoms padengti i§skirtoji suma, o Co —
pastovioji gamybiniy i$laidy dalis, nepriklausanti nuo gaminamos produkcijos kiekio
(administracinés iSlaidos, iSlaidos apSvietimui, patalpy Sildymui, Svaros palaikymui ir
pan.).
Rasime funkcijos (X, X) ekstremumo taska — lygc€iy sistemos
oIl _paF(Xl,Xz)

:()’
oX, ox, b
ol OF(X,,X,) .
= ’ —q, =0 sprendinj.
X, p oX, q, p 1
Palieku skaitytojui isitikinti, jog tuo atveju, kai F(X,,X,)=X]"-X3, kur a;>0,
O°F O°F
L oX;  0X,0X . . O0°F . O°F
a,>0, a;+a,<l1, jakobinas J = ! 1772 | yra teigiamas dydis, o ir
270, arrazsl ] PF oF | Ve YO T axe
0X,0X, 00X

yra neigiami dydziai, i§ kur iSplaukia kad funkcija I'1(X;,X>) turi ekstremumo taska ir
tas taskas — funkcijos I'1(X;,X;) maksimumo taskas.
_paF(Xl, X,) oY

Ekst task lioja 1 bé | ! 1, t
sStremumo taske galioja €S . y. gauname,
? 6X2 8X2 ’

kad ekstremumo taske, kuris vaizduoja optimaly gamybos plana, resursy kainos yra
proporcingos marginaliems ty resursy produktyvumams. Tai irgi atitinka
tikrove,nes, kuo didesnis resurso marginalinis produktyvumas, tuo didesng kaing sutiks
uz ji mokeéti ta resursa perkantis gamintojas.

IS Siy formuliy iSplaukia, jog ekstremumo taSkuose galioja lygybé

qd; a%xl

— = = MRS, kas atitinka analogiska formule P MRS, iSvedama
q2 a%X p2

2
vartojimo teorijoje.

Naudodamiesi neoklasikine gamybine funkcija Y = X' -X3?, gauname, jog
aF(Xl > Xz ) — a-l 3o, aF(Xl > Xz)
o) g XX o)

o0X, X,
XH X5 X ; :
il ——— 42 Todel (——alxi]=(—&J yra izokvantés X' X5 =
, X" X5 a, X a,X| q;

=Y=const liestinés, optimumo taSke sutampancios su izokoste q;X;+q,X,=C=const
vaizduojancia tiese, kampinis koeficientas. IS Sios formulés iSplaukia, jog

a a,—1 v v . .
=a, X' - X5, 1§ kur iSplaukia, kad optimumo

taSke MRS =
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X; =32 x-,
1,9,
a,Y,

Y, = pP%,

a,Y, P>,
kurias buvome iSvedg¢ 1.14.12.1.1. skyrelyje, nagrinédami vartojima ir jo
optimizavima.

Gavome formules, analogiskas formuléms MRS = Y,,

Kadangi a—H>O ir 8—H>0, tai pelnas I1, did¢jant X; ir X, didéja. Tod¢l
0X, 0X,
optimumo taske bus sunaudoti visi resursai ir apsiribojimo nelygybés q;X;+q2X,<C
bei Q1X1+q2X2+C0§C taps lygybémis q1X1+q2X22C ir q1X1+q2X2+C0=C.

Istatg formule X = 94, X i formulg q;X;+q:X,=C, isreiskiancia apribojima,

24

kurj privalome tenkinti, gauname, jog XT:L, XZ:L,
q,(a, +a,) q,(a,; +a,)

Y =( ¢ j [ﬁ] (a—zJ . Jei biitume pasinaudoj¢ bendresne apribojimo
a,+a, q, qz
al(C—CO) X*_az(c_co)

formule, tai batume gave jog X| = , XK, = )
q,(a, +a,) q,(a, +a,)

a,+a, q; q,

Ta pati rezultata butume gave ir naudodamiesi Lagranzo metodu salyginio
ekstremumo radimui.
Rasime Lagranzo funkcijos A(X,Xp)=IT1(X,X,)+M(qX+quX,+Co—C) ekstremumo taska
(X;k ,X;) ir isitikinsime, kad tuo atveju, kai a;+a,<l, toks taskas tikrai egzistuoja ir yra funkcijos
I1(X1,X2)=pY-q: X192 Xo—Co= pX|' X5 —q1X1—q2X>—Co maksimumo taskas.
OA(X;,X,) b oY

a,Y
—q, +Aq; =p———q, +Aq; =0,

X, X, X,
OAXX,) a,Y
IR _ 8T o g, =0.
0X, P X, 272

*

pa1Y* «_ paY
, X5 = .
q,(1-2) qr(1-2)
Q1 X +qxX,+Co=C, isreiskiancia apribojima, kuri turime tenkinti, siekdami maksimalaus pelno, gauname
- pY*(a1 +a,)
C - C 0

I3 siy lygybiy iSplaukia, jog Xj= Istate Sias reikSmes i lygybe

Y e .
?—}M(a1 +a,)=C-C,, i$ kur iSplaukia, jog 1-

a;(C-Cy) Xt = 2,(C-Cy)

Todél Xj = , X5
q;(a; +ay) q,(a; +ay)

. Tai sutampa su anksciau gautais rezultatais.

a,C X* a,C

Kai Co=0 ir todél C=q,X;+q,X,, tai X| = , X5 =
q;(a; +ay) q,(a; +a,)

, kas irgi sutampa su

anksciau gautais rezultatais.
[rodysime, jog taske (XT , X; ) pelno funkcija I1(X,,X;) pasiekia maksimuma.
OIAX1,X5) _pay(a =Y PAX.X,) _pas(a, —DY O’AX1Xp) A Xy)
oxX? X7 X3 X2 7 0X0X, 0X,0X,

>
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_pajaY
- XX,
Apskaiciuosime jakobiano reikSme:
_OPAXLX,) PAX,X,)  PAXXy) OPAX,X,) _plajay(a —1)(@, -DY?

! 2 2 242
0X 1), 0X,0X, 0X,0X, XiX;5
2,222 232 N
ajasY Y Y
-E o= p2 23132[(31—1)(32—1)—alaz]=%a1a2(l—al—az).
XiX3 XiX Xi X5

Kai a;ta,<l, tai J>0, nes a;>0 ir a,>0. Vadinasi, taskas (XT,X;) tuo atveju — tikrai
ekstremumo taskas.
O°A(X;,X,) _pa(a DY

Kadangi
oxX? X?

<0, nes p>0, a,>0, Y>0, a;—1<0, tai ekstremumo taskas —
maksimumo taskas.

a;+a, a; a,
. . .. . * " N Cc-C
Maksimali gamybos apimties Y reik§mé yra Y =(X[)* (X3)* = (—0] [ij (a_zj ,
a;+a, q q

al+az al az
.. . * * . N c-C
o maksimali pelno IT reikSmé yra IT =pY —Q1X1—Q2X2—Co:p[ OJ (iJ (a_zJ —

a;+a, q; 9z

a|+a2 al az

_a1<C—co)_a2<C—co>_COZP[C—COJ (g] [3_2] c
a;+a, a+a, a+a, q; q;

Kai gamyba aprasoma Kobo ir Duglaso gamybinémis funkcijomis, tai panasiai,
kaip tai daréme 1.14.12.1.1. skyrelyje, nesunku isitikinti, kad optimalaus gamybos

T, I-a_ . v o
plano taskai i§sidéstg ties¢je X, = 472 , 1r yra Sios tiesés susikirtimo taskai su
a

q,

e o . v v aC
tiesémis q;X;+qxX,=C. Keiciantis C reikSméms, optimalaus plano taskai X, = —,

q;
. _l-a . q l-a . . .
X, =——C slenka tiese X, =—-——X,, vadinama optimaliy gamybos plany
d, q, a
tiese.
X . .
Tuomet gauname, kad MRS = a2 X __ak ir X _l-agq,

X7, ty.
l1-aX, I1-alL a q, vy

K" = 1_—a&L". IS $iy formuliy iSplaukia, jog panaudoty resursy kiekiai ekstremumo
a q,
taske yra atvirksc¢iai proporcingi jy kainoms q; ir qp.
Analogiskai, kaip buvo jrodyta 1.14.12.1.1. skyrelyje, kad biudzetinés tiesés
p1Y 1+p2Y=IN=const lietimosi su ,,izonaude” Y;" - Y, = U = const tasko koordinatés

yoo@ N N

5 vaizduoja  optimaly vartotojo  plana,
p o, +0a, P, O +0,

charakterizuojama maksimalia vartojimo naudingumo indekso U reikSme

opt+oy o [o%]
U’ = (£] (ﬁj (&] , kuria galima pasiekti, turint vartojimui skirta
P

0‘1 + G‘Z p2
suma IN, galima jrodyti, kad izokostés q;X;+q2X,=C=const lietimosi su atitinkama
) . . N
izokvante AX{-X," =Y =const tasko koordinates X = iC, X, = ¢
q; q,
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vaizduoja optimaly pelno maksimumo atzvilgiu gamybos plana, charakterizuojama

a I-a
pagamintos  produkcijos  kiekiu = Y" :A(X;“)a -(X;)fa :A(iCj -[F—aCj =
q; q,

a I-a
= AC(ij (I—_aj ir maksimaliu pelnu IT = H(Xf, X’;): pY —q X —q,X; =
q,

a l-a a 1-a
—C Ap(ij (1__2‘) —i-ql——l_—a-qz —C. Ap(ij (1__3] ~1/, kurji galima
q, q, q q, q, q,

gauti, i§leidus visa gamybos resursams skirta suma C.
Kai gamybos kasty funkcija C(X;, X3) yra C(X;, X2)=q1X;+q2X>+C, tai ta
funkcija atitinkanti izokosté yra ties¢ q;X;+qxX2+Co=C=const. Tuomet optimaly plana

. . ; . 1= ey o .
vaizduoja taSkas X| = i(C—CO), X, = —a(C—CO). Visi tie taSkai iSsidéstg toje

1 d,
v . . q, l—a
pacioje optimaliy gamybos plany ties¢je X, = ———X,.
q, a

Gamybing funkcija Y=F(X;, X;) galima traktuoti ir kaip ,trumpalaike®, ir
kaip ,.ilgalaike* gamybing funkcija.

,»rumpalaiké gamybiné funkcija® apraSo gamybinj ciklg, prasidedant; tuo
momentu, kuomet imoné, jau turédama visus reikalingus gamybai faktorius su
duotomis ir nekintan¢iomis charakteristikomis, pradeda gamyba, panaudodama tuos
faktorius, ir pasibaigiantj tuo momentu, kai jmoné¢ su pagaminta produkcija iSeina i
rinka. Nagrinéjant gamybine funkcija kaip ,.trumpalaike®, laikoma, kad resursy
panaudojimo normos, gaminant produkcijos vieneta, o taip pat resursy bei
produkcijos kainos nesikeifia. Gamybos plano sudarymas tokiu atveju vadinamas
operatyviniu planavimu.

Gamybinés funkcijos nagriné¢jimo kaip ,,trumpalaikés* funkcijos pavyzdziu gali
buti misy ka tik sprestasis gamybos operatyvaus optimalaus plano (Xf, X5, Y
nustatymo uzdavinys, kuri sprgsdami mes naudojomés gamybine funkcija
Y=F(X1,X2)=AX!X,* ir gamybos kaSty funkcija C=C(X;, X2)=q:Xi;+qX, bei
C=q: X;+qxX,+Cy, laikydami gamybos modelio parametrus A, a, Cy, q; ir q, pastoviais
dydziais.

,»llgalaiké gamybiné funkcija® yra ta pati gamybiné funkcija, taciau taikoma
zymiai ilgesniam periodui, t. y. tokiam periodui, per kuri gali buti priimti ir igyvendinti
gamybos ir jos valdymo patobulinimo sprendimai bei gali {vykti reikSmingi gamybai
aplinkos pasikeitimai. Nagrinéjant gamybine¢ funkcija kaip ilgalaike funkcija, visi
gamybos faktoriai yra laikomi (arba gali buti laikomi) kintamais dydZiais, nes
priimama prielaida, jog, reikalui esant, gali biiti priimti gamybos valdymo sprendimai,
keiciantys ne tik X; bei X, bet ir kitus i gamybinio proceso matematini modelj
leinancius dydzius, o kai kurie to modelio parametrai per pakankamai ilga laika,
biidami gamybos proceso atzvilgiu egzogeniniais kintamaisiais, pakeifia savo
reikmes dél iSoriniy priezas¢iy. Todél gamybing funkcija Y=AX!X.,* (arba
Y =a,X]'X53?) bei gamybos kasty funkcija C=q;X;+qxXs (arba C=q;X;+q2X>+Cy),

laikant tas funkcijas ,,ilgalaikémis®, reikia laikyti ne tik funkcijomis Y=F(X;, X») ir
C=C(Xj, Xy), bet ir funkcijomis Y=F(X;, X;, A, a) (arba Y=F(X;, X3, a¢, a;, a2)),
C=C(Xi, Xz, qi, q2) (arba C=C(X;, X3, qi, q2, Cp)). Kai gaminama ne viena
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produkcijos rusis, o kelios, tai, sprendziant einamojo ir perspektyvinio gamybos
planavimo uzdavinius, tenka atsizvelgti ir { produkcijos kainas pj, kurios, sprendziant
gamybos operatyvinio planavimo uZdavinius, laikomos pastoviais, o sprendziant
1mongs veiklos perspektyvinio (strateginio) planavimo uzdavinius, kintamais dydziais.

Gamybos kaSty C jvertinimui mikroekonomikoje naudojamasi tokiais

rodikliais kaip vidutiniai gamybos kaStai (AC)=% ir marginaliniai gamybos

kastai (MC)=:—$, kur Zyméjimai (AC) ir (MC) yra angliSky terminy ,,average cost*

ir ,,marginal cost* santrumpos.

Apskaiciuosime (AC) ir (MC) tam atvejui, kai gamybiné¢ funkcija yra
Y =a, X' X7}?, gamybos kasty funkcija yra C=q;X;+q2X,+Cy ir gamybos planavimas
yra optimalus pelno maksimizavimo atzvilgiu.

(AC) === - -

Yo {al(C—caHaz(C—co)T_

q,(a, +a,) q,(a, +a,)

C

' a, +a, q d,
Rasime (AC) priklausomybe nuo pagamintos produkcijos kiekio Y=Y =

aptay ay a

:aO(Xf)al (X;)a2 :ao(c COJ [ﬂj (a—zJ , eliminuodami i§ (AC) formulés
a, +a, q; q,

kintamaj{ C, t.y. isreikidami C per optimalia kintamojo Y reikime Y, nes kai

nagrin¢jame ilgalaiki gamybinés imonés planavima, tai gamybos kaStai C laikomi

kintamu dydziu, kurj galima ir reikalinga optimizuoti.

3l a3

1
C —_ C Y* aj+ajs aj+ajp aj+ajp "
0 = — 4 942 , 18 kur
a, +a, a a, a,

aj as

1
C:(al"'az)'[Y_Jl 2(&]1 Z(q—zll 2-I-Co.
a, a, a,

1 a, a,
(al+az). Yi 1+ay i 112, & 1 2+C0
C a() al az
Tuomet (AC):?Z

Y*
mulé rodo, kaip keiciasi vidutiniai gamybos kastai (AC), kei€iantis gamybos apimciai
Y

. I8vestoji for-

Jei biitume pasinaudoje¢ Kobo ir Duglaso gamybine funkcija Y =a,X!X}*, tai

a,
kaip mazéty (AC), didéjant Y". Siuo atveju vidutiniy gamybos kasty funkcija (AC)
neturéty baigtinio minimumo taSko. Tos funkcijos minimali reikSmé biity riba, prie
kurios ji artéty didéjant Y .

butume gave jog aj=a, a=1-a, a;+ta=1 ir (AC)= +% , 18 kur matyti,
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Norédami apskaic¢iuoti (MC) = 3—5, turime surasti dC ir dY.

IS formulés Y =a X' X5?* gauname InY=Inay+ta;InX;+a;InX,, i§ kur i$plaukia

dYY=ﬁXm +>a<—2dX2. Kadangi mes nagrin¢jame optimalaus gamybos planavimo
1 2
c-C Cc-C
atveji, tai X;=X; :M ir X=X, :M, dXx, :a—ldc’
ql(al "'az) qz(al +az) q1(a1 +az)
dX, =——2—dC.
c12(3'1 +az)

Todél dY = Y-[a—lXm +a—2dX2J e -{a‘ql("“ ta) A e,
X, X, al(C_CO) (h(al"'az)
fan) _n ] vnthge i CC
az(c_co) qz(al+a2) C-GC, dy Y(al+a2)
Norédami rasti marginaliniy gamybos kasty (MC) priklausomybe tik nuo Y,
eliminuosime C-Cy, pasinaudodami (AC) apskaiCiavimo metu iSvesta formule

1 ap ap
C_CO 3 Y* Jairtas q, aj+ay q, aj+ap
a, +a, a, a, a, .
1 a; a,
(Y*]aﬁraz [ql]a‘ﬂ” [ClzjalJraz |
a, a, a, =( q,"q," ja1+az ~(Y*)%_l

" 2 " l+az
1 2
Y a,a, 'a,

Jei gamybiné funkcija buty buvusi Kobo ir Duglaso funkcija, tai tuo atveju

Gauname, jog (MC)=

a_ (I-a) a 1-a
biitume gavg, jog (MC)=qlaq—21=i(&j (Lj =const., t.y., jog (MC)
a,a, (1-a)™" ay,la/\l-a

. *
nepriklausonuo Y .
1

-1
Kai O<ajta,<l, tai Y*™ =Y¢, kur d>0, nes d=

1—(a1 +a2)

a, +a,

, 18 kur

isplaukia, kad, didéjant Y, (MC) turi didéti.
Plokstumoje (Y , C) galima pavaizduoti (AC) ir (MC) priklausomybg nuo Y
grafiskai, t. y. galima nubreézti kreives

1 a, a,
Y* a,+a, q a,+a, q a,+a,
e I I O
Ci=(AC)= g Yi 2 ir
1 3 a
(Y*Jaﬁaz (quaﬁaz (%]al+a2
Cr=(MC)=2 % B)

Y*
Toliau Zyméjimy supaprastinimo délei Y~ Zymésime tiesiog Y.
Pirmoji kreivé (AC grafikas), kai a;+a,;<1, turi minimumo taSka. Rasime ji.

1 —
d(A ):(a1+a2)-B-( I _1J.Yal+az 2—C()Y_z,kur
dy a,+a,
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a] a3

Bz;[&]aﬁraz (q_zJaﬁaz .

0

1

d(AC)

. l-a, — Tras ) . .. .
Kai (a, +212)BMY"11 2 =C,, tai =0, t.y. pirmoji kreivé
a, +a, dy
pasiekia ekstremumo taska.
C aj+ap 1
Koordinaté Y tame taske yra Y =| ———— : =
l-a, —a, BT

= 0 .
l-a, —a, q; q,

2 1
dAC) (AC){ﬁ—al—az)BYal”{ : —2J+2C0}-Y‘3.
a, +a,

dy?
e
Ekstremumo taske (I—a, —a,)BY"™ =C,, todél ekstremumo taske

2 C
d (AZC)ZCo' ! —242- Y =—5——=>0, nes Co>0, Y>0, 0<a,+a,<I.
dy a, +a, (a, +a,)Y

aj+ap ay ap
Tai reiskia, jog funkcija (AC)=AC(Y) taske Y = aO(LJ (ﬁ] [a—zj
l-a, —a, q; d,

pasiekia minimuma ir yra lygi

a a a a

C a, |ata( g |ata: a;+a, a;+a,
e ) M 0 M B 6 s
(AC)*: 1 2 1 2 1 2 —

i) (o) (2]
l-a —a, q q,

(al +a2)1_aco_a+co aj ap
S (8] (o) -

ay+ajp
a,C, a, a,
a, +a
1172“ . .
A —a, —a aj+ay | Ay q,
— Clan 1 2 (l—a —a)l 2| H1 12 —
0 1 2
a, a, a,

_ CO l—al—azi & ay q_2 a)
l-a, —a, a,\ a, a, )

Antroji kreivé (MC grafikas) ekstremumo tasky neturi, nes kai 0<a;+a,<l1, tai
(MC) tolydziai didéja, didéjant Y.
Rasime (AC) ir (MC) grafiky susikirtimo taska, sprgsdami lygti
1

1

+a,)BY"™ +C, BY"™ ¢ o
(31 az) 0 — BY , 1§ kurios gauname, jog Y =| ——— *—~ >
Y B(l_al _az)

t.y. kreiviu (AC)=AC(Y) ir (MC)=MC(Y) susikirtimo taskas sutampa su vidutiniy
gamybos kasty (AC) grafiko minimumo taSku. Tai pavaizduota 313 pav., kuris atitinka
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CA (AC)  gamybing funkcija Y = X}"XJ* ir gamybos kasty

(MC) funkcija C=6X,+4X,+6, t. y. atveji, kai ap=1, a;=0,15,
212:0,20, q1=6, q2=4, C():6.

Nesunku apskaiciuoti, kad susikirtimo tasko E

3

B) 2. (AQ=MO)=

koordinatés yra Yy =(

12 0,65
s v =10 =] 2.
Y (13)

313 pav.

Isivede pagrindines gamyba charakterizuojancias mikroekonomikos savokas ir
ju zymenis, sistemiskai paanalizuosime gamybos planavimo optimizavimo uzdavinius
ir ju sprendimo metodus, taikydami ivairius optimizavimo Kriterijus (ne tik pelno
maksimumo, bet ir gamybos vidutinio rentabilumo maksimumo) ir atsizvelgdami i
galimus apribojimus, atsirandancius dél paklausos ar turimy gamybos kaSty
ribotumo, bei | kitas aplinkybes (pavyzdziui | tai, ar a;+a,<l, ar a;+a>1).

Maksimizuojant gaunama pelna, galimos dvi skirtingos gamybos plano
optimizavimo situacijos:

1) kai gamybos kastai C=q;X;+q,X,+Cy néra ribojami kokiu nors i§ anksto
nustatytu jau turimy kasty dydziu Cr, t. y., kai gamybos apimtis ribojanciu faktoriumi
gali tapti tik produkcijos vartotojy paklausa Yv;

2) kai gamybos kastai yra i§ anksto ribojami ir negali virSyti turimos sumos
Cr.

ISnagrinésime abi Sias situacijas, laikydami, jog gamybiné¢ funkcija yra
neoklasikiné funkcija Y =X;' X3 . Pradésime nuo pirmosios situacijos.

IeSkodami optimalaus gamybos plano, maksimizuojancio pelna IT pirmojoje
situacijoje, pradZioje iSsprgsime optimizavimo uzdavini, atitinkanti ta atveji, kai
produkcijos paklausa Yy yra tokia didelé, jog i jos ribotuma galima neatsizvelgti.

Tuomet optimizavimo uzdavinio tikslo funkcija neturés jokiy apribojimy ir
atrodys taip:

H(Xl, Xz)sz—qul—q2X2—C0= Xil' X;z —q1X1—q2X2—C0—) max.

XI’XZ
Sios tikslo funkcijos ekstremumo tasko koordinadiy reikimés X=X, X,=X;,
tuo atveju, kai toks ekstremumo taskas egzistuoja, privalo tenkinti lygciy sistema

ol aY
_=p__q1 :07
8X] Xl . . . " al . . a2 .
kurig sprgsdami gauname, jog X, =p—Y ", X;=p—=Y .
oIl a,Y 1 %
_:p _q2 :0:
0X, X,
2 2 ) 5
Kadangi 0 1_2[:pa1(a12 DY, 0 1_2[=pa2(322 DY, ol oI _
o0X, X 1), & X2 0X,0X, 0X,0X,
2 2 2 2
:P—ala2 Y, tai ¢ia nagrinéjamos lygc€iy sistemos jakobinas J = 0 1_218 1_2[_ ol
XX, X2 oxX2 | oX, 0%,
a,a,(Y")’

ekstremumo taske (X, X’ ) bus lygus p [(a;—1)(ax—1)—ajaz]=

(X7)'(X3)*
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_ a,a,(Y")’
(XD (X3)*
Kadangi produkcijos kaina p yra teigiamas dydis ir gamybos efektyvumo
rodikliai a; ir a; — taip pat teigiami dydziai, tai jakobianas J bus teigiamas tuo ir tik tuo
atveju, kai rodikliy a; ir a; suma bus mazesné uz 1. Tuomet tikrai egzistuos funkcijos
I(X;, X;) ekstremumo taSkas, turintis baigtines koordinaciy X; ir X, reikSmes
X)ir X;.
[Snagrinésime $i atveji, t. y. atveji, kai a;+a,<1.
Kadangi koeficientai a; ir a, Siuo atveju tenkina nelygybes 0<a;<I, 0<a,<l1, tai
o’ _a,(a,-D, . 62H_pa2(a2—1)

1Svestinés = Y ir =
X} P X; X X3

(Y (1-a1—ay).

Y yra neigiami dydziai. Todél

taskas (Xf :pﬂY*, X5 :pa—zY*J yra gamybos pelno funkcijos IT1(X;, X2)=p X|' X5 —
1 d,
—q1X1—q2X2—Cp maksimumo taskas.
Sio tagko koordina¢iy reik§mes X ir X;, kol kas iSreikStas per miisy
dar neapskaiCiuota optimalia gamybos apimties Y reikSme Y, galima galutinai
apskaiciuoti pasinaudojant lygybe Y =(X)"(X3)™, t.y. lygybe

Y* — (pY* )a]+a2 [ﬁ] (a_zj .
q; q,
1

a a4y |l-a;—a,
IS Sios lygybés iSplaukia, jog Y*—[pal“‘{ﬁj [a—ZJ } , todeél
q; d9,

1 1
1-a, 2 |l-a;-a, a 1=a; (1-a,-a,
¥ a ¥ a a * a * a a
q, q, 9> d9, q 9

1

a a4 |1-a;-a,
Kai planuojamas produkcijos kiekis Y'= pa“az(ﬁj {a—zJ néra
q; d,

didesnis uz vartojimo paklausa Yy, tai ¢ia apskaiCiuotos Y, X] ir X; reik8més
charakterizuoja realy gamybos plana, leidzianti pasiekti pelno IT absoliuty
maksimumag I

To pelno dydi IT, taip pat §io pelno pasiekimui reikalingus gamybos kastus C"
galima apskaiciuoti naudojantis formulémis:

) C'=q, X[ +q,X;+C, =

I-ay ay I-ay a)
l-aj-ap l-aj-ap l-aj-ap l-aj-ap

1
[y B a a a B
q q, q, q
1 a a a a ' a a a a o
) pl_al_az al (_1] (_2] " a2 (_lj (_2] " CO )
q, q, q, q,
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1
l-aj-ap

= p[ﬁ] [3_2] (a,+a,)+C;=(a, +az)pY* +Cy;
q q,

2)IT'=pY —C'=

1 1
l-aj-ay l-aj-ay

—[{I’alJraz (h] I[ﬁJ 2} _(al +a2)[p(ﬁj l(a_zJ 2] _CO -
q q, a4 9>

1
l-aj-ap

a K a " *
=(1-a, _az)[p(q_lj (q_zJ ] —Cy=(-a,-a,)pY -C,.
I 2

Galima apskaiciuoti ir gamybos rentabilumo R bei vidutiniy gamybos kasty
(vieno gaminamos produkcijos vieneto vidutinés savikainos) (AC) reikSmes R ir
(AC), atitinkancias pelno absoliutyji maksimuma:
IT" (1-a,-a,)pY -C, l-a,-a,-B 1
C"  (a,+a,)pY +C, a,+a,+B a +a,+B

3) R*= —1, kur

aj+ap-1

1]
pY %) \4

4) (AC) =C_";z(a1 +a2)p*Y* +C,
Y Y

Sioje situacijoje isvestos X, X», Y, C, IT, R ir (AC) reikimiy X}, X5, Y, C,

IT", (AC)", atitinkangiy absoliutyji gamybos pelno IT maksimuma IT, apskai¢iavimo

formulés, iSreiskiancios X;, X, Y, CLIT ir (AC)* per produkcijos gamybos ir jos

pardavimo rodiklius a;, az, qi, q2, Co, p, gali biti taikomos tik tada, kai tenkinamos

salygos: 1) gamybos funkcija yra neoklasikiné funkcija Y=X7'X3*, kurios rodikliai

tenkina nelygybe a;+a,<l (nes tik tuomet egzistuoja baigtinis absoliutus pelno

maksimumas); 2) gamybos kastus C mes galime nustatyti patys, pasirinkdami tokius,

kad biity gautas didZiausias galimas pelnas; 3) pagamintinos produkcijos kiekis
1

=p(a, +a, +B).

4 2 [1-a;-a,
Y = [pal*az (?J (?j ] néra didesnis uz produkcijos paklausa Yy.
1 2

1

a a4y |l-a;—a,

cor | el @ a o . .\ ‘.

Kai Y =[p 1+ 2(—1j [—ZJ } >Yy, tai optimalia Y reik§me, atitinkancia
q; d,

jau ne absoliuty, o salyginj pelno IT maksimumg, mes galime laikyti Yy.
Kadangi optimalios X; ir X, reikSmeés privalo priklausyti optimaliy plany

a . . . . . . . .
tiesei X, :—zin, tai optimalias X; ir X, reikSmes $iuo atveju galime surasti
q, 4,
. . a,| a ’ v -
pasinaudodami  lygybe Y(Opt):YV:(X%"’”))al (X(z"pt))a2 :(XY”’”)al+ 2[—2&} S 1]
9 4,
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q, a, 9, &

Tokias pacias optimalias reikSmes pelno IT salyginio maksimumo taSke taip pat
blitume gave, sprgsdami pelno salyginio maksimumo radimo uzdavini Lagranzo
funkcijos maksimizavimo metodu:

1) A(X] ,X2)=H(X1,Xz)‘f‘?\,(Y—Yv):pY—q1X1—q2X2—C0+7\,(Y—Yv)—) max, kai

X1.X,

1 1
lygybiy iSplaukia, jog XY"’”[YVF&” QXS"’”{YV[&&H |

pagamintos produkcijos kiekis Y =X["X7? pelno salyginio maksimumo taske turi tapti
lygus tos produkcijos paklausai Yv;

OA _AY g Y,
2 oX, X, X,

a—A=pﬂ—qz+K£=O;

X, = X, X,

3) X =AY, X =(p+0) Y™

1 q2

a

ok w0\ sk & a+a sk \ A +a ) a N
Y=Y, =X XD =) (Y)Y H (—J -

1 d,
a;t+a, al+a2 a I a az.
=(p+1)" (Yy) [—lj [—2] ;
q; d,
b
5) p+A= Yj“z[ij (a—z] ;
q; d,
_t Lt
6) X, =2(p+1)Y, =Y, 1 Yé‘a“az(iJ [a—zj . Yv(i@J ,
q, q, q:) 492 q,a,

1

X5 =| Yy [a_&j .
9,4,

Lygindami §i rezultata su rezultatu, gautu taikant optimaliy plany tiesés
metoda, matome, jog rezultatai sutampa.

Nesunku isitikinti, jog ekstremumo taske (X;",X}) tuo atveju, kai a;+ax<l,
0’A 82/\_ O°A
oX; 0X; \0X,0X,
t.y. funkcijos A(X1,X;) ekstremumas tikrai egzistuoja ir taske (X;,X}) funkcijos
A(X,Xp) ir TI(X,X;) tikrai pasiekia maksimuma, kuris funkcijai I1(X;,X;) yra
salyginis maksimumas, tenkinantis savybe Y =Yv. Si darba palieku skaitytojui, nes
tas darbas visiskai analogiskas tam, kuri atlikome ieSkodami besalyginio maksimumo.
Surade X, X ir zinodami, jog Y =Yy galime apskaigiuoti gamybos kasty

2
J yra teigiamas, o iSvestiné — — neigiamas dydis,

jakobianas >

1

C, pelno II, gamybos rentabilumo R ir vidutiniy gamybos kasty reikSmes pelno
salyginio maksimumo taske (X", X3 ):
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1 1

. . . (a 2 |aj+a, (a 2 |a;+a,
1) C =q: X, +qx X, +Co=q,| Yyq; 2( ;qzj +4q,| Yyq, 1( ;qu +

2
1

+C,=(a, +a,) YV[%j L&] +Cy;

1 4,

o

2) H**:pYV—C**:va—(31+32) YV(&] (&J _COQ

a4, a,
a +a,) Y| X 9 e +&
(a,+a,)
a a, Yy
1
(a,+a,) Yy D) +C,
C** al a2
4) (AC)"=—= = =
Y, Y,
i
=(a,+a,) Yl‘a‘"az(&j (%j +&.
a a, Yy

Cia i$vestos formulés taikomos apskaitiuojant gamybos plano rodiklius, kai
siekiama gauti salygini pelno maksimuma pirmojoje situacijoje esant nedidelei
produkcijos paklausai, neleidzianciai siekti pelno absoliutaus maksimumo.

Nors Sias formules iSvedant (irodant maksimumo tasko egzistavima) buvo
naudotasi salyga a;+a,<lI, taciau jos gali buiti taikomos ir atvejais, kai a;+a,>1. Tai
paaiskinama ta aplinkybe, jog Sias formules buvo galima iSvesti, taikant optimaliy
plany tiesés metoda, kuris, kaip tai galima pastebéti analizuojant 312 pav., gali buti
taikomas esant bet kurioms teigiamoms a, ir a, reikSméms.

Optimalaus gamybos plano apskai¢iavima pirmojoje situacijoje pailiustruosiu konkreciu
pavyzdziu.

Tarkime, jog gamybiné funkcija yra Y:X?

'2X2’3 , pagamintos produkcijos kaina p=1200
vienety (lity, doleriy, eury ir pan.), gamybos kastai néra ribojami. Juos galima apskaiciuoti naudojantis
formule C=20X,+30X,+5000.

Rekomenduoju skaitytojui i§spresti §i optimalaus gamybos plano sudarymo uzdavini tiesiogiai,
t.y. sudarant tikslo funkcija ir ja diferencijuojant, o i§ Cia pateiksiu skaiiavimy rezultatus,

naudodamasis Siame skyrelyje i§vestomis formulémis.
1

P 2 2
a a4 |l-a;—a, 0,2 0,3 0,5
Yo =[ptee| 2|22 = 12000’5(—0’2j (0’3j = 12000’5(—1 j =12,
a) (4 20) (30 100

. paY" 1200-0,2-12

_pa,Y" 1200-03-12

X =144, X5 =144, C*=q, X} +q,X5+C, =
1 q 20 2 % 30 qQiA&p Tqaa, 0
=20-144+30-144+5000=50-144+5000=7200+5000=12200, MT*=pY*-C*=1200-12-12200=2200,
R* :H_: 2200 :EzO,IS, (AC)’ :C_:12200:6100z1016,7,

Cc* 12200 61 Y* 12 6
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Nesunku isitikinti, jog tuos pacius rezultatus butume gaveg, naudodamiesi formulémis

1 1 1
a l-a, a 2 |l-a;-a, a ay a 1-a; |1-a,-a, a a a a |l-a;-a,
q 9z di 92 Qi 9z

«_(1-a;-a,)pY" -C,
(a,+a,)pY" +C,

(a,+a,)pY" +C,

s

+Cy, R , (AQ)" =

Kai Y'=12 néra daugiau uz produkcijos paklausa Yy, tai misy rastas sprendinys
X[ =X} =144, Y'=12 gali biti realizuotas tikrovéje. Todél ji galima laikyti optimaliu gamybos planu,
leidZianc¢iu gauti maksimaly galima pelng [1=2200 pinigy vienety.

Realizuojant §i plana baty isleista C'=12200 pinigy vienety ir gauta pY =1200-12=14400
pinigy vienety pajamy.

Gamyba charakterizuoty jos rentabilumas R*:H—=m:2zo,18 ir vidutiniai gamybos
Cc* 12200 61
kastai (AC)*=$* =%:¥z1016ﬂ. Kitaip tariant, vieno produkcijos vieneto savikaina biity

—30350z1016,7 ir kiekvieno tokio vieneto pardavimas duoty p—(AC)'=1200-1016,7~183,3 pinigy

vienety pelno.

Taciau, jei pasirodyty, kad surastoji Y reik§mé Y =12 yra didesne uz produkcijos paklausa Yv,
tai toks ,,optimalus planas® jau negaléty biiti realizuotas.

Pavyzdziui, jei pasirodyty, jog Yy=10, tai tokiu atveju gautume, jog Y=Y,=10,

% lata, a1 la+a,
Xf"p‘) = Yy (a_lq_ZJ =100, X(ZOP‘) =Yy (a—zq—lj =100.
qia; q23;
Si gamybos plana charakterizuoty gamybos kastai C=q, X! +q,X{°"") +C¢=20-100+30-100+
. Im 2
+5000=10000, pelnas H=pY(°pl)—C=1200-10—1000():2000, gamybos rentabilumas R=E=%=o,2 ,
vidutiniai gamybos kastai (AC)z%z%:IOOO .

Sumazéjus pagamintos ir parduotos produkcijos kiekiui, pelnas IT sumazéjo nuo 2200 iki 2000
pinigu vienety, taciau $iuo atveju gamybos rentabilumas R ne tik nesumazéjo, bet net dar ir padidéjo nuo

81 iki 0,2. Sumazéjo ir pagamintos produkcijos vieneto savikaina (vidutiniai gamybos kastai (AC)) nuo

~ 1016,7 iki 1000. Vadinasi, pager¢jo gana svarbls gamybos ekonomini efektyvuma
charakterizuojantys rodikliai. Siek tiek véliau bus parodyta, jog Siuo konkreciu atveju tie rodikliai
pasieke savo optimalias reikSmes.

Sis ¢ia pastebétas idomus reiSkinys iliustruoja ta svarby fakta, kad,
maksimizuojant gamybos pelna, nebitinai (t.y. ne visada) pasiekiamas
maksimalus gamybos rentabilumas, kad pelno maksimizavimas ir gamybos
rentabilumo maksimizavimas yra du skirtingi gamybos optimizavimo tikslai, kad
pelno maksimumas ir gamybos rentabilumo maksimumas yra du skirtingi
gamybos plano optimalumo Kriterijai.

Pelno maksimumo kriterijum tikslinga vadovautis tada, kada galima
nesiskaityti su gamybai skiriamy kaSty C bei gamybai reikalingy resursy
ribotumu, pavyzdziui, misy nagrinéjamoje pirmoje situacijoje, t. y. situacijoje, kada
pinigy turime daugiau nei galimybiy juos pelningai investuoti.

Kai gamybai skiriami kaStai C ar turimi gamybai reikalingi resursai yra
riboti, tai tikslingiau yra vadovautis gamybos rentabilumo maksimizavimo
kriterijum, nes, vadovaudamiesi tuo Kriterijum, mes efektyviau panaudosime
turimus KkaStus ir turimus resursus. Kitaip tariant, Siuo kriterijum tikslinga
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vadovautis, kai pinigy ir kity resursy turime maziau negu galétume juos pelningai
panaudoti. Antrojo kriterijaus taikymo pavyzdzius pateiksiu nagrinédamas antraja i8
auksCiau jvardinty situacijy, o dabar pratgsiu pirmosios situacijos nagrinéjima,
pereidamas prie atvejo, kada a;+a,>1.

Taikydamas pelno maksimumo kriteriju ir laikydamas, kad gamybos kastai C gali tapti
neribotai dideli, i§sprgsiu gamybos plano optimizavimo uzdavini, panasy i ka tik iSspestaji ir
besiskiriant] nuo pastarojo tik tuo, kad neoklasikinés gamybinés funkcijos rodikliy a; ir a, suma, ju
reikSmeéms padvigubéjus, tapo lygi 1, dél ko gamybiné funkcija tapo Kobo ir Duglaso funkcija.

oIl paY
~ x40 2 A2 1y )

. . .. . X, X, . . 0°IT o0°I1 0°I1

Siuo atveju lyg€iy sistemos jakobianas : - =
oL _paY o o ox? ox2 0X,0X,

= -q,=
X, X,
paa Y?
:#(l—al—az) bus lygus 0 ir tai reiks, jog Siuo atveju funkcija I1(X;,X;) neturi baigtinio
142

ekstremumo tasko.

Nesunku jsitikinti, jog $iuo atveju pelno funkcija I1(X;,X,)=pY—C=pX{' X5> —q:X;—:Xo—Co=
= 1200)(?’4X(2)’6 -20X,-30X,-5000, didéjant X; ir X, (ir tuo paciu didéjant Y), monotoniskai ir neribotai
didéja, t. y. pelnas IT didédamas artéja prie +oo, kai X; ir X, artéja prie +oo.

Kadangi optimaliy plany ties¢ X, :a—zin ir Siuo atveju bus ties¢ X;=X,, tai gamybiné

922,
funkcija optimalaus planavimo atveju bus funkcija Y =X X5 =X =X?*06 =X o pelno funkcija
I(X,X5)=pY—C=1200X—(20+30)X-5000=1150X-5000 taip pat bus tiesiné¢ argumento X funkcija,
tiesiSkai didéjanti, didéjant X.

Esant mazoms gamybos apimtims (pavyzdziui, dél resursy bei gamybai skiriamy kasSty C
stokos ar dél mazos vartojimo paklausos) pelnas galéty tapti ne tik labai maZzas, bet ir pavirsti nuostoliu,
taciau didéjant gamybos ir pardavimo apimtims pelnas didéty, artédamas prie +oo, kai Y=X—>+o0.

Pavyzdzivi, jei Y=X buty lygis 4, tai iSlaidos bity lygios C=20X;+30X,+
+5000=4-20+4-30+5000=5200, o pajamos pX biity lygis tik 4800. Vadinasi, buty gautas 400 piniginiy

vienety nuostolis. Vidutiniai gamybos kastai (AC) (produkcijos vieneto savikaina) %:@:1300

virSyty gaminio kaina p=1200 ir kiekvienas gaminys atne$ty imonei 100 piniginiy vienety dydzio
nuostolius.
Taciau, padidéjus gamybos apimciai Y iki 5, gamyba jau tapty pelninga, nes kiekvienas

gaminys duoty jau p—(AC)=1200- 0-5+ 305 5+5000 =1200-1050=105 piniginiy vienety pelno.

20X +30X+5000 +5000

50

Didinant Y=X, gaminio savikaina mazéty, artédama prie 50, kai

X—m, todél vieno produkcijos vieneto duodamas pelnas didéty, artédamas prie 1150, kai X—o0. Didéty

ir gamybos rentabilumas R:E:ﬂ:pz—lzlzm X -1= 1200 —1, artédamas prie
C C C 50X +5000 +5000
X

50

R=23, kai X—o0.

Pelno ir gamybos rentabilumo didéjimas bei produkcijos savikainos mazéjimas, didéjant
gamybos apimtims, dar rySkiau pasireik$ty tuo atveju, kai gamybos efektyvumo rodikliy a; ir a, suma
tapty didesné uz 1.

Pavyzdziui, jei a, tapty lygus 0,6, o a, tapty lygus 0,9, tai optimaliy plany ties¢ X, :a—zﬁXl ,

q23,
nesikeiCiant q, ir q, reik§mems, islikty ta pati, t. y. ties¢ X,=X;, 0 gamybiné funkcija Y =X{'X5* tokiu
atveju tapty funkcija Y :X?’6Xg’9 =X" | kur X=X,=X.

Pelno funkcija IT(X;,X5)=pY—(q; X;+q:X5+C0)=1200X""~(20X+30X+500)=
=X(1200X"°-50)-5000 dar spar&iau artéty prie +oo.
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. 50 1+@
IT" 50X +5000 _ X

Siuo atveju produkcijos vieneto savikaina (AC)* :C* 5 xos didéjant X,
* 15 _ 0,5

vis mazéty, artédama prie 0, o gamybos rentabilumas R*:H =1200X S0X 5000:24X -1
o 50X +5000 1+@
X

artéty prie +oo.

Sie — ribiniai — rezultatai neatrodo realiis ir tai rodo, jog neoklasikinis gamybos modelis, nors ir
atspindi kai kurias svarbias realaus gamybinio proceso savybes, yra dar nepakankamai tobulas. Taciau
juo, kaip rodo realiy gamybiniy procesy tyrimai, sudarant Kobo ir Duglaso gamybing funkcija, kuriai
budinga, kad a;+a,=1, galima naudotis, darant kai kurias svarbias i§vadas.

Pirmoji iSvada. Kai a,;+a,>1, tai gamybininkams labai aktualu ,,uzkariauti kiek galima
didesne rinkos dalj ir jie tam, kaip rodo gyvenimo praktika, negaili nei 1éSy, nei pastangy ir neretai
konkurencinéje kovoje perzengia istatymais nustatytas leistinumo ribas.

Antroji iSvada. Konkurencinéje kovoje dél rinky kovojanciyjy galimybés néra lygios: didesni
pranaSuma turi didelés imonés, kurias valdo stambusis kapitalas, nes, gaminant produkcija didesniais
kiekiais, jos savikaina mazéja. Tai iSplaukia ne tik i§ Cia ka tik atlikty skaiciavimy, naudojantis
neoklasikine gamybine funkcija, bet ir i§ to paprasto visiem gerai Zinomo fakto, jog gaminant produkcija
didesniais kiekiais mazéja netiesioginiy gamybos islaidy (administravimo, aptarnavimo ir t.t.) dalis,
tenkanti vienam gaminamos produkcijos vienetui, ir tai maZzina to vieneto savikaing.

Svarbu pazyméti dar ir tai, kad stambiojo kapitalo jmoniy pranaSumas prieS maZesnes
imones, didéjant stambiyjy jmoniy gamybos apimtims, dar labiau didéja ir tai neiSvengiamai veda
prie rinkos monopolizavimo, t. y. prie biisenos, kuomet, suzlugdZius konkurentus, suzlugdoma ir
pati konkurencija. O tuomet laiméjg konkurencing kova monopolistai gali pradéti diktuoti kainas.

Valstybinés ir tarpvalstybinés ekonominio reguliavimo institucijos, sickdamos uzkirsti kelia
rinkos monopolizavimui, biina priverstos imtis specialiy priemoniy: ivedinéti progresyvinius pelno
mokescius, priiminéti istatymus, draudziancius naudotis dempingu bei karteliniais susitarimais tarp
stambiyjy imoniy dél kainy ir pan., taciau Sios pastangos ne visada duoda teigiama efekta, nes stambusis
kapitalas, pasinaudodamas tuo, kad gamybos apim¢iy didinimas leidzia mazinti kainas, o tai naudinga
vartotojams — blisimiems politiky rinkéjams, bei jvairiais lobistiniais ir korupciniais rySiais, sugeba
i§saugoti ir iSnaudoti savo pranaSumus, o neretai dar ir padidinti juos. Visuomenéje, kurioje pinigai —
didziausia vertybé, dideli pinigai tampa svarbiausiu ir efektyviausiu valdymo irankiu, o galu gale — ir
»valdymo subjektu: pinigai pradeda valdyti Zmones. Pinigy valdZiai ir Ziaurios konkurencijos
Htaisykléms® priversti paklusti net ir stambiojo kapitalo atstovai: jei koks nors net ir labai stambus
verslininkas, vedamas humanistiniy paskaty, pabandyty nepaklusti toms ,,taisykléms® ir, sutramdgs savo
goduma, pradéty elgtis Zmoniskiau, jis pralaiméty konkurencingje kovoje. Todél net stambieji
kapitalistai finansinio kapitalizmo sistemoje néra laisvi. Juos irgi valdo pinigai.

Vidutinés ir smulkiosios imonés tokioje nelygioje konkurencinéje kovoje sugeba islikti tik dél
savo ,,Jankstumo®, sugebéjimo greiciau prisitaikyti prie kintan¢iy vartojimo poreikiy, sugebéjimo surasti
ir net susikurti sau ,,ekonomines nisas*, kuriose jos bent kuri laika galéty egzistuoti savo iSradingumo ar
taupumo bei darbo intensyvinimo déka.

Tredioji iSvada. Ta aplinkybé, kad didéjant gamybos apimtims mazéja gaminamos produkcijos
savikaina, ekonomikos poZzitiriui yra teigiamas reiskinys, nes leidzia atpiginti gaminama produkcija,
ir tik visuomenéje, kuri organizuota individy konkurencijos pagrindais, gali turéti ne tik teigiamy, bet ir
neigiamy pasekmiy. Visuomenéje, organizuotoje individy kooperacijos pagrindais, §i aplinkybé
galéty biiti panaudota visos visuomenés gerovés kélimui ir turéty tik teigiamy pasekmiy.

I Sia iSvada as$ noréciau atkreipti skaitytojo démesi todél, kad, sugriuvus Soviety Sajungai,
kurioje buvo bandoma prievartiniu biidu kurti kooperacing visuomeng, kai kurie jtakingi kapitalistinés
visuomenés sluoksniai, bidami egoistiskai suinteresuoti dabar jiems naudingo status quo iSsaugojimu,
stengiasi Sig iSvada samoningai nutyléti ir itvirtinti visuomenéje isitikinima, jog egzistuoja tik vienintelis
kelias, vedantis zmonija progreso link — individy konkurencinés kovos kelias, o visi kiti galimi keliai —
tai arba keliai | stagnacija, arba | pavojingus utopistinius eksperimentus, negalincius visuomenei duoti
nieko, i§skyrus prievarta, nusikaltimus ir nusivylima. Sutapatinant stalinistinj bolSevizma su socializmu,
bandoma diskredituoti net elementarias socialdemokratines idéjas, o kapitalizmo ydas pateikti kaip
neiS$vengiama bitinybe.

O juk niekas nejrodé, kad ,,kooperaciné visuomené* — biitinai prievartiné visuomené. Juk
tikroji kooperacija — ne baudziavinis laZas, o savanori§kas pastangy sujungimas, savitarpio
pagalba siekiant bendro visiems naudingo ir visiems pageidautino rezultato. Tokioje visuomenéje
nebiity tokios itampos, kuria sukuria konkurenciné kova, diktuojanti savo — kartais net antihumaniskas —
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salygas visiems — ne tik dirbantiems, bet ir darbdaviams. Gali biiti, kad kooperacinéje visuomenéje
judéjimo pirmyn tempas Siek tiek sulététy, taciau ar biitina, kad Zmogus visa laika jausty
Ziitbiitinés kovos uz savo islikima jtampa ir nuolat skubéty kuo daugiau ir kuo greiiau pagaminti
ir kuo daugiau bei kuo greifiau suvartoti. Gal tuomet mes racionaliau naudotume turimus gana
ribotus resursus ir galétume humaniskiau, geranoriskiau ir pagarbiau elgtis vieni su kitais bei su
mus supancia gamta.

Zinoma, ir tokioje visuomenéje problemy netriikty, nes vietoj dabar paplitusio piktnaudziavimo
jéga galéty atsirasti norinciy piktnaudziauti kity visuomenés nariy gerumu, taciau Sis piktnaudziavimas
vargu ar galéty jgyti tokias pavojingas iSraiSkas kaip piktnaudziavimas jéga, igyjantis ne tik
individualaus, bet ir masinio teroro formas, tokias kaip karai, genocidas ir pan.

Tas kelias, kuriuo dabar eina miisy planetos visuomené — ne pats geriausias kelias. Zmonija turi
teisg ir privalo ieskoti geresniy keliy, kuriuose buty daugiau iSminties ir geranoriSkumo. Bandymai
uzgniauzti tokiy keliy paieskas, yra ne tik netoliaregiska veikla, neturinti ilgalaikés perspektyvos, bet ir
nusikaltimas prie§ Zmonija. Taciau dabartinéje visuomenéje, kurioje vieSpatauja finansinis
kapitalizmas, Sis nusikaltimas ne tik toleruojamas, bet net nelaikomas nusikaltimu. Gana daznai gana
neigiamai ziiirima { finansinio kapitalizmo kritika bei | geresnés santvarkos paieskas.

Antrojoje situacijoje, charakterizuojamoje tuo, kad gamybos kastai C yra
riboti ir negali virSyti turimos sumos Cry, pelno maksimizavimo uZdavinys
sprendziamas Siek tiek sudétingiau negu pirmojoje situacijoje, kurioje tokio apribojimo
nebuvo.

Kai a;+a,<1, tai Sio uzdavinio sprendimas susideda 1§ dviejy etapy.

Pirmajame etape sprendziamas pelno maksimizavimo uzdavinys pirmojoje
situacijoje, t.y. neatsizvelgiant 1 gamybos kaSty ribotuma, ir to sprendimo metu

1

a 2y |l-a;—a,
apskaiCiuota optimali gamybos kasty reiksmé¢ C"=(a,+a,) p(ﬁ] [a—zJ +C,
1 d,

lyginama su antrojoje situacijoje duota suma Cr.
Kai Ct>C, t.y. kai turimy gamybai skirty kasty pakanka, kad buty pasiektas
1

a; a |l-a,-a,

absoliutus pelno maksimumas H*=pY*—C*=(l—al—a2) p(ﬁ] [a—zJ -C,, tai
1 q>

pelno maksimizavimo uzdavinio antrojoje situacijoje sprendinys sutampa su panasaus

uzdavinio sprendiniu pirmojoje situacijoje. Siuo atveju gamybai sunaudojama tik suma

C’, o suma Cr—C lieka nesunaudota. Antrojo etapo tokiu atveju nebereikia.

Kai pasirodo, jog Cr<C’, tai atveju a;+a<l pelno maksimizavimo uzdavinio
sprendimui reikia antrojo etapo, t.y. reikia sprgsti pelno salyginio maksimumo,
esant apribojimui q;X;+qxX,+Co=Cr, radimo uzdavini, sudarant Lagranzo funkcija
A(X1,X2)=TT(X1,X2)+ M1 X1+ Xo+Co—Cr)=p Y q: X1 +q2X2+Co) +A(q1 X1 +q2 X2 +Co—

—Cr)—> max.
XX
OAN paY
ayszl —q,+Aq, =0,
Spresdami lygciy sistema : : surandame ekstremumo
OA _pa,Y_ +1q,=0
X, X, q, TAq, =0,

. alY** . azY**
| =

tasko koordinates X

_ p—
a(1-1)" "7 Tq(-n)
pY” :CT -G,

, 1§ kur
I-A a, +a,

Istatg jas 1 lygti qiXi+quXo+Co=Cr, randame jog
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iSplaukia, jog X" :M, X7 _ (G =G ir Y”:(ﬁ} (ﬁ} [a_ZJ _
q,(a, +a,) q,(a, +a,) a,+a, q q

Zinodami X", X7, Y™, surandame salygini pelno IT(X;,X;) maksimuma

" =pY”-C" =p£ﬁ] (i] (hj —C, ir atitinkamas gamybos rentabilumo
a,t+a, q, 9,
. . D § R A . C
R ir vidutiniy gamybos kaSty reikSmes: R™ =—: =pF—1 ir (AC) =C**=

C, -G, a a,

Antrajame Sio uzdavinio sprendimo etape vietoj Lagranzo funkcijos metodo
buvo galima pasinaudoti optimaliy plany tiesés susikirtimo su izokoste tasko radimo
metodu. Biitume gave ta patj rezultata.

Kai a;+a,>1, tai bent kuri duotoji baigtiné suma Ct bus visada mazesné uz ta
begaling suma C*, kuri buty reikalinga, kad biity pasiektas absoliutus pelno
maksimumas pirmojoje situacijoje, nes Siuo atveju pelno funkcija I1(X;,X;) yra
monotoniskai didéjanti funkcija ir neturi baigtinio maksimumo tasko. Todél §iuo
atveju, sprendziant pelno maksimizavimo uZdavini antrojoje situacijoje, pirmasis
etapas — pelno maksimumo pirmojoje situacijoje tasko (Xj,X;) paieskos etapas —
tampa nebereikalingas ir iSkart sprendziamas antrojo etapo uzdavinys, kurio sprendinio
formules esu ka tik iSvedgs.

Pailiustruosiu pelno maksimizavimo uzdavinio sprendima antrojoje situacijoje konkreciais
pavyzdziais.

Tarkime, jog ,=0,2, 2,=0,3, Y =X X% , p=1200, Cr=14800, C;=5000, q;=20, q,=30.

Kadangi a;+a,=0,2+0,3=0,5<1, tai pradzioje reikéty i$sprgsti pirmojo etapo uzdavini, pelno
I1(X,,X;) absoliutaus maksimumo tasko (X],X5) ir ta taska atitinkan¢iy gamybos kasty c
apskaic¢iavimo uzdavini.

Ta uzdavini mes jau esame iSsprendg, nagrinédami pirmaja situacija. Buvome nustatg, jog
C"=12200, TT'=2200, R'~0,18, (AC)'~1016,7.

Kadangi Siuo atveju C*<Cr=14800, tai pirmajame etape rastas optimalus sprendinys yra ir
pelno maksimizavimo antrojoje situacijoje uzdavinio sprendinys. Todél §iuo atveju antrasis etapas yra
jau nebereikalingas.

Jei mes nebutume atlik¢ pirmojo etapo ir butume iSkart pradéje ieskoti pelno salyginio
maksimumo, maksimizuodami Lagranzo funkcija A(X,X5)=I1(X;,X;)+Mq1X;+qX,+Co—Cr)=

. . . C.-C
=Y X|—@Xo-CotMq X+ Xo+Co—Cr),  tai  blitume  gave,  jog X = 4(€r=Cy) =

qi(a; +a,)
0,2 148005000 w03 14800-5000 o (e Bt (e Yo " -
2L PO 196, X =2 P8O 96, vy =(xPfxE P14, % =q X+
20 0,5 2730 0,5 ( l)a( 2)3 B
o CT _CO ok ok ok o H**
+q,X5 +Cy=(a, +a,) +Cy=Cy=14800, TT"=pY "~C"'=1200-14-14800=2000, R**=—=
a;+a, C
o C* 14 4
_2000 5 o135, (AC) _C _14800_7400 057 .
14800 37 Y 14 7

Lygindami C*, IT, R", (AC)" su C™, IT", R™, (AC)”, matome, kad, i§leisdami gamybai
daugiau 1é3y C"=C;=14800 negu C'=12200, mes gautume maZesni pelna ir maZesni gamybos
rentabiluma bei didesnes vidutines i§laidas, nes IT>IT", R“>R", (AC) "<(AC)".

Vadinasi, Siuo atveju neapsimoka sunaudoti visus turimus gamybai skirtus kastus Ct=14800.
Naudingiau yra isleisti tik C’=12200 piniginiy vienety, sutaupant C:—C*=2600 piniginiy vienety ir
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gaunant didesni pelna, t. y. papildomai islogiant dar IT—IT =2200-2000=200 piniginiy vienety. Bendras
islosis §iuo atveju bty lygus C*'—C"+IT—IT"'=2600+200=2800 piniginiy vienety.

Sis pavyzdélis rodo, kodél atveju a;+a<l, sprendZiant pelno
maksimizavimo uZdavinj antrojoje situacijoje, pradzioje buitina palyginti C'ir Cy
ir tik $iuo atveju, kai C'<Cr, spresti antrojo etapo uzdavinj.

Pavyzdziui, jei biity duota, jog Cr=9050, tai, palyging Sia suma su C"=12200, bitume nustate,
kad turimy kasty Cr, skirty gamybai, nepakanka, jog biity pasiektas absoliutus pelno maksimumas
I1=2200. Tuomet tekty spresti  antrojo etapo uzdavinj, ieSkant salyginio maksimumo, t.y.
maksimizuojant Lagranzo funkcija A(X;,X5)=I1(X;,X2)+A(q:X1+q:X+Co—Cr)=pY—q: X—2X—Co+
(1 X119 X, +Co—Cr)=1200Y-20X,-30X,—5000+A(20X,—30X,—5000-9050).

Spresdami §j uzdavinj, bitume surade, jog X" =X5 =81, Y"'=9, [T "=pY " ~C1=1200-9-9050=
1750, R* =1L _170_ 35 1035 (acy =& 200

C™ 9050 181 \'a

Sis gamybos planas leisty gauti maksimaly pelna, kuri buvo galima gauti, turint C;=9050
piniginiy vienety, skirty gamybai. Jis blity mazesnis nei absoliutus pelno maksimumas IT'=2200, tatiau
turimy 1éSy panaudojimo rentabilumas Siuo atveju bity net Siek tiek didesnis nei pasiekus absoliuty
pelno maksimuma (R*zO,IS, 0 R**z0,193). Bity mazesné ir produkcijos vieneto savikaina
((AC)*1016,7, (AC) "~1005,6).

Kai a;+a,>1, tai kaip jau buvo minéta, sprendziant pelno maksimizavimo uzdavinj antrojoje
situacijoje, pirmasis etapas tampa nebereikalingas ir iSkart ieSkomas salyginis pelno maksimumas,
maksimizuojant Lagranzo funkcija ar naudojantis optimaliu plany tiesés susikirtimo su izokoste tasko
radimo metodu.

Pavyzdziui, kai a;=0,4, a,=0,6, q;=20, q,=30, p=1200, YZX?'XZZ , Cy=5000, C.=14800, tai,
igsprende pelno T1(X;,X,) salyginio maksimumo radimo uzdavini, gautume, jog X" =X5" =Y =196,

sk *k sk 1 ok
C =C1=14800, IT =220400, R =%~14,89 , (AC) :347180 ~7551.

~1005,6.

Tuo ir baigsiu abiejy pelno maksimizavimo situacijy ir joje sprendziamy
optimizavimo uzdaviniy nagrinéjima.

Pereisiu prie gamybos rentabilumo maksimizavimo uzdavinio, apie kuri jau
buvo uzsiminta, nagrinéjant pelno maksimizavimo uzdavinius.

Kai a;+ay>1, tai ir gamybos pelnas I1(X;,X;), ir gamybos rentabilumas
R(Xi,X;) neturi ekstremumo taSko, nes visa laika monotoniskai didéja, didinant
gamybos apimt] Y.

Todéel Siuo atveju optimali gamybos planavimo strategija yra labai paprasta:
tikslinga didinti gamybos ir jos produkcijos pardavimo apimtis iki salyginio
maksimumo, kuris priklauso nuo gamybai skiriamy turimy 1éSy Cr ir nuo vartotoju
paklausos Yy. Optimali gamybos apimtis Y Siuo atveju yra lygi min(Y ,Yy)=

a;+a, a; a,
=min (ﬁJ (iJ [a—zJ .Yy [, t.y. minimumui 1§ to, kiek produkcijos galima
a,+a, 9,/ \9:

pagaminti, skiriant gamybai turima suma Cr, ir kiek jos galima parduoti, atsizvelgiant {
tai, jog paklausa yra Yy.

Apskaigiave Y =min [Mj [ij (a—zj ,Yy |, galime apskaiCiuoti
a;+a, q,) \42

2 laj+a,
o : . a
visas kitas optimalaus gamybos plano charakteristikas: X = Y("p‘)[—l%j ,
q;a,
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1

1
X(zopt) _ Y(opt) a_z& e , C(opt) :(31"‘32) Y(Opt) & q_2 o +C0’
q,a, a a,

H(Opt) Y(Opt) C(Opt)
com P v

1

1-a,—a, | d Y a " m C
=(a,+a,) (Y("pt)) (—‘J (—ZJ +—0
b q, q, yr

Siek tiek sudétingiau sprendziamas gamybos rentabilumo maksimizavimo
uzdavinys, kai a;+a,<I.
Nagrinédami tikslo funkcija R(X;,X;)—>max, pastebime, jog gamybos

rentabilumo R(X,,X,)= H(XI’X) pY-C pX— maksimumo paieSka galima
C(X,,X,) C C

H(Opt)sz(OPt)_C(OPt)’ R ©P) — -1, ( AC)(Opt)

q,X, +q,X,+C,

minimumo,
X Xe:
1 2

suvesti 1 (AC)=% minimumo paieska, t.y. 1 funkcijos

tenkinancio salyga q;X;+q2X,+Co<Cr paieska.
Sio uzdavinio sprendimo procesa tikslinga suskirstyti { du etapus.
q,X;+9,X,+C,
XX

Pirmajame etape surandame besalygini funkcijos (AC)=

minimuma, spregsdami lygciy sistema:

0(AC) _ q, X7 X5 —(q, X, +q,X, ""Co)a-lel_lxa2 q1 —a,(¢q, X, +¢,X,+Cy) _
X, (X{X52)? X, - X X3
_ (I-a)q,X,—2,q,X,-a,C, ~0
Xl(X?‘Xaz)
0(AC) _ q, X" X5 —(q, X, +q,X, +C0)32X?]X;27l _
oX, (XHX3)?
qz -a,(q,X;+q,X,+C,) (1 a,)q,X, —a,q,X, —a,C, —0.
X, - X' X5 X (Xa‘XaZ)

Kadangi ¢ia gauty trupmeny vardikliai realiose gamybos planavimo
optimizavimo uzdaviniuose yra baigtiniai teigiami skaiCiai, tai Sia lygiy sistema
(1-a))q,X;-a,(q,X, +C;)=0,

(1-a,)q,X, —a,(q,X,+C,)=0.

Sios sistemos determinantas yra D=(1-a;-a,)qiq,. Jis yra teigiamas dydis, kai

ajtax<l, todél Siuo atveju tikrai egzistuoja vienintelis tos sistemos sprendinys
._Dx_ aC, ._Dx,_ aC,
"D q,(1-a,—a,) "7 D q,(1-a,-a,)

galima suvesti i tiesiniy lyg¢iy sistema: {

. Si sprendinj atitinka optimali Y

reik§mé Y*:(Lj [ﬁJ (a—zj , atitinkama gamybos kaSty C reik§mé
l-a,—a, q,) \4

C" =q,X]+q,X;+C, :li (a1+az)+C0:1L , pelno TIT reik§mé IT =pY —C'=

1@, a,—a,
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=p[ij [ﬁ] (a—zJ —IL , maksimali gamybos rentabilumo R reik§mé
q, q, -

l-a, —a, a,—a,
LI Y T y e . C
R :C* :pE—l ir minimali vidutiniy gamybos kasty (AC) reikSmé (AC) =—=

l-a;—-a, a, a,
| % Q| (b2 |
l1-a, —a, a, ) \a,
Kad R yra tiksliai maksimali R reikimé ir kad (AC)" yra tiksliai minimali

0*(AC) 8*(AC)

AC) reikSmé, galima jsitikinti apskaiiavus jakobiang J=
(AC) g it p J a o ox

0% (AC)

2

2
_[_6 (AC) reikSmes. Rekomenduoju skaitytojui atlikti tokius

2
J ir i§vestinés

0X,0X, 1

paskaiiavimus ir isitikinti, jog taske (X;“,X’;):( 4G a6 )
q,(I-a,-a,) q,(1-a,—a,)
0% (AC)

jakobianas J yra teigiamas dydis, nes a;+a,<lI, o i§vestinés reikSme tame taSke

2
1

taip pat yra teigiama, vadinasi taske (X;,X;) iSlaidos (AC)* yra tikrai minimalios.
ISsprendg¢ pirmojo etapo uzdavini — vidutiniy iSlaidy (AC) absoliutaus
minimumo ir rentabilumo R absoliutaus maksimumo tasko [Xl S\
q,(1-a,—-a,)
. C . e y .. . y
5 =#j radimo uzdavini ir suradg¢ ta taska atitinkanc¢ius gamybos kastus
q,(1-a,-a,)
CO

l-a, —a,

C'= , tuos kasStus lyginame su turimais kastais Cr.

Kai CTZC*:%, t.y., kai turimy kasty Cr pakanka, kad buty
—a,—4a,

pagamintas  produkcijos  kiekis Y*=(Lj [ﬁj [a—zJ ,  atitinkantis
l-a -a, 9.) \92

maksimaly gamybos rentabilumg R = c = pg—l , 0 kartu ir minimalia produkcijos

*

l-a,-a, a, a,

. . . C . . e

vieneto savikaing (AC)" =] —>— ST , tai antrojo skaiciavimy etapo
l-a, —a, a, ) \a,

jau nebeprireikia, nes surastas rentabilumo absoliutaus maksimumo taSkas
(XT _ a,C, X = a,C,
q,(1-a,—a,) q,(1-a,-a,)
sprendinys, tenkinantis salyga, reikalaujancia, kad gamybos kastai C nevirSyty turimos
sumos Cr.
Tiesa, kad toks gamybos planas biity praktiSkai realizuojamas, bitina, jog

j jau yra misy sprendziamo uzdavinio

1180



a1+a2 a) ap
Y® =(ij [ﬁj [a—zJ nevirsyty Yy.
l-a,—a, q; q,

Kai §i salyga netenkinama, tai net ir tuo atveju, kai tenkinama salyga C,>C,,
reikalingas antrasis gamybos rentabilumo maksimizavimo uzdavinio sprendimo etapas.
Sio etapo metu ie§komas salyginis gamybos rentabilumo maksimumas, o kartu ir
produkcijos vieneto savikainos salyginis minimumas priimant, jog Y=Yy ir
q,X; +q,X, +C

X X3

minimizuojant Lagranzo funkcija A(X,,X, )——+K(Y -Y,)=

+MX7' XY -Yy), t. y. sprendziant lygciy sistema:
OA _q,X1'X5 —a,X{" X5 (q,X, +9,X,+C )
X, (XX
oA :q2X?1X32 _azxﬁlxgrl(qu +q,X, +C0)+K32X?1X;2_1 =0, kai X" X" =Y,
0X, (XP'X5)
Pasinaudodami Sia lygybe, gautaja lygciy sistema galime uzrasyti paprastesnéje
formoje:

a, X1 'X5 =0,

Y
q,Yy—a,(q,X;+q,X, +C0)J

XYy X -0 X,+9,X,+C) 5 Yy
2 1 -
(Yy) X, Yy X, X1
:(l_al)qul_aquXZ_al(CO_}'Y\%)

=0,
Yy X,

YV
q,Yy az(Q1X1+q2X2+C0)X2+a kﬁ:(l_az)qz —a,q,X,~a,(C, Y2 )
(Y,)? X, Y, X
Sios sistemos sprendinys yra tiesinés lygciu sistemos
{(1_31)611 a,q,X,=2,(C, -LYy v)s
-a,q, X, +(1-a, )q2 ,=a,(C,—AY;) sprendinys.
Si sistema, kai a;+a,<l, turi vieninteli sprendini, nes jos determinantas
D=qiqz2(1-ar)(1-a2)-a122q192=q1q2(1-a;—ar+ajar—-a;a2)=(1-a;—-a2)q192>0.
Kadangi Dy =a(Co—A Y )(1-a2)qa+ax(Co—A Y7 )argo=a1qa(Co—A Y )(1-ar+ay)=
=a;qo(Co-L Yy ) ir Dy =(1-ar)qiax(Co—n Yo)+aqia(Cor Yy )=

s ow D ~AYS
=a,q1(Co-A Yy )(1-ar+a))=axq1(Co-L Y7 ), tai X" = 4 =a1(C° A V),
D q,(I-a,-a,)

X** _DX2 _aZ(CO _KY\ZI)
* D q,(1-a,-a,)
[statydami §ias kintamuju X; ir X, reik§mes i lygybe Y =Yv=(X")"(X})",

_ 2\ 1732 a; a,
gauname, jog (Co—ka} (i) [a—ZJ =Y, .
l-a,—a, qi d,
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2 4 2 la+a,
I§ Sios lygybés isvedame, jog CO—M’[Y\,[&} [%] } , kuo

pasinaudodami gauname, kad Xf*=i Yv(i] [q—zJ = Yv(i-q—zj ,
4| a, a, q, 2,

1 1

X;* :8._2 YV(&] 1[&J 2 |a +a, _ YV[&EI_Z 1 |a;+a, |
q, a a, a, q,

Zinodami X;, X, ir Y reikimes X", X3, Yv, atitinkangias produkcijos vieneto
savikainos (AC) salygini minimuma, kai Y=Yy, mes jau galime apskaiciuoti ir
atitinkamas gamybos kasty C, pelno I, gamybos rentabilumo R ir produkcijos vieneto
savikainos (AC) reiksmes C*, IT , R ir (AC)":

a 2

F% s ok ﬁ a a;+a, a a;ta,
1) C"=q,X;" +q,X; +C, =Y, | q, _l,q_zj +q2(i-—2j +C,=

q, a, a, q,

a 2 r !

[ Y,q)'qy’ e [_IJ "{_zj +Cy = Yv[&j (%] :l (a,+2,)+Cp;
a, a a; a,

1
2) 1" =pY " —C” =pY, - v[2] (2] [,
) p pY,—(a, +a,)) Y, 0>
a a,
p

- T
4 a2 |a;+a,

(a3 o

a; a, Yy

1

4) (AC)" = **—C——(a1+a2){Y¢a‘a{&] [ﬁj ] +So
Yy a4 a, Yy

Rekomenduociau skaitytojui apskai€iuoti Lagranzo funkcijos A(X,,X,)=

2 2 2
_0Xi 4K tCo X -y, jakobiano O CA [ _OA
X X5 X2 ox: | ax,ox,

_1’

] bei iSvestinés

2

F reikSmes taske X, =X|", X,=X] ir jrodyti, jog S$is taskas yra gamybos
rentabilumo salyginio maksimumo taSkas, tenkinantis salyga Y=Yv.

Antrasis gamybos rentabilumo maksimizavimo uzdavinio sprendimo etapas
reikalingas ir tada, kada, atlikus pirmaji Sio uzdavinio sprendimo etapa ir apskaiciavus

. . C . L y I
gamybos kaSty C reikSmg C =1—°, vaizduojancia gamybos kasStus, reikalingus
—4,7a,

norint pagaminti tiek produkcijos, kad biity pasiektas absoliutus gamybos rentabilumo
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maksimumas, paaiské¢ja, jog turimy kasty Cr nepakanka tam tikslui pasiekti, nes
CT <L
l-a, —a,
Tuomet tenka ieSkoti gamybos vidutiniy kasty (AC) salyginio minimumo
q1X1+q2X2+C0+
X' X5
M1 X1+q2Xo+Co—Cr), kai X ir X, privalo tenkinti salyga q;X;+qxX,+Co=Cr.
Diferencijuodami funkcija A(X;,X;) gauname lyg€iy sistema

oA :(hX?IX;z —a, XXy (Q1X1+q2X2+Co)+k _

tasko, minimizuojant Lagranzo funkcija A(XI,X2)=%+7»(C—CT)=

-0,

0X, (XPXy)’ o

O\ _%X?lxgz —azXf‘ng_l(q1X1+q2X2+C0)+}L -0
- a2, \2 q2 -

X, (X'X35)

Pertvarkydami S§ios sistemos pirmaja lygti ir naudodamiesi lygybémis
oA _q,X,-a,(9,X,+9,X, +Co)+

X1+ Xo+Co=Cr ir X"X3*=Y, gauname, jo
QA1+ QX+Ce=Cr 1 & g jog ox, X, XX

oA q,X,-a,C;+Aq,X,Y

AnalogiSkai gauname, jo 0.
g g Jog oX, X,Y
IS pirmosios lygties iSvedame, jog X Al o 1§ antrosios, jog
’ boq(1+0Y)’ ’
__ G
2 q,(1+AY)
Istatg Sias reikSmes | lygybe q;X;+q2X,+Co=Cr randame, jog " 7tY(a1 +a,)=
=C1—Cy, i§ kur iSplaukia, jog Cr :CT_CO. Todél XT*ZM,
1-AY a, +a, q,(a,+a,)
X’;*=—a2(CT‘C°),Y**=(X:‘*)a'(x;*>“=(CT_CO] (a_] (a_J |
q,(a, +a,) a,ta, q,) \42

Nesunku jsitikinti, kad taske (X[',X;), kai a;+a;<l, jakobianas
AP (A
oX: 0X; | 0X,0X,

(X", X5) vidutiniai gamybos kastai (AC) pasickia salygini minimuma, o gamybos
rentabilumas R — salygini maksimuma.
Apskaiciuosime (AC) ir R reikSmes (AC) ir R tame taSke:

1) (AC)** _ C** — al+gT Y . :CT (mj (i] [%j ;
Y (CT—COJ (alj (azj C:—C, a,) \&,

a,+a, q q,

2 R**:H_**:pY —CT:pY _IZL(CT—COJ (iJ (a_zj L
C C; Cy C;\ a,+a, q q,

2

~ yra teigiami dydziai, o tai irodo, jog taSke

] 1r i§vestiné
1
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Suradus gamybos rentabilumo salyginio ar besalyginio maksimumo taska ir
apskaicCiavus pagamintos produkcijos kieki Y tame taSke, biitina patikrinti, ar ta
reikSmé tenkina salyga Y<Yv, t. y. ar visgq pagaminta produkcija imanoma parduoti.

Kai $i salyga netenkinama, gamybos plana reikia perskaiciuoti, priimant, jog
Y<Yv, pavyzdziui, jog Y*'<Yy, ir surandant nauja salygini gamybos rentabilumo
maksimuma.

Kadangi tokius skai¢iavimus Siame skyrelyje jau atlikiné¢jome (ir ne viena
kartg), tai Cia ju nebekartosiu. Apsiribosiu tik keliais konkrec¢iais gamybos rentabilumo
maksimizavimo pavyzdziais, manau, padésianciais skaitytojui pilniau iSsiaiskinti, kaip
tai daroma.

Sudarysime gamybos plang, kuri realizuojant pasiekiamas vidutiniy gamybos kasty (AC)
absoliutus minimumas, o kartu ir gamybos rentabilumo absoliutus maksimumas, kai gamybos procesas
aprafomas neoklasikine funkcija Y=X{>X5* ir tokiomis to proceso rodikliy reik§mémis: a,;=0,2,
,=0,3, =20, qo=30, p=1200, C,=5000.

Optimizavimo uzdavinio tikslo funkcija §iuo atveju bus funkcija
C_aiX+aX; +Cy 20X, 430X, +5000 .
Y XMX3 X92x9? XX,

Diferencijuodami §ia funkcija gauname lygéiy sistema:
A(AC) 20X*X57 -0,2X;"*X3° (20X, +30X, +5000) 16X, —6X, ~1000

(AC)=

0’
aXI (X?’2X3’3)2 Xi,ZXgJ
A(AC) _30X}*X3* —03X]* X7 (20X, +30X, +5000) _—6X, +21X, ~1500 _ 0
oX, (XX57)? X)?X5

16X, -6X, =1000,
-6X,+21X, =1500,
kurios determinantas D=16-21-6-6=300>0, o neZinomuyju determinantai yra Dy =1000-21+6-1500=
=30000, Dy, =16-1500+6-1000=30000.

Sios lygéiy sistemos sprendinj rasime, i§sprende tiesiniy lygéiy sistema {

D D
Todél X} :i;M:lOO, X; _2x, _30000_, .
D D 300
2 1,203 0,203
* * iy .. 16X, 7X5” =1,2X X5 (16X, —6X, —1000
Taske (X;=100,X5=100) isvestiné 0 (A2C): L =2 L 1220(3 — 2 )_
0Xj (X77X57)

— _ — 2 2
_16X; ~L2(16X, ~6X,-1000) 0 1600 160016 o o s OT(AO) 97(AC)
X22x 53 100>°  10° 1000 XP X3

2 2 2
_[SUAC)) 16 21 (6 :i>0. Todél tame taske funkcija (AC):g pasiekia absoliuty
oX,0X, 10°) 10* Y

minimuma, o funkcija R =%= p% —1 — absoliuty maksimuma.

Surade X; ir X, reikSmes X;=100, X5=100, galime apskaiciuoti kity gamyba
charakterizuojanciy rodikliy Y, C, I'l, R ir (AC) reikSmes Y, CL I, R ir (AC)*:
1) Y =(X]))"(X5)® =100"° =10 ; 2) C*=q,X] +q,X; + C¢=20-100+30-100+5000=10000;
1" 2000 C* 10000

3) IT'=pY'~C"=1200-10-10000=2000; 4) R* =—=——-=0,2; 5) (AC)" =—=———=1000 .
c* 10000 Y* 10

ISspresdami $i uzdavini, mes ivykdéme Siame skyrelyje duota pazada irodyti, jog taskas

(X} =100,X5 =100) yra ¢ia nagrinéto gamybinio proceso rentabilumo absoliutaus maksimumo, o kartu

ir vieno produkcijos vieneto vidutinés savikainos (AC) absoliutaus minimumo taskas, nesutampantis su
$io gamybinio proceso duodamo pelno IT absoliutaus maksimumo tasku X,=144, X,=144.
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