1.11.12. Peréjimo charakteristiky metodas. RysSys tarp peréjimo
charakteristiky ir perdavimo funkcijy. Diuamelio integralai

Kaip jau buvo anks¢iau minéta, perdavimo funkcijy metodas — tai vienas iS
gana placiai naudojamy metody tiesiniy sistemy iSéjimo trajektorijoms gauti ir
iéjimo trajektorijuy transformavimo j iSéjimo trajektorijas procesams nagrinéti.
Yra ir kity metodu, tarp ju ir tokiy, kurie iSplaukia i$ perdavimo funkciju metodo.

Perdavimo funkcijy metodui giminingas peréjimo charakteristiky metodas.
1.11.11. skyrelyje mes jau susipazinome su impulsine peréjimo charakteristika wi(t).
Dabar jvesime dar vieng peréjimo charakteristika, Zymima h(t).

Bloko peréjimo charakteristika h(t) vadinama to bloko reakcija (iSéjimas

0, jeit<-0, . .
y(V) i poveiki (jejima x(t)), lygy u(t)={ 1 (ziur. 261 pav.), paduota i ta
1, jei t=>+40,

bloka tuo momentu, kai bloko biisena z(t) yra lygi 0.
u(t)

we) oL

261 pav.

Kadangi Y(p)=W(p)X(p) ir H[u(t)]=1, tai i§ H[h(t)][=W(p)H[u(t)] gauname, jog
H[h(t)]=W(p), t.y. kad peréjimo charakteristikos h(t) Hevisaido atvaizdas
sutampa su bloko perdavimo funkcija.

Pazymeéje H[h(t)] kaip H(p), gauname, kad H(p)=W(p) ir Y(p)=H(p)X(p). IS

pH(p)X(p)

pastarosios formulés gauname formule Y(p)= , 18 kurios, atsizvelgiant {

sasikos Hevisaido atvaizdo ir originalo diferencijavimo formules, iSplaukia
d | d
t)=— | h(t)x(t-t)dt=—| x(7)h(t-7)dT.
¥(O= g JhOX(E- D= [xOh(t-0

Sios formulés — dar viena Diuamelio integraly forma. IS Siy formuliy
iSplaukia, kad Zinodami bloko peréjimo charakteristika h(t), esant pradinéms
nulinéms salygoms, mes galime surasti to bloko iSéjimo trajektorija, kuria
iSSaukia bet koks jéjimas x(t).

Rasime, pavyzdziui, integravimo grandelés, turinCios perdavimo funkcija W(p)=% ,

+1p
peréjimo charakteristika h(t).

Tai galime padaryti dviem budais: 1) rasti integravimo grandelés i$é¢jima y(t)=h(t), kai jos

i€jimas x(t)=u(t); 2) rasti funkcija — originala, kurios Hevisaido atvaizdas biity W(p):% .
+1p
Naudodamiesi pirmuoju btidu, zinodami integravimo grandelés matematini modelj y(t)=z(t),

R
dfi(tt) = X(t)R_CZ(t) , randame, jog y(t)=z(0)e T +% eT |x(t)eTdt. Priéme, jog z(0)=0 ir x(t)=u(t),

0

et ot o -t
gauname: h(t):l el J.u(t)ert:l el ert:l eT T|eT -1|=1-¢eT.
T 0 T T

1
Naudodamiesi antruoju biidu, i§ formulés W(p):1 1T =T -
+1p
p+

p

T gauname, jog

=
J— J’_i
T P T
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-t —t

atvaizdo W(p)=H(p) originalas h(t) yra u(t)— eT=l-eT , t. y. ta pati rezultata.

Analogiskai galima gauti, kad diferencijavimo grandelés, turinios perdavimo funkcija
—t

T . i - L _— .
W(p)=—p =P , peréjimo charakteristika yra h(t)=e T , o virpesiu kontiiro, turin¢io perdavimo
Tp+1 . L1
T

funkcija W(p)= , peréjimo charakteristika, kai kvadratinio trinario T22 p? +Tp+1=0

T;p® + Typ+1

) . . 1 1 01 . 1

Saknys piir p, nelygios, yra h(t)j=————— {—l—epz e | YL }, nes ———— =
Tzz(pl_Pz) Pz( ) Pl( ) (p—p)(P-p2)

_ 1 (-p)-(-p)_ 1 { 11 }_ 1 {1 p 1 p }0

pi—P2 (P—P)(P-P2) Pi—P2[P-P1 P-P2] Pi—P2[PiP-P1 P2P-P;

a :H[eat—l].

p-a

Jei integravimo grandelés i¢jimo trajektorija biity x(t)=at, kur a=const, tai, Zinodami, jog jos
-t
peréjimo charakteristika y(t)a h(t)=1—e T , grandelés i$éjimo trajektorija y(t) lengvai apskaifiuotume,
t
naudodamiesi miisy i$vesta formule y(t):%jx(t—r)h(t)dt ir i§ matematinés analizés kurso Zinoma
0
integralinés funkcijos diferencijavimo formule
d B(y) B(y)
o Jeteyax= |
Y aty) oly)
Miusy nagrinéjamu atveju integralo diferencijavimo formuléje y=t, o(y)=0, P(y)=t, x=rt,

B _ o(ay),y) 24

0Q(x,y)
dy dy

dx+ o(B(y),y)

T

o(x,y)=0(t,t) =x(t—1)h(1)=2a(t- ‘c){l —e T J , todél gauname, jog y(t)=%[aj‘ t-701- eT )dr] =
0

t 1 —t 0 t T
_ T R N N T S P 1-0.0=
a.([ [(t )(l-e )]dr+a(t t)(l-e )dt a(t—0)1—e )dt a_([ (1—e T)dr+0-1-0-0

=at+aT (CT - IJ = a[t -T(1- e T )] .

Daznai naudojama ir 1.11.11. skyrelyje jau minétoji impulsiné peréjimo
charakteristika w(t) — bloko reakcija (iS¢jimas y(t)) j poveikj (j¢jima) x(t)=u'(t)=
=0(t), vadinama vienetine impulsine funkcija (delta funkcija).

Kadangi L[6(t)]=1, tai, kaip jau buvo parodyta 1.11.11. skyrelyje, L{w(t)]=
=W(s), t. y. impulsinés peréjimo charakteristikos Laplaso atvaizdas sutampa su
bloko perdavimo funkcija W(s). Su ta funkcija W(p), kaip matéme Sio (t.y. 1.11.12.)
skyrelio pradzioje, sutampa ir peré¢jimo charakteristikos h(t) Hevisaido atvaizdas.

IS formulés Y(s)=W(s)X(s) ir sasiikos atvaizdo formulés gauname, jog y(t)=

t
= I x(t—T)w(tr)dr. Sia formule mes jau naudojomeés 1.11.11. skyrelyje, apskai¢iuodami
0
tvairiy  bloky 18¢jimy  trajektorijas ir iSvesdami formules: A=A,/W(io)|,
Qy=0xtargW(im), galiojancias tiesiniams blokams, kai jy i¢jimai — harmoniniai
svyravimai. Todél ¢ia apie impulsinés per¢jimo charakteristikos panaudojima jau
nebekalbésime.
Rasime sarysj tarp charakteristiky h(t) ir w(t).
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Kadangi H[h(t)]= p]gh(t)e’ptdt =W(p)=[W(s)],,= ]}w(t)e*"tdt = Tw(t)e*‘dt arba,

kitaip tariant (t.y., pakei¢iant parametro p Zymejima 1 s), sH(s)=W(s), tai i§ lygybeés
L[h'(t)]=sH(s)~h(0)=W(s)-h(0)=L[w(t)-h(0)8(t)] gauname lygybe L[h'(t)]=L[w(t)-
—h(0)3(t)], i kur iSplaukia, jog w(t)=h'(t)+h(0)5(t).

Patikrinsime i$vestaja formulg.

—t
Mes jau zinome, jog integravimo grandelés peréjimo charakteristika h(t)=1-e T . Kadangi
—t

h(0)=1-1=0 ir h’(t)=¥ eT, tai gauname, jog integravimo grandelés impulsiné peréjimo

-t
charakteristika w(t) turéty buti lygi % e T, kas sutampa su 1.11.11. skyrelyje gautu rezultatu.

Siame skyrelyje jau esame nustate, jog diferencijavimo grandelés peréjimo charakteristika yra
-t -t —t -t

h(t)= eT . Kadangi h(0)=1 ir h'(t)= —% eT , tai gauname, jog w(t)=—% eTH-S(t):S(t) —% e?, kas

taip pat sutampa su 1.11.11. skyrelyje gauta formule.

Pasinaudosime formule w(t)=h'(t)+h(0)d(t) virpesiu kontiro impulsinés peréjimo
charakteristikos radimui.

Zinodami, jog elektromagnetiniy virpesiy kontiiro, turinio perdavimo funkcija W(p)=

1 . . . . 1
=——————, per¢jimo charakteristika, ~kai pi#p,, yra lygi h()=————x
Typ"+Tip+1 T, (p1 —p2)

X {L(l —eP! ) - L(1 - eplt)} , gauname (atsizvelgdami i tai, jog h(0)=0), kad w(t)=h'(t)=

P> Py
! , . T
== (— ePat +ep1‘) , kur, kaip buvo gauta 1.11.10. skyrelyje, pj=—0—f, p=—0+f, (xz_lz ,
T (p1 —p2) 2T
5 T} — 4T3
2T}
B . 1 R?
Kai Ty < 2T, , tai =i @, kur @ =———= | ———
2T VLC 4L
o o 1 ~ imgt _ —iogt
Tuomet w(t)=— - ! - e (oiop)t | —~(ortio)t - ~-e at © e _
T; (—a—imy + o —iwy) in,T; 2
:;2 e sino,t 2 i ot .
®T; 4T} -~ T}

Kadangi oc:T—lz >0, tai virpesiy kontiiro impulsiné peréjimo charakteristika, kai p;#p, ir
2
T, < 2T, , yra sinusoid¢, kurios amplitudé eksponentiSkai mazéja.

Kitaip tariant, vienetinis impulsas d(t), paduotas i tokio kontiiro i€jima, i§Sauks kondensatoriaus
itampos Uc ir srovés i silpnéjanéius sinusoidinius svyravimus.

Diuamelio integralais galima naudotis ir tuo atveju, kai pradinés salygos
néra nulinés. Tik tuomet dalinius Diuamelio integralus reikia pakeisti
bendraisiais.

Bendraji Diuamelio integrala galima gauti i§ Sio skyrelio pradzioje iSsivestos

t
Diuamelio formulés y(t)Z% I x(t)h(t—t)dt, naudojantis integralo diferencijavimo
0
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formule. Gauname y(t)= j%[x(r)h(t —T)]dT+X(t)h(t—t)%—x(0)h(t—0)i—?=

0

= jx(r)%[h(t —1)]dt+x(t)h(0)—x(0)h(t)-0 = jx(r)h'(t —1)dt+x(7)h(0).

t t
Sia  formule y(t)=x(t)h(0)+_[ x(t)h'(t — t)dt =x(t)h(0)+ I x(t)%h(t —71)dt
0 0
vadina bendruoju Diuamelio integralu.
t t
Kadangi Ix(r)h(t —1)dt= J x(1)x(t—r7)dr, tai bendrasis Diuamelio integralas
0 0

gali turéti ir kita forma: y(t) :% { h(v)x(t—t)dr=] %[h(r)x(t —1)]dt+h(t)x(t- r)%—

0
do 0 0
—h(0)x(t—0)—=h(t)x(0)+ | h(t1)—x(t—T)dT.
(0)x(t=0)—==h(x(0) {()at( )
Kai pradinés salygos yra nulinés, tai bendrasis Diuamelio integralas tampa
t t
daliniu: y(t)=x(t)h'(t—7)dr = [h(D)x'(t - T)d.
0 0

Apskaiciuojant sistemos iSéjimo trajektorija, naudotis peréjimo
charakteristikomis ir Diuamelio integralais netgi patogiau negu perdavimo
funkcijomis, nes tampa nebereikalingas jé¢jimo trajektorijos transformavimas j
jos atvaizda ir, kas svarbiausia, nebereikalinga iSéjimo trajektorijos atvaizdo
atvirkStiné transformacija j tg atvaizdg atitinkancia funkcija — originala.

Per¢jimo charakteristiky metoda galima taikyti ne tik tolydzioms, bet ir

n n-1
taip vadinamoms ,laiptuotoms“ funkcijoms x(t)=> a,u (t-kAt)=> {x[(k+1)T]-
k=0 k=0
—x(kT)} -u(t-kT).

Laiptuotos funkcijos pavyzdys parodytas 262 pav.
b4y 3

amn || :

M
2]
L' '

R —
0 1 2

3 4 5 & i B 9 10 11

-~V

262 pav.
Kadangi iéjimas u(t) transformuosis | h(t), tai tiesinio bloko reakcija i tokia

i¢jimo trajektorija x(t) bus y(t)=> a, h (t-kAt), kur At=T yra ,laiptuko trukme, o t
k=0
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kiekviename laiptuke, turinCiame numeri k, tenkina salyga (kAt<t<(k+1)At).
n—1
Vietoj i¢jimo trajektorijos x,(t)=> {x[(k+1)T]-x(kT)}u(t—kT) galima buvo
k=0

nagrineéti funkcija x,(t)=> {x(kT)-x[(k—1)TJ}u(t—kT) ir gauti i§¢jimo trajektorija
k=1

y2(t) =Z{X(kT)—X[(k—l)T]}h(t—kT) :

Laiptuotomis funkcijomis, pasirinkus pakankamai maza At, galima
aproksimuoti jvairias jéjimo trajektorijas, o po to, naudojantis peréjimo
charakteristika, rasti artutines iSéjimo trajektorijas. Tuo daZznai naudojamasi

praktikoje. Dar tikslesng¢ aproksimacija gautume pakeisdami x(t) i %[xl(t)ﬂ(z(t)] ir
. 1
gaudami y(t) =21y, (D+y, ().

1.11.13. Perdavimo funkcijy metodo taikymas diskre¢ioms
trajektorijoms. Z-transformacija

Perdavimo funkcijy bei peré¢jimo charakteristiky metodus galima taikyti ne tik
tolydzioms trajektorijoms (t.y. tolydzioms laiko funkcijoms), bet ir diskreCioms
funkcijoms, t. y. skai¢iy sekoms, sudarytoms i§ iéjimo ir i§¢jimo koordinaciy reikSmiy
tam tikrais laiko momentais 0; T; 2T; 3T; ...; nT; ..., kur T — laiko diskretumo kvantas
At. Tokiy trajektorijy vaizdavimui jsivesime taip vadinamaja z—transformacija, o
veliau parodysime jos rySi su Laplaso transformacija: z-transformacija yra diskretus

Laplaso transformacijos L[x(t)]ZJx(t)e_S‘dt analogas ir iSplaukia i§ pastarosios,
0

integravima pakeitus sumavimu, o integravimo elementa x(t)e *dt — sumavimo
elementu x(kT)e **"=x(kt)z", priimant, jog z=e™*".

Jei diskrecia jéjimo trajektorija sudaro jéjimo x(t) reikSmés (skaiciai):
x(0), x(T), x(2T), ..., x(KT), ..., tai z—transformacija perveda ta trajektorija (skai-
¢iy x(KT) seka) j jos atvaizda — kompleksinio kintamojo z=e*"=e """ daugianarj

X(2)=3 x(kT)z" . Tai Zymima taip: {x(kT)} < X(2), kur {x(kT)} — skaiiy x(kT)

seka, <=~ z—transformacijos (transformavimo) Zenklas, X(z)=Zx(kT)zk — skaiciy
k=0
sekos {x(kT)} z—transformacijos atvaizdas — z—transformacijos rezultatas.
Z—transformacija gali biiti taikoma skai¢ioms begalinéms ir baigtinéms bet
kokiy skaiCiy (racionaliy ir iracionaliy; teigiamy ir neigiamy; realiy, menamy ir
kompleksiniy) sekoms.
Baigtinés sekds {x(kT)}=x(0), x(T), x(2T), ..., x(mT) z — atvaizdu vadinamas

daugianaris X(z):Zx(kT)zk , kur m>0 — sveikas teigiamas skaicius.
k=0
Z—transformacijos pavyzdziai:

0;1;2;3;..n;, < Zkzk ;

k=0
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;1151 Z ZIL kadangi |z|<l;

k=0

1; 2; 3; 4,5, ... ; n; .. <—Z(k+1)z —Zkz +Zz —Zkz +1—:

k=0
=7y kz""' + ——Z—ZZ +—= Z—Zz + .4 1 P
P -z dzig dziz 1-z dzl-z 1-z
__z . 1
(-] -z (-2
1;2;4;8; 16; ... <—22k k—Z(zz)
k=0

1;2;1;0;3; —2; —1,15¢=— l+2z+z +374-27° —1,152 :
0;0;0; 0; —0,01 «=—=—-0,01z";
l; -le—1-z

1t 1l T (D e 2D 7 =3 ) =

€, €< —C—T2Z,

e—TM<€— e-T;

3-2i; 4; —2+5i; 3i; 3,142... ; 1 €= (3-2i)+HdzH(—2+51)27+3iz’+(3,142.. )z +2" ir
pan.

Nesunku jrodyti, jog z—transformacija, bidama Laplaso transformacijos
analogu, turi gana daug savybiy, analogiSky Laplaso bei Hevisaido

transformacijy savybéms. Tai nattiralu, nes transformacijos L[f(t)]|=F(s)= j f(t)e™dt
0

ir F(z):Zf(kT)e*SkT, kaip jau buvo minéta, skiriasi tik tuo, kad vienoje ju
k=0

naudojamas tolydzios funkcijos f(t)e ™ integravimas, o kitoje — analogiskos diskre¢ios
funkcijos f(kT)zk:f(kT)e_SkT reikSmiy sumavimas.

1. Z-transformacijos tiesiSkumo savybé

Kai a;=const, a,=const, {x;(kT)} <= X;(z) ir {x2(kT)} <= X1(2), kur k=0, 1, 2,
ey tai {alxl(kT)+a2xz(kT)}<+ 31X1(Z)+32X2(Z).

Ir bendrai: {Z aixi(kT)} <« >aX;@=>a,) x,kDz".

i=1 i=1 i=1 k=0

Z—transformacijos tiesiSkumo savybé iSplaukia i§ daugianariy tiesiSkumo
savybés ir lengvai jrodoma: {a;x;(kT)+ax»(kT)} < [a;x;(0)+ax2(0)]+[a;x(T)+
+apxo(T)]z+Hax1(2T)+asxa(2T)]2%+...=a x1(0)+a x1(T)z+a;x,(2T)z ... +asx,(0)+
+aox(T)z+ax,(2T)Z +.. =a, X1 (2)+a:Xa(2).

Analogiskai §i savybé irodoma bet kuriam démeny skaiciui n.

TiesiSkumo savybé pilnai sutampa su analogiSka Laplaso ir Hevisaido

transformacijy savybe: L[ Zn:aifi (1) ]:iaiL[fi(t)] ; H[ Zn:aifi(t) = Zn:aiH[fi (t)].

2. Postiimio (delsods, vélinimo, vélavimo) savybé
0, kai k<r

Kai r=const — sveikas teigiamas skaicius ir x[(k—1)T]= . tai
x[(k—r)T], kai k>,

X[(k-0) T} < 2"X(2).
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Si savybé taip pat pilnai sutampa su analogi§ka Laplaso ir Hevisaido
transformacijy savybe, kadangi z=e*" ir z"=¢ ™", kur rT ir yra delsa (vélinimas) t.

Postimio savybé lengvai irodoma: (x[(k—1)T]} €<= 0-2°+0-2'+0-2*+...0-2 '+
+x(0)Z+x(T)z" ' +x(2T)z" *+.. =2 [x(0)2"+x(T)z+x(2T)z*+...]=2" > x(kT)z* =2'X(2).

k=0

3. Skirtumo savybé

X(KT)—x[(k-DT]} < (1-2)X(2).

Si savybé¢ automatiSkai iSplaukia i§ pirmyju dvieju.

Pavyzdziui, pasinaudodami Siomis savybémis, rasime antrojo skirtumo
(skirtumy skirtumo) {x(kT)—x[(k—1)T]}— {x[(k—1)T]—x[(k—-2)T]} z — atvaizda.

Jis lygus [X(2)-zX(2)]-[zX(2)-2*X(2)]=X(z)(1-2)—2z(1-2) X (z)=(1-2)* X (Z).

Kaip matome, skirtumo savybé yra panaSi j Laplaso transformacijos
funkcijos — originalo diferencijavimo savybe: kai x(0)=0, tai L[%} =sL[x(t)]=
d*x(t)

dt?

Analogiskai gauname, jog n-sios eilés skirtumo z-transformacija yra
d"x(t)

=sX(s); kai x(0)=0 ir x'(0) =0, tai L{ }szX(s).

(1-2)"X(z), panaSiai kaip n-sios eilés iSvestinés

Laplaso transformacija,

esant nulinéms pradinéms salygoms, yra s"X(s).
4. Sumavimo savybé:

k
Nagrinésime sumy seka x(0); x(0)+x(T); x(0)+x(T)+x(2T); ...; D>.x(iT);
i=0

k+1 K n
> x(iT); ..., kurig pazymésime Zymeniu {ZX(iT)} , ¢ian gali biiti 1, 2, 3,... iki +oo.
i=0 i=0 k=0

Rasime tos sekos z — atvaizda.

{i x(iT)}n < x(0)2°+[x(0)+x(T)]z+H[x(0)+x(T)+x(2T)]z*+...+
+ i X(iT) 12%..+[ Z x(iT) 12"=x(0)(1+z+.. +2")+x(T)(z+2*+.. 42" +x2T)(Z*+.. +
+z“3+...+x(kT)(zk+zk1‘+...+z“)+...+x((n—1)T)(z“*‘+z“)+x(nT)z“.

Kai n=u, tai {Z x(iT)} < x(0)> 2 (D)7 QD) Y 2 +.+
k=0 i=0 = i

i=0

x(KT)Y 2 +..4x(mT) 3 7' +.2x(0) Y 2" +x(T)z Y 2" +xQT)2Y 2 +..+

i=k i=m i=0 i=1 i=2
+x(kT)ZY. 2™ +.4x(mD)z" Y 2™ +..=x(0) Y. 2" +x(T)z Y. 2" +x2T)Z* > 7' +..+
i=k i=m i=0 i=0 i=0
+x(kT)Z* i z' +..4x(mT)z" i z' +.= i z' [x(0)+x(T)z+x(2T)z*+...+x(kT)z"+...]=
i=0 i=0 i=0
=> z' X(2).
i=0

. ST I .o .o v .. .
Kadangi z=e *'<I, tai » z' — begalinés mazé&jancios progresijos suma, i§ kur
i=0
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o0

i¥plaukia, jog > 7' :i :
i=0 -

k ® 1
Todél gauname sumavimo formule {Z x(iT)} <« I—X(Z)’ atitinkan-
i=0 k=0 -z
¢ia Laplaso ir Hevisaido transformacijy funkcijos integralo atvaizdo formules:

¢ 1 ¢ 1
LI x(@de = LIxOL HI x(mde 1= HIxO]

Kaip matome, z-transformacijoje diferencijavima atitinka skirtumy
apskaifiavimas, o integravimg — sumavimas, atvaizdo daugyba ir dalyba iS
parametry s bei p Laplaso ir Hevisaido transformacijose z—transformacijoje
atitinka daugyba ir dalyba i§ 1-z.

5. Sasiikos savybé

{ixl(iT)-le(k—i)Tl} :{ixl[(k-i)r]-xz(i)T} < Xi(2)Xa(2).

i=0

Si savybé analogiska Laplaso transformacijos savybei L[x;(t)-x(t)]=
t t
= L[I X, (7)x,(t- ‘t)d‘ti| = L[I X, (t—71)x, (‘r)d‘r} =X1(8)Xx(8).
0 0

Irodysime $§ia z-transformacijos savybe, iSskleisdami atvaizdy sandauga
Xl(Z)Xz(Z).

X1(2)Xa(2)=[x1(0)+x1(T)z+x,(2T)z*+...4x1 (KT)Z"+...]-[X2(0)+x2( T)z+
+X2(2T)Zz+...+X2(kT)Zk+...]=X1(0)X2(0)+[X1(0)X2(T)+X1(T)Xz(O)]Z+[X1(O)X2(2T)+
+x1(T)x2(T)+x1(2T)x2(0)]2*+H[x1(0)x2(3T)+x1 (T)x2(2T)+x1 (2 T)xo( T)+x,(3T)x2(0) ]2+

+...+zkZk:xl(iT)-xz((k—i)T) +...=i[zk:xl(iT)-x2((k—i)T)}zk -
-3 [ixl((k—i)T)-xz(i)T)}zk.

k=0|_i=0

k 0 ) k
Kadangi {Z x,(1T)-x,[(k - i)T]} <> [Z x,(1T) - x, ((k - i)T)}zk , tai ir
i=0 k=0 k=0|i=0
k o0
gauname, jog {Z x,(1T) - x,[(k —i)T]} <—Xi(z)X2(2), t. y. gauname z—transforma-
i=0 k=0
cijos sasiikos formulg.
Laplaso ir z—transformacijos turi ir daugiau analogisku savybiy, kurias taip pat
nesunku irodyti, tatiau mums ¢ia uzteks jau irodyty penkiy savybiu.
Panasiai, kaip tolydzioms tiesinéms sistemoms, turincioms tolydzias (ar dalimis
tolydzias) i€jimo ir i8¢jimo trajektorijas x(t) ir y(t), buvo ivesta perdavimo funkcijos
Y(s)

W(s):m savoka, taip ir diskrefioms tiesinéms sistemoms, turincioms diskrecias

S

iéjimy ir iSé¢jimy trajektorijas {x(kT)} bei {y(kT)} su jy z — atvaizdais X(z) ir Y(z)
Y(z)

galima jvesti diskrecios perdavimo funkcijos W(z)=m savoka, vaizduojama
zZ
iSéjimo ir jéjimo trajektorijy z—atvaizdy santykiu.

Pavyzdziui, kai diskrecios sistemos S; ié¢jimo trajektorija {x;(kT)}={k}, kur k=0, 1, 2, ...
atitinka i8é¢jimo trajektorija {y,(kT)}={k’}, tai tos sistemos perdavimo funkcija
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ikz k Zkz k Zk(k Dz* +Zkz Zk(k l)z
Wl(z)—Yl(Z) k=0 — k=l k=1 —]+k=2

X,(2) Zw:kzk Zkz Zkzk Zkzk
k=1 k=1

ZZZk(k—l)Zk_z zd—ZZZk ZdZ[ 1]
1

=1+ —k=2 S e gy dzmz) 22 Tvz
© d& di 1 -z 1-z

2y kz¥1 =32k (j

é dzg dz\1-z

Analogiskai galime rasti kitos diskrecios sistemos S, perdavimo funkcija W,(z), jei Zinoma, jog
jos iéjimo trajektorija {x,(kT)}={k’} atitinka i§¢jimo trajektorija {y,(kT)}={k’}:
D kIS D k(k-D)(k-2)z" +3) kP2 -2 k2"
Wa(2)= Y,(2) _k=0 _k=3 k=0 k=0
X,(2) <

Z:kzzk f:kzzk
k=0 k=0
z3ik(k—l)(k—2)zk_3 —Zzikzk_l z3 ¢’ 32 k —ZZ—ZZ

_34 k=3 _ k=1 34 ZkO _
Zzik(k—l)zk_z-l-ZZka_l dzzzz +Z ZZ
= k=1
3d3(1J2d[1j 62> 2z
5, d2’\l-z) " dell-z :3+(1—z)4 (1—2)2:3+ 62’ —27(1-2)°  _
24 [ljﬂd[lj 222z 22 (l-z)re(l-2)
dz*\l-z) dz\l1-z (1—2)3 (1_Z)2
:3+4z2+4z—2:l+4z+22
1-2* 1-2°

Turédami sistemy S, ir S, perdavimo funkcijas W1(z) ir W,(z) ir i€¢jimy trajektorijas, galime
rasti ty sistemy i$éjimo trajektorijy atvaizdus, o po to — ir pacias i$¢jimy trajektorijas, atitinkancias bet
kokias diskrecias iéjimy trajektorijas, o ne tik tas, kurios buvo panaudotos perdavimo funkcijoms gauti.

Pavyzdziui, jei sistemos S; i¢jimo trajektorija bty ne {x;(kT)}={k}, o {xo(kT)}={k’}, tai jos

{éjimo  trajektorijos z-atvaizdas bity X(z)= Y k’Z" 218 k—Zk(k Iz +Zkzk— zzzk(k D22+
k=0 k=l k=l k=2

2
+ZZka1 2 d’ Zz +Z—ZkZ:‘)z =z? (+z+22+...)+zi(l+z+zz+.) 22;—(i]+

d( 1 j 2 2 1 z(1+z)
tz—| — |=2 +z =
dz\l-z) = (1-z)’ (-2 (1-2)°

. Tuomet sistemos S; i8¢jimo trajektorijos atvaizda Y(z)

l+z & Z‘<2 v _lz dl+2) _z(1+2)°

23 20 (-nt

Suradus Y(z), galima atlikti atvirksting transformacija ir rasti i$¢jimo trajektorija {y(kT)}.
Tam, kad bty galima atlikti atvirksting z—transformacija, reikia Y(z) pertvarkyti taip,

gautume, pasinaudojg lygybe Y(z)=W(2)Xx(z)=—

kad Y(z) tapty Z:y(kT)zk tipo polinomu, arba suskaidyti Y(z) | paprastesnes formules, kurias

k=0
biity galima pertvarkyti j polinomus. Nagrin¢jamu atveju pasinaudosime antruoju biidu.
2
Suskaide Y(z) i paprasty trupmeny suma z(l+z)4 = A il B >+ < 3 +£, ir
(1-2)" (-2 (-2 (-z)° l-z

. . . . 4
neapibrézty koeficienty metodu radg, jog A=4, B=-8, C=5, D=-1, gausime: Y(z)= 12 y —(1 )3
-z -z
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HI I B P 1

+ +5 - -
(1-2?2 1-z 6(1-2)* (1-2° (1-2? (1-2)

bei

o1 >k
Kadangi — = )=
g1 é n(1 z) a z)“*‘

dn ) . © Ken 1 =i 1 j _ k k-1 k k- 1
dz“sz kZ:: (k=1)(k=2)..(k—n+1)zK™ , tai ——— s dZ(l_Z 2 0z Z z Z z
Z(r+1)z = Zkz +Zz _4) :iizk :Zk(k—l)zk’zz

k=0 (- Z) dz (l—z)2 dz* & P

=i(r+2)(r+l)2r :irzzr +3irzr + 2?‘;r :ikzzk +3 ikzk +2Zw:zk
=0 =0 r= = = k=0
3 i Zk3zk +6Zk2zk++1lzkz +6Zz

(1-2)* d3

' ’ o0 o0
Todél gauname, jog Y(Z)— 3 2 8. 2 ;15 ! > - .2 Z K4 Z:kzzk +
(-2t 2 (-2 (-2 -z 3 k=0

-i-2 f:kzk +4 izk —4§:k22k -12 z:kzk -8 izk +5 i:kzk +5 izk —sz =— z:k3zk +
33 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 3
o Dk
k=0

wl»—‘

2
IS lygybés Y(z)— z:k3zk +— Zkz iSplaukia, jog {y(kT)}= { 1k}= k@k“+D) =0;
35 3.3 3 3
1; 6; 19; 44; 85; 146; 231; ...
Jei {x;(kT)}={k} buty sistemos S, iéjimas, tai tos sistemos i$¢jimo atvaizdas biity

1+4z+2° ikzk_l+4z+zz z 2’ +47° +z _ 157(1+72) 025

YEEWAXi2)= 1-z22 &2 1-7 '(l—Z)Z_(1+Z)(1—z)3 (-2 1-z

1025 —1 5218 kK_0,25 Zz +0,25 Z( 2), i§ kur iSplaukia, jog {y(kT)}={1,5k-0,25+

k? -1+ (-1
+0,25(-1) k}={%} =0; 1, 6; 13; 24; 37; 54; 73; 96;...

Nesunku pastebéti, kad Sivo atveju {y[(k+1)T]-y(kT)}=1; 5; 7; 11; 13; 17; 19; 23;..., t. y. visu
teigiamy sveiky skai¢iy, nedaliy skai¢iams 2 ir 3, seka, | kurig jeina ir visi paprastieji skaiciai.

Todél, jei i sekos {y[(k+1)T]-y(kT)} atvaizda Q —Y(2)= Y(z) ziurétume kaip i

Wi(2)Y(z), kur W3(z)=1_—Z — perdavimo funkcija, transformuojanti trajektorija {x(kT)} i trajektorija
z

{X[(k+1)T]—x(kT)}, tai bty galima sudaryti perdavimo funkcija W4(2)=W,(2)W;(z)=
3 1+4z+2%> 1-z _1+4Z+Z2

, kuri turéty trajektorija {k} transformuoti i trajektorija 1; 5; 7; 11; 13;

1-2° z z(1+z)
2 k4l 2 1k Nk
17:19; 23; 25; 29;. = S+ D =1+ D 6k7 1+ (=D | _ )5  3-CD [
4 4 2
Patikrinsime $ia hipotezg.
l+4z+27° & l+4z+z2 z 1+4z+72°
Y(2)=W4(2)X(2)=— Z = . == >
z2(1+2) (5 zl+z) (1-2)° (I+2)(1-2)
2
Isskaide Y(z) i paprasty trupmeny suma, gausime: I+dz+2 = 37 + L

(I+2)0(1-2* (1-2)> 1-z
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—3 Zkz +1 SZZ —OSZ( z) i8 kur rasime, jog S§io atvaizdo originalas {y(kT)}=

1+z
={3k+1,5—0,5(—1)k}={3k +%} =1;5;7;11;13; 17; 19; 23; 25; 29; 31;...

Reiskia, hipotezé, jog sistema S,, susidedanti i§ dviejuy nuosekliai sujungty sistemy S, ir S; su

l+4z+72% 1-
-7 7z

_( Nk
perdavimo funkcijomis W,= , transformuoja seka {k} i seka {3k + 3=CH (2 D } ,

yra teisinga.
Zinodami W(z) ir Y(z), galime iSspresti ir atvirkstinj uzdavini — rasti X(z).
Pavyzdiiui, rasime sistemos Ss, turinCios perdavimo funkcija W;s(z)=W,(z2)Wa(z)=

1+4z+
—# , 1&jimo atvaizda X(z) ir pacia i&jimo trajektorija {x(kT)}, atitinkancig i$¢jimo trajektorija

(1-2)*
{y(kD)}={Kk"}.

Kadangi  Y(z)= Zk3 k Zk(k D(k —2)z* +3Zk(k )z* +Zkz =7’ d’ (L}

k=0 k=0 = dz> \1-z
3 K3z~
,d* (1 d( 1 62> 62> z 22 +4z% +2 . Y(z) §
+3z —|— |tz —|= vid >+ 5= T, tai X(z)= = =
dz*\l-z) dz{l-z (l—z) (1-z) (1-2) (1-2) W(z) Wi(z2)
3 2 N2
_(Z7+4z" +z7)(1-2) Zkz i$ kur gauname, jog {x(kT)}={k}.

(1-2)*(1+4z+2%) (l—z) =
Jei 250-255 pav. tolydziy bloky perdavimo funkcijas W(p) pakeistume diskreciy bloky
perdavimo funkcijomis W(z), tai lengvai jrodytume, jog W(z) turi tas pacias savybes, kaip ir W(p)
bei W(s): nuosekliai jungiant blokus, ju perdavimo funkcijos sudauginamos, lygiagreciai jungiant
—sudedamos ir t. t.
Pavyzdziui, jei sudarytume sistema, panaudodami teigiamaji griztamaji rysi, kaip tai parodyta

1+z
263 pav., tai jos perdavimo funkcija We(z) biity lygi I Ww(l ()Z\?v ( )— l}rzz Tz _Z1(1+Z)
-Wi(2W;(2) | _ z
1-z z
=-zW,(z).
x(kT) kT
Wi(2) YD
X(z) Y(2)
Wi(2)
263 pav.

I daugiklj z galima Zzitréti kaip i elementaraus postiimio (vélinimo) bloko perdavimo funkcija, o
1 daugiklj (—z) — kaip | tokio vélavimo bloko, kuris papildomai dar keicia signalo Zzenklg, perdavimo
funkcija (zitir. 264 pav.).

x(kT) W) y(kT) - —y[(k—=1)T]
264 pav.
Nesunku jsitikinti, jog sistemy, pavaizduoty 263 ir 264 pav., perdavimo funkcijos
ekvivalendios. Pavyzdfiui, jei {x(kT)}={k}, tai Ye(z)= W(,(Z)Zkz “W(2) Zz(”f):
k=0 (1- Z) (I-2)
-y ?1(1;)2) _zgkzzk . i% kur isplaukia, jog {ye(KT)}=—(0; 0; 1; 4; 9; 16;..)=0; 0; —1; —4; —9; —16; ...

Ta pacia i8¢jimo trajektorija gausime ir naudodamiesi sistema, pavaizduota 263 pav.:
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Wi(z)-(-z) Z:kzk =— Z(Zl(l——;;) =— ZZ:k2 k =2(0+z+42°+92°+.. 2" +..)=
k=0 - k=0

=0-7"-47’- Y w(kT)e " '~ k2"~ =0-02-7-47-97'- K7~ i kur iSplaukia, jog
k=0
{~y[(k-1)T]}=0; 0; -1 ; —4; -9; —16; -25; ..., t. y. sutampa su ys(kT).
Jei sistema, pavaizduota 263 pav., turin¢iag perdavimo funkcija We(z), sujungtume lygiagreciai
z(z+1)

su sistema, turinéia perdavimo funkcija W,=zW(z)= , kaip tai parodyta 265 pav., tai gautume

sistema, kurios perdavimo funkcija biity lygi 0, t. y. sistemy Wy(z) ir W5(z) i§éjimai, biidami priesingy
zenkly ir lyglis savo absoliuc¢iomis reikSmémis, gesinty vienas kita ir bendras abiejuy lygiagreciai
sujungty sistemy i$¢jimas, esant bet kokiam iéjimui, biity lygus 0.

>W1(Z) %
X(z) | g Wa(2) >® Y(Z)>
l]\—W3(Z) e

~

265 pav.

I diskrecius blokus su perdavimo funkcijomis W(z) galima ziaréti kaip |
ESM realizuojamus programy modulius, transformuojancius skaiiy sekas —
iejimo trajektorijas {x(kT)} — | kitas skaiciy sekas — iS¢jimo trajektorijas {y(kT)}.
Pacios perdavimo funkcijos W(z) gali biiti interpretuojamos kaip transformavimo
algoritmy (transformavimo programy) z — atvaizdai.

Kaip jau buvo minéta Sio skyrelio pradzioje, z-transformacija gali biti taikoma
tiek begalinéms, tiek baigtinéms funkcijy-originaly reik§miy sekoms.

0 o0 o0 o0
Kadangi [z|<l, tai sumos » z*, Y kz*, > k’z", .., Y k"z", ... absoliuciai
k=0 k=0 k=0 k=0

konverguoja.

Absoliugiai konverguoja ir sumos ) f (kT)z", kai funkcijos f(t) absoliucioji
k=0
reikSmé [f(t)] nedid¢ja greiCiau uz eksponentg, t.y., kai funkcija f(t) tenkina
reikalavimus, keliamus funkcijoms-originalams, iSvardintus 1.11.5.1. skyrelyje.

Todél su z-atvaizdy eilutémis, nepriklausomai nuo to, ar démeny skaicius jose
yra baigtinis, ar begalinis, galima operuoti, naudojantis tomis paciomis taisyklémis,
kurios galioja sumoms, turin¢ioms baigtini démenu skaiciy. Skiriasi tik gaunami
rezultatai.

n+l n 1— Zn+l

o0

.. . 1 1-z . . 1

Pavyzdziui, sz =, 0 sz: , bet lim z* = lim =—— sutampa su
P 1-z P -z n—wi = oo |-z 1-z

k=0
Analogiskai gauname, jog i:kzk:i“kzk:zilkzk_1 :ziilzk :ZE(LJ: z 5
k=0 k=1 k=1 dzi 35 dz{l-z) (1-2)
D3 T P L | (1—z““]:Z,—<n+1>z“(1—z>—2(1—z““><—1>:
k=0 k=1 (= dzi 3 dz{ 1-z (1-2)
:Z.(n+l)z“+l —(n+1)z" +1-z"" :le—z“ —nz" (l—z):z(l—z")_nz““.
(1-2)° (1-2)* (1-2)% 1-z
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Gautas rezultatas skiriasi nuo

12 , taciau kai n—o0, tampa lygus pastarajam.
-z

n n
Analogijas galima testi, apskaiciuojant Z:kzzk , Z:k3'zk ir t. t., bei lyginant gautas sumas su
k=0 k=0

ikzzk :M ik?’zk :M lrt t
= (1-2°"5 (1-2)*

1.11.14. RySys tarp Laplaso ir z—transformacijy. Bloko, turincio
tolydzZig perdavimo funkcija, reakcija j impulsine jéjimo trajektorija.
Peréjimai nuo tolydziy trajektorijy ir perdavimo funkcijy prie
diskreciyjy ir atvirkStiniai peréjimai

Pasinaudodami {vestomis funkcijomis O(t) ir w(t) bei ju savybémis,
papildysime Zinias apie rySj tarp Laplaso ir z—transformacijy. Kartu su tuo
permesime dar vieng ,tiltuka* tarp diskreciy ir tolydZiy modeliy, parodydami, jog
galima sukurti bendra matematinj aparata, tinkantj ir diskretiems, ir tolydiems
procesams.

Rasime bloko, turinéio tolydZia perdavimo funkcija W(s), reakcija |

impulsing jéjimo trajektorija x*(t)=2x(kT)6(k—kT), sudaryta i§ tolydzios i¢jimo
k=0
trajektorijos x(t) reikSmiy taskuose t=kT (t.y. i§ diskreCios trajektorijos {x(kT)}
o o .. du(t
reikSmiy), suri$ty funkcija o(t)= di ) .

Kad Siek tiek geriau isivaizduotume funkcija x'(t), nustatysime kai kurias jos savybes,
iSplaukiancias i§ funkcijos 6(t—kT) savybiy. I§ funkcijos 5(t) apibrézimo iSplaukia, jog funkcija d(t) ir
jos integralas yra lygtis 0 visuose taSkuose, iSskyrus taska t=0, kur jos integralas lygus 1, ir todél

KT-At
(nepriklausomai nuo to, kokia maza bebuty |At| reikSmé), jei At>0, tai IS(t—kT)dt =0,

+00 kT+At kT+At
j §(t — kT)dt =0, j 8(t—KkTyde=1. lim j 8(t—kT)dt=1. Todél, kai O<At<T, gauname, kad
kT+At kT-At kT-At

kT+At

teiginys V, {[x (kT-At)=x"(kT+At)=0]A A[ j x*(t)dt =x(kT)]} yra teisingas teiginys.
kT-At

Rasime x(t) atvaizda L[x"(t)]=X(s)= jx *(t)e Mdt= j > x(KT)3(t~kT)e 'dt=
0 0k=0

x(kT){S(t—kT)e‘s‘dt =kZ:0x(kT) ! e_Stdu(t—kT):kZ:Ox(kT) [u(t—k"[)e*t:-l-

-3
k=0
+5 j u(t—kT)e*dt] =ix(kT)[0—0+ s j e ldt :-ix(ki)e*t\w = > x(kT)e ™" .
0 k=0 kT k=0 kT k=0

I§ gauto rezultato i¥plaukia: jei prisimintume, jog z=¢ ' ir gautose formulése
e’ pazymétume z, tai i§ X' (s) apskai¢iavimo formulés gautume X (s)=

ZZX(kT)Zk =X(z), t.y. impulsinés jéjimo trajektorijos X (t) Laplaso atvaizdas
k=0

X*(s) sutampa su atitinkamos diskrecios trajektorijos {x(kT)} z—atvaizdu X(z).
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Pereiti nuo tolydzios trajektorijos x(t) Laplaso atvaizdo L[x(t)]=X(s), kai X(s)
A(s)

yra daugianariy A(s) ir B(s) santykis X(s)—?, prie impulsinés trajektorijos
B(s

X*(t)=Zx(kT)8(t—kT) Laplaso atvaizdo LIx (H]=X(s), o po to — ir prie tos
k=0

trajektorijos taskus vaizduojancios skai¢iy sekos {x(kT)} z — atvaizdo X(z)=

=Y x(kT)z* =Y x(kT)e™" galima jvairiais budais.

k=0 k=0

Vienas praktiskai papras¢iausiy (taciau, deja, ne visais atvejais tinkamuy, nes ne
visada daugianario B(s) Saknys yra skirtingos) metody yra toks:

1) turima trajektorijos x(t) Laplaso atvaizda X(s):% iSskaidome |
S
elementariy trupmeny & suma Z— Cia s; — daugianario B(s) Saknys (jos Siuo
s—s i1 5—S;

atveju turi buti skirtingos), o a; — pastoviis koeficientai, randami i§ tapatybés

AG) z (pavyzdZiui, neapibréztyju koeficienty metodu);

B(s) Ts-s;
. a, o . -
2) elementariose trupmenose —— vardiklius s—s;, kur i=1, 2, ..., n, pakei¢iame
S—S,
i skirtumus 1-e*'z, t.y. i I-e""e™ " =1-e ™" ir sudarome suma Z ot kuri ir
11 - Z
yra ieSkomasis sekos {x(kT)} atvaizdas X(z):Zx(kT)zk .
k=0
Pagrisime $§j algoritma:
a. . ) .

1) trupmena —— yra funkcijos fi(t)=aje™ Laplaso atvaizdas, nes
K —s T —(s—s; a; —(s—st|” a;
Iaiesi‘e ‘dt :aije sl =g = T
0 S—s, 0 s—s,

2) todel X(s)= Z— yra funkcijos x(t)= Za e"' Laplaso atvaizdas;

3) zinodami X(t):ZaieSit , galime rasti Sia trajektorija x(t) atitinkandia

impulsing trajektorija X (t)= Zx(kT)S(t kT)= ZZa e 8(t—kT) ir jos Laplaso

k=0 i=1

atvaizda X'(s)= I(ZZa e 8(t~ kT)j =3 Ya et j6(t kT)e™dt =

k=0 i=l k=0 i=l

_ SN s;kT _ —st|®
=YY ae {u(t kT)e™|

k=0 i=l

Stdt} :iiaies‘” [O—O+s fe“dt} =
kT

k=0 i=]

k=0 i=l

>

—11 e

Zza e e lea Ze T = Za —(s S; )T
i= k=0

(T k=0i=l

—sT ’
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4) naudodamiesi $iame skyrelyje irodytu peréjimu nuo X (s) prie X(z),

. . §T
pakeisdami ¢°

Pavyzdziui, kai x(t)=a=const, tai X(s)=E=LO, ir, naudodamiesi ka tik apraSytu metodu,

s s-—
gauname, jog X' (s)= a‘ o= a T ir X(z):i. Tai sutampa su sekos {a} z — atvaizdu
1—e 0T ¢ 1-z
X(z)= Z azk =——
k=0
. bt . a . * a a . .
Kai x(t)=ae”", tai X(s)= R i§ kur X" (s)= S = N ir X(z)= G Tai
sutampa su sekos {a Okt } z — atvaizdu X(z)= Z acTZzk = abT
- l-¢e 'z
k=0
Kai x(t)=cos t, tai X(s)=—>— =22 + % e X0 405
SZ +1 s+i s—i l_e—(sﬂ)T 1_e—(s—1)T
iT —iT
- ?.’f — OTS — i X(2) O’fT + O’i 0,5 — JTTI * Z -
l-ee™ 1-e'e”® lI-ez l1-e'z l+z° —¢"z—¢e"'z
iT | AT
+
r_p® TC
2 1-zcosT . .
=0,5 T 3 . Tai sutampa su sekos {coskT} z — atvaizdu
) e +e  1+z° —2zcosT
l+z° -2z2———
2
X(2)=) coskT -z Z £=0,5 Ze‘kT 40,5 Ze“” k=
k=0 k=0 k=0
0,5 0,5 1-zcosT
+ —

_l—eiTz l—e_iTZ_l—zz—chosT.
Cia apraSytas metodas turi ta trikuma, kad jis tiesiogiai negali biiti
pritaikytas tam atvejui, kai lygtis B(s)=0 turi kartotiniy Sakny, nes tuomet

A(s) o : :
trupmena m tuo metodu negali buti iSskaidyta | elementariy trupmeny suma
S

a, _ L .
> — kur a; — pastovis koeficientai, nepriklausantys nuo s.
iz1 S—S;

Tokiais atvejais tenka naudotis kitais atvirkSting Laplaso transformacija
atliekanciais metodais (pavyzdziui, 1.11.6. skyrelyje aprasyta KoSi teorema bei
reziduumy apskaiciavimo formule), ir, i§ duotojo X(s) suradus x(t), po to sudaryti

impulsing funkcija x*(t):Zx(kT)S(t—kT) , apskaiCiuoti jos Laplaso atvaizda X*(s) ir
k=0
gauti X(z).
Pavyzdziui, kai X(s)— , kur A(s)=a=const, B(s)=s’, lygtis B(s)=0 turi dvi kartotines $aknis

SI’ZZO.

2-1
Naudodamiesi reziduumy formule x(t)= d A et (s—-0)*|= limi ae™ ],
2- 1)‘ R ds> |52 50 ds

gauname, jog x(t)=at (ka, zinoma, galé¢jome gauti ir paprasciau, pasinaudodami formule L[t]:i2 ), 18 kur
s
x'(t)=a »_kT3(t—KT) ir X'(s)= j{aZkTa(t—kT)}e‘“dt = aTZkIS(t—kT)e‘S‘dt =

k=0 oL k=0 k=0 o
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—aTZk u(t—kT)e ™ +sJ'u(t kT)e dt —aTstJ' e dt aTZke kT
k=0 0 k=0 kT

d z aTz
Todél X(z)=aT » kz* =aTz Y kz"' =aTz— z* =aTz———=—"2_
% Z z le -7 (1 _ 2)2

Gautas rezultatas sutampa su sekos {akT} z — atvaizdu X(z)= Zaszk =aT z:kzk .
k=0 k=0
Turédami X (s) ir W(s), galime rasti Y(s)=W(s)X (s), o taip pat ir y(t), t.y.
bloko, turin¢io tolydzia perdavimo funkcija W(s), reakcija 1 impulsing iéjimo
trajektorija x (t), kai pradinés salygos yra nulinés.
IS¢jimo trajektorija y(t) galima rasti jvairiais biidais:
1) naudojantis atvirkStine Laplaso transformacija y(t)z; I e"W(s)X"(s)ds,

t. y. naudojantis reziduumy apskaiciavimo formule;

2) naudojantis Diuamelio integralu y(t)=jx*(r)w(t—r)dr , nes W(s)X'(s) yra
funkciju x*(t) ir w(t) sasiikos atvaizdas; O

3) naudojantis ta bloko, turin¢io perdavimo funkcija W(s), savybe, jog jo
reakcija y(t) i poveiki x(t)=06(t) yra w(t), o i poveiki Zn:akS(t—kT) yra Zn:akw(t—kT) .

Pasinaudodami tre¢iuoju i$¢jimo traj ektorijosk :}Ol(t) gavimo bﬁdul::roasime, jog tuo

atveju, kai iéjimo trajektorija yra x*(t)=2x(kT)8(t —kT), bloko, turin¢io perdavimo
k=0

funkcija W(s), i§¢jimo trajektorija yra y(t)=> x(kKT)w(t —kT).
k=0

Dabar sudarysime impulsing funkcija y*(t):Zy(kT)B(t—kT), rasime jos

atvaizda Y (s)=L[y (t)] ir nustatysime jo sarysi su Y(z) =iy(kT)zk .

Miisy nagrinéjamu atveju, kaip esame ka tik gaVQ: y(t)=x(0)w(t)+x(T)w(t-T)+
HXQRT)W(t-2T)+.. 4x(kKT)w(t-kT)+.... Todél y(0)=x(0)w(0); y(T)=x(0)w(T)+x(T)w(0);
yR2T)=x(0)w2T)+x(T)w(T)+x(2T)w(0); ... y(kT)= Zk: x(T)w[(k-1)T]; ...

i=0

Istatq y(kT) reik§mes { y (t) formulg, gauname kad
y ()= ZZX(IT)W[(k DTP(t—KT) ir Y '(s)= ZZX(IT)W[(k DT] Ig(t KT)e " dt =

k=0 i=0 k=0i=0

:iix(lT)W [(k—i)T™* "= ZZX(IT)G Tk —i)Te ™ .

k=0 i=0 k=0 i=0
Naudodamiesi 1.11.13. skyrelyje iSvesta sasiikos savybe, gauname, jog

Y=Y X ™ wltk—i) Tk ™ = [Zx(kT)e ““Hiw&ﬂe'ﬂ:

k=0 i=0

=X"(s)-W'(s), kur W'(s)= jw (t)e™dt= jzw(kT)S(t kT)edt=

0 k=0
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['e]

zw(kT)jS(t kT)e™dt= Zw(kT)e w0 X (s)= jx (t)e™dt=

= [ > x(KT)3(t—kT)e™dt zx(kT)jS(t —kT)e™dt= Zx(kT)e’kTS
0 k=0 k=0
Tokiu budu gavome, Jog Y (s)=X"(s)-W'(s), kur diskretios perdavimo
funkcijos W(s) originalas w 0] yra gaunamas iS impulsinés peréjimo

charakteristikos w(t): w (t) Zw(kt)é(k—kT).

k=0

Jei formulése Y'(s), W'(s)-ir X'(s) pakeistume ¢! j z, tai gautume Y(z),
W(z) ir X(z), o taip pat ry$j tarp ju: Y(z)=W(z)X(z). Galioja ir atvirkstinis
peréjimas.

Gautos iSvados apie ry$j tarp Laplaso ir z—transformacijy iliustruojamos 266
pav., kuriame K; ir K; — momentiniai jungikliai, leidziantys, juos atitinkamais
momentais staigiai perjunginéjant, i§ tolydziy funkcijy x(t) ir y(t) gauti impulsines
funkecijas X (t) ir y'(t), o i§ atvaizdy X(s) ir Y(s) — atvaizdus X (s) ir Y (s).

K,

X(t) X Jw(s)|ly® o Ky o,
X(s) X(s) ® Y(s) > >/2 y%((t))E

Y (s
X (0 w(s) YO
X O *

[W(s)] . =W(2)
XKT)w () KT
X(z) Y(z)
266 pav.

Zinodami W(s), mes galime surasti ja atitinkan¢ia W(z). Tai galima padaryti,
suradus w(t) ir sudarius w*(t)=Zw(kT)8(t—kT) , 0 po to pereinant prie W (s) ir W(z),

k=0

kaip tai buvo ka tik parodyta.
Pavyzdziui, jei W(s)=L , tai w(t)=e ™ w (t)= > w(kT)d(t—kT)=
S+a k=0

= _al - —al —kTs S —(a+s 1 .
=Y e™8(t—kT); W (s)= IW (Dedt=3 e Mo =3 e M = et
k=0 k=0 k=0
W(z)= 1_ - ! , kur a=e¢ 7, t. y. W(z) gaunama i§ W' (s), pakeiciant ¢ ™ i z.
l-e*'z 1 oz’

Kai perdavimo funkcija sudétinga, tai ji pradzioje dekomponuojama
(pavyzdziui, | suma paprastesniy), o jau po to pervedama { W (s) ir i W(z), kaip tai
buvo parodyta X(s) pervedimo i X*(s) ir 1 X(z) atveju.

Kai nuo diskreéiy trajektorijy ir perdavimo funkcijy reikia pereiti prie
tolydziy (ar bent dalimis tolydZiy), tai tuomet naudojamasi interpoliacijos metodais.

Vienas i§ paprasCiausiy interpoliatoriy — fiksatorius. Jis perveda impulsing

trajektorija X ()= ix(kT)ﬁ(k— kT) | trajektorija X(t)= ix(kT){u(t —kT)-

k=0 k=0

—uft—(k+ 1)T]}, t. y. i laiptuotg funkcija, turincia Laplaso atvaizda
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X(s)= jx(t)eﬁ“dt jzx(kT){u(t kT)—uft—(k+1)T]le'dt=

0 k=0

- ix(kT){ [u(t-kT)e™dt— | u[t—(k+1)T]e‘Stdt} = ix(kT)l: [edt— Te_“dt} -

(k)T
ZX(kT)[——( st )kT +i(e—st )‘(’;H)T } _ ix(kT)[l(e_SkT _ e s(eT )} _

8

—-sT _
e > x(kT)e ™. Kadangi e *'=z, tai L[X(t)]——Zx(kT)Z/e =1—ZX(Z).
S k=0 S k=0 S
. S 1, kait>+0, L
Atsizvelgdami | tai, kad u(t)= ) nesunkiai galime isitikinti, kad
0, kait<-0,

laiptuotoji funkcija X(t) yra tokia funkcija, kurios reikSmé taskuose t=0, T, 2T, 3T, ...,
kT, ... (o taip pat ir intervaluose [0, T), [T, 2T), [2T, 3T), ..., [KT, k(T+1)), ...) sutampa
su funkcijos x(t) reikSme kaip tik tuose taskuose 0, T, 2T, 3T, ..., kT, ... .

Irodysime tai, apskai¢iuodami X(t) reikSmes taskuose t=0, T, 2T, ..., kT.

2(0) =3 x(KT) {u(0-KT)-u[0—(k+1)T]}=x(0-T) {u(0-0-T)-u(0-T)}+

+x(T) {u(0-T)-u(0-2T) +x(2T) {u(0-2T)-u(0-3T) }+...=x(0)(1-0)+x(T)(0-0)+
+x(2T)(0-0)+...=x(0);

()= x(KT) {u(T-KT)-u[T—(k+1)T]}=x(0-T) {u(T-0)-u(T-T)}+
x(T) {u(T=T)u(T-2T)+x(2T) {u(T-2T)-u(2T-3T) . =x(0)(1—1)+x(T)(1-0)+
+x(2T)(0—0)+...=0-+x(T)+0+0.....=x(T);

%(2T) = x(KT) {uTKT)-u[2T—(k+1)T]}=x(0-T) {u(2T-0)u(T-T)} +

+x(T) {uT-T)-u(2T-2T)}+x(2T) {u(2T-2T)-u(2T-3T)} +x(3T) {u(2T-3T)—
UQT-AT)H...=x(0)(1-1)+x(T)(1-1)+x(2T)(1-0)+x(3T)(0-0)+...=x(2T).

Analogiskai gausime, jog X(kT)=x(kT), nes X(kT)=) x(kT) {u(kT-kT)-
k=0

—u[kT—(k+1)T]}=x(0)(1-1)+x(T)(1-1)+...+x[(k—1)T](1-1)+x(kT)(1-0)+x[(k+1)T]x
x(0-0)+x[(k+2)T](0+0)+...=0+0+...+0+x(kT)+0+0+...=x(KT).
Tai ir jrodo teigini, kad taskuose t=0, T, 2T,... funkcija X(t)=x(t).

Rasime fiksatoriaus perdavimo funkcija V(s).

=T

I-e
t)e'dt KTs
o)=Y _X6) fra I
XV(S) X (S) IX (t)efstdt ZX(kT)efkTs S
0 k=0
267 pav. parodyta, kaip, naudodamiesi interpoliatoriumi, turin¢iu perdavimo
funkcija V(s), impulsing funkcija x*(t) galime pervesti i laiptuota funkcija X(t), kuria,
Y(s)
(

naudodamiesi bloku, turin¢iu perdavimo funkcija W(s)zX—
s

ir pervedanciu duotaja

1€jimo trajektorija x(t) i duotaja i$€jimo trajektorija y(t) bei pervedanciu impulsus d(t) 1
18¢éjimus w(t), o taip pat vienetinius Suoliukus u(t) i i8¢jimus h(t), galime pervesti |
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funkcija y(t)=fx(kT){h(t—kT)—h[t—(k+1)T]}. Tos trajektorijos Hevisaido
k=0
atvaizdas H[y(t)]:Zx(kT)e_ka(l—e_pT)W(p) tenkina formule Y(p)=W(p)X(p),
k=0

nes X(p)=H[E()]=3 x(KT)e " (1-e").

Naudodamiesi perjungéju K,, ji staigiai jjungdami ir tuoj pat staigiai
1$jungdami, 1§ funkcijos y(t) gausime impulsing i§¢jimo funkcija y (t).

x(t) . _ _
X)L X0 o [FO g [T

267 pav.

Nesunku jrodyti, jog vietoje sistemos, parodytos 267 pav., galima nagrinéti
ekvivalencia jai sistema, parodyta 268 pav.

X (1) - W(S)T y'(®
X*(S)E-I‘e ;{ s Yy

X(t) \ll—l [W(S)} y*(t)
X(z) 4 s 1| Y(2)

268 pav.

Cia {W( )} =H'(s)= jh (t)e™'dt= Zh(kT)js(t kT)e ™dt = Zh(kT) kTS

S

Blokas, turintis perdavimo funkcija [ﬁ} , gaunamas, sujungus bloka, turinti
S

perdavimo funkcija M, su impulsiniu perjungéju K,, sujungianciu (ir tuoj pat
S
i§jungianciu) Sio bloko i8¢jima su visos sistemos i$¢jimu momentais t=0, T, 2T, 3T, ....
Siame skyrelyje apraSytas matematinis bei techninis aparatas leidZia
permesti ,tilta® tarp sistemy, turiniy tolydy, ir sistemy, turinfiy diskrety
kalendoriy, vaizduoti sistemy funkcionavimo trajektorijas tolydZiomis,
impulsinémis ir laiptuotomis funkcijomis.

1.11.15. Perdavimo funkcijy metodo taikymas stacionariems
stochastiniams procesams. Koreliaciniai atvaizdai

Perdavimo funkcijomis galima naudotis, nagrinéjant ne tik determinuotas
tolydzias ir diskrecias, bet ir stochastines trajektorijas.

Kai determinuoto bloko, kurio perdavimo funkcija yra W(s) (ar W(z)), iéjimo
trajektorija yra stochastiné, tai jéjimo ir iSéjimo trajektorijy atvaizdai bei juy
vidurkiy atvaizdai X(s), X(2), Y(s)=W(s)X(s), Y (z)=W(2)X(z),
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o0 +00

0 N
M,(s)=| ( | x(t)f(x)dee-“dt, Mx(z)=2%2xi(kT)zk, M, (s)=W(s)M,(s),

0\ - k=0 i=1
My(z2)=W(z)M\(z) randami analogiSkai, kaip ir determinuoty trajektorijy
atvaizdai.

Suradg stochastiniy i$¢jimo trajektoriju bei ju vidurkiy atvaizdus, naudodamiesi
misy jau iSnagrinétais atvirkStiniy transformaciju metodais galime rasti ir pacias
18¢jimo trajektorijas bei jy vidurkius.

Kadangi stochastiniai procesai, turintys tuos pacius vidurkius ir tas pacias
dispersijas, gali zymiai skirtis, tai vien tik vidurkiy ir dispersiju Zinojimo dar
nepakanka stochastiniy procesy apibiidinimui. Gana daug informacijos apie stochastini
procesa gali suteikti koreliacijos tarp stochastinio proceso charakteristiky, apskaiciuoty
skirtingais momentais t; ir t, tyrimas ir autokovariacijos bei autokoreliacijos
funkcijy sudarymas. Todél Salia jau minéty stochastiniy i€¢jimo ir i§¢jimo trajektorijy
bei jy vidurkiy atvaizdy naudojami dar ir taip vadinamieji koreliaciniai atvaizdai.

Tarkime, jog turime N stochastinio proceso realizaciju {x"(kT)}, {x“(kT)},
oy XK, ., (xXNKT)), kur k=0, 1, 2, 3,.... Rasime vidurkio my(kT) jvert

N
=ﬁ1x(kT):§Z x™(KkT) ir ,individualiy® stochastiniy trajektorijy nuokrypius nuo

n=1
jo: ¢ (kT)=x"(kT)-m_(kT), kur n=1, 2, ..., N; k=0, 1, 2, ....
Po to apskaiCiuosime Kkovariacijos jver¢ius ¢ _(i,j): ¢ (i,))=

N
:%Zf(xn)(i"[‘)f(xn)(j’f) ,kuri=0, 1, 2, ..., j=0, 1, 2, ....

n=l
Kai stochastinis procesas stacionarus, o Siame skyrelyje nagrinésime tik
tokius procesus, tai kovariacijos @x(i,j) reikSmeés priklauso tik nuo indeksy i ir j
skirtumo r, t. y. ox(i, j)=yx(i-j)=yx(r).
N
Kovariacijos koeficienty seka yra simetring, nes @, (i,j)=§2£ﬁf)(iT)£§“)( iD=

n=l
N
%Zf&“’(jw?)(m =, (. 1). Todél y(n)=yi(-1).
n=1
Nulinis kovariacijos koeficientas yy(0) vadinamas dispersija. Kai N yra
N
nedidelis skai¢ius, tai vietoje dispersijos jveréio (O)z%ZEi‘”(iT)E&")(iT)=
n=1

N
:%Z[E(X“) (iT)]2 daznai naudojamasi taip vadinamaja nepastumtaja dispersija bei jos

2
1verciu .

L3 (ewam)

Koreliaciniu stacionaraus stochastinio jéjimo proceso (stacionarios
stochastinés jéjimo trajektorijos) z atvaizdu vadinama Lorano eiluté

Y\ (z)= Z\V,‘(r)zr , 0 taip pat funkcija, | kurig Si eiluté konverguoja.

r=—o
Stacionaraus stochastinio proceso koreliacinio atvaizdo W(z) apskaic¢iavimui
tikslinga pasinaudoti jau minétaja kovariacijos koeficienty simetriSkumo savybe.

I§ pradziy apskaiCiuojamas W '(z)=Y wy (r)z'. Po to apskai¢iuojamas
r=0
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Y (2)= Dy, (n)zZf =W (z")—yx(0) ir galy gale, randamas Kkoreliacinis
r=—1
stochastinés jéjimo trajektorijos atvaizdas W,(z)=¥'" (2) + ¥ (2).
Pavyzdziui, rasime stochastinio proceso, kurio kovariacijos koeficientai yra y,(r)=o, kur |o|<1,
koreliacinj z atvaizda:

z 1
D YP@)=Na'z = ;
) Y@ ZO —

— _ 1 o
2) Y@= () (O —— 1=
— oz zZ—a

3) (2 1 a  (I-a?)z
ooz z—oc_(l—ocz)(z—ot).

Nesunku irodyti, kad koreliacinis stacionarios stochastinés trajektorijos
atvaizdas, kaip ir determinuoty trajektoriju atvaizdai, turi tiesiSkumo savybe, t. y. jog
stacionariy nepriklausomy stochastiniy procesy sumos Kkoreliacinis atvaizdas
lygus ty procesy koreliaciniy atvaizdy sumai.

Taip pat galima jrodyti (ziur. [117]), jog iSéjimo trajektorijos koreliacinis
atvaizdas W,(z) yra lygus W(z)W(z ) ¥,(z).

Tai leidzia, Zinant jéjimo trajektorijos koreliacinj atvaizda, rasti i§¢jimo
trajektorijos koreliacinj atvaizdg.

3z(1+1,4z)
(1-0,62)(1+0,92)
0,6z
(1-0,52)(z-0.,5)"
sistemos iS¢jimo trajektorijos koreliacinis atvaizdas ‘¥',(z) bus lygus W(Z)W(z H¥,(2), t. y.
¥ (2)= 3z(1+1,4z)3(z +1,4)0,6z _
Y (1-0,6z)(1+0,9z)(z—-0,6)(z+ 0,9)(1-0,5z)(z - 0,5)
B 54z°(1+1,42)(z +1,4)
T (1-0,62)(1+0,9z)(z - 0,6)(z + 0,9)(1 - 0,52)(z—0,5)

Zinodami stochastinés i$¢jimo trajektorijos koreliacini atvaizda W,(z), galime rasti
kovariacinius i8¢jimo trajektorijos {y(kT)} koeficientus y,(r).

Tarkime, jog mes norime surasti stochastinés i$é¢jimo trajektorijos, kurios koreliacini atvaizda
¥(z), naudodamiesi formule Y¥,(z)=W(z)W(z W,(z), ka tik gavome, kovariacinius koeficientus Wy(1).

Pavyzdziui, kai sistemos, turin¢ios perdavimo funkcija W(z)= 1¢jima veikia

stacionarus stochastinis procesas, kurio koreliacinis atvaizdas yra Wy(z)= tai tos

2
Trupmena Wy (z)= >4z (1+1.4z)(z+1.4) suskaidysime |
(1-0,6z)(1+0,9z)(z-0,6)(z+ 0,9)(1 - 0,5z)(z - 0,5)
. A(l-a?)z
paprastesniy trupmeny ——————— sSuma.
(I-az)(z-a)

Tokia paprastesnés trupmenos forma pasirinksime butent todél, kad tuo atveju, kai y,(r)=Adc.’,

kur |a|<1, koreliacinis Sios iS¢jimo trajektorijos atvaizdas yra W(z)= \Py) (2) +‘P§’) (z):Z:\uy(r)zr +

r=0

> _ i > n 1 1 A(l-0?)z
+ Dz (0= Aa'z" +> Aa'lz | —Aa’=A +A -A= )
;Wy()( )[ ¥(0) Z(; ; ( ) -0z l-az' = (I-—az)(z-a)
Ai(1-af)z

Trupmena Y¥y(z) miisy nagrinéjamu atveju suskaidysime i tris trupmenas kur

(I-o;2)(z—a;) '
,=0,6; 0,="0,9; a3=0,5, o pastoviis koeficientai A;, A,, A; gali buti surasti neapibréztyju koeficienty
metodu iS tapatybés:

54z°(1+1,42)(z +1,4) _ A(1-06°)z LA 0,9%)z
(1-0,62)(z-0,6)(1+0,9z)(z+0,9)(1-0,5z)(z-0,5) (1-0,62)(z—0,6) (1+0,9z)(z+0,9)
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A,(1-0,5)
(1-0,52)(z-0,5)
trajektoriju  sumos, kurioje tos paprastesnés trajektorijos turi koreliacinius  atvaizdus

A, (1-0,6> ~0,92 A;(1-05°

1( ) )Z , l{’y (Z)= A2(1 0a9 )Z , \I_,y (Z) — 3( s ) ,

(1-0,62)(z—0,6) : (1+0,9z)(z+0,9) } (1-0,5z)(z-0,5)
jog i8¢jimo trajektorijos kovariacijos koeficienty jver¢iai yra  (r)=y, ()t (1) +yy ()=
=A1(0,6)+A5(-0,9)+A5(0,5)".

Belieka surasti neapibréztyjy koeficienty A, A,, A; reikSmes. I§ jau minétos tapatybés
gauname tapatybe A;-0,64z(1+0,9z)(z+0,9)(1-0,52)(z—0,5)+A,-0,19z-(1-0,62)(z—0,6)(1-0,5z)(z—0,5)+
+A5-0,752(1-0,62)(z-0,6)(1+0,92)(z+0,9)=5,47°(1+1,4z)(z+1,4), i§ kurios i$plaukia 5 lygéiy sistema su 3
nezinomaisiais.

Dél dauginamujy struktiiros simetrikumo abiejose tapatybés pusése koeficienty sumos prie z°

sutampa su koeficienty sumomis prie z, o taip pat koeficienty sumos prie z* sutampa su koeficienty
sumomis prie z-. Todél i§ 5 lyg&iy nepriklausomos bus tik 3 lygtys:

—-0,288A, +0,057A, —0,405A; =0
0,1408A, - 0,2717A, +0,1035A, =7,56..
0,872A, +0,437A, +1,0362A; =15,984
ISsprendg Sig lygciy sistema, gausime: A=115,21, A,~1,70, A;=~81,83; \Ify(r) =115,21-(0,6)"+
+1,7-(-0,9)-81,83-(0,5)".
Istate | ﬁ/y(r) vietoj r nuli, gausime dispersijos fvertj \IJY(O) ~35,1. Padalij¢ autokovariacijos

Tai reiskia, kad mes ieSkosime i$¢jimo trajektorijos kaip trijy paprastesniy

¥y (2)= i§ kur iSplaukia,

funkcijos wyy(r) ivertj \i/y(r) i§ dispersijos vercio \I/y(O), gauname autokoreliacijos funkcijos
V(1) vert £ (r):tvy(r)
vy (0) T, (0)
Galima iSspresti ir atvirkStini uzdavini: suradus kokiu nors budu i$¢jimo trajektorijos
kovariacijos koeficientus, sudaryti i$é¢jimo trajektorijos koreliacini atvaizda, o po to, pasinaudojant
nagrinégjamo bloko perdavimo funkcija W(z), rasti i&jimo trajektorijos koreliacini atvaizda

r, (r)= ~3,28-(0,6)+0,048-(~0,9)2,33-(0,5)".

Y, (z
‘PX(Z)=L)1 , 1§ kurio galima gauti ir pacius {é¢jimo trajektorijos kovariacijos koeficientus.
W(2)W(z™)
2
Pavyzdziui, Zinodami, kad ‘W,(z)= >4z7(1+147)(z +1.4)
(1-0,62)(1+0,9z)(z - 0,6)(z + 0,9)(1 - 0,5z)(z - 0,5)
-1 -1
W(z)= 3z(1+1,4z) . galétume gauti, jog W(z)= 3z (11+ L4z ) = 3(z+1,4) ’
(1-0,62)(1+0,92) (1-0,627 J1+0,9271) (z—0.6)(z+09)
Yy (2) 0,6z . e . L .
Yi(z)= = , 1§ kur, pastebéje, jog Siuo atveju a=0,5, ir pasinaudoj¢ lygybe

W()W(z') (1-0,52)(z—0,5)
A(1-0)z=0,6z, galétume rasti kovariacinius jé¢jimo trajektorijos koeficientus iy (r)=Aa'=A-(0,5)'=
0,6
1-0,5%
atveju yra 1,(r)=(0,5)".
Prie stochastiniy procesy ir ju kovariaciniy ir koreliaciniy funkcijy nagringjimo griSime
1.14.12.3.2. skyrelyje.

-(0,5)"=0,8-(0,5)" ir jos dispersija y,(0)=0,8. I&jimo trajektorijos autokoreliacijos funkcija Siuo

1.11.16. Matricinés perdavimo funkcijos

Kai tiesiné sistema turi keleta jéjimy ir iSéjimy, tai, kaip jau buvo parodyta
1.11.9. skyrelyje, galima rasti kiekvieno {¢jimo i poveikio i i§¢jima j daling perdavimo

funkcija Wj;(s) ir i$¢jimo trajektorijy yj(t)y=>y ;i (D) sudedamuyjy daliy yj;(t) atvaizdus
i=1
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Y;i(t)=W;i(s)Xi(s), o po to ir iS¢jimo trajektoriju y;(t) atvaizdus Yj(S)ZZYjJ(S):
i=l

=W, 6)X,6).

Sia procedira galima formalizuoti ir unifikuoti, jvedant matricinés
perdavimo funkcijos savoka. Naudojantis matricinés algebros aparatu, i$¢jimy
atvaizdy Yj(s) gavimo procediira galima apraSyti kompaktiSskiau ir ty atvaizdy
apskaifiavima galima lengviau kompiuterizuoti, pritaikant standartiniy programy
paketus (pavyzdziui, MAPLE, MATHCAD ir pan.).

Tarkime, kad sistemos, turin€ios n j&jimy x; ir m i§¢jimy y; peréjimy ir i$¢jimy
funkcijos yra tiesinés vektorinés funkcijos:

%=f(2(t),>?(t))=A2(t)+Bi(t) , Y=0(z,Xx)=Cz+DX kur

X(t) =(x1(t), Xa(t), ..., Xi(t), ..., Xn(t))" — {&jimy reikdmiy vektorius stulpelis,
y(t) =(yi(t), y2(t), ..., ¥i(t), ..., ym(t)" — i8&jimy reik§miy vektorius stulpelis,
Z2(t) =(z1(t), zo(1), ..., Z(t), ..., z(t))" — biiseny reiksmiy vektorius stulpelis,
A — pastoviy koeficienty ay o matrica, turinti r eiluciy ir r stulpeliy:

au; am; al,r

A_ _ a'21’ a2,2’ aZ,r
_(ak,q) _ _ I

a’r,l; ar,2; arr

B — pastoviy koeficienty by ; matrica, turinti r eilu€iy ir n stulpeliy:

LIFHELIPS b,
B—(b )_ b,;; by, oo by,

—\Mk,i/ T _ _ _ _ ’
b,; b, .. b,

C — pastoviy koeficienty c;y matrica, turinti m eiluc¢iy ir r stulpeliy:
Ciis Crps oo €y
Cyis Chny wn C

2,1° 2,20 2,r

C= (c ik )= - I P
cm,l; Cm,Z; Cm,r

D — pastoviy koeficienty d;; matrica, turinti m eiluciy ir n stulpeliy:
d,;; d,; ... d

1,n
D=, ) 7 B
dm,l; dm,Z; dm,n

Ivykde vektoriniy peré¢jimo ir i8¢jimo funkciju Laplaso transformacija,
integruodami kiekviena ty funkciju skaliarini komponenta, gausime:

sZ(s)—z(0)=AZ(s)+BX(s),
Y(s)=CZ(s)+DX(s)

Pazymejg vieneting kvadrating rxr matrica Zymeniu I,, kur
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I, 0, 0 ... 0; O

0o I, 0 .. 0, O

0 0 L, ... 0, O
I= ,

0o 0 0 ... 1, O
0 0, 0, ... 0; 1
gausime i3 lygybés sZ(s)—AZ(s)=BX(s)+Z(0) lygybe (sI.—A)Z(s)=BX(s)+Z(0),

7 T, Tl e T Ty
Ty, STAg, Ty e T8y, Ty,
—a,, —a;,, S—a;., ... —a . —a
: 300 325 330 3010 3
kur matrica sI, — A =
T T8 T8 e STA s T,
_ar,l; _ar,2; _ar,3; _ar,r—l; S_ar,r

Kai §i matrica nesinguliari, t. y., kai s#A;, kur A; — matricos A nuosavi skaiciai,
ir kai nagrinéjamoji sistema tenkina pradines nulines salygas z(0) :6:(0, 0, ..., 0), tai
Z(s):(slr —A)'BX(s), kur (sI—A)"' matricos (sL—A) atvirkitiné matrica, tenkinanti
salyga (sI—A) ' (sL~A)=L..

Istate Z(s) i lygybe Y(s)=CZ(s)+DX(s), gauname Y(s) =(sL—A) " BX +

+D5((s) , 18 kur W(s)z% =C(sI~A) 'B+D — matrica, turinti m eiluéiy ir n stulpeliy
S

ir nepriklausanti nuo j¢jimo trajektoriju bei ju poky¢iu. Si matrica ir vadinama
tiesinés sistemos, turincios n jéjimy ir m i§é¢jimy, matricine perdavimo funkcija.
Ja sudaro dalinés perdavimo funkcijos W;;(s):
Wii(s); WiL(s) . W,(8)
W,,(65); W,,(s); ... W, (s
Wi W Waal® 20 |

Woi(®) Won () o W, (8)

Sudaugine §ia matrica su jéjimo vektoriaus atvaizdu — vektoriumi X(s),
gausime i$éjimo vektoriaus atvaizda — vektoriy Y(s), o po to, naudodamiesi
atvirkStine transformacija, — ir i$¢jimo trajektorijy vektoriy y(t).

Tuo atveju, kai mus domina tik iSé¢jimo trajektorijuy y(t) vektorius y(t) ir
nedomina dalinés perdavimo funkcijos, vietoje matricos W(s)=C(sl—A)'B+D galima
apsiriboti matricos C(sL—A)'B radimu ir y(t) apskai¢iuoti, naudojantis formule
y(t)=L[C(sI, —A) ' BX(s)]"' + DX(t).

Pailiustruosiu matricinés perdavimo funkcijos radimo algoritma ir i$éjimo
trajektoriju vektoriaus atvaizdo Y(s) ir paties vektoriaus y(t) radima konkreciu

pavyzdziu.
Tarkime, kad n=3 ir X=(x;, X5, X3)'; m=2 ir y=(y;, y»)'; =2 ir Z=(z,, z2)", Z (0)=(0, 0);
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X (t)

dz(t) L 2) (z(t) L, 2 3
m =Az(t)+BXx(t) = (2’ IJ'(Zz(t)J—{% % J» xzig ,ty
X3

dz, (1)
dt

=21()F222()+x1 () +2x2(6) +3x3(1),

% 221t 3 (O 2xa0)+xs(0):

§=Ca(t)+ DX(1) I, -1 Z, N 1, 2,1 *1
=Lz X = . -l X s
Y -1, 2)\z) (25 1, 2 2
X3
t. Y. Vi=Z1—ZotX 2% K3, Yo=—21 122, H2% +X0+2X;3.
. o1 [(s-1 =2\ (120 3) (1 2 1
Tuomet W(s)=C(sl, —A)~ B+D= . . +
-1; 2 -2; s-—1 3 021 2; 1; 2
_ I, -1 1 s—1;, 2 I, 2, 3 N I, 2; 1 _
L 2) s-n2-a 2 os-1) 3% o2 01) 20 o2)
3 1 I, -1 s+5; 2s+2; 3s—1
2053 =1 2 3s—1; 2s+2; s+5

1 [—2s+6; 0; Zs—6j
. +

252_25_3 5s—7; 2s+2; —s+11
2 2 _
s —4s+3; 2 s° -9 S 1; 2 s+3
s -2s-3 s2-2s-3 |_ s+1 s+1

Tl 2s24s-13 sP-1 2525545 | 287 +s—13  s—1 25’5545

>

s2-2s-3 s2-2s-3 s2-25-3 (s+D-3)" s=3" (s+D(s-3)

Pereidami nuo lygybés ?(s):W(s))—((s) vektorinés formos prie skaliarinés matricinés formos,

-1 +3
vo | s 2 s |[RO
gauname lygybe: [ : ] = 2 S+ 2 St ‘| X,(s)|, 18 kurios iSplaukia
Y, (s) 28" +s—13  s—1 28" —5s+5

+1)(-3) s-3  (s+D)(s-3)) K30
skaliarinés lygybéS'
s+3

1(s)—— Xi(s)+2Xy(s )+— Xs(s)= (1 - %) Xi(s)+2Xy(s)+ (1 + ilj X;(8)=Xy(s)+
s+

XD~ XX Vo= 2 X 9 25

5s—7 2 s—11
= {2 + —(S N 1)(5 . 3)} 1(S) (1 + Sj Xz(S)+ (2 - —(S n 1)(5 . 3)\} X3(S).

Ivykdg atvirksting Laplaso transformacija, gausime:

1
yi(0) L[—Sixl(sw 2 ﬂs)} X, (042 %5 (1) +X5(1),

-1
5s=17 2 s—11
t)=L X, (s)+ X, () ———————X5(s) | +2x;(t)+x,(t) +2 x5(t).
ya2(t) {(s+1)(s—3) 1(s) s_3 2(8) (s+1)(s-3) 3( )} (D) +X,(1) 3(1)
Ta pati rezultata buitume gave greiciau, pasinaudodami formule
J(t)=L[C(sI, —A) "' BX(s)]"" + DX(t) .

Matrica C(sI,—A)'B mes jau esame gave, skai¢iuodami matrica W(s):

-2 N 2
—2s46,  0;  2s—6 T ’ ] ,
C(slA)Y B= | s=6)_| s+l , st ke
§2-25-3 | 5s=7; 2s+2; —s+11 -7 2 —s+
(5+1)(s-3) s-3 (s+1)(5-3)
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-1

-2 0; 2 X, (s)
karto gauname y(t) =L 5sstl7 > _21111 |1 X5 () +DX(t).
+D)(s-3) s=3 (s+D)(-3)) \X:0)

Zinoma, ta patj perdavimo rezultata buvo galima gauti ir nesinaudojant
matricine perdavimo funkcija.
I8 skaliariniy perdavimo funkcijy, pereinant prie atvaizdy ir atsizvelgiant, kad 2(0):6: (0,0),
galima gauti algebriniy lygciy sistema:
SZ,(s) =Z,(s)+2Z,(s)+ X, (s) + 2X, (s) + 3X;5(5),
{SZ2 (5)=2Z,(8)+Z,(s)+3X,(s) + 2X,(s) + X5(5).
ISsprendg Sig sistema Z,(s) ir Z,(s) atzvilgiu, gauname:

Z,(s)= [(s+5) X (s) H(2s+2) X, (s) +(3s-1) X5(s) ],

(s-1)> -4

Z,(s)= [Bs—=1)X,(s) H(2s+2) X, (s) + +(s+5) X5(s) ]

(s—-1)* -4
I§ skaliariniy i$¢jimo funkcijy, pereidami prie juy atvaizdy, gauname formules: Y (s)=Z;(s)—-
—Z5(8)+X1(s)+2X5(s)+X5(8), Ya(s)=Z1(s)+2Zx(s)+2X (s)+Xx(s)+2X;5(s), 1 kurias, istat¢ gautas Z(s) ir
Z,(s) iSraiSkas, surandame atvaizdu Yi(s) ir Y,(s) priklausomybe nuo X;(s), Xs(s), Xs(s):
(s+5)X;(8)+(25+2)X, (s)+(B3s—DX;(s) (Bs—DX;(s)+(25+2)X,(s)+(s+5)X5(s)

Yi(s)= 7053 7 e 3 +X,(s)+

s? —4s+3 s -9 s—1 s+3 .
F2XAS)HX(s)= (s+1)(s-3) Xi(s)F2Xa(s)+ D63 Xz(S)—m X1(S)+2X2(s)+m X;5(s);
Yy(s)= (545X, (S)+(2S;- DX, (9)+Bs=DX5() (35—1)X1(s)+(252+ X5 () +(+5)X5(5)

s —2s-3 s2_2s_3
F2X(8)FXa(8)F2X5(s)= G DX, )G er 2)2X2 (; JrEHDXG) 4% 1()TXa(8)+2X5(s)=
s°—2s—
282 +5-13 s—1 282 —55+5

= m Xi(s)+ - Xo(s)+ m X5(5).

Naudojantis matricine perdavimo funkcija, lygéiy sistemos sprendimas ir
lygybiy pertvarkymai, istatant i jas gautus sprendinius, pakeifiami standartiniais
veiksmais su matricomis, kuriuos patogu atlikti kompiuteriu.

1.11.17. Perdavimo funkcijy ir peréjimo charakteristiky metody
vaidmuo sistemotyroje, ty metody taikymo apribojimai

Perdavimo funkcijy ir peréjimo charakteristiky metodai gana gerai iSvystyti ir
placiai taikomi. Ypatingai placiai jie taikomi automatinio valdymo sistemy
projektavime ir jy funkcionavimo nagrinéjime. Taciau reikia pastebéti, jog Siy metody
taikymo sfera potencialiai yra siauresné, negu tiesioginio iSoriniy ir vidiniy
matematiniy modeliy taikymo sfera, nes perdavimo funkcijy metoda galima taikyti
tik tada, kai tenkinamos dvi svarbios salygos.

Pirma, tam tikrus apribojimus i$Saukia reikalavimas tenkinti pradines nulines
salygas, o tai visiSkai nebitina, taikant tiesioginio iSoriniy ir vidiniy modeliy
panaudojimo metoda. Zinoma, §j reikalavima, taikant perdavimo funkcijy ir peréjimo
charakteristiky metodus, galima ,apeiti“, ta¢iau tuomet formulés tampa
gremeézdiskesnés ir sumazeja perdavimo funkcijy bei peréjimo charakteristiky metody
patogumas.

Antra, ir tai svarbiausia, perdavimo funkcijy ir peréjimo charakteristiky
metodai remiasi procesy tiesiSkumo savybe, o juk ne visi procesai yra tiesiski.
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Pavyzdziui, kaip jau buvo parodyta 1.11.8. skyrelyje, priklausomybé¢ tarp
hidrodinaminés sistemos 18¢jimo ir i¢jimo trajektorijy, esant fiksuotoms pradinéms
salygoms, negali buti iSreikSta tiesine diferencialine lygtimi, ir santykis tarp tuy
trajektoriju atvaizdy keiciasi, keiCiantis iéjimo trajektorijoms. Todé¢l, suradg to
santykio reikSme¢ kokiai nors i¢jimo ir ja atitinkanciai i$¢jimo trajektorijai, mes
negalime tuo pasinaudoti kitos i$é¢jimo trajektorijos, atitinkancios kita (€jimo
trajektorija, apskaiciavimui.

Kitas pavyzdys — daugybos blokas, vykdantis operacija y(t)=x;(t)xa(t), kur x;(t)
ir xp(t) — nepriklausomos dvieju to bloko i¢jimo trajektorijos, o y(t) — i$¢jimo
trajektorija, vaizduojanti dydziu x;(t) ir x,(t) sandauga. Daugybos blokui taip pat
negali egzistuoti pastovi charakteristika lygi 18¢jimo ir iéjimo atvaizdy santykiui. Ir
tokiy pavyzdziy galima parinkti labai daug. Juk sistemotyra ypa¢ domina kaip tik
netiesinés sistemos.

Tuo tarpu iSoriniy ir vidiniy matematiniy modeliy ir eksperimenty su jais
metoda galima taikyti bet kokiems procesams: tiesiniams ir netiesiniams, tolydiems ir
diskretiems, o taip pat ir misSriems, apraSomiems analizinémis ir loginémis
funkcijomis, lentelémis ir grafikais, determinuotiems ir stochastiniams, tenkinantiems
bet kokias pradines (nebiitinai nulines) ir kraStines (pavyzdziui, kai matematiniai
modeliai apraSomi diferencialiniy lygciy su dalinémis iSvestinémis sistemomis)
salygas. Be to, iSoriniy ir vidiniy matematiniy modeliy metodas vienodai patogus tiek
tiksliyjy, tiek ir artutiniy skai¢iavimo metody taikymui, kas labai svarbu modeliuojant
ir analizuojant sudétingy sistemy funkcionavima.

IS to, kas Cia pasakyta, nereikéty perdém skeptiskai vertinti perdavimo funkcijy
ir peréjimo bei amplitudiniy daznuminiy ir faziniy daznuminiy charakteristiky metoduy.
Tais atvejais, kai tuos metodus galima taikyti, jie leidZia Zymiai paprasciau rasti ir
analizuoti sistemy funkcionavimo trajektorijas, o taip pat spresti visa eile kity
uzdaviniy (idomiy ir naudingy $iy metody taikymo pavyzdziy gausu literatiiroje: zitr.,
pavyzdziui, knygas [114, 115, 116, 117, 118, 119, 120, 121, 122, 123, 124, 125]).
Labai svarbu, jog mnetiesiniai modeliai gali buti aproksimuojami tiesiniais
modeliais.

Lygindami objekty iSorinius matematinius modelius ir 1§ ju gaunamas

perdavimo funkcijas, kada tie modeliai yra tiesiniai ir santykis ? , nepriklausydamas
S

nuo X(t), tampa paties nagrinéjamo objekto charakteristika, galime pastebéti idomia
savybe: iS objekto tiesinio iSorinio matematinio modelio jo perdavimo funkcija
visada gaunama vienareikSmiskai, o turint perdavimo funkcija ir jvairiai
pasirenkant tai, ka laikysime objekto biisena, galima gauti skirtingus iSorinius
matematinius modelius. Kitaip tariant, atvirkStinis peréjimas nuo perdavimo
funkcijos prie iSorinio matematinio modelio ne visada yra vienareikSmiskas, nes i$
galimy skirtingy iSoriniy to paties objekto matematiniy modeliy galima gauti tik viena
ir ta pacia perdavimo funkcija.

Pavyzdziui, 1§ diferencijavimo grandelés per¢jimo funkcijos

_x(H)-z(b)
T

dz(t) _
da

ir 18¢jimo funkcijos y=x-z, eliminuojant biisena z, vienareikSmiskai

dy(H) _dx(t) _y(t)
dt dt

iSplaukia diferencialiné lygtis , 1§ kurios vienareik§miskai gaunama

975



Y(s) Ts
X(s) 1+Ts
perdavimo funkcijos prie iSorinio matematinio modelio ir i$¢jimo funkcijy néra
vienareikSmis: skirtingai pasirinkdami  dydZzius, kuriuos laikysime biisenos
koordinatémis, o taip pat skirtingai pasirinkdami ty dydziy matavimo vienetus bei
matavimo kryptis, mes galime gauti peréjimo ir i8¢jimo funkcijas, kurios skiriasi savo
forma.

Pavyzdziui, nesunku isitikinti, kad matematini modeli, kuriame peréjimo

funkcija yra ?=—X(t)—? ir i8¢jimo funkcija yra y=x+%, atitinka ta pati

perdavimo funkcija W(s)= Tuo tarpu atvirkstinis peréjimas nuo

Ts

1+Ts

Taciau §ig perdavimo funkcijy savybe nederéty laikyti perdavimo funkcijy
metodo truikumu. Galime teigti net atvirkS¢iai: perdavimo funkcija
charakterizuoja tokia nagrinéjamo objekto savybe, kuri nepriklauso ne tik nuo
jéjimo trajektorijos X(t), bet ir nuo to, kaip bus pasirenkama ir matuojama
objekto biisena Z(t) bei kaip ji keisis, priklausomai nuo jéjimo X(t) ir nuo to,
kokia ta biisena buvo iki tol. Tai reiskia, kad perdavimo funkcija yra svarbi objekto,
turincio tiesini matematini modelj, invarianté, glaustai charakterizuojanti pagrindiniy
to objekto savybiy visuma. Gaila tik, kad tokios invariantés egzistuoja ne visoms, o
tik tiesinéms sistemoms. Tai ir yra pagrindinis perdavimo funkcijy ir peré¢jimo
charakteristiky metody taikymo apribojimas.

perdavimo funkcija W(s)=

1.11. skyriaus santrauka

1.11. skyriaus pagrindiné paskirtis — supazindinti studentus su sistemy iSoriniu bei vidiniu
funkcionavimu ir su to funkcionavimo matematinio aprasymo bei sisteminés analizés metodais.

Sistemos iSorinj funkcionavimg vaizduoja jos jéjimy, iSéjimy ir fazinés trajektorijos,
matematiSkai apraSanéios sistemos iéjimo, i$éjimo ir busenos vektoriy koordinaciy reikSmiy
priklausomybg nuo laiko.

Sistemos vidinj funkcionavimg vaizduoja sistemos elementy bei jos posistemiy i&jimuy,
i8¢jimy ir fazinés trajektorijos, matematiskai aprasancios sistemoje vykstancius procesus.

Sistemos i¢jimy trajektorijos nustatomos pasyviy eksperimenty metu, t.y. stebint
egzistuojancios sistemos funkcionavima, arba gali biiti pasirenkamos, atliekant aktyvius eksperimentus
su sistema.

Sistemos i$¢jimy ir fazinés trajektorijos taip pat gali biiti nustatomos eksperimentaliai, taciau,
turint sistemos deskripcini ar normatyvini modeli bei zinant sistemos prading biisena ir jos ié&jimy
trajektorijas, jos gali buiti apskaiéiuotos, t. y. iSvestos teoriskai.

Siame skyriuje parodytas faziniy ir i§éjimo trajektorijy apskaidiavimas diferencijavimo
grandelei, hidrodinaminei sistemai, baigtiniam determinuotam automatui ir gamybinés jmonés medziagy
sandéliui.

Sistemos vidini funkcionavimg vaizduojancios tos sistemos elementy trajektorijos taip pat gali
biiti nustatomos pasyviyjy ir aktyviyjy eksperimenty metu bei gali biiti apskaiciuotos, turint sistemos
vidini matematini modeli ir zZinant jos prading biisena bei jos iéjimy trajektorijas.

Siame skyriuje parodytas sistemos elementy i¢jimuy, iS¢jimu ir faziniu trajektorijy
apskaiCiavimas diferencijavimo grandelei, medziagy sandéliui, baigtiniam determinuotam automatui ir
dvejetainiam nuoseklaus veikimo sumatoriui.

Nagrinéjant determinuoty objekty iSorinj funkcionavima, nesunku jsitikinti, jog determinuoto
objekto iSéjimo trajektorija, esant fiksuotai to objekto pradinei biisenai, vienareik§miskai
priklauso nuo objekto jéjimo trajektorijos.

Kai determinuotas objektas yra dar ir tiesinis, o jo pradiné biisena z (0) yra lygi 0, tai ta
priklausomybg pavyksta iSreikSti matematiskai kaip objekto i$¢jimo ir j€jimo trajektorijy tam tikry
integraly santyki, vadinama tiesinio objekto perdavimo funkcija.
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Kad studentai is¢jimo trajektorijy apskaiciavimui galéty naudotis perdavimo funkcijy
metodu, jie supazindinami su operacinio skaifiavimo pagrindais — su Laplaso bei Hevisaido
transformacijomis ir ty transformacijy savybémis.

Laplaso transformacija vadinamas kokios nors tolydzios ar dalimis tolydzios funkcijos f (t),

galinCios didéti ne grei¢iau negu eksponentiskai, Laplaso atvaizdo L[f(t)]= f f(t)e ™dt gavimas.
0
Funkcija f (t) vadinama to atvaizdo originalu arba pirmavaizdziu.

Analogiskai gaunamas tos funkcijos Hevisaido atvaizdas H[f{(t)]= pjf (t)e P'dt.
0
Laplaso ir Hevisaido transformacijos turi visg eilg svarbiy ir naudingy savybiy, leidzianciy ne
tik formalizuoti tiesiniy determinuoty objekty i$éjimo trajektorijy apskaiciavima, bet ir suvesti tiesiniy
diferencialiniy, integraliniy bei integrodiferencialiniy lygé¢iuy bei juy sistemy sprendimg i algebriniy
lygéiy bei jy sistemy sprendima.
Svarbiausios ty transformacijy savybés yra $ios:

1) tiesiSkumo savybé: L{Zn:akfk(t)}:zn:akL[fk(t)], H{iakfk(t)}iakﬂ[fk(t)];

k=1 k=1 k=1 k=1
2) originalo diferencijavimo savybeé: L[f'(t)]=sL[f(t)]-£(0), H[f'(t)|=pH[f (t)]- pf(0) ;
i§ Siy formuliy iSplaukia apibendrinancios formulés:
LIE™ (6)]=s"L[£(t)]-s"£(0)—s"2£'(0)—s">£"(0) —...—sf "2 (0) - £ " (0),
HE™ (0)]=p"HIf ()] -p"f(0)—p"'f'(0)—p"*£"(0) —...—p*t " (0)—pf " (0);

kai funkcija — originalas f(t) ir jos iSvestinés tenkina nulines pradines salygas f(0)=f(0)=f"(0)=...=
=f""1(0)=0, tai originalo diferencijavimo formulés supaprastéja: L[f™(t)]=s"L[f(t)], H[f"(t)]=p"H[f(t)];

3) originalo integravimo savybé: L[If (z)dz] =1L[f (t)], H[ f f (z)dz] =1H[f (t)] H
0 S 0 p

4) sasiikos savybé: L[jfl (1)-f,(t— r)dr} = L{Jfl (t-1)-1f, (‘C)d‘t] = L[fl (t)]- L[f2 (t)] ,
0 0

t t
H[jﬁ (1), (t—r)dr}:H[ | fl(t—r)-fm)dr}=%H[f1<t)]-H[fz<t)];
0 0

5) vélinimo savybé: L[f(t—1)-u(t—1)|]=e"L[f(t)] H[f(t—1)-u(t—1)]=c P"H[f(1)].

Kai determinuotas objektas yra tiesinis, t. y. kai jo peréjimo ir i§¢jimo funkcijos yra tiesinés:
@:Ax(t)—sz(t), . . . o .

dt kur A, B, C, D yra konstantos, tai tuo atveju, kai pradiné biisena z (0) yra lygi 0,

y()=Cx(t) +Dz(t),
sL[z(t)]=AL[x(t)]+BL[z(t)],
Lly(t)]=CL{x(t)]+DL[z(t)].
L[y(t)] Cs+DA-BC
L[x(t)] s—B
tiesinio determinuoto objekto iSé¢jimo ir jéjimo atvaizdy santykis yra argumento s funkcija,
priklausanti tik nuo objekto iSorinio matematinio modelio konstanty A, B, C, D ir todél esanti
vienoda visoms galimoms to objekto jéjimo ir ta jéjima atitinkancioms iSéjimo trajektorijuy
poroms.

pereidami prie Laplaso atvaizdy, gauname: {

I§ Sios algebriniy lygéiy sistemos gauname, jog , t.y. gauname jog

Ta funkcija I}:{yg;} vadinama objekto perdavimo funkcija ir Zymima W(s). Ja galima zZyméti
X

H[y(t)] Cp+DA-BC
H[x(1)] p-B
raide s pakeistas | Zzyméjima raide p.

ir W(p), nes W(p)= skiriasi nuo W(s) tik tuo, kad joje argumento zZymeéjimas
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Is formulés %:W(S) iSplaukia formulé L[y(t)][=W(s)L[x(t)], leidzianti labai paprastai
X
gauti i8éjimo trajektorijos y(t) atvaizda L[y(t)] (arba H[y(t)]=W(p)H[x(t)]), atitinkant] bet kuria objekto
iéjimo trajektorija x(t).

Taciau norint gauti ne tik i$éjimo trajektorijos atvaizda, bet ir pacia i$¢jimo trajektorija, reikia
moketi atlikti atvirkSting Laplaso (arba Hevisaido) transformacija, t. y. mokéti rasti funkcija —
originala, atitinkancia duotajj (gautaji) jos atvaizda.

Sia atvirkitinés transformacijos procediira, kai atvaizdai yra elementards bei tipiniai, galima
atlikti naudojantis tiesioginés transformacijos formulémis atvirksStine tvarka, panaSiai kaip
gaunamos kai kurios integravimo formulés, naudojantis diferencijavimo formulémis.

Kai atvaizdai yra sudétingi, galima juos skaidyti | elementariy atvaizdy sumas, naudojantis
neapibréZtyjy koeficienty metodu bei Hevisaido teoremomis.

Taciau ne visada $iy metody pakanka. Pavyzdziui, kai ieSkomo originalo f(t) Laplaso atvaizdas

L[f(t)] yra tokia funkcija F(s):Fl—((s)), kurios vardiklis F, (s):l_[(s—sk)mk yra toks, jog lygtis F»(s)=0
28 k=1
turi kartotiniy Sakny s=sy (t. y. tokiy Sakny, kuriy eilé m,>1), tai tenka naudotis reziduumy formule.
[rodyta, jog tuo atveju, kai limF(s)=0, funkcija — originala, Zinant jos atvaizda F(s), galima
S—0

— (mk—l)!ﬁskdsmk—w F, (s)

Reziduumy formule galima taikyti ir Hevisaido transformacijai:

r my -1 _ my

(=Y L im ¢ F®)e-py) e |1, kur mg=1, p=0, 0 py, kai k=1, 2, ..., 1, yra lygties
Sl my —Dloondp™| pFy(p)

F,(p)=0 saknys, tarp kuriy gali bati ir kartotiniy, nes m>1. Svarbu tik, kad H[f(t)]=F(p) tenkinty salyga

lim @:O .

p—>© p

Taciau ir reziduumy formulés aprépia ne visus galimus atvejus. Pavyzdziui, kai atvaizdas F(p)
turi Sakojimosi tasky, tai apskai¢iuodami f (t) turime i§ aukS¢iau pateiktos reziduumy sumos atimti
suma kontliriniy integraly, gaunamy apeinant Sakojimosi taskus taip, kad jie likty ty kontiiry iSoré¢je.

Kaip jau buvo minéta, operacinis skaiiavimas taikomas ne tik perdavimo funkcijy ir sistemy
i8¢jimo trajektorijy apskaic¢iavimui, bet ir tiesiniy diferencialiniy, integraliniy ir integrodiferencialiniy
lyg€iy ir ju sistemy sprendimo suvedimui | algebriniy lygc€iy ir jy sistemy sprendima.

Siai temai skiriamas specialus 1.11.7. skyrelis, kuriame pateikti tokiy lygéiu ir ju sistemy
sprendimo pavyzdziai. ISnagrinétas ir toks pavyzdys, kuriame jéjimo trajektorija x(t) pateikiama ne
analizinéje, o grafinéje formoje, dél ko tenka atsizvelgti | vélinimo fakta ir naudotis atitinkamomis
formulémis, iSvestomis 1.11.5. skyrelyje, skirtame operacinio skai¢iavimo ivadui.

1.11.8. skyrelyje, naudojantis iéjimo ir iSéjimo trajektorijy atvaizdy savokomis, ivedama
perdavimo funkcijos savoka ir apskaiciuojamos tokiy tipiniy bloky kaip diferencijavimo grandelés,
integravimo grandelés, elektromagnetiniy virpesiy kontiiro, idealaus stiprintuvo, idealaus integratoriaus,
idealaus diferenciatoriaus, léto reagavimo grandies bei forsavimo grandies perdavimo funkcijos,
nagriné¢jamas svorinés sumos gavimo blokas.

1.11.9. skyrelyje nagriné¢jamos perdavimo funkcijy savybés, leidziancCios rasti nuosekliai ir
lygiagreciai sujungty bloky bei bloky su neigiamais ir teigiamais griZtamaisiais rySiais perdavimo
funkcijas, o taip pat dalines perdavimo funkcijas schemose, turinciose kelis i¢jimus ir kelis i§¢jimus.

Wi (s)
1+ Wi (5) W, (5)”

r my —1 F _ my
apskai¢iuoti naudojantis formule: f(t)zZ{ L jimd ( 1865y e“}}

ISvestos formulés W(s) :HWi (s), W(s)= Z:Wi (s), W(s)=
i=l i=1

A\ (S) — Wl (S)
1=W,(s)W,(s)
sudétingy sistemy projektavime.

1.11.10. skyrelyje perdavimo funkcijy metodas taikomas elektromagnetiniy virpesiy kontiiro
funkcionavimo sisteminei analizei. Tos analizés metu nustatomos salygos, kurioms esant kontiire
vyksta monotoniniai procesai, gestantys harmoniniai nuosavi svyravimai, priverstiniai svyravimai
ir rezonansas, apskaiciuojamos kontiire vykstan¢iy procesu charakteristikos. ISnagrinétas pavyzdys gali
buti taikomas ne tik elektromagnetiniams, bet ir visiems bet kurios prigimties svyravimams, nes jie
aprasomi izomorfiskomis formulémis.

gali buti taikomos sudétingy sistemy perdavimo funkcijy apskaiciavime ir
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1.11.11. ir 1.11.12. skyreliuose aprasomas i$ perdavimo funkciju metodo iSplaukiantis
peréjimo charakteristiky metodas, ivedamos impulsinés peré¢jimo charakteristikos w(t) ir peréjimo
charakteristikos h(t) savokos ir iSvedamos Diuamelio integraly formulés.

Sistemos impulsine peréjimo charakteristika w(t) vadinamas tos sistemos atsakas (sistemos
i8¢jimas) | impulsinj poveiki (sistemos iéjima) 6(t)=u’(t), kai sistemos pradiné biisena z(0)=0. I §io
apibrézimo iSplaukia, jog impulsinés peréjimo charakteristikos Laplaso atvaizdas yra tos sistemos

perdavimo funkcija, t. y., jog L[w(t)]=W(s)= Liy(®) .
L{x(1)]

Sistemos peréjimo charakteristika h(t) vadinamas tos sistemos atsakas (sistemos i$¢jimas) i
i€jima x(t), lygu vienetiniam Suoliukui u(t) tuo atveju, kai sistemos pradiné biisena z(0)=0. I§ Sio
apibrézimo iSplaukia, jog peréjimo charakteristikos h(t) Hevisaido atvaizdas yra lygus sistemos
perdavimo funkcijai, t. y., jog H[h(t)]=W(p).

Tarp peréjimo charakteristiky w(t) ir h(t) egzistuoja sarysis, kurj matematiskai isreiSkia formulé
w(t)=h'(t)+h(0)5(t).

Naudojantis peréjimo charakteristiky metodu iSvedama bendroji Diuamelio integralo

t t
formulé y(t) = x(t)h(0)+.[x(r)h’(t—‘r)d'r = x(0)h(t)+ j h(t)x'(t—t)dt bei daliniy Diuamelio integraly
0 0
t t t t
. . d d
formulés:  y(t)= j x(t—1)w(t)dt= j X@w(t-de ir y(=_ j h(r)x(t—r)dr:aj x(V)h(t-1)dr,
0 0 0 0
galiojancios tuo atveju, kai pradinés salygos yra nulinés.

Diuvamelio integralai leidzia apskai€iuoti sistemos i§¢jimo trajektorija y (t), Zinant jos i¢jimo
trajektorija x (t) ir jos peréjimo charakteristika, tiesiogiai, nesinaudojant Laplaso ar Hevisaido
transformacijomis. Tai reikSmingai palengvina i$é¢jimo trajektorijos y (t) apskaifiavima, nes leidzia
iSvengti atvirkstinés transformacijos, t. y. funkcijos — originalo, atitinkancios duotaji atvaizda, radimo
operacijos, kuri neretai blina gana sudétinga.

1.11.11. skyrelyje irodoma, jog tuo atveju, kai sistemos i¢jimas x(t) yra harmoniniai

)

svyravimai, t. y., kai x(t)=Asin(ot+¢,), x(t)=A, cos(ot+@, ) arba x(t):Axei(m”‘px , tai sistemos

i8éjimo trajektorija y (t) susideda i$ dvieju dalin: y(t)=y(t)—y(t), kur y(t)=W(im)x(t) a — nusistovéje
priverstiniai svyravimai, o y(t)=x(t) _[ e_i"”w(r)dr — silpstantis pereinamasis procesas, kuris
t

ilgainiui uzggsta. Todél po kurio laiko sistemos iSéjimo trajektorija sudaro nusistovéje priverstiniai

i(ot+ey)

svyravimai y=A e . Tuos svyravimus (ju amplitude A,, ciklinj daZznj o ir prading fazg @)

apskaiCiuoti gana paprasta. Tereikia sudauginti du kompleksinius dydzius: i€jimo trajektorija
x(t):Axei(“’”q’X) ir sistemos amplitudine — fazine charakteristika W(io).

Kadangi dviejy kompleksiniy skaiiy sandaugos modulis lygus dauginamyjy moduliy
sandaugai, o sandaugos argumentas — dauginamyjy argumenty sumai, tai A =A, ~|W(i(;))|:
Im W(ic)

ReW(io)

Amplitudinés — fazinés charakteristikos W(im) modulis /W(im)/ vadinamas amplitudine
dazZnine charakteristika, o jos argumentas arg W(io) — fazine daZnine charakteristika. 1.11.11.
skyrelyje pateiktas $iy formuliy iSvedimas ir Siy charakteristiky apskaiiavimo pavyzdys. 1.11.12.
skyrelyje parodyta, jog peréjimo charakteristiky metoda galima taikyti ne tik tolydzioms, bet ir
»laiptuotoms“ funkcijoms.

1.11.13. skyrelyje jvedama z — transformacijos savoka ir apraSomas perdavimo funkijy
metodo taikymas diskrecioms trajektorijoms.

Pavyzdziui, jei diskrecia iéjimo trajektorija sudaro to i€¢jimo x(t) momentiniy reikSmiy seka —
skaiciai x(0), x(T), x(2T), ..., x(kT), ..., tai iéjimo trajektorijos z — transformacija X(z) — trajektorijos x(t)

=A, -\/[ReW(i(u)]2 4—[ImW(i(u)]2 ;0 @y =0, +y=0¢, +argW(in)=¢, +arctg

atvaizdas — yra kompleksinio kintamojo z=e*' daugianaris X(z):Z:x(kT)zk . Tai zZymima taip:
k=0

(KD, €—=X(2), kur {x(kT)J;, — skai¢iy seka x(0), X(T), x(2T),..., x(kT), ..., €— — z-
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transformacijos zenklas, X(z) — skai€iy sekos {x(kT)}fZO z-atvaizdas Z:x(kT)zk =Z:x(kT)e_SkT .
k=0 k=0
1.11.13. skyrelyje pateikti z — atvaizdy sudarymo pavyzdziai ir aprasytos z — transformacijos
savybés, kurios yra analogiSkos Laplaso ir Hevisaido transformacijy savybéms, tik diferencijavimas
pakeiciamas skirtumo apskaiciavimu, o integravimas — sumavimu.
Y(2)

Analogiskai jvedama ir perdavimo funkcija diskreioms sistemoms: W(Z):X()
V4

f:y(kT)zk

_k=0
D x(kT)z"
k=0

atvirkstinés z-transformacijos pavyzdziai.

Parodyta, kad perdavimo funkcijos W(z) turi tas pacias savybes kaip ir perdavimo
funkcijos W(s) ir W(p): jungiant blokus nuosekliai, perdavimo funkcijos dauginamos, jungiant
lygiagreciai — sudedamos ir t. t.

1.11.14. skyrelyje parodoma, kad tarp z-transformacijos ir Laplaso transformacijos egzistuoja
ne tik 1.11.13. skyrelyje aprasytoji analogija, bet ir tiesioginis rysys, leidziantis gauti i§ Laplaso atvaizdy
z-atvaizdus ir atvirksciai: nuo diskreciy trajektorijy ir perdavimo funkcijy pereiti prie tolydziy (ar bent
dalimis tolydziy) trajektorijy ir perdavimo funkciju.

Algoritmizuojant peréjima nuo Laplaso atvaizdy prie z — atvaizdy jsivedama impulsinés
trajektorijos savoka.

, pateikti perdavimo funkciju W(z) apskaiCiavimo ir jy taikymo pavyzdziai, taip pat

Pavyzdziui, impulsiné jéjimo trajektorija x"(t)= ZX(kT)ﬁ(k— kT) sudaroma i$ tolydzios
k=0
iéjimo trajektorijos x(t) reikSmiy taskuose t=kT, t. y. i§ diskrecios trajektorijos reik§miy sekos {x(kT)},

suri$ant tas reikSmes funkcija 6(‘[):m .

Analogiskai sudaroma ir impulsiné i$¢jimo trajektorija y*(t)= Zy(kT)S(t -kT).
k=0
Nagrinéjant impulsines trajektorijas, jrodoma, jog trajektorijos x (t) Laplaso atvaizdas L[x ()],

kuris pazymimas kaip X '(s), yra lygus X(z):z:x(kT)zk :ZX(kT)e_SkT .
k=0 k=0
Taip pat jrodoma, jog bloko, turin¢io perdavimo funkcija W(s) ir i&jima

x*(t)=2x(kT)6(t—kT), i$¢jimas y(t) yra lygus Zx(kT)w(t—kT), kur w(t) yra atvaizdo W(s)
k=0 k=0
pirmavaizdis (originalas).

© k
15 formulés y(t)=» x(kT)-w(t—kT) gaunama, jog y(kT)=» x(iT)-w[(k-D)T] ir

k=0 i=0
) o k
y (=D y(kT)3(t—kT)=> > x(T)-wl(k—i)T]-8(t—kT).
k=0 k=0i=0

Apskaiiuojant y'(s)=L[x(t)] ir pasinaudojant 1.11.13. skyrelyje aprasytaja z-transformacijos
sasiikos savybe, i§vedama formulé

o k o k
vy ()=L[y" (0]=>> x(T) wl(k—D)Tle ™™ => > x(T)e ™™ -wl(k—i)T]e * ™ =

k=0i=0 k=0 i=0
{ix(kT)e—kTs }-{iw(kT)e‘kTs}:X* (s)-W*(s)=X(z)- W(z).
k=0 k=0

Siame skyrelyje taip pat pateikiamas z-atvaizdo gavimo i§ Laplaso atvaizdo algoritmas, kai
Laplaso atvaizdas yra argumento s daugianariy santykis.
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C A(s) . . . .. .. ., A(s) .
Pavyzdziui, kai X(s):ﬁ ir lygtis B(s)=0 neturi kartotiniy Sakny, tai iSskaide ﬂ 1 suma
B(s) B(s)
0o, L a.
z — , kur s; yra lygties B(s)=0 $aknys, gauname, jog X(z)=z lsT
i1 57Sj ol—e z

ISnagrinétas ir atvejis, kai daugianario B (s) Saknys yra kartotinés.
1.11.14. skyrelyje taip pat parodyta, kaip, pasinaudojant laiptuotaja funkcija

X()=) x(kT){u(t—kT)-u[t—(k+D)T]}, gaunamas diskrecia trajektorija {x(kT)f;, atitinkantis

k=0
— 1= o 1-zg C 1-z
Laplaso atvaizdas L[X(t)]=X(s)= Z:x(kT)e_S :—Zx(kT)z =—X(2).
k=0 $ k=0 S

Irenginys, 1§ impulsinés trajektorijos x*(t):Zx(kT)S(t—kT) gaunantis laiptuotaja
k=0

trajektorija X(t)= Z x(kT){u(t —kT)—u[t—(k+ l)T]} R vadinamas fiksatoriumi. Kadangi
k=0

—sT o

Z:x(kT)e_SkT , tai fiksatoriaus V perdavimo funkcija

k=0

l-e

L[x*(t)]:ix(kT)e_SkT , 0 L[X(1)]=
k=0

Y, (s) LE({t)] 1-e"
X.6) Lx'(0] s
Kai laiptuotoji funkcija X(t) tampa bloko, turinc¢io perdavimo funkcija W(s) ir perdavimo

yra lygi

charakteristika h(t), iéjimu, tai iéjimas X(t) transformuojasi | to bloko i3¢jimo trajektorija

?(t):ix(kT){h(t—kT)—h[t—(k+l)T]}, turindia  Hevisaido  atvaizda  H[y(t)]=(1—-e"T)x
k=0

x> x(kT)e P W(p).
k=0

1.11.15. skyrelyje parodyta, kad perdavimo funkcijy metoda tiesiniams blokams galima
taikyti ne tik tuo atveju, kai jéjimy ir i$¢jimy trajektorijos yra determinuotos, bet ir tuo atveju,
kai tos trajektorijos yra stochastinés. Gali buti apskaiCiuojami tolydds ir diskretiis stochastiniy
trajektorijy ir ju vidurkiy atvaizdai ir, Zinant tiesinio bloko perdavimo funkcija ir iéjimo trajektorijos ar
jos vidurkio atvaizda, analogiSkai, kaip tai buvo daroma determinuoty trajektoriju atveju,
apskaiCiuojamas i8¢jimo trajektorijos ar jos vidurkio atvaizdas, i§ kurio, atlikus atvirksting
transformacija, randama pati i§¢jimo trajektorija ar jos vidurkis.

Stochastiniy procesy aprasyme ir nagrinéjime naudojami dar ir taip vadinamieji koreliaciniai
atvaizdai. 1.11.15. skyrelyje jvedama koreliacinio atvaizdo savoka, pateikiama jo apskaiCiavimo
formulé ir parodoma, kaip, zinant tiesinio bloko perdavimo funkcija ir jo i€¢jimo trajektorijos koreliacini
atvaizda, apskaiciuoti to bloko i$éjimo trajektorijos koreliacini atvaizda, o po to — ir i§¢jimo trajektorijos
koreliacijos koeficienty jvercius.

1.11.16. skyrelyje nagrinégjamos matricinés perdavimo funkcijos ir ju taikymas tiesiniams
blokams, turintiems vektorinius iéjimus, i$¢jimus ir blisenas, apraSomus nepriklausomy koordinaciy
reikSmémis.

Skyrelyje parodyta, kaip apskaiCiuojami sistemos, turin€ios n i&jimy ir m i$éjimy, kurios
matematini modelj sudaro tiesinés vektorinés funkcijos %:f(i(t),i(t)):A2(t)+B§(t),
y=0(z,X)=Cz+ DX, i§¢jimy trajektoriju atvaizdai, i§ kuriy, atlikus atvirksting transformacija, galima
rasti pacias iSéjimy trajektorijas.

Sis uzdavinys skyrelyje issprestas dviem biidais:

1) apskaiciuojant sistemos matricing perdavimo funkcija — sistemos atskiry i$¢jimy ir atskiry
1¢jimy daliniy perdavimo funkcijy matrica, ir, naudojantis ta matricine perdavimo funkcija bei ié¢jimo
vektoriaus atvaizdu, apskaiciuojant i§¢jimo vektoriaus atvaizda;

2) tiesiogiai sprendziant atskiras skaliarines lyg¢iy sistemas, iSplaukianéias i§ atskiry
skaliariniy modeliy, atitinkanciy kiekvieng sistemos skaliariniy iéjimy ir skaliariniy i$¢jimy pora.
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1.11.17. skyrelyje perdavimo funkcijy bei peréjimo charakteristiky metodas lyginamas su
sistemy iSoriniy ir vidiniy matematiniy modeliy tiesioginio taikymo metodu.

Nors sistemy matematiniy modeliy tiesioginio taikymo metodas yra universalesnis uZz
perdavimo funkcijy ir peréjimo charakteristiky metodus, taciau, nagrinéjant tiesines sistemas, perdavimo
funkcijy ir peréjimo charakteristiky metodai gana daznai leidzia gauti ieSkomus rezultatus Zymiai
paprasciau.

Pazymétina, kad perdavimo funkcijos ir peréjimo charakteristikos, bidamos tiesiniy bloky
invariantémis, suri§tos su savo blokais vienareik§miskai, kai tuo tarpu vienai ir tai paciai sistemai,
skirtingai pasirenkant tai, kas bus laikoma sistemos biisena, galima sudaryti skirtingus matematinius
modelius. Kitaip tariant, vieng ir ta pacia sistemos perdavimo funkcija galima gauti i$ keliy tos sistemos
modeliy, taip pat i§ vienos ir tos pacios perdavimo funkcijos galima iSvesti kelis matematinius modelius,
kuriuos atitiks ta perdavimo funkcija, bidama tai tiesinei sistemai vienintele.

ISsiaiskintinos savokos

aktyvioji energija atvaizdas

aktyvioji varza atvaizdo diferencijavimo teorema

aktyvusis eksperimentas atvaizdo integravimo teorema

algoritminis modelis atvaizdo ypatingieji taskai

amplitudiné dazniné charakteristika atvaizdo originalas — atvaizdo pirmavaizdis

amplitudiné faziné charakteristika atvaizdo poliai

analiziné funkcija atvirkstiné Hevisaido transformacija

analizinis modelis atvirkstiné Laplaso transformacija

antroji Hevisaido teorema atvirks$tinés transformacijos reziduumy formulé

aperiodinis procesas atvirkstiné z-transformacija

baigtinio automato funkcionavimo iSorinis bendroji atvirkstinés Laplaso transformacijos
matematinis aprasymas formulé

baigtinio automato vidinio funkcionavimo bloko, turincio tolydzia perdavimo funkcija,
matematinis apraSymas reakcija | impulsing i&jimo trajektorija

baigtinis automatas bloko, turincio tolydzia perdavimo funkcija,

bendrasis Diuamelio integralas reakcija { vienetini impulsa

bendroji atvirkstinés Hevisaido transformacijosbloko, turincio tolydzia perdavimo funkcija,
formulé reakcija | vienetinj Suoliuka u(t)

daliné perdavimo funkcija diferencijavimo grandelés vidinio

daliniai Diuamelio integralai funkcionavimo matematinis apra§ymas

daugiareik§mé funkcija Dirako delta funkcija

delta funkcija Dirichlé formulé

diferencialiniy lygcCiu sprendimas taikant diskrecios trajektorijos z — atvaizdas
operacinj skai¢iavima diskreti trajektorija

diferencijavimo graudelé dispersija

diferencijavimo grandelés impulsiné per¢jimo Diuamelio integralai
charakteristika dvejetainio nuoseklaus veikimo sumatoriaus

diferencijavimo grandelés iSorinio iSorinio funkcionavimo aprasymas
funkcionavimo matematinis apraSymas dvejetainio nuoseklaus veikimo sumatoriaus

diferencijavimo grandelés perdavimo funkcija  vidinio funkcionavimo aprasymas
diferencijavimo grandelés peréjimo

charakteristika
eksperimenty planavimas elektromagnetiniy virpesiy kontiiras (EVK)
eksponentiné funkcija EVK funkcionavimo matematinis apraSymas
eksponentinis maz¢jimas EVK funkcionavimo sisteminis nagrin¢jimas
ekstremumo taskas EVK varza bangoms
ekvifinaliniai procesai elektrostatiné energija

elektromagnetiné energija
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fazin¢é dazniné charakteristika

faziné trajektorija

fiksatoriaus perdavimo funkcija
fiksatorius

forsavimo grandies perdavimo funkcija

gestantys svyravimai

harmoniniai svyravimai
Hevisaido atvaizdas
Hevisaido teoremos

idealaus diferenciatoriaus perdavimo funkcija

idealaus integratoriaus perdavimo funkcija

idealaus stiprintuvo perdavimo funkcija

idealios forsavimo grandies perdavimo
funkcija

1€jimo trajektorija

i€jimo trajektorijos atvaizdas

imitacinis modelis

impedansas

impedanso atvaizdas

impulsiné peréjimo charakteristika

impulsinés trajektorijos Laplaso atvaizdas

impulsiné trajektorija

kartotinés daugianario Saknys
kartotiniai funkcijos poliai

kinetin¢ energija

klasikinés matematinés analizés metodai
kompleksinio kintamojo funkcija
kompleksinio kintamojo funkcijy teorija
kompleksinis perdavimo koeficientas

Llaiptuota® funkcija

Laplaso atvaizdas

Laplaso transformacija

Laplaso transformacijos savybés

maksimumo taskai ir jy radimo algoritmas

matriciné perdavimo funkcija

medziagy sandélio funkcionavimo iSorinis
matematinis apraSymas

neapibréztyjy koeficienty metodas

neigiamojo griZztamojo rysio perdavimo
funkcija

nuosavi pereinamojo proceso svyravimai

nuosavi svyravimai

Omo désnis
operacinio skai¢iavimo taikymai
operacinis skai¢iavimas

funkcijos ypatingieji taskai

funkcijos poliai

funkcijos reziduumas taske

funkcijy — originaly ir jy atvaizdy lentelé

Hevisaido transformacija
Hevisaido transformacijos savybés
holomorfiné funkcija

induktyviné varza

induktyvinés varzos atvaizdas

integralinés funkcijos diferencijavimo formulé

integralinis operatorius

integravimo tvarkos pakeitimo formulé

invarianteé

i8¢jimo trajektorija

i$¢jimo trajektorijos atvaizdas

i$¢jimo trajektorijos priklausomybé nuo iéjimo
trajektorijos

iSorinis funkcionavimas ir jo matematinis
aprasymas

kompleksinis skaicius

koreliacijos koeficientas

koreliacijos koeficiento ivertis

koreliacinis atvaizdas

koreliacinis stochastinés trajektorijos atvaizdas
Kosi teorema

léto reagavimo grandies perdavimo funkcija
lygiagreciai sujungty bloky perdavimo funkcija
linkio taskai ir ju radimo algoritmas

Lorano eiluté

medziagy sandélio vidinio funkcionavimo
aprasSymas
minimumo taskai ir jy radimo algoritmas

nuosavy svyravimy atsiradimo salyga
nuosavy svyravimy periodas

nuosekliai sujungty bloky perdavimo funkcija
nusistoveéje priverstiniai svyravimai

originalas
originalo diferencijavimo formulés
originalo integravimo formulé
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panasumo teorema
pasyvusis eksperimentas
perdavimo funkcija

peréjimas nuo tolydziy trajektorijy ir
perdavimo funkcijy prie diskreciy
peréjimo charakteristikos h (t) ir w (t)

perdavimo funkcija diskrec¢ioms trajektorijoms peréjimo charakteristiky metodo taikymai

perdavimo funkcijos egzistavimo salygos

perdavimo funkcijos eksperimentinis
nustatymas

perdavimo funkcijy metodas

perdavimo funkcijy metodo taikymo
apribojimai

perdavimo funkcijy savybés

pereinamasis procesas
pereinamojo proceso svyravimai
periodiniai svyravimai

pilnoji varza

pirmavaizdis

pirmoji Hevisaido teorema
postimio teorema

perdavimo funkcijy taikymas sistemy analizéje potencialiné energija

perdavimo funkcijy taikymas sistemy
projektavime

perdavimo funkcijy taikymas stacionariems
stochastiniams procesams

peréjimas nuo diskreciy trajektorijy ir
perdavimo funkcijy prie tolydziy

sastka

sastukos atvaizdas

sasiikos savybés

silpstantys nuosavi pereinamojo proceso
svyravimai

sistemos, turincios keleta iéjimy, i§éjimo
trajektorijy apskaiciavimas

sistemos vidinio funkcionavimo apraSymas

slopinimo koeficientas

talpuminé varza

talpuminés varzos atvaizdas

teigiamojo griztamojo rysio perdavimo
funkcija

velinimas
vélinimo savybé
vidiné kontaro sritis

pradiné fazé

pradinés fazés postiimis
pradinés salygos
priverstiniai svyravimai

stacionarus stochastinis procesas
sveikosios atvaizdo dalies iSskyrimas
svyravimy amplitudé

svyravimy ciklinis daznis

svyravimy fazé

svyravimy pradiné fazé

svoriné suma

svorinés sumos apskai¢iavimo blokas

tolydi trajektorija

tolydziy trajektorijuy Laplaso ir Hevisaido
atvaizdai

trajektorijy vidurkiy atvaizdai

vidinis funkcionavimas
vienetinio Suoliuko funkcija u (t)
virpesiy konttiro perdavimo funkcija

vidinio funkcionavimo matematinis aprasymas

z-transformacija

z-transformacijos postiimio savybé

z-transformacijos sasiikos savybé

z-transformacijos savybiy analogiskumas
Laplaso transformacijos savybéms

z-transformacijos skirtumo savybé
z-transformacijos sumavimo savybé
z-transformacijos tiesiSkumo savybé

UZDUOTYS

1.11.1.

Sudarykite atviros diferencijavimo grandelés (zitir. 17 pav.) iSorinio funkcionavimo ir
uzdaros diferencijavimo grandelés, turinCios 4 vidinius elementus (ziir. 227 pav.), vidinio
funkcionavimo apras§ymus, atitinkancius jvairias i&jimo trajektorijas (pavyzdziui 1) x;(t)=Ug=const,

2) x,(t)=at+b, x3(t)=A-sin(ot+), kai pradiné grandelés biisena z(0)=0).

Raskite iSorines ir vidines trajektorijas jvairiais btidais: naudodamiesi matematinio sisteminio
modeliavimo metodu, perdavimo funkcijy ir peréjimo charakteristiky metodu, amplitudiniy —
daznuminiy ir faziniy — daznuminiy charakteristiky metodu. Kuriuo atveju kuris metodas yra

patogesnis?
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1.11.2. Sudarykite kavos ar gazuoto vandens pardavimo automato iSorinio ir vidinio
funkcionavimo matematinj apraSyma.

1.11.3. Suraskite automato, apraSyto 1.3.13. uzduotyje (zidr. 13 lentelg), iSorines ir vidines
trajektorijas, atitinkancias kokia nors, Jisy pasirinkta, iSorinio i€jimo trajektorija ir kokia nors prading
biisena.

Pakeiskite prading biisena ar/ir i¢jimo trajektorijq ir pazitrékite, kaip pasikeis visos kitos
trajektorijos.

1.11.4. Sudarykite sandélio, kuriam medziagas tiekia keli tiekéjai (zitr. 1.10.2. uzduoti)
iSorinio ir vidinio funkcionavimo aprasyma, laikydami, jog sandélio pradinés biisenos vektoriaus
koordinatés bei sandélio i$oriniy i&¢jimy trajektorijos yra duotos.

Raskite sandélio faziniy ir iSoriniy i$¢jimy trajektorijy atkarpas ménesiui, o taip pat sandélio
vidiniy elementy i&jimy, i§¢jimy ir faziniy trajektorijy ménesines atkarpas, kai duota:

1) medziagy rasiy i skaicius n=4;

2) cechy j, kuriuos aptarnauja medziagy sandélis, skaicius m=3;

3) tiekéjy k, kurie pristato medziagas | sandélj, papildydami jo atsargas, skaiCius r=3;

4) medziagos i likuéiai sandélyje pirmosios ménesio darbo dienos ryte z,(1)=(zi(1); ...;
z11(1); ...; zin(1))=(150; 200; 100; 50);

5) cechyj i$ sandélio paimtos medziagos i nuo ménesio pradzios iki ménesio pirmosios darbo
dienos ryto kiekiai z, (1) =(z2,1,1(1); Z2,12(1); -5 Z22.1(1); Z222(1); .5 Z23§(1); -5 Zonm(1))=(0; 05 0; 0; 0; 0;
0; 0; 0; 0; 0; 0);

6) medZziagy i limitai cechams j nagrinéjamam ménesiui Z3=(231.1; Z312 -3 Z32.15 2322
Z3ij; -5 Z3nm)=(500; 400; 600; 300; 600; 500; 700; 400; 300; 250; 350; 200);

7) iéjimo vektoriy trajektorijos:

a) X () =(x1,1.10; X1,12(0); -5 X1.2,1(8); X122(0; -5 Xpix(D); -5 X1an(D), Kur x;;k(t) — medziagos
i kiekis, kuri tiekéjas k pristaté i sandéli per darbo diena t,

b) X, (1) =(X2.11(0; X21200; -5 X221(D; X222(0); 5 X2ii(0); o Xoam(t), Kur xgi(t) —
informacija apie tai, kiek medziagos i cechas j noréty gauti i§ sandélio darbo dienai t.

Siy trajektoriju ménesinés atkarpos duotos 99-je ir 100-joje lentelése:

ceey

99. lentelé
oordints B 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11
X111(t) 80 | 90 | 60 | © 0 [100] o 0 | 50 [100] 50
X1 10(t) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
x115(0) 20 | 10 | 20 | 100 | 50 | 0 | 50 | 0 0 0 | 50
X12.41(t) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
X124(1) 0 0 | 100 | o 0 | 100 | 200 | 100 | © 0 0
X125(1) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
X15.1(0) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
X1 34(t) 100 | 0 0 | 200 0 | 200200 o 0 0 | 100
X135(1) 80 | 90 | 0 | 50 [ 200 100 0 | 50 | 50 | o | 50
X14.(0) 50 | 0 | 30 J100| 0 | 50 | 0 0 | 50 | 50 | 50
X140(1) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
X145(0) 0 | 50 20] 0 [ 50 ] o 0 0 | 50 | o | s0
oordinis 1121314151617 18]19] 2 | 2
x114(0) 100 | 100 | 200 | 100 | 50 ] 200 | 200 | 100 | 0 | 50
X1 1(t) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
X1 1(0) 0 | 100 | 50 | 0 0 0 | 50 | 50 | 100 | 0
X124(0) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
X124(t) 0 | 50 ] o [ 50 o [100]200]200]200] o0
X125(1) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
X13.(0) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
X1 34(1) 100 ] 0 | 50 | 100 ] 200 | 0 | 100 | 0 | 100 | 50
X1 35(1) 0 | 50 | 50 | 0 0 100 0 | 50 | 100 | o0
X14.(0) 100 0 | 50 | 50 | o | 100 [ 200 | 100 | 50 | 0
X142(1) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
X1.43(1) 0 | 50 | o 0 | 50 | 50] o [ s50] o] 50
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100. lentelé

koordinats t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Xp.1.1(t) 100 | 50 60 20 40 30 50 20 40 30 50
Xo.12(1) 100 [ 100 | 80 20 120 [ 20 30 50 40 20 20
Xp.13(t) 100 | 50 60 20 80 50 20 30 40 50 30
Xp2.1(1) 50 40 20 30 20 40 60 50 30 20 50
Xp.22(1) 50 30 50 40 30 50 80 70 50 30 20
Xp23(t) 50 30 30 20 40 50 60 80 20 40 30
Xp3.(1) 50 40 20 50 100 [ 80 40 120 | 20 50 40
Xp3.2(1) 100 | 50 30 40 100 | 100 | 60 80 30 20 40
Xp33(t) 100 | 60 20 60 100 | 70 100 | 100 | 50 30 20
Xp.4.1(t) 70 20 75 40 50 30 50 40 40 40 50
Xp.42(1) 80 30 45 10 20 50 20 30 50 25 30
Xp.45(t) 100 | 50 60 50 30 20 30 50 30 35 20

oordinate o 13 14 15 16 17 18 19 20 21
Xp.1.1(t) 30 20 30 50 20 20 20 40 30 40
Xp.12(1) 50 20 40 40 30 20 30 60 50 20
Xp.13(1) 20 20 20 50 50 60 20 100 | 20 40
Xp2.1(t) 20 30 20 10 20 20 40 60 80 40
Xp22(t) 50 20 10 20 20 40 30 80 60 80
Xp.23(1) 30 40 20 30 10 20 30 60 40 60
Xp3.(1) 40 20 10 60 40 50 90 100 | 70 50
Xo32(1) 20 40 20 50 50 80 60 80 20 100
Xp33(1) 30 30 20 40 60 40 50 90 60 100
Xp.4.1(t) 40 50 10 20 20 10 50 80 70 20
Xp.42(t) 20 50 10 10 20 20 60 40 30 10
X.45(t) 40 50 20 10 10 20 40 80 50 20

Sudarykite programa kompiuteriui, skirta sandélio iSoriniy ir vidiniy trajektoriju atkarpy
apskaiCiavimui, leidzianCia keisti medziagy rasiy, cechy ir tiekéjy skai¢ius n, m, r, o taip pat ir
trajektoriju atkarpy ilgius. Patikrinkite sudarytaja programa, pasinaudodami $iuo konkreCiu sandélio
funkcionavimo pavyzdziu kaip testu.

Ar galima medziagy sandélio atveju taikyti perdavimo funkcijy metoda?

1.11.5. Sudarykite autobusy biliety pardavimo automato (zidir. 1.4.8. ir 1.10.4. uzduotis)
iSorinio ir vidinio funkcionavimo apra§ymus. Ar galima $io automato trajektorijy nagrinéjimui taikyti
perdavimo funkcijy metoda?

1.11.6. Sudarykite vamzdziy paskirstymo automato (zidir. 1.4.9. ir 1.10.5. uzduotis) iSoriniy ir
vidiniy trajektorijy pavyzdzius.

1.11.7. Sudarykite sandélio saugyklos, turin¢ios n stelazy (zidr. 1.4.10. ir 1.10.6. uzduotis),
funkcionavimo matematinj apraSyma.

1.11.8. Sudarykite dvejetainio lygiagretaus veikimo sumatoriaus (zitr. 1.10.8. uzduoti)
iSoriniy ir vidiniy trajektorijy pavyzdzius.

1.11.9. Sudarykite dvejetainio nuoseklaus veikimo sumatoriaus vidiniy elementy trajektorijy
atkarpas, atitinkancias 97 lenteléje duotas i¢jimo trajektorijy atkarpas ir prading busena z(0)=0.
Sudarykite trajektorijy atkarpy z — atvaizdus.

1.11.10. Sudarykite integravimo grandelés (zitr. 240 pav.) i8é¢jimo trajektorijas y(t),
atitinkancias pradines nulines salygas z(0)=0 ir i¢jimo trajektorijas 1) x,(t)=a=const, 2) x,(t)=at+b,
3) x3(t)=A sin(ot+e), naudodamiesi jvairiais metodais. Kuriuo atveju kuris metodas yra patogesnis?

1.11.11. Raskite elektromagnetiniy virpesiy kontiiro (zitr. 43 pav.) i$¢jimo ir fazing
trajektorijas, atitinkancias pradines nulines salygas ir {éjimo trajektorijas: 1) x,(t)=at+tb,
2) x(t)=Acos(ot+), 3) x;(t)=at+b+Asin(ot+), 4) X4(t)=Asin(w,t+@;)cos(mt+,).

Kuriuo atveju kurie metodai patogesni? Kuriais atvejais gali atsirasti rezonanso reiskinys? Kada
i8¢jimo procesai bus aperiodiniai, kada — periodiniai, kada — ggstantys, kada — negestantys?

1.11.12. Raskite procesy P; ir P, (ziiir. 10 pav.) fazines trajektorijas, atitinkancias pradines
nulines salygas ir i¢jimo trajektorijas: 1) x;(t)=Ug=const, 2) x,(t)=at+b, kur a=const, b=const, 3) x3(t)=
=Asin(ot+¢), kur A=const, w=const, p=const. Raskite trajektorijy atvaizdus.

986



1.11.13. Sudarykite matematinés $vytuoklés (ziiir. 269 pav.) fazines trajektorijas ir ju portretus
tais atvejais, kai: 1) pradiné §vytuoklés biisena 7(0)=(z,(0);z2(0))=(W®(0); W*(0))=(mghy;0) ir trinties

2
mv

bei oro pasipriesinimo néra; 2) 7(0)=(z;(0);2,(0))=(W®(0); W®(0))=(0;

=mgh,) ir trinties bei oro

2

pasiprie§inimo néra; 3) z(0)=(0; =mghy) ir yra pasiprie$inimo

(trinties) jéga F=kv; 4) z(0)=(mgh,;0) ir yra pasiprieSinimo jéga
F=kv, kur k=const — trinties koeficientas, m — §vytuoklés svorelio
masé, hy — Svytuoklés, turinios ilgi ¢, svorelio pakilimo aukstis
krastutinése pozicijose, v(t) — svorelio judéjimo greitis momentu t.
Raskite faziniy trajektorijy atvaizdus kiekviename i§ Cia

iSvardinty keturiy atvejuy.
O /O® hy 1.11.14. Sudarykite spyruoklés, pavaizduotos 270 pav.,
m fazing trajektorija ir jos portreta, jei proceso pradzioje svorelis,
269 pav. turintis mas¢ m, buvo pastumtas Zemyn atstumu x, nuo tos padéties,
kurioje spyruoklé, turinti stangruma A, buvo pusiausvyroje su
pakabintu svoreliu, ir momentu te=0, stimimo jégai iSnykus, svarelis pradéjo judéti i virSy, veikiamas
spyruoklés stangrumo jégos Fy, iveikdamas svorio ir trinties jégas Fi=mg ir F,=kv.

ST S S Pastaba. Laikykite, kad spyruoklés deformacija nedidelé ir todél
galioja Huko désnis: F=AAx, kur Ax — absoliuti spyruoklés ilgio deformacija

(pokytis).
1.11.15."  Aprasykite elektromagnetiniy virpesiy generatoriaus,
/ pavaizduoto 271 pav., funkcionavima, kai moduliavimo signaly {éjimo
trajektorija Xy,oq(t)=Uq(t)=0, anodo grandinés elektrovaros jéga E,=const, katodo

kaitinimo grandinés jtampa U,=const, anodo srovés amplitudés [, dydzio
priklausomybe I,=f,(U,, U,) nuo radijo lempos tinklelio (,.gridliko*) potencialo
U, ir anodo potencialo U, katodo atzvilgiu yra tokia, kaip parodyta 272 pav.

(t. y. kai galime laikyti, jog Zinome funkcija I,=f,(Uy, U,) ir jos dalines i§vestines
ol, of . . . . .
/m/ / & =—2 =§(U,, U,) visoms U, ir U, reik§méms), o indukcinis rySys tarp
ou, du,
270 pav. anodo ir tinklelio kontiry L,C,R, bei L,C,R, yra pastovus ir charakterizuojamas
tarpusavio indukcijos koeficientu M (t.y. kad tinklelio grandinéje dél anodo grandinés
di, (t)

elektromagnetinio lauko pakitimo atsiranda indukciné e.v.j. E;=M

, kur M yra zinomas).
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Palyginkite Jisy gauta generatoriaus matematini model{ su tokio generatoriaus modeliu
knygoje [32].

Paaiskinkite, kodél generatoriaus fazinis portretas yra spirale, turinti dvi pusiausvyros biisenas,
i§ kuriy viena, atitinkanti didesng U, reikSmg, yra stabili, o antroji — nestabili.

i, =f,(U,,U,) U,, =const. Ual = const.

<— U,, =const.
dinaminé
tinkleliné
charakteristika Uqg > Uq, > Uy,

!

statinés
tinklelinés
charakteristikos

Ug<0 U, = Ug>0

0
tgQ = S(U e-Ua ), tgy =S4(U,. U, ) — statinés ir dingminéfs charakteristiky
statumo koeficientai

272 pav.

.....

W<<0,, kur o, — generatoriaus nuosavy virpesiy daznis. Kaip pasikeisty rezultatas, jei atsizvelgtume {
procesuy trukmes ir ijvestume véluojanc¢io argumento funkcijas?

1.11.16. Sudarant sistemy modelius bei nustatant sistemos bliseng, galima naudotis kaip makro,
taip ir mikro metodologija (zitr. 1.10. skyriy). Ar galima tas metodologijas taikyti, sudarant procesy
modelius, t. y., aprasant sistemy funkcionavima? Raskite pavyzdziy, iliustruojanciy Jisy atsakyma.

1.11.17. Kurios i§ 1.11. skyriuje ir 1.11.1.—1.11.15. uzduotyse gauty bei iSnagrinéty trajektorijy
gali biiti pavadintos objekty bei sistemy funkcionavimo procesy matematiniy modeliy sudétinémis
dalimis, o kurios priklauso tik informaciniams ty procesy modeliams? Kurios i§ ju priklauso
makromodeliams, kurios — mikromodeliams?

1.11.18. Nurodykite, kur Jis, atlikdami 1.11.17. uzduotj, susidiiréte su objekty ir sistemuy,
siauraja prasme, modeliais, kur — su procesy iSoriniais ir vidiniais modeliais, kur — su objekty ir sistemy
modeliais placigja prasme. Ka, vykdydamil.11.17. uzduoti, Jus galéjote pavadinti i&jimo, ka — i§¢jimo, o
ka — fazinémis trajektorijomis? Kuriais atvejais trajektorijy radimui galima buvo taikyti perdavimo
funkcijuy ir ivairiy charakteristiky metodus, kuriais — ne?

1.11.19. [rodykite, jog jei L[fi(t)]=Fi(s) ir a; — kompleksinés ar realios konstantos (pastoviis

n n n
koeficientai), tai L{Zaifi(t)}:ZaiL[fi(t)]:ZaiFi(s), t.y. irodykite Laplaso transformacijos
i=1 i<l i<l

tiesiSkumo teorema.

1.11.20. [rodykite panasumo teorema: jei L[f(t)]=F(s) ir a=const>0, tai L[f(at)]=F (Ej
a

.. o . | . . . .
Zinodami, jog L[sint]= 5 ir L[cost]= 2s , raskite L[sinwt] ir L[coswt], naudodamiesi panasumo

s“+1 s“+1

o0
teorema. Patikrinkite gautas formules, tiesiogiai apskai¢iuodami integralus J- sinwt-e*'dt ir
0

Icosmhe“tdt .
0
1.11.21. Jrodykite originalo diferencijavimo teoremas, t.y. jrodykite, jog jei L[f(t)]=F(s), tai

2 n
L {@} =sF(s)-f(+0), L {d fgt)} :st(s)—sf(JrO)—f’ (+0) ir, bendrai, L {d f®
dt dt dt"

} =s"F(s)—-s""-f(+0)—
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n-2 n-2 n-1 k d*f(1)
—" 2 (+0)—...—s-f" D(+0)—F" D(+0), kur f¥(+0)= {—k}
it

[liustruokite pavyzdziais originalo diferencijavimo formuliy panaudojima sudétingy funkciju
atvaizdy apskaiéiavime.

1.11.22. Ar skiriasi teoremos, jrodytos 1.11.19. ir 1.11.20. uzduotyse Laplaso transformacijai,
nuo analogisky Karsono — Hevisaido transformacijos originalo diferencijavimo teoremy? [rodykite
Karsono — Hevisaido transformacijos originalo diferencijavimo teorema. Ar skiriasi Laplaso ir Karsono
transformacijy originaly diferencijavimo teoremos, kai funkcija f(t) ir jos iSvestinés tenkina pradines
nulines salygas?

1.11.23. Raskite funkcijos y(t)=e*+e¢*-2cos2t Hevisaido atvaizda.

1.11.24. Jrodykite, jog Lle coscot] ir raskite H[e"'sinot].

(s— x) +0)2

1.11.25. Irodykite, jog H[xnekX ]:( 1 — ir raskite LI(2x)"e ™.
S—

1.11.26. Raskite funkcijos ¢(t)=5cos’4t Hevisaido atvaizda.

1.11.27. Raskite H[t*sinot].

1.11.28. Raskite L[t’coswmt].

1.11.29. Raskite funkcijos f(t)=t"coswt Laplaso atvaizda.

1.11.30. Raskite funkcijos e”x"sinwx Hevisaido atvaizda.

1.11.31. Raskite L[2sin*3t] ir H[(sin2tcos3t-sin3tcos2t)*].

L 1 1 2
1.11.32. Irodykite, jog L[—(tcosww—sinwt)}:ﬁ.
2 ® s“+o7)

. . .. 11 .
1.11.33. [rodykite, jog funkcijos f(t):E(—sincot—tcoscot) Laplaso  atvaizdas yra
®
2

F(s)=——M —
© (52 +032)2

1.11.34. [rodyklte atvaizdo diferencijavimo teoremq (=D"t"f(t), t. y. irodykite, jog

"F(s) =
ds"
atvaizdo diferencijavima atitinka originalo dauginimas i§ (-t).

Ar skiriasi Si teorema Laplaso ir Karsono transformacijoms? Iliustruokite pavyzdziais atvaizdo
diferencijavimo formulés panaudojima, atliekant atvirksting transformacija, t. y. ieSkant originalo pagal
duotg atvaizda.

dt, t.y.

© n D An
1.11.35." Trodykite teorema: jei F(p,A)=p j F(t0)-ePdt , tai O I;;E’X)zp j O TLA)
0

.o

o"f(t, k) 8“F(p,k)
o\ o\
Kaip atrodo §i teorema Laplaso transformacijai? Kuo naudinga §i teorema, ieSkant originaly ir
sudétingy funkcijy atvaizdy?

1.11.36. [rodykite originalo integravimo teorema L[ _[ f(t)dt]— L[f (t)] F(S) ir bendrai
0

F(S) j f(t)dt
LUf (t)dt +2 =0 Ay skiriasi originalo integravimo teorema Laplaso ir Hevisaido
s

transformacij ose?

N ‘ L ‘ T fi(t o
1.11.37." Irodykite atvaizdo integravimo teorema J.F(s)ds =L {(T)} . Kuo skiriasi §i teorema
S
nuo analogiskos teoremos Hevisaido transformacijoje?
[liustruokite pavyzdziais atvaizdo integravimo teoremos nauda?

© 0 t p 0
1.11.38." [rodykite formules pj‘&p)dpo:@, J‘&p)dp -:J.@dt, J.@dpo:'[@dt ir
0P to )t . P )t

989



J?dp= I @dt, kur paskutinioji formulé yra jau paprasta (o ne operaciné) lygybé. Kaip
0 0

paaiskintuméte tai, kad atvaizdo Fp) integralas gali buti lygus originalo @ integralui?

1.11.39." Jrodykite formule pJ‘dpn I dpn_l...J.mdpl =t " (t). Kaip atrodo f® analogiska
p Pn P2 !
formulé Laplaso transformacijoje?
1.11.40. Irodykite vélavimo (vélinimo, delsos) teorema: jei ©>0 ir L[f(t)]=F(s), tai
L[f(t-t)u(t—7)]=e *'F(s). Ar skiriasi §i teorema Hevisaido transformacijai?
1.11.41. Trodykite sastikos teorema: kai L[fi(t)]=F(s) ir L[£;(t)]=F2(s), tai funkciju fi(t) ir f5(t)

t t
sasiikos (fi*f,)=|f,(D)f,(t—1)dt=|f,(v)f;(t—7)dt Laplaso atvaizdas lygus funkciju fi(t) ir fy(t)
1D 204
0 0

t
atvaizdy sandaugai, t.y. L[(fi*f,)]= L{ I f,(vf, (t—‘t)d’t:| =F(s)-F5(s). Kuo skiriasi $i teorema nuo
0
analogiskos sastikos teoremos Hevisaido transformacijai?

Iliustruokite pavyzdziais sastikos teoremos panaudojima.

1.11.42. Irodykite postimio teorema: jei L[f(t)]=F(s), tai F(s—so)=L[e*"f(t)]. Irodykite

e
postiimio teorema Karsono — Hevisaido transformacijai P y F(p+\)s e ™ f(t).
p+
Iliustruokite pavyzdziais postimio teoremos panaudojima, apskaiCiuojant atvaizdus bei
originalus.

t
1.11.43. Raskite funkcijos f (t):J.sino)xdx Hevisaido atvaizda dviem budais. Ar jis skiriasi
0

nuo Sios funkcijos Laplaso atvaizdo? [rodykite orginalo integravimo teorema.
X

1.11.44. Raskita funkcijos y()():jcos2 otdt Laplaso atvaizda Y(s), o po to — ir Hevisaido
0

atvaizda Y(p) dviem budais: tiesiogiai ir transformuodami Laplaso atvaizda Y(s).

1.11.45. Raskite funkcijos y(x):J‘r“eMdr Laplaso atvaizda Y(s), o po to — ir Hevisaido
0
atvaizda Y(p) ivairiais budais, tarp ju — ir naudodamiesi postiimio teorema.
t .
1.11.46." Raskite funkcijos f (t):jwdx Hevisaido atvaizda F(p), o po to — ir Laplaso
X
0

atvaizda F(s).

t
1.11.47. Raskite funkcijos f (t):IsinZ(t—r)cosfﬂdr Laplaso atvaizda, o po to — ir Hevisaido
0
atvaizda.
1.11.48. Raskite véluojancios funkcijos ¢(t-1)=(t—1)’e"" Laplaso atvaizda ®(s), o po to — ir
Hevisaido atvaizda ©(p).
0, kait<l,
) . t—1, kai 1<t<2, ) .. )
1.11.49. Raskite funkcijos x(t)= . Laplaso atvaizda X(s). Kuo §is atvaizdas
3—t,kai2<t<3,
0, kait>3,
skirsis nuo tos funkcijos Hevisaido atvaizdo X(p)? Irodykite, jog x(t)=(t—1)u(t—1)-2(t-2)u(t-2)+
+3(t=3)u(t-3).
1.11.50." Raskite funkcijos f(t)=t*, kai —1<a<0, Laplaso atvaizda F(s). Apskai¢iuokite ios
funkcijos Hevisaido atvaizda, kai a=0,5.
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1.11.51. Irodykite pirmaja Hevisaido teorema apie atvaizduy skaidyma i paprastas trupmenas ir

_o t
ju originaly radima: Zak Zak
bk o K

Pasinaudodami §ia teorema, raskite atvaizdo F(p)= e; originala f(t), kur t=const>0.
1.11.52." Irodykite, kad jei F(s)= Al ; tikroji racionali trupmena, turinti r poliy sy (polinomo

B(s) saknq) su  kartotinumo  laipsniais mg>1, tai  atvaizdzio  F(s)  originalas

()Z

my_

|'F(s)(s—sk)mk e™ ]

<mk—1>'»s ds™-

Pasinaudodami Sia teorema, raskite atvaizdo F(s):z— originala f(t).
(s—1D)"(s+2)
Suformuluokite analogiska teorema Karsono transformacijai ir jrodykite ja.
1.11.53." I§ teoremos, jrodytos 1.11.52.” uzduotyje, gaukite tam atvejui, kai visi poliai paprasti

AD) _AO) & ADY)
B(p) B(0) kzlpkB,(pk)

Iliustruokite antrosios Hevisaido teoremos panaudojima, ieSkant originaly pagal duotus
atvaizdus.

(m=1, k=1, 2, ..., 1), antraja Hevisaido teorema F(p)=

Irodykite, jog ( )_ ZA(Sk) st A(S) ——=F(s) yra funkcijos f(t) Laplaso atvaizdas.

1B'(sy) "B

+00

1.11.54. Pasinaudodami Furje integralu go(t)— ! Id(o .[(p(r)e oD gr | igveskite Rymano —

G+jm
Melino formule f(t):% I Pt F(p)dp kur F(p)= pjf(t)e P4t , o p=ctio.
T p
o—jo

Suformuluokite ir irodykite analogiska formulg Laplaso transformacijai.

1.11.55. Raskite Laplaso atvaizdo F(s):2’45
s

orginalus.

. . . . . 2p . 2
Hevisaido atvaizdas? Raskite Hevisaido atvaizdy F,(p) = ir F,(p)= P1

—Pi P—P;

1.11.56." Funkcijos y(t) Hevisaido atvaizdas Y(p) yra lygus \/é . Raskite funkcija y(t) ir jos
p

Laplaso atvaizda.

!
1.11.57. Prisimindami, kad L[tne“]—(n?, raskite funkcija x(t), kurios Hevisaido
S—
atvaizdas yra X(p)=0,2(p+3) .

1.11.58. Funkcijos f(t) Laplaso atvaizdas yra F(s)=—;

S ;- Raskite funkeija f9).

_3p(+5)
(p+5)7+3
Jei susidiréte su funkcijos originalo radimo sunkumais, tai grizkite prie 1.11.24. uzduoties ir, atlike ja,
dar karta pabandykite i$spresti $ig uzduoti.
1.11.60. Prisimindami, kaip sprendéte uzduotis 1.11.32.—1.11.33., raskite funkcijy originalus

3 5s . 2s?
F,(s)=———— ir F;(8)=———
() (s +9)> ) (s +1)

1.11.59. Funkcijos y=y(x) Hevisaido atvaizdas yra Y(p) . Raskite funkcija y=y(x).

f1(t), £2(t) ir f5(t), turin¢ias Laplaso atvaizdus F, (s)=—( 3 4)2 ,
S”+

(s=5)>+9
[(s—5)* +16]°
susidiiréte su sunkumais, grizkite prie uzduoc¢iy 1.11.30. ir 1.11.60.

1.11.61. Funkcijos f(t) Laplaso atvaizdas yra F(s)= . Raskite funkcija f(t). Jei
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1.11.62. Isspreskite 1.11.61. uzduoti, taikydami reziduumy formulg.
1.11.63. Prisimindami sastikos atvaizdo formulg ir uzduoti 1.11.60., raskite funkcija x(t),

15p*
P>+ (% +9)*
1.11.64. Isspreskite 1.11.63. uzduoti, pasinaudodami reziduumy formule. Palyginkite gautus
rezultatus ir sprendimo metodus.

turincia Hevisaido atvaizda X(p)=

1.11.65. Raskite funkcija y(t), turin¢ia Laplaso atvaizda Y(s)= 21 e 2 ¢ . Kuo
s

1 (24

ypatinga §i funkcija?

2
d x(t) n dxit)+a2x(t) =f(t) sprendinio x(t)

1.11.66. I8veskite diferencialinés lygties a, i a,

t

F(s)+aysx(0)+a,x'(0)+a;x(0)
ags’ +a;s+a,

x"(t)+x(t)=2 sin t, kai x(0)=0 ir x"(0)=—1.
1.11.67. Iéjimo trajektorija x(t) vaizduojama grafiskai (zitr. 273 pav.).

X(t)

atvaizdzio X(s) formule X(s)= ir, pasinaudodami ja, iSspreskite lygti:

273 pav.

Raskite i8éjimo trajektorija y(t), jei jos priklausomybe nuo iéjimo trajektorijos apraso
2
diferencialiné lygtis % +9y(t)=x(t), kur y(0)=0, y'(0)=1.
t

Ar galima sudaryti $ios sistemos perdavimo funkcija, jei pradinés salygos néra nulinés?
1.11.68. Pasinaudodami operacinio skai¢iavimo metodais, i$spreskite diferencialiniuy lygciu
x'=2x-y+z,
sistema: |y =x+2z, kai x(0)=1, y(0)=1, z(0)=0.
7' =-3x+y-2z,

1.11.69. Pasinaudodami operaciniu skaiciavimu, iSspreskite integraling lygti o(x)=sinx+
+ J sin(x —t)-@(t)dt, t. y. raskite funkcija o(x).
0

1.11.70. Isspreskite diferencialing lygti su véluojanciu argumentu x"(t)=2x"(t—1)—x(t-2)+1, kai
x(0)=x'(0)=0.

1.11.71. Pasinaudodami operacinio skai¢iavimo metodais, i$spreskite stygos diferencialing

0w 1 &% . , . o
lygti a—l;——z-at—;lzo ir raskite stygos svyravimo désnj u(x,t), jei stygos galai x=0 ir x=/ pritvirtinti ir
Xx° a
judéti negali, o pradiné stygos tasky padétis (ju nuokrypiai nuo pusiausvyros linijos) aprasoma lygybe
0
u(x,0) -0
ot

1.11.72. Sudarykite realios forsavimo (greito reagavimo) grandinés (zilir. 274 pav.) perdavimo
funkcija ir raskite jos iS$¢jimo trajektorija, kai, esant pradinéms nulinéms salygoms, jos i¢jimo
trajektorija yra x(t)=Ae “‘sin(ot+¢), kur A=const>0, a=const>0, w=const>0, gp=const.

Ar Siuo atveju gali buti taikomi amplitudinés — daznuminés ir fazinés — daznuminés
charakteristiky metodai i§¢jimo amplitudei ir i$¢jimo pradinei fazei rasti?

u(x,0)=A sin% , 0</ <1 ir pradiniai stygos tasky greiciai lygis 0, t. y.
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% R, R Dy = U (0

1.11.73. Raskite greitojo reagavimo grandinés per¢jimo charakteristika h(t) ir impulsing
per¢jimo charakteristika w(t). Pasinaudodami Diuamelio integralu, raskite grandinés i$¢jimo trajektorija,
kai, esant pradinéms nulinéms salygoms, grandinés i¢jimo trajektorija yra: 1) x(t)=att+b;
2) X,(t)=Asin(ot+@).

1.11.74. Pasinaudodami Diuamelio formule, i§spreskite diferencialing lygti: x"—2x'=t’¢’, kai
x(0)=x'(0)=0.

1.11.75. Raskite greito reagavimo grandinés amplituding — fazing, amplituding — daznuming ir
fazing — daznuming charakteristikas. Pasinaudodami $iomis charakteristikomis, raskite greito reagavimo
grandinés i$éjimo trajektorija nusistovéjusiame rezime, kai grandinés iéjimo trajektorija yra
x(t)=A sin(ot + @) .

1.11.76. Integravimo grandelés (zitir. 224 pav.) i¢jimo trajektorija

. sint, jei 2kn<t<(2k+1)n
XU _gintjei 2k <t <(2k+2)n”

Sudarykite i&jimo trajektorijos x(t) Furje eilutg ir, pasinaudodami amplitudine — daznumine ir
fazine — daznumine integravimo grandelés charakteristikomis, raskite i$¢jimo trajektorijos
nusistovéjusiame rezime Furje eilute.

Raskite i$é¢jimo trajektorija perdavimo funkcijos metodu, o taip pat, pasinaudodami
integravimo grandelés iSoriniu matematiniu modeliu, ir palyginkite visus gautus rezultatus.

1.11.77. Raskite sudétingos sistemos, pavaizduotos 275 pav., perdavimo funkcija, jei jos bloky
perdavimo funkcijos W;—W;; mums Zinomos.

x(t) = Uiei.(t)

274 pav.

kurk=0,1,2,3, ....

> W2 7W4 \l/

X Y

25w, @ > W3 Xy+—>| Wi X)
> W5 =>E0—> W i
T i—»le
Wio|€<— Wy Ws [<>®@—> Wi

275 pav.

1.11.78. Raskite bloko W, (ziiir. 276 pav.) perdavimo funkcija Wi(p), jei bloko W, ir visos
sistemos perdavimo funkcijos W,(p) ir W(p) mums zinomos.

0 o W ()
1 Wi l<

265 pav.

Raskite, kokia turéty biiti griztamojo rySio bloko perdavimo funkcija Wy(p), kad sistema tapty
idealiu diferenciatoriumi su perdavimo funkcija W(p)=p, jei blokas W(p) — diferencijavimo grandelé,
kurioje RC=1. Kaip vadintysi toks blokas W,(p)? Koks jis §iuo atveju turéty biti, jei sistemoje vietoje
neigiamo griztamojo rySio biity teigiamas griztamasis rySys? Kaip tuomet atrodyty sistemos W(p)
schema?

1.11.79." Analoginése skaiiavimo masinose daugelio skai¢iavimo bloky pagrinda sudaro
pastovios srovés (pastovios jtampos) stiprintuvai — invertoriai. Jie stiprina jeinantj signala (didina jo
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amplitude) K karty ir keicia jo Zenkla. Stiprintuvo — invertoriaus perdavimo funkcija W(p)=K (arba
W(p)=K, kur K=const<0). Daugiakaskadiniai stiprintuvai gali stiprinti signala tikstanCius ir net
milijonus karty, o ju iéjimo varza yra labai didelé, todél jo iéjimo srove praktiskai galima laikyti,
lyginant su kitomis bloke tekan¢iomis srovémis, lygia nuliui.

277 ,,a* pav. vaizduojama supaprastinta stiprintuvo — invertoriaus schema, susidedanti tik i§
vieno stiprinimo kaskado. Jei nuosekliai sujungtume keleta kaskady, tai bendras stiprinimo koeficientas

K tapty lygus atskiry kaskady stiprinimo koeficienty sandaugai: K= HKi . Jei n — nelyginis skaiCius, tai
i=1
K<0, o jei n — lyginis skaicius, tai K>0.

a) b)

X(t) y(t)
g/ E, XV, 7

— v

y(t) = Ua(t)

Ick = >
H— DF =

277 pav.

277 ,,b“ pav. vaizduoja ivairius stiprintuvo zyméjimo btidus blokinése schemose.

Irodykite, kad stiprintuvas — invertorius, pavaizduotas 277 ,,a“ pav., kei¢ia signalo Zenkla, t. y.,
kad sgn(Ay(t))=—sgn(Ax(t)), kur Ax(t)=AU,(t), Ay(t)=AU,(t) — radijo lempos tinklelio g ir anodo a
itampy U, ir U, poky¢iai laiko intervale (t,t+At).

Raskite, kaip stiprinimo koeficientas K priklauso nuo schemos parametry: R, — anodo
grandinés varzos, Ry — katodo grandinés varzos, R; — radijo lempos vidinés diferencialinés varzos (kur

AU .. . o ..
R=y(U,, Uy)= lim [[A a], ngconstJ, S — radijo lempos anodinés — tinklinés charakteristikos
Ai, >0

a

:(p(UasUg) :

U,=const

ou

1,=f,(Ug,U,) (Zilir. 261 pav.) statumo koeficiento Sz{
g

of, (U, U, )}

Paaiskinkite, kam schemoje, pavaizduotoje 277 ,a“ pav. reikalingi: kondensatorius Ci,
rezistorius Ry, ekranizuojancio tinklelio grandinés rezistorius R., kam reikalingas antidinatroninis
tinklelis ir kodél jis sujungtas su katodu, kodél i radijo lempa vir§ valdanciojo tinklelio g buvo ivestas
ekranizuojantis tinklelis e, kodél kartais ekranizuojantj tinkleli per kondensatoriy C. (277 pav. tas
kondensatorius nepavaizduotas, nes pastovios sroves stiprintuvuose C. gali ir nebuti, kaip gali kartais
nebiti ir kondensatoriaus Cy) sujungia su katodu.

Po to pabandykite sudaryti realaus stiprintuvo, pavaizduoto 277 ,,a“ pav., realia perdavimo
funkcija, atsizvelgdami i tai, kad radijo lempos elektrodai sudaro savo risies kondensatorius, su kuriy
talpa tenka skaitytis, ypatingai, jei stiprinamo jé&jimo signalo Furje eilutéje yra auksto daznumo démeny,
turin¢iy nemazas amplitudes.

Palyginkite gautaja realia perdavimo funkcija W.(p) su idealaus stiprintuvo — invertoriaus
perdavimo funkcija Wi=K.

Irodykite, jog bloku, pavaizduoty 278 pav., kuriuose stiprintuvas — invertorius jjungtas su
neigiamu griztamuoju rysSiu (griztamojo rySio neigiamumas atsiranda todél, kad stiprintuvo —
invertoriaus i$¢jimas turi prieSinga zenkla, negu i¢jimas), perdavimo funkcijos, esant pakankamai
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dideliam stiprinimo koeficientui |K| ir pakankamai didelei stiprintuvo i€jimo varzai, gali buti

pakankamai tiksliai atvaizduotas formulémis W,(p)= R , Wy(p)= L , W(p)=—R,Cp.

R, R,Cp
a) R, b) C
S — -
o e o, ]
X(t) = Uy (1) y(t) = Ui (1) |
& o & %)

N
—A—{> o

278 pav.

Kodél pirmaji bloka daznai vadina masstabiniu (masstabavimo) bloku, antraji, jei R,C=T =1, —
idealiu integratoriumi — invertoriumi, tre¢iaji, jei R,C=T,=1, — idealiu diferenciatoriumi — invertoriumi?
Kaip pavadinti antraji ir treciaji blokus, kai T;#1 ir T,#1?

1.11.80. Irodykite, kad schemos, pavaizduotos 279 pav., i$¢jimo atvaizdas Y(p) gali buti

n
V4
_ZZZ((p))Xl(p)
apskaiciuotas, naudojantis formule Y(p)=Ui;(p)= i1 Z140P - , kur Zi(p), Zx(p),
1,20 5 Zo(p)
K Z5(p) izlzl,i(p)

Z5(p) — ,,varzu” z,;, 2o, Z3 (jos gali biiti rezistoriai, kondensatoriai, ritelés ir net sudétingos kompleksinés
,varzos®) atvaizdai.

@—& 111 i) i'i
/[\ Z12 .
x1(t) = Upi(t) M
N
A
o e x s
3
Xn(t) = Ul,n(t) Z3 Us Ui§,(t) - Y(t)
/ e /
16} % ¥ ' )
279 pav.

Raskite ‘IT'm Y(p) ir nustatykite, kokia matemating operacija su savo {éjimo signalais vykdo
K|

schema, pavaizduota 279 pav., kai [K|=, z, 1=z ,=...= 21 ;=...=Z; n =2, =R.
Kuo tampa $i operacija, kai [K|=00, elementai z, ; — vienodos aktyvios varzos, lygios R, o ele-

. . ot . . R (S .
mentas z, — kondensatorius, kurio talpa C,, iSreiks$ta faradais, yra lygi dydziui R’ idreik§tam omais ~'?
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Raskite i§¢jimo trajektorijos priklausomybg nuo trajektorijy x;(t), kai |[K|=00, z, =R, o0 elementai

z,; — kondensatoriai, turintys vienoda talpa C, kuriy kiekvienos dydis, iSreikstas faradais, lygus dydziui

| .

——, iSreikStam omais .
nR,

Kokie turi biiti schemos, pavaizduotos 279 pav., elementai, kad biity tenkinamos Sios lygybés:

1) y(t)=— Zn:xi (t);2) y(t)= —lzn:xi (t)=—x(t); I)y(t)=— anotixi (t), kur 0;>0 — realis skaiciai;
n

i=l i=l i=1

B yO--[Yax 03 y0--5ax 02
= i1

Ar galima schemoje, pavaizduotoje 279 pav., iSmesti elementa z3, t.y. priimti, kad jis
begaliniai didelé aktyvioji varza? Sudarykite bloky, pavaizduoty 280 pav., schemas.

xi(t) —> xi(t) —> ‘ n
w0 > 3 Y0250 a0 [ 3 v [
xolt) —> xo(t) —>

xi(t) —> da

x;(t)ﬁ d _ﬁ= agxi(t)

| dt
Xp(t) —>
280 pav.

Sudarykite bloko, realizuojancio operacija y(t)=x;(t)—x(t), schema.

1.11.81. Irodykite, jog sistemoje, susidedancioje i§ objekto, turin¢io perdavimo funkcija Wo(p),
kurio i¥¢jimas griztamuoju rySiu sujungtas su iéjimu taip, kaip parodyta 281 pav., kur y(t) —
deskriptyvioji (faktiskoji) objekto i¥¢jimo trajektorija ir y™(t) — normatyviné objekto i§¢jimo
trajektorija, stiprinimo koeficiento K absoliuciai reikSmei artéjant prie begalybés, deskriptyviné i§éjimo
trajektorija y‘(t) artés prie normatyvinés y®™(t).

x(t) - Z x(O)+K[y (d)(t)_y (n)(t)] y(d)(t)

2> Wo(p)
K[y ) -y “(0)] y Y0 -y W) <.
K Z -y ! (t) Planavimo
~ programa
281 pav.

Sudarykite automatinio stabilizavimo, automatinio programinio valdymo ir automatinio sekimo
sistemy blokines schemas.

1.11.82. Raskite sudétingos sistemos, pavaizduotos 282 pav., i§¢jimo trajektorijos y(t) atvaizda
Y(p) dviem budais: 1) tiesiogiai (nesinaudojant perdavimo funkciju jungimo savybe), 2) rasdami
kiekvieno i¢jimo poveiki i kiekviena i$¢jima atskirai, o po to rasdami iSéjimus, kaip ty poveikiy
algebrines sumas.

1.11.83. Atsizvelgdami i tai, jog |z|<l, raskite Sias sumas: 1) sz; 2) sz, kur r>0;
k=0 k=r

n o0 o0 o0 o0 o0 n o0
3) 7% kurn>r>0; 4) k2N 5) D k2N 6) Y k2N 7) Dk 8) YK 9 —> AN
k=r k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 dz"i 5
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10) D k"z" .
k=0

x3(t) > d

Xa(t) > Wa(p) m 1
Xl(t)é

9
2w — > [ W3(p) —> > > Ws(p) Y

Wa(p) j

S RZOIS DD o
X4

Wi(p) |< xs(t)

-K
il -K Y Ws(p) |

2

282 pav.

1.11.84. I8 tolydzios funkcijos x(t) galima gauti impulsing funkcija x73(t)=

=Y x(kT)3(t-KT). Pavyzdziui, jei x,(t)=t, tai xj;(t)=) KT8(t—kT), o jei x,()=t, tai
k=0 k=0

x51(t)= i(kT)zs(t—kT) )
k=0

Jei pasirinktume T=1, tai gautume, jog x](t)= Zké(t—k) ir x3,(t) = Zkzéi(t—k) .

k=0 k=0

Kuo skiriasi Xjr(s) nuo Xj;(s) ir X5(s) nuo X3,(s), o taip pat X;(z) nuo X,;(z) ir
Xy1(2) nuo X,,(2)?

Raskite perdavimo funkcija Wr(z) tokio bloko, kuris transformuoja diskrecia iéjimo trajektorija
(KT} i diskregia i3¢jimo trajektorija {(kT)’}. Kuo skiriasi Wr(z) nuo perdavimo funkcijos W(z) tokio
bloko, kuris transformuoja i¢jimo trajektorija{k’} i i8¢jimo trajektorija {k’}, kurios gaunamos i3
trajektorijy {(kT)*} ir {(kT)’}, kai T=1?

Tarkime, kad mes zinome perdavimo funkcija Wr(z) bloko, kuris transformuoja diskrecia
trajektorija {x(kT)} i diskrecia trajektorija {y(kT)}, kur {x(kT)} ir {y(kT)} — kokios nors sekos. Kaip i§
Wi(z) gauti perdavimo funkcija W(z), transformuojancia seka {x(k)} i seka {y(k)}, kurios gaunamos i$
seky {x(kT)} ir {y(kT)}, pakeitus t i 1? Ar galima zinant W(z), rasti W(z)?

1.11.85. Nagrinédami ry$j tarp Laplaso ir z — transformacijos, irodéme, jog jei blokas, turintis

perdavimo funkcija W(s), transformuoja iéjimo trajektorija x*(t):Zx(kT)S(t—kT) 1 i8¢jimo
k=0

trajektorija y(t)=y(t), tai blokas, turintis perdavimo funkcija W'(s)=L[w (t)]= L{Zw(kT)S(t—kT)},
k=0
kur L[w(t)]=W(s), transformuoja X (t)= Zx(kT)S(t—kT) iy ()= ZY1 (kT)o(t—kT) .
k=0 k=0
Iliustruokite §j teigini pavyzdziu, kai W(s):L ir x(t)=t, t.y., kai x (t)= ZkTS(t—kT) ir
s+a =

w(t)=e ™.
Kas pasikeis $ioje iliustracijoje, jei iéjimo trajektorijomis taps x(t)=t* ir xj(t)=

= i(kT)z 3(t—kT)?
k=0

Kokie pasikeitimai jvyks, kai impulsiné j¢jimo trajektorija taps x (t)= Zkzé(t -k)?
k=0
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1.11.86. Jei blokas, turintis perdavimo funkcija W(s), transformuoja x(t)=t* { y(t)=t’, tai ar

transformuos blokas, turintis perdavimo funkcija W'(s)= L{Zw(kT)S(t—kT)} , 1éjimo trajektorija
k=0
* _ = 2 o ey oo . .o * o > 3 .
X ()= Z(kT) 8(t—kT) {isejimo trajektorija y (t)= Z(kT) S(t—kT) ? Kodel?
k=0 k=0
. 1_ —sT
1.11.87. Interpoliatoriaus — fiksatoriaus perdavimo funkcija V(s)=

. Jis transformuoja

i€jimo trajektorija X (t)= Zx(kT)S(t —kT) 1 i§¢jimo trajektorija y(t)=%x(t) =
k=0

= Zx(kT) {u[t—kT]-u[t—(k+1)T]}. 1 kokia iSéjimo trajektorija fiksatorius transformuos i&jimo
k=0
trajektorija x(t), kur x(t) — tolydi laiko funkcija?

Raskite interpoliatoriaus, transformuojancio {éjima x*(t):Zx(kT)é‘)(t—kT) 1 i8¢jima
k=0
y(t)=x(t), perdavimo funkcija {l(s), kur x(t) — lauztiné, aproksimuojanti trajektorijas x*(t) ir x(t)
(zitir. 283 pav.).
x(t)
A

0 T 2T 3T 4T ' t
283 pav.

1.11.88. Schema, pavaizduota 284 pav., transformuoja j¢jimo trajektorija X (t)=

= ZX(kT)S(t —kT) ii8¢jimo trajektorija y(t).
k=0

X(t

i) 2w 2

x (1) | =
gl ()

284 pav.

Bendra visos sistemos perdavimo funkcija W(s)= V(s) -W,(s)-W(s). Buvo irodyta, jog jei W(s)

transformuoja x*(t):Zx(kT)S(t—kT) i y(t), tai perdavimo funkcija W'(s)=L[w (t)]=
k=0

:L{Zw(kT)B(t—kT)} transformuoja x (t) i y*(t):Zy(kT)S(t—kT). Raskite W'(s) $iuo atveju ir
k=0 k=0

* T *
paaiskinkite, kodel W'(s)=(1—e 7). [w} . Raskite V7 (s) ={1 © } .
s s

Koks biity sistemos, pavaizduotos 284 pav., kiekvieno bloko i$¢jimas, jei bendras sistemos (ir
bloko V(s)) iéjimas biity lygus d(t)?

Raskite visos sistemos, turin&ios perdavimo funkcija W(s)=V(s)-Wi(s)-W,(s), peréjimo
charakteristika h(t) ir impulsing peréjimo charakteristika w(t). Pabandykite iSreiksti h(t) ir w(t) per
bloky, turin¢iy perdavimo funkcijas W (s) ir Wy(s), peréjimo charakteristikas h,(t) ir hy(t), o taip pat per
wi(t) ir wy(t).
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1.11.89. Sistemos, kurios perdavimo funkcija W(s)=1-e*', iéjimo trajektorija yra

(t) i (t=KT), kur u(ty=] > 11 1<70
x(t)=a ) u(t— ,kuru(t)=4 " .
= 1, jeit>+0

Sudarykite i¢jimo trajektorijos x(t) grafika, raskite iéjimo trajektorijos atvaizdi

X(s)=L {aZu(t - kT)} , 0 taip pat $ia {éjimo trajektorija atitinkancia iS¢jimo trajektorija y(t).
k=0

Kokia bus sistemos W(s) i§é¢jimo trajektorija, jei iéjimo trajektorija bus x(t):aZ(t—kT) ?
k=0
Nubreézkite {&jimo ir i§¢jimo trajektorijy grafikus.
Kokia operacijos, kuria vykdo blokai W(s)=1—¢*" ir W(z)=1-z su savo i¢jimy trajektorijomis,
esme?

Kaip transformuos blokai, kuriy perdavimo funkcijos yra ,,atvirkstinés®, t. y. W(s)= ir

—sT

W(z):lL , 16jimo trajektorijas x(t)=a-u(t) ir x(t)={a}? Raskite atitinkamas i$¢jimo trajektorijas.
Y/

Kaip blokas W(s)= transformuos i€jimo trajektorija x(t)=at-u(t), o blokas W(z):lL -

1 _ e*ST

i€jimo trajektorija {x(kT)}={akT}?
1.11.90. Sistema turi vieng iéjima ir viena i$¢jima. Jos iSorinio matematinio modelio peréjimo
ir i§¢jimo funkcijos yra tiesinés, t.y. d_f:f(z(t)’ x(t))=az(t)+bx(t) ir y=¢(z, x)=cz+dx, kur a=const,

b=const, c=const, d=const, z(0)=0.

Raskite Sios sistemos perdavimo funkcija W(p) ir jos peréjimo charakteristika h(t) bei
impulsing peréjimo charakteristika w(t). Raskite Sios sistemos i$¢jimo trajektorijos y(t) priklausomybe
nuo &jimo trajektorijos x(t). Kaip pasikeis §i priklausomybg, jei z(0)=a>0?

1.11.91. Sistemos ié¢jimai, i$¢jimai ir blisenos yra vektoriai X(t)=(x(t), Xa(t), ..., Xu(t)),

y(t) =(y1(t), y2(t), ..., ym(t)), Z(t) =(z1(t), Z2(t), ..., z(t)), todél sistemos peréjimy ir i$¢jimy funkcijos
taip pat yra vektorinés: %zf(i(t),i(t)), y=¢(z,X) . Jei sistemos pradiné biisena 7(0)=0=(0, 0,..., 0)

ir funkcijos f ir ¢ yra tiesinés, t.y., jei f(z,X)=AZ+BX ir ¢(zX)=Cz+Dx, kur A, B, C ir D —

ay, . Ay by, o by Cri» - Cpy
. . ayp, - Ay, by, . by, Cy1s - Cop
pastovios matricos: A= s B= s C= s
als Ary br,l? br,n cm,l? Cm,r
dl,l’ “ee dl,n
dyp, o dyy . . .. . . ?(s) S
D= , tai galima sudaryti matricing perdavimo funkcija W(s)=——=, kur X(s) =(X,(s),
- - - X(s)
dll’l,l 5 ees dl’l’l,l’l

Xa(8)s +-0s X)), Y(8)=(Y1(8), YalS),-, YunlS)).
Sudarykite matricing perdavimo funkcija, kai n=2, m=2 ir r=2.
Raskite sistemos i§éjimo trajektoriju y(t) ir y,(t) atvaizdus Y,(s) ir Y,(s) tuo atveju, kai

21 1 2 I 0). 11
A= ,B= ,C= ir D= .
R S L

Raskite y;(t) ir ya(t), jei x;(t)=a-u(t), x,(t)=bt-u(t), kur a=const, b=const.

Sudarykite matricing perdavimo funkcija bendram atvejui, t. y. iSreikskite matricing perdavimo
funkcija W(s) per matricas A, B, C ir D.

ISveskite formules i$éjimo trajektorijoms y(t) =(yi(t), y2(t), ..., ym(t)), iSreiSkiancias S$iy
trajektoriju priklausomybe nuo iéjimo trajektoriju X(t) =(x;(t), Xa(t), ..., X,(t)) ir nuo matricy A, B,
CirD.
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Kaip pasikeisty tos formulés, jei pradiné biisena z(0) nebtity lygi 0=(0,0, ..., 0)?

1.11.92. Ar galima rasti sistemos, turinfios viena i€jima ir vieng i$¢jima, perdavimo funkcija
W(s), kai tos sistemos peréjimo ir i§¢jimo funkcijos néra tiesinés? Kodél?

Savo atsakyma iliustruokite pavyzdziais ir pagriskite matematiniais jrodymais.

1.11.93. Ar galima sudaryti diskrecios sistemos perdavimo funkcija, jei z(0)=0 ir jos iSorinis
matematinis modelis yra tiesinis, t.y., jei z[(k+1)T]=az(kT)+bx(kT), y(kT)=cz(kT)+dx(kT), kur
a=const, b=const, c=const, d=const?

Savo atsakyma iliustruokite pavyzdziais.

1.11.94. Ar galima sudaryti diskrecios determinuotos sistemos matricing perdavimo funkcija,
jei tos sistemos iSorinis matematinis modelis yra tiesinis, t.y., jei z[(k+1)T]=Az(kT)+Bx(kT),
y(kT)=Cz(kT)+Dx(kT), kur A, B, C ir D — pastovios matricos?

Savo atsakyma iliustruokite pavyzdziais.

1.11.95. Irodykite, kad dviejuy nepriklausomy atsitiktiniy procesy sumos koreliacinis atvaizdas
yra lygus ty procesy koreliaciniy atvaizdy sumai.

1.11.96. Irodykite, kad determinuota sistema, turinti perdavimo funkcija W(z), transformuoja
atsitiktines i¢jimo trajektorijas {x(kT)} i atsitiktines i§¢jimo trajektorijas {y”(kT)} taip, jog tu

N o N o
trajektoriju  vidurkio {my(kT)}= {%Zy(l) (kT)} atvaizdas ~ M(z)= Z{%Zy(‘) (kT)} X =
i=1 k=0 i=l

& i e IS . e IS
=— kT)z* =—>' YD (2) yra lygus i¢jimo trajektorijy vidurkio {my(kT)}=4— x@ (kT
N;;y (kT) N; (z) yra lygus i¢j jektoriju {my(kT)} N; (KT)

n
atvaizdui M,(z)= %ZXG) (z) , padaugintam i$ perdavimo funkcijos W(z).
=1

1.11.97. Trodykite, jog determinuota sistema, turinti perdavimo funkcija W(z), transformuoja
atsitiktines stacionarias i¢jimo trajektorijas {x”(kT)} i atsitiktines i§¢jimo trajektorijas {y(kT)} taip,
jog i8¢jimo trajektorijy koreliacinis atvaizdas W(z) gali biiti surastas, pasinaudojant formule
\Py(z):W(z)-W(z’l)-‘Px(z), kur W,(z) — iéjimo trajektorijy koreliacinis atvaizdas.

1.11.98. Parodykite, kaip zinodami perdavimo funkcija W(z), galime sudaryti programa, pagal
kuria kompiuteris transformuoty iéjimo trajektorijas {x(kT)} i i8¢jimo trajektorijas {y(kT)} lygiai taip,
kaip tas trajektorijas transformuoty blokas, turintis perdavimo funkcija W(z).

Sudarykite programa, transformuojan¢ia {x(kT)}={(kT)*} { {y(kT)}={(kT)*}.

1.11.99. Tarkime, jog sistemos, pavaizduotos 282 pav., visi blokai diskretiis ir ju perdavimo
funkcijos W(z) bei {¢jimy trajektorijos {x;(kT)}, {xo(kT)}, {xs(kT)}, {x4(kT)} ir {xs(kT)} yra Zinomos.
Sudarykite programos, pagal kuria kompiuteris galéty apskaiCiuoti kiekviena i€jimo trajektorija
atitinkanti i§¢jimo atvaizda Y(z), bloking schema.

1.11.100. Sudarykite programa, naudodamiesi kuria ir Zzinodami atsitiktines i&jimo
trajektorijas {x"(kT)}, galétume apskaiGiuoti koreliacijos koeficientus (r) ir rasti koreliacinj j¢jimo
atvaizda W,(2).

Patikrinkite programos darba, naudodamiesi kokiu nors konkreciu pavyzdziu.

Kaip pasinaudoti $ia programa, ieSkant V,(z).

1.11.101. Sudarykite programa, pagal kuria kompiuteris, turédamas informacija apie prading
medziagy sandélio blisena ir apie visas iSorines i¢jimo trajektorijas, galéty apskaiciuoti visy sandélio
elementy visas trajektorijas ir visas sandélio iSorinio i§é¢jimo ir fazines trajektorijas.

Ar galima buvo sudaryti sandélio ir jo elementy perdavimo funkcijas? Kodél?

1.11.102." Sudarykite dvejetainio nuoseklaus veikimo aritmetinio sumatoriaus schema radijo
elementy (rezistoriy, kondensatoriy, diody ir triody) lygyje ir parodykite, jog $i schema realizuoja
dvejetainio nuoseklaus veikimo sumatoriaus peréjimo ir i8¢jimo funkcijas ir iSveda dvieju dvejetainiy
skai¢iy suma. Ar galima tokiam sumatoriui sudaryti perdavimo funkcija?

1.11.103." Sudarykite dvejetaine lygiagretaus veikimo aritmetinio sumatoriaus schema
rezistoriy, kondensatoriy, diody ir triody lygyje ir parodykite, jog $i schema realizuoja dvieju dvejetainiy
teigiamy n-skilCiy skaiciy sudéties algoritma.

Papildykite Sia schema taip, kad sumatorius tapty algebriniu ir galéty sudéti skirtingy zenkly
dvejetainius n-skilCius skaiCius, t. y. galéty realizuoti ne tik dvejetaini n-skil¢iy skaiciy sudéties, bet ir
atimties algoritma.

Ar galima tokiam algebriniam sumatoriui sudaryti perdavimo funkcija?
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1.11.104. Susipazinkite su Ausros Bandzevicitités referatu ,,Operacinis skai¢iavimas®. Ka naujo
ir naudingo suZinojote, perskaite §i referata? Kuo, Jisy nuomone, biity tikslinga papildyti §j referata?

e
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