0(2)=1; 90'(2=2z2; ¢'(2)=2; ¢"(2)=2; ¢"(2)=2; 90" (2)=0; ©" (2)=0 ir toliau visos @(z)
i¥vestinés ¢™(z), kai m=1, 2, 3, ..., yra lygios 0.

2 1 2 1 &
Todél ¢(z)=2"2z+1=142(z-2)+ = (z-2)" ir f(z)= + + =Yec,(z-2)", kur,
2! (z-2)* (z-2)* z-2 2%

kai n>0, visi ¢,=0; c_;=1; c,=2; ¢3=1; kai n<—4, visi ¢,=0.
Gautas rezultatas sutampa su tuo, kg turétume gauti, naudodamiesi formule

iné ; -2z+1 . 2
C= 1 I ﬂdz. Misy nagrinétu atveju f (z):% ir cn:L.. Z—Zzﬂd -
2mi 7(z— 2™ (z-2) i C(Z—2)“+4

(m)
@) m
> P

1 J'm 0
4
2 - (Z 2)1’1+

(m) (m)
- (2) f ch @ j( gty

Integralai J(Z—Z)m_n_4dz , kai m—n—4=—1, yra lygis 0 ir I(Z—Z)m_n_4dz =27i tada ir tik tada,
C C

) ) n+4-m 2 TEl

kai

(m)
m-n—4=-1, t. y., kai n=m-3, kur m=0, 1, 2. Todél sumoje c,= Z(‘D 2) I( —2)™ 44z, kai numeris

(m)
n yra duotas, gali buti nelygi 0 ne daugiau negu viena i§ sandaugy (p_'() f (Z—Z)m_“_4dz, nes
m!

m!

C
daugiklis J.(z—2)m’“’4dz nelygus 0 tik tada, kai m=n+3.
C
(m) (m)
Kai m=3, 4, 5, @ ir todel sumoje ¢,= Z(P 2) j( -2)™ 44z, kai n+3>3,

visi démenys yra lygis 0. IS to iSplaukia, kad cj=c;=c,=c;=... yra lygis 0.
Todél ¢,#0 tik tada, kai m=0, 1 ir 2, t. y. tik tada, kai n=0-3=3, n=1-3=2, n=2-3=1:

I =L 2 -1
2mi L(z- 2)*“4 2 2mi 2 ’
Co= ! (p(l)(2)J~ -1 21'51_2
2mi (z 2) 241 opi']
— 1 L . . . .
——(p( ) I W Zni‘l‘zm =1. Tai sutampa su anksc¢iau gautais rezultatais.

10. Kai f(z)= EZ)), kur fi(z) — analizin¢ funkcija bet kurioje baigtinéje

f,(z

kompleksinés plokStumos srityje, o f2(z)=0 yra lygtis, turinti r skirtingy kartotiniy
f,(z)

Sakny z,, 7o, ..., Z, ..., Z, t. y. kai f(z)= - - - —, kur
(z—z)"(z—2z))" -.(z=2, )™ (z—2,)™

mj, my, ..., Mg, ..., m; — sveiki teigiami skaiciai, tai funkcija ¢(z)=f(z)-(z—z, )™ yra

"(z k)(z 2 )"

holomorfiné taSke z=zy ir ja galima iSreiksti Teiloro eilute ¢(z)= Z(p
n=0

1 f@z-z)™ 1 _e@ 4 _
Todél Resf(z)-z jf( )dz 2= lcj ) dz= 2mcj(z T dz
Z(P(n)( k)(Z Zk)

:L n=0 (n)(z
=i

9} J(z z,)"™dz, kur Cy - wuZdaras
Cy

¢
(z—z, )™ 2n1 Z
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kontiiras aplink taska zy, neturintis savo viduje kity ypatinguyju funkcijos f(z) tasky
(pavyzdziui, pakankamai mazo spindulio r apskritimas, turintis centra taske z=z).
{2ni, kain—m, =—1

Kaip jau buvo anks¢iau parodyta, [(z—z, ) "*dz= .
Pl parocy '[( k) 0, kain#m, -1

Ck
(mrl)( ) 1
Todél Res f(z)—— j f(2)dz=— P W i —
57y 2TC ZTCI (mk —1)' (mk - 1)!

« lim -9 = [f(z)(z z)™ .

Kai konturas C yra toks, kad { jo viding sritj patenka visi ypatingieji funkcijos
f(z)= — — £(2) — — taskai z, 2, .., Z, .., Z, tai,

(z—z)"(z—=2z,)" (z=2, )™ i(z—2,)™
pasinaudodami  reziduumy  teorema,  gauname: — jf(z)dz— Z Res f(z) =
k= ]Z—)Zk

—Z i " lia-z)™]|.

(m — 1)' Z*)Z dz

11. Tarkime, jog funkcijos f(z)fo(—Z), turin€ios r poliy z, kuriy koordinatés

2
yra baigtiniai dydziai, skaitiklis fj(z) yra sveikas daugianaris Auz”+A“_lz“71+...+
+AyZ+A 1z +Ag, 0 jos vardiklis fx(z)=(z—2)™ - (z=2,)™ ... (z=2, )™ -... (z—2,)™,

T
kur >'m, =m ir m—p>2.
k=1

Tuomet nesunku jrodyti, jog funkcijos f(z) Lorano eilutés f(z)= D c,z"
koeficientai c,, atitinkantys n=1, 0, 1, 2, 3, 4, ..., bus lygis 0, nes i§ tapatybés
AZM+A 7L AAZHA, =

- SR 1 C=Yec,z" iSplaukia tapatybé  AZM+A, 7+ 4
B z"+B_,z" +..+Bz+B, .—

+00
+A121+A05(Bmzm+Bm_IZm71+...+B]Z+B0)' chz“ , ir, sulygindami koeficientus prie

vienody kintamojo z laipsniy abiejose tapatybés pusése, gauname, jog sandaugos B¢,
kai m+n>p, turi biiti lygios 0, o tai reiskia, jog koeficientai c¢,, kai n>p—m, t.y., kai
n>-2, turi biiti lygts 0.

Gauname, jog misy nagrin¢gjamu atveju funkcijos f(z) Lorano eiluté yra

f(z)=— C24ls ‘3 484 4., kur c_», c_3, ... yra pastovis baigtiniai dydziai.
7z 7z z

Pasirinksime tokj x=x, kad jis visy funkcijos f(z) ypatingyju tasky zy
atzvilgiu tenkinty salyga Vk (x,>Rezy), kur Rez=Re(xytiyx)=xk, ir pravesime
kompleksingje plokStumoje tiesg¢ x=x (zitir. 234 pav. ties¢, einancia per taskus E, F ir
A). Tai padaryti galima, kadangi visi funkcijos f(z) poliai z yra baigtiniai.

IS koordina¢iy pradzios tasko O pravesime apskritima C tokiu dideliu
spinduliu, kad j jo vidy patekty visi ypatingieji funkcijos f(z) taskai, ir priimsime
salyga, kad to apskritimo spinduli R galima, kiek norime, didinti.

Tarsime, kad apskritimas kerta ties¢ x=x, simetriniuose taskuose E ir A, kuriy
atstuma nuo tiesés y=0, didinant spinduli R, galima, kiek nori, didinti.
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Jy

D
234 pav.

Visi funkcijos f(z) ypatingieji taSkai pateks { kontiro EFABCDE vidy ir
pasiliks jame didinant R.

Todelz— jf(z)dz kl{Res f(z)}:i{( 1_1)'2 dmk‘ilLf(Z)-(Z—Zk)mk]}.

m
1 EFABCDE k=1 «d

Suskaidysime konttira C—EFABCDE 1 dvi dalis EFA ir ABCDE. Gausime, kad
— j f(z)dz—— | f(z)dz+— [f(z)dz, ir jrodysime, kad lim [f(z)dz=0 ir
2mi 2

EFA Tl ABCDE R=>%  BCDE

L- I f(z)dz= Z{Res f (z)} . Gana ilga irodyma suskaidysime i 14 Zingsniy.

Xg—j© k=1

) [f()dz< [f(2)]dz= |

ABCDE ABCDE ABCDE

< I (|C—2| |C—3| | | j|dz|
ABCDE |Z | |Z | | |

||_11

|X+1Y| \/ x> +y’ p
3) Kadangi ABCDE — apskritimo, turin¢io spinduli R, dalis, tai, judant lanku
ABCDE, z keiciasi taip, kad p=R=const.
4) Kadangi |Z"|=|z|", |Z"[=|z|"=p", tai ant lanko ABCDE turime, jog
|z"[=R"=const.

C C C
2, v3 —4
Sttt

2) |2

Cs

3
Z

=

4
V4

lea] , les]
=21 1731

5) Todé¢l ant lanko ABCDE: C;; + = R R :F

Z
R’| R R?

6) Kadangi funkcijos f(z) Lorano eilutés koeficientai c, yra pastovis dydziai,

|°—3| |C—4|

tai, didinant R, suma —+F+... mazéja ir, esant pakankamai didelei R reikSmei,

+ t.=
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artédama prie 0, gali tapti mazesné uz vieneta, kadangi M+M+H+ <
4 R R2 R3 cee —
Sl’niaX|ci|. 1 :miaX|C| o dl| | R [|c_3| |c_4|+ j |c_2|+1‘

R .1 R-l R’ R R’ R’

7) |dz|:|d(x+iy)|:‘d(w/x2 +y2(cosq)+i-sin(p))‘ ~[d(p(cosp-+ising)) .
Ant lanko ABCDE p=R=const ir kei€iasi tik (p=arctgz, todel dz=d[p(coso+
X

+ising) J=p(-sinpdg-ticospdp)=p(icoso—sing)de ir [dz|=p+/cos’ p+sin’ ¢|dg| =R|dg|.
Kadangi, judédami kryptimi ABCDE, judame prie§ laikrodZio rodykle ir
didiname kampa o, tai dp>0, ir d(p:|d(p| . Todél |dz|=Rde.
8) Atsizvelgdami i tai, kas buvo gauta punktuose (1)+(7), ir pasinaudodami 234
pav. bei jo 2yméjimais galime uzrasyti nelygybe:

. | CL,|+ |c_2|+1 B :|c_2|+1 B X,
OSAB.([LZ(Z)| jdz| < .[ R R (2n—2¢1) R (212 arccos 2 ), t.y.
nelygybe 0< _[ |f (z)| |dz| | | ——2(n— arccos~2 29,

ABCDE R

9) Kai x¢ yra baigtinis dydis, tai lim arccos% =arccos0=g, o taip pat, kadangi

|co[+1 — baigtinis dydis, tai 11m|CR| (2m—2arccos 0) =0, todé¢l i§ nelygybés (8)
iSplaukia, jog lim I |f (z)|-|dz| =0.
R>% ABCDE
10) Kadangi [— [ |f(z)|-|dz|Js , tai 1§ (9) iSplaukia, jog
ABCDE ABCDE ABCDE

lim [f(z)dz=0
R BCDE

11) Todel, pazyméje uidarq kontira EFABCDE sutrumpintai C, galime
uzrasyti: llm—jf(z)dz—llm— ff(z)dz+11m— If(z)dz 11m— If(z)dz+

R—ow R—ox ﬂ:l EFA R TCIABCDE R—)oo ﬂ:lEFA
1 Xg+joo
+0=— [f(2)dz.
2mi

XO—JCI)

12) Kadangi x( buvo pasirinktas taip, kad x¢>maxRez, =maxx,, kur z —
k k

funkcijos f(z) poliai, ir apskritimo spindulys R buvo didinamas iki begalybés, tai

kontiiras C galy gale turé¢jo aprépti visus funkcijos f(z)zrfi

H(Z_Zk)mk

polius.

13) Todél i§ reziduumy teoremos iSplaukia, jog hm—jf (z)dz= ZResf (z)=

k=1 27y
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r my -1 . _ my
1 limd f(2)-(z—z)

1\ mi -1 ¢
k=1 (mk 1)-2_)Zk dZ H(Z_Zk)mk
k=1

= L@ _ =248 Gy
f,(z) 22 20 2 7

T
kur fi(z) — racionalus daugianaris, o f(z)=] [(z—z,)™ , kur m>1 — sveiki skaiciai, tai
k=1

X+ mk—l
ZL jf(z)dz Z{(m: 1)'2_)2 e [f(z) z zZ, ]},kq ir reikéjo irodyti.

12. Galima jrodyti, jog gautoji formulé likty galiojanti ir funkcijai @(t)=f(z)e”,

14) 1§ (11) ir (13) gauname, jog tuo atveju, kai f(z

XO—IOO k=1

kur f(z)eri — ka tik nagrinétas racionaliy daugianariy santykis, kuriame
H(Z_Zk)mk
k=1

vardiklio laipsnis yra ne maziau kaip dviem vienetais didesnis negu skaitiklio laipsnis,
t. y. galima irodyti formule

Xo+]w
2L Jf(z) e”dz= kz;{( 1_1)'2_)2 mkl[f(z) e”(z— zk)mk]} kurx0>maxRezk
Xg—joo

=MaxXx,, 0 Zx — funkcijos f(z) poliai.

[rodysime tai, suskaidydami irodyma i 5 Zingsnius.

1) Visy pirma, funkcijy f(z) ir (z)=f(z)e” ypatingyju tasky aibé bus ta pati —
funkcijos f(z) poliai zi, 7y, ..., z., nes funkcija ¢” né viename baigtiniame kompleksinés
plokStumos taske ypatinguju taSky neturi.

2) |ezt|:|etp(cosnp+i-sintp)|:etp.cos(p|eitp-sincp|=et-Rez \/COSZ (tp-sin (p)+sin2 (tp-sin (P) :etx.

3) Uzdaras kontiiras EFABCDE (ziur.234 pav.), kuri sutrumpintai paZyméjome
C, susideda 1§ dvieju daliy: atviro lanko (ABCDE), priklausancio apskritimui,
turiniam spinduli R, ir tiesés segmento [EFA], kertanCio realiagja aSi Ox taSke Xy,
pasirinktame taip, kad xo> max Rez, = maxx, , kur zx — funkcijos f(z) poliai.

Kai f(z)= ? (2) , kur f)(z) — sveikas daugianaris, turintis baigtini laipsni
2
m=)m,, tai funkcijos f(z) Lorano eilut¢ bet kurio jos poliaus aplinkoje turi tik
k=1

—n

(z—2,)

baigtini démeny su neigiamais laipsniais — skaiCiy ir tod¢l tokiu atveju toki Xo

parinkti visada galima. Tuomet visuose apskritimo lanko (ABCDE) taskuose bus
tenkinama nelygybé |e”|<e™', t.y., esant fiksuotai t reik§mei, |e¢”| liks baigtinis
skai¢ius, ne didesnis uz e*', kiek bedidintume apskritimo spindulj R.

Js [f(2)e

(ABCDE) (ABCDE)

4) Todél | —
(ABCDE)
1 2710,

I ¢.

XOI
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21—,
C_2|+1 jTi(pZO ir

P

Xt

5) Kadangi €™ — baigtinis dydis, tai lime

R—w

lim jf (z)e™dz =0, i$ kur, naudodamiesi 234 pav., gauname, jog %im% f f(z)e"dz=
—>0 Tl

7% (ABCDE) EFA
ZLXOFF(Z)-ethZ = Zr:Res[f(z)-eZt ] ZZr: ! lim " [f(Z) e (z-z,)™ ] kg ir
2 ixo—jOO k=1 77y k=1 (mk —1)!z~)2k dkafl k )
reikéjo irodyti.
Xg+jo r
13. Formulé L _[ f(z)-e"dz=> Res[f(z)-e"], kaip ir pries tai jrodyta formulé
Xy—jo0 ol 2%
Xo+joo r
RS I Ldz = ZRes RGN , bendrai paémus, yra daliniai

: r
27[1)(0_]-30 (Z—Zk)mk kel 2% H(Z_Zk)mk
k=1 k=1

reziduumy teoremos atvejai.
Tai nesunku suprasti, prisiminus, kad kompleksinéje plokstumoje be galo
nutolgs taskas, kurj atitinka Rymano sferos polius P, yra tik vienas. O tai reiSkia, jog

taskai xo—ico ir Xo+100 turi sutapti, ir integrala — jf(z)dz galime interpretuoti kaip
uzdaro kontiro C, aprépiancio visus ypatinguosius funkcijos f(z) taSkus,
integrala, turinti bati lygy visy ty tasky reziduumy sumai.

14. Dabar jau galima grjzti prie Rymano—Melino formulés

(- | &)

6—iw

e”dp ir apibendrinti antraja Hevisaido teorema tam atvejui, kai

_F.(p)

F(p) ) , kur lygtis F(p)=0 gali turéti ir nuliniy p=0 ir kartotiniy Sakny, t. y.,

2
kai F2(p)=>_(p—p)™ , kur m>1, o px — funkeijos F(p) poliai, kurie gali biti bet kokie
k=1
realtis ar kompleksiniai skaiciai, tame tarpe — ir lygiis 0 bei kartotiniai.

Visy pirma priimsime, kad daugianario F,(p) laipsnis ) 'm, yra didesnis uz
k=1

daugianario F(p) laipsni.

Jeigu biity ne taip, tai visuomet biity galima, dalinant F;(p) 1§ Fa(p), iSskirti
sveikaja dalj.

3 2
2p° +3p~ —2p+4 tai F(p)=2p+11+ 34p+40 .
(p-2)’ (p-2)°

Rasti atvaizdo sveikosios dalies originala néra sunku, nes H[11]=11 ir H[d(t)]=H[u'(t)]=p, kaip
tai buvo parodyta 1.11.5. skyrelyje.

Ir bendrai p"=H[u™(t)], kur n=0, 1, 2, 3, ....

Todél, naudojantis Siomis formulémis ir Hevisaido transformacijos tiesiSkumo savybe,
visuomet galima surasti atvaizdo F(p) sveikaja dalj atitinkancig funkcijos originalo dalj.

Pavyzdziui, 2p+11 atitinka f(t)=25(t)+11=2u’(t)+11u(t).

Kartais sveikojoje F(p) dalyje gali atsirasti démenu, turingiu pavidala a-¢ *"p*, kur a=const, t>0,
k — sveikas teigiamas skaicius.

Tuomet, pasinaudodami jau mums Zzinoma vélinimo teorema ir kitais anksCiau gautais
rezultatais, nustatytume, jog tokius atvaizdo démenis atitinka funkcijos — originalo démenys a-u®(t-t)=
=a-8% ().

Pavyzdziui, jei F(p)=
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Todél ieskant atvaizda F(p)=% atitinkancio originalo, kur Fj(p)=
2

T
=[J(p-p)™ ir m — sveiki teigiami skai¢iai, mums, i$skyrus kompleksinio argu-
k=1

mento funkcijos F(p sveikaja dali, belieka surasti tik tos atvaizdo dalies origi-

)= Fl (p)
FZ

nala, kurioje daugianario F,(p) laipsnis yra didesnis uz likusio trupmenos skaitiklio,

kuri toliau Zymésime (kaip ir anksc¢iau) F(p), laipsni.

F(p)_ F)

Tokiu atveju kompleksinio argumento funkcijos ——=———= vardiklio pF,(p)
P pE()
ir skaitiklio F;(p) laipsniy skirtumas bus nemazesnis uz 2.
Todél funkcijos Fp) Lorano eilutés Y c,z, koeficientai c,, kai n>—1, bitinai

n=—o

bus lygiis 0. Gali buti lygiis 0 ir kai kurie kiti ¢, taciau tai mums netrukdo taikyti

1 G+ioo

— J‘ F(p)eptdeZReS - Fl(p)
Moo P O T T(p-p)™
k=1

kitos px reikSmés, kai k=1, 2, ..., r, yra lygties F»2(p)=0 Sakny reikSmés.
IS Sios formulés iSplaukia:

neseniai iSvesta formule e™ |, kur pe=0, o

f(t):i' j weptdp=ZRes F](p) e |=

r

i —/ p—p my
oo P =P T -py)
k=1

r my -1 F _ my
1 ]im d l(p)(p pk) ept R kur m(]:l, p0=0.

koo | (my —1)! o dp ! - my
Pl (P-P)

4p+4 . .. F . .
34p+ 20 , tai funkcijos @ charakteristikos bus tokios: =2; py=0;

Pavyzdziui, kai F(p)=
(r-2) p

my=1; p;=2; m;=2.

Todél fity=——tim| G440 o |1 4 B4p—d0)(p=2)" i |_
(1—1)']3*)0 p(p—2)2 (2—1)'p~>2dp p(p—2)2

=lim wep‘ +limi 34-30 e | 2280 iy ep‘4—(2)+ 34-301 ¢.ept = 10+€”(10+144).
=0 (p-2) p-2dp p 4 po2 P

p
Nesunku sitikinti, kad surastoji funkcija f(t) tikrai turi atvaizda H[f(t)]=

34p+40
(P-2)°

#2102y

+
0
o =

o0

+
0

H[-10+¢*(10+14t)]=—10p j e P'dt+10p j e P Digy + 14pjt-e‘<P‘2>‘dt —_10p
0 0 0

-p 0 —(p-2)

+14p L
-(r-2)

_;jef(p—z)tdt 10+ 10p +14p|:0_0+L.;e(p2)t
o —(P—2)y (r—-2) p-2-(p-2)
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10p +l4p 1 :—10p2+40p—40+10p2—20p+14p:34p+40’
(P-2)  (p-2)° (p-2)* (p-2)°
15. Taip pat nesunku isitikinti, jog formulé
r my -1
f(t)ZZ{ 1 lim d e [ fi(p) e (p-p )™ }} tinka ir tuo atveju, kai lygties
it ((my —Dloredp ™| p-Fy(p)
F2(p)=0 Saknys néra kartotinés.

=10+

ka ir turéjome gauti.

F(p) _ E(p)
E®) (@-p)®-p,)--(P~P)--(P~P,)
Saknys px yra skirtingos ir nelygios 0, tai, naudojantis antragja Hevisaido teorema,

galima gauti, jog $i atvaizda atitinka originalas f(t)= F(0) +>° d (,p Q) e™ .
E0) &pkEpy)

r my -1 _ my
Pasinaudodami formule f(t)=) ! lim d — F(P)p—p,) e™ |, kur
koo | (my —D!e-redp p-E(p)
po=0, ir atsizvelgdami, jog Siuo atveju visi m=1, gautume:

=Y hm{lﬂ (P)(P—Py) ept} _ hm{ E(p)(p-0) ept} -y limFl (P)P-Py) ept} _
ior=r (p—0)-F(p) L (p-0)K(p) ] iarn p-E(p)

Pavyzdziui, kai F(p)= kur visos

=lim wept S lim E (p) oM :F1(0)+ " lim F(p) o :F1(0)+
PilE () | e BE@-0 [ E©O) Sen EE@-EE) | EO)
P—Px | S U
ka)ep“ , kas sutampa su rezultatu, iSplaukianciu 1§ antrosios Hevisaido
P E ()
teoremos.

16. Tod¢l dabar antraja Hevisaido teorema galima apibendrinti:

kai F(p)Z%, kur Fi(p) yra maZesnio laipsnio daugianaris negu Fx(p), tai atvaizda
2

F(p) atitinka funkcija — originalas

r r my -1 _ my
f(t)=)_ Res F(p) => L im 4 — E@E®-PI™ , Kur pi, pz, «ees
ko PPk P oo [ (my — 1) poek dp ) p-F,(p)

Pxs ---s Pr — lygties F2(p)=0 kartotinés eilés my>1 Saknys, po=0, my=1.

Kai visos lygties Fo(p)=0 Saknys yra skirtingos, paprastos (t.y. my=1) ir
nelygios 0, tai vietoj Sios formulés, kuria sutrumpintai vadinsime reziduumy
formule, galima naudotis ir paprastesne anksCiau irodyta formule,vaizduojancia

RO, s BE® o kaip jau
E,(0) iSp-E(p)
F(p)

matéme, ir tuo atveju galioja taip pat ir reziduumy formulé f(t)=> Res—.
k=0 PPk p
17. Gilesn¢ analizé, kuria mes Cia neuzsiimsime, rodo, jog misy iskelti
reikalavimai, iSvedant reziduumy formulg, buvo net Siek tiek per griezti: ne biitina,
kad daugianario F;(p) laipsnis biity maZesnis uz daugianario F»(p) laipsnj, nes

F(p)

pakanka, kad buty tenkinamas reikalavimas lim ——=0.
p—ow p

neapibendrinta antraja Hevisaido teorema f(t)=
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Pavyzdziui 1.11.5 skyrelyje mes buvome gave, jog H[e’at]:L. Cia Fi(p)=p, Fo(p)=p+a ir
p+a
abiejy daugianariy laipsniai yra vienodi.

Taciau lim (p) = lim —2— = lim ! =0, todél galima taikyti reziduumy formulg,
po® P poo (p+a)p poop+a

atsizvelgiant { tai, kad p,=0, m¢=1, p;=—a ; m;=1.
= tim DD ooy 1y POFR) e
(1-1)!p»=p(p+a) (I-D!p>-ap(p+a)
F(p)

galima buvo, dar prie§ pradedant taikyti reziduumy formulg, supaprastinti:

F . .1 ~ .
(®)__ P . Tuomet biutume gavg r=1 ; pj=—a ; m;=1 ir f(t)= lim Mept =¢ *. Tai

p p(p+a) p+a po>-a (p+a)
sutampa su kg tik gautu rezultatu ir su 1.11.5 skyrelyje gautu rezultatu.
18. Reziduumy formule¢ galima taikyti ir Laplaso transformacijai,

vartojant vietoj Fip)_ @) atvaizda F(s)= F,(5) , jei tik tenkinama salyga
p pE@P F,(s)
lim F(s) =0.

Tuomet gauname:
1 o+ r r 1 dmk—l F (S)(S—S )mk
fy=—— |F(s)-e"ds=)" ResF(s)-e" = . | )" st |
21—[16‘[&) ( ) é $=8k é (mk - 1)! !LI:: dS “ F2 (S)
= F(p)

E,(p)

atitinkancios funkcijos — originalo, ne tik tuo atveju, kai Fy(p) ir Fx(p) —
daugianariai, t.y., kai F(p) turi baigtin] skai¢iy poliy — lygties F»(p)=0 Saknuy,
nesusiprastinanciy su lygties F;(p)=0 Saknimis, bet ir kai kuriais atvejais, kai F(p)
ir F2(p) — sveikos ir vienareik§més transcendentinés funkcijos. Tuomet funkcija
F(p), priklausydama meromorfiniy funkciju klasei, gali turéti be galo daug poliy,
taciau neturi jokiy kity ypatingy tasky.

Galima ijrodyti, jog tokiai F(p) galima taikyti reziduumuy formule, Kkai
tenkinamos salygos:

1) visy poliy px realiosios dalys Repg yra baigtinés, t. y., galima pravesti tokia
ties¢ EA (zilr. 234 pav.), parinkus Xo=G¢> max Rep,, kad visi F(p) poliai atsidurty

19. Reziduumy formul¢ galima taikyti, ieSkant atvaizda F(p

kompleksinés plokStumos dalyje i kairg nuo tiesés EA;
2) egzistuoja tokia apskritimy su diskreciai kintan¢iu ir didéjanciu iki

begalybés spinduliu Ry (Rk —>ooj sistema (apskritimy seka), kad ant ty

k—ow
apskritimy lanky (ABCDE), papildanc¢iy atkarpa EFA (zitr. 234 pav.) iki uzdaro

konttro C ir nekertanciy funkcijos F(p) poliu py, biity tenkinama salyga @—m, kai
p

Ry—o.

_ea P
" tai funkcija L)
p

P
Pavyzdziui, kai F(p):hL2 , kur shp — hiperbolinis sinusas shp:e
sh™p

= & o P) turi vieng treciosios eilés poliy p=0 ir be galo daug antrosios eilés poliu p=ikn, kur
p(ef —e
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F(p)

k=t1, £2, £3, .., nes kai p=0, tai —— vardiklyje nuliu tampa ne tik daugiklis p, bet ir daugikliai
p

kn ik

(eP—eP)-(eP—eP), o kai p=ikm, tai eP—e P =" —e K =coskm-+isinkn—cos(—km)—isin(—km)=0

visoms sveikoms k reik§méms k=0, +1, +2, .... Jokiy kity poliy, ir tuo labiau kity ypatingy tasky
funkcija Fp) neturi.
p

Visy Fp) poliy realiosios dalys Re p =0, todél pirmoji salyga tenkinama, nes, jei pravestume
p

tiesg¢ EA (zitr. 234 pav.) per bet koki taska xo=0>0, tai visi poliai atsidurty kairiau tos tiesés.

F(p) _ 4 liai igsidé Sies Ivoiai .
——=————— poliai i§sidéstg ant menamos aies lygiais tarpais (atstumas nuo
P p(e’—e™)
poliaus iki gretimy poliy lygus =) ir yra izoliuoti, todél visuomet galima pravesti didéjancio spindulio Ry
apskritimus, nekertan¢ius né vieno poliaus. .
Ant ty apskritimy lanky (ABCDE) turésime, jog p=Ry "%, kur ¢ keisis nuo ¢, iki 2n—¢, (zidr.
234 pav.), o |p|=|pe'®=p isliks pastovus ir lygus Ry. Kadangi misy pravesti apskritimy lankai ABCDE

nekirs poliy, tai e’—p P#0. Nesunku jrodyti, jog egzistuoja didéjancio spindulio R, —oo apskritimy
k—0

Funkcijos

Fp)_ 4
P p(e’-eP)’

sistema, ant kuriy lanky (ABCDE), didéjant Ry, funkcija artés prie 0. Todel,

norédami rasti atvaizda F(p)= h—2 atitinkantj originala f(t), galime taikyti reziduumy formulg:
s

2 Pt M3 +0 Pt ._: 2 O 1_j .

B(t)=—— 1imd—2 e 20) +> L iy 4] minl)” ‘Z“k) 1Ly Z—l Z‘k;‘te‘km:
(3-D!-0dp p-sh”p = | (2=1)!p-rikdp p-sh“p 3 2 = k'm

k=0

:_1+lt2+i Lriknt o 1oikat |1, 1o, 255 cosknt t-sinknt)

3 2 k=1 1(27'[2 szfz 3 2 nkZl kZTC k

Palieku skaitytojui isitikinti, jog Sios funkcijos f(t) Hevisaido atvaizdas tikrai yra h_2 .
shp

Suprantama, jog ne visos funkcijos F(p)=y, kur Fi(p) ir Falp) -

2
vienareikSmeés sveikos transcendentinés funkcijos, tenkina anks¢iau iSvardintas dvi

salygas.

Pavyzdziui, funkcija tg p= SP etenkina pirmosios salygos, nes jos poliai pk=i(2k+1)§

cosp

i$sidéste ant realiy skaiCiy aSies nuo —oo iki +oo ir néra galimybés taip pravesti baigtiniame taske x,=s
tiesg¢ EA, kad visi funkcijos poliai atsidurty kairiau tos tiesés.

Funkcija F(p)= taip pat turi be galo daug poliy. Surasime juos.

sh(sinp)
I§ ka tik nagrinéto pavyzdzio zinome, jog shw=0, kai w=ikmn, kur k=0, +1, £2, ...

e —e™ _

Belieka i$spresti lygti w=sinp=jkm, t. y. lygti ikmt. Pazymésime (—ip)=z. Tuomet p=iz.

72—62

Gauname: < =ik, i§ kur e’~e “-2kn=0. Kadangi e°#0, tai, padauging lygybe e*~2kn—e “=0

i
i§ ¢, gauname: (e”y—2kne’~1=0, i§ kur, kadangi e€">0, gauname e’=kn+vVk’*n? +1;
=in(kn+Vk>n® +1), p=idnknt Vk2a? +1), kur k=0,+1, £2, .. .

Fp)_ 1

—— poliai pirmaja salyga tenkina, nes jie iSsidést¢ ant
p  p-sh(sinp)

Kaip matome, funkcijos

menamosios asies.
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Taciau jie netenkina antrosios salygos, nes, kai k—oo, poliai artéja vienas prie kito ir atstumai
tarp ju artéja prie 0, dél ko tampa neimanoma pravesti didéjancio spindulio apskritimy, nekertant poliy.
[rodysime tai.

I§ formulés p=i In(km+vk’n®+1) matyti, jog kai k—o0, tai |pg—>o0, O&im{lpk+l|—|pk|}=
—®0

1 1o o 1
L (kDR DA (L et () +k7_ )
=limIn = lim1 =In1=0.

min
k—o0 2. 2 k—o 1
kn+\/k n°+1 7H\/T[2Jr :

Todél funkcijai F(p)=

1 . o . .
- negalime taikyti reziduumy formulés, nes, didinant R,
sh(sinp)

artéty prie 0.

nepavyksta pasiekti, kad Fp)
p

Taciau dauguma meromorfiniy funkcijy, su kuriomis tenka susidurti,
nagrin¢jant realius fizikinius bei techninius procesus, tenkina minétasias salygas, ir
tiems procesams nesunkiai surandami jy atvaizdai, o i§ atvaizdy — funkcijos —
originalai.

20. Reziduumy formule funkcijy — originaly atstatymui, zinant juy atvaizdus,
galima naudotis, ne tik tada, kada F(p) ypatingieji taskai yra tik poliai. Pasirodo, jog ir
tais atvejais, kai funkcijos F(p) ypatingasis taskas zx yra esmingai ypatingasis taskas,
t.y., kai to taSko aplinkoje funkcijos Lorano eiluté turi ne tik baigtini démeny

( . ; su neigiamais (z—zy) laipsniais skaiciy, bet ir begalinj ju skaiciy, galima
-1,
naudotis reziduumy formule.

Pavyzdziui, funkcijai F(p)=ikcosln, kur k ir n — sveiki teigiami skaiCiai, taSkas p=0 yra
p

esmingai ypatingasis taskas, nes tame taske neegzistuoja limF(p) ir to tasko aplinkoje funkcijos
p—0

1 1 . . . s 1 1
F(p)=—-cos— Lorano ecilut¢ turi begalini démeny C;n'? skaiéiy: —kcos—n=C—‘1+c;22+0;33 +.+
z p p p p° p

Do

c_ _ m)!

+ pnT +'"_ZO 2nm+k '
=

. TR . 1 1 . . S .
Kadangi taskas p=0 yra vienintelis funkcijos —-cos— ypatingasis taSkas, tai, taikydami
p p

; e ()= F(p) pi_ e
reziduumy formulg, gausime: f(t)=Res——-e” =Res——

COS—.
p>0 p p—0p n

pt
. € . . C ey . . .
Funkcijos 7008 — reziduuma galima surasti, iSskaidant ja { Lorano eilutg ir surandant tos
p

. . . 1 . . .
eilutés koeficienta c | prie démens —, nes pagal reziduumo apibrézima Resf (z):LJ'f(Z)dZ:
p 27y 2mi v

_ 1

n=o0
Py Z J c,(z—z,)"dz =%c,lo2ni=c,1, kur C — apskritimas, paimtas tasko z; aplinkoje su centru tame
T T

n=—ooC

taske.

.. 1 1 . . . . . . 1 .
Funkcijos T~ep‘-cos— Lorano eilute gausime, suskaidydami funkcijas e ir cos— i
p +1 pn l:)n
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e 1
108 T

p
1 ptpt pt 11 11 11 (pt)"
= I+—+—+—+... || 1- + — .
pk”( oot N p 2 pal poel J k“g zo( v” (2 )lp2n

Teiloro eilutes ir rasdami tu eilu¢iy ir daugiklio T sandauga, t.y.

Norédami surasti Sios eilutés koeficienta c |, atitinkantj funkcijos %ept-cosin Lorano
P P
eilutés narj c¢,-p ', turime surinkti sumy Z(p) ir Z( nm (2 o 21 sandaugos démenis, turincius
r! 0

pavidala Asp , kur jvairis A, — atltmkamq konstann‘;q ir atitinkamy kintamojo t laipsniy sandaugos,
atsirandancios dauginant tr—r' ir (—l)m(szy taip, kad r—2nm=k, kai, esant duotoms sveikoms k ir n
reik§méms, r ir m, bidami sveikais skaiciais, gali keistis nuo 0 iki +oo.

Kadangi k ir n — sveiki skaiciai, tai pirmaji AS—AI——% gausime, kai r=k, o m=0. Antraji

k+2n k+4n
AS=A2=—t— gausime, kai m=1, o r=k+2n. Treiaji Ac=A;=——— gausime, kai m=2, o
2! (k +2n)! 41(k+4n)!

r=k+2nm=k+4n.

. . . . . 1 1 .
Tokiu budu samprotaudami, mes surasime, jog atvaizdo F(p)=—-cos— originalas yra
p

pt 1 ) (_1)mt2mn
funkcija f(t)= Res T COsS— =C_|= Z—
-0pt pt = (2m)!(k+2mn)!

Patikrinsime gautaji rezultata. Pavyzdziui, kai k=0, n=1, tai F(p)=cos—, ir §i atvaizda atitinka
p

my 2m
funkcija — originalas f(t)= Z([(l) ] , kuri yra Tomsono funkcija ber(Z\/_ t). Nesunku jsitikinti, kad
m=0 2
m 1
1 (2m)' ) (_1)mt2m 0 (_ ) 2m 1
HIber(2 V't )]-cos~ . Kadangi H["[=" ~, tai H| > =P —cos-.
P p o [emf | 55 2m)! P

Tai rodo, jog reziduumy formulés taikymas atvaizdams F(p), kai jie
tenkina anksc¢iau iSvardintas dvi salygas, duoda teisingus rezultatus ne tik tuomet,
kai F(p) turi baigtinj ar begalinj skaifiy poliy, bet ir tuomet, kai dalji jos
ypatingyjy tasky ar net visus ypatinguosius taSkus sudaro esmingai ypatingieji
taskai.

21. Siek tiek sudétingesné situacija susidaro tada, kai tarp ypatinguju tasky
pasitaiko Sakojimosi taskuy.

Priminsiu, jog daugiareikSmés funkcijos w=f(z) Sakojimosi tasku
vadinamas toks taskas z,, kurio aplinkoje tos daugiareikSmés funkcijos kai kurios
vienareik§més Sakos wi=fi(z) taip suartéja, kad juy reikSmés tame tasSke arba
sutampa arba turéty sutapti, jei tame taske funkcija w=f(z) turéty baigtine
reikSme.

Priklausomai nuo to, kiek Sakojimosi taske zg skirtingy Saku wi=fi(z;) kerta
(arba turéty kirsti) vieng i§ ty vienareikSmiy Saky, Sakojimosi taskas priskiriamas
tam tikrai eilei: jei taske z; viena i§ Saky kerta (ar turéty kirsti) tik viena 1§ kity
funkcijos w=f(z) Saky, tai sakoma, kad Sakojimosi taSko eilé lygi 1, kai taSke z, viena
1§ Saky kerta (ar turéty kirsti) m>1 kity skirtingy Saky, tai sakoma, kad tasko z; eilé lygi
m.
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arg z

1
Pavyzdziui, funkcija w=3z turi tris skirtingas vienareikSmes Sakas: w0=3,l|z|-e 3,

arg  z+2m arg  z+4m

I 1
WIZ{/H«? 3 ir W3:3\/H e 3, kuriy reikSmés sutampa tasSke z=0. Todél taskas z=0 yra

funkcijos w= iz antrosios eilés Sakojimosi taskas.

Funkcija w=+/1— Jz turi keturias vienareikimes Sakas

Wy :\/l—\/|z|[cos(argz+k27'c)+isin(argz+k2rc)] , kur k=0, 1, 2, 3. TaSke z~=1 dviejy i§ ju reikSmes, kai
k=0 ir k=2, tampa lygios tarpusavyje ir lygios 0, o dvieju kity $aky reikSmés, kai k=1 ir k=3, taske z=1

yra skirtingos ir lygios —2 ir 42 Todél tagkas zs=1 yra funkcijos w= \/1—\/; pirmos eilés Sakojimosi
taskas.

Funkcija w=Ln z=In|z|+i(argz+2nk), suskylanti | be galo daug vienareik§miy Saky, kurias
gauname suteikdami parametrui k reikSmes 0, +1, £2, ..., turi begalinés eilés Sakojimosi taska z=0, nes
kai z—0, tai visy funkcijos Saky reik§mes vaizduojantys taskai wy=fi(z) artéja prie vieno tasko — be galo
nutolusio tasko.

Daugiareik§mé funkcija w=Ln ¢”, suskylanti { be galo daug skirtingy $aky w,=z+i2kmn, neturi né
vieno Sakojimosi tasko, nes néra tokios baigtinés kintamojo z reikSmés z, kad visy funkcijy wy reikSmeés
tame taske buity lygios.

Daugiareik§més funkcijos w=f(z) reikSmiy kitimo jos Sakose trajektorijos w;(t)
kompleksinéje plokstumoje priklauso nuo to, kaip atrodo kompleksinio kintamojo z Kkitimo
trajektorija z(t), taiau nepriklausomai nuo to funkcijos w=f(z) Sakojimosi taskai islieka tie patys.
Nesikei¢ia ir jy eilé.

a) b iy

i @ﬁ

(t)=w,te™

tp, = CoOnst

i Iy

235 pav.
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235 pav. pavaizduotos skirtingos trajektorijos z(t) ir tas trajektorijas atitinkancios funkcijos
W:f(z):i/; reikSmiy kitimo Sakose trajektorijos wy(t), wi(t) ir wy(t): brézinélyje ,,a* vaizduojama
trajektorija z(t)=vot[cos(p, +2mk)+i-sin(py + 27k )= vot-¢ @), kai kinta tik modulis |z()|vet, kur
vo=const. ir t — laikas, o kintamojo z(t) argumentas argz=@,=const nesikeifia; brézinélyje ,,b*
vaizduojamos funkcijos w:f(z):{/; reik§miy kitimo Sakose trajektorijos wy(t), wi(t) ir wy(t),
atitinkancios kintamojo z kitimo trajektorija z(t)= Vot-ei(”" , pavaizduota brézinélyje ,,a“; brézinélyje ,,c*

oyt

vaizduojama trajektorija z(t)=v,t-e"* , kada kompleksinio kintamojo modulis |z(t)| did¢ja su pastoviu

o o . . C oy T . .
linijiniu greiciu vo=1, o jo argumentas arg z kinta su pastoviu cikliniu greic¢iu 0)0:5%1,57 radiany {

sekundg; brézinélyje ,,d* vaizduojamos funkcijos w:f(z):{/; reikSmiy kitimo trajektorijos wo(t), w(t)

o+2nk)

ir w(t), atitinkancios trajektorija z(t)=vt- elle , pavaizduota brézinélyje ,,c*.

Lygindami brézinélius 235 ,,b* ir 235 ,,d“, matome, jog abiejuose brézin¢liuose Sakojimosi
taskas z; isliko tas pats, ir jis funkcijai w=1z yra vienintelis, nes tik taske z=0 net pats maziausias
apskritimas, apvestas aplink ta taska, bitinai kerta visas tris Sakas w,, w; ir w,. Kituose taskuose,
pavyzdziui, A arba B, tokio reiSkinio néra. Vienodas tuose brézinéliuose ir funkcijos Saky skaicius, t. y.
iSlieka ir ta pati $akojimosi tasko eilé, nors pacios trajektorijos wy(t), wi(t), w(t) skiriasi: brézinélyje ,,b*
jos yra i§ Sakojimosi tasko z~=0 iSeinantys tiesiis spinduliai (arba tiesés, kertancios ta taska, kai t kinta
nuo —o iki +0), 0 brézinélyje ,,d* — i$ to paties tasko iSeinancios spiralés.

Kai trajektorija z(t) nekerta Sakojimosi tasko z, tai ja atitinkancios trajektorijos wo(t), wi(t),
w,(t) taip pat nesikerta (nesiSakoja): arba jos gula viena ant kitos, kaip atveju, kai z(t)= pei“’t, kur
p=const, arba iSsidésto atskirose srityse, kaip atveju, pavaizduotu 236 pav., kai z(t) — apskritimas, i kurio
viding sriti funkcijos w=f(z)= iz Sakojimosi taskas z=0 nepatenka.

¥
i (1)
1 M
e - - - -
1 inz(t) 3
a ;
i inHEH
=4 =
236 pav.

Tarkime, jog tasSkas z juda 236 pav. pavaizduotu apskritimu z(t), turinéiu centra taske
7,=X,Hy,=4+1-3 ir spinduli p=2. Tarkime, jog to judéjimo ciklinis greitis yra pastovus ir lygus .

Aprasysime to judéjimo trajektorija z(t) matematiskai.

z(t)=x(t)+H-y(t)=(x,+pcoswt)+i-(y,+psinot)=(4+2coswt)+i-(3+2sinwt)=

= \/(4 +2- coso)t)2 + (3 +2- sinoot)2 [cos‘I’(t) +1- sin‘I’(t)] , kur W(t)=argz(t)= arctg% = arctgM

X 442 -coswt

. . . . 3 4 . 3
Pasinaudodami tuo, kad z=4+3i=5(cose,ti-sing,), kur (pr:arctg‘—‘, coscpr=g ir smgor=g,

pertvarkysime |z(t)| formulg: |z(t)|= \/ (4+2cosot)? +(3+2sinot)’ =

=\/16+16cosmt+4cos2 ot+9+12sinot +4sin’ ot= \/29 +4(4-cos ot +3-sin mt) =
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:\/29+20[§~cosmt +§~sino)tJ =\/29+20(cosq>r -cosot+sin@, -sinmt)= \/29+20-cos(03t—(pr) .

Kaip matome i$ Sios formulés, taskui z judant apskritimu aplink taska z., dydis |z(t)| svyruos

tarp max|z(t)|=+/29+20 =7 ir min|z(t)|=+/29—-20 =3.
Maksimalia reik§meg |z(t)| pasieks momentais t, kai ot=¢,+2rk, kur k=0, 1, 2, 3, ..., o minimalia
— momentais t, kai wt=¢,+(2k+1)rw, kur k=0, 1,2, 3, ... .
3+2-sinmt

Kintamojo z(t) argumentas arg z(t)=‘P(t)=arctg——— taip pat svyruos nuo W¥;,=
4+42-cosmt

3 2 . 3 2
=arctg — —arctg — ~13° iki W ,=arctg — +arctg — ~60°.
4 V21 4 V21
Todél funkcijos w=f(z)= {/; Saky reikSmiy kitimo, atitinkancio apraSytaji z(t) kitima,
trajektorijos

0o(t)= §/29 +20- cos(mt -0, cos%‘[)Jr i sin%t)} i

®1(t)=5/29+20-cos(ot -, COS\P(t)?,"'z“H.Sin‘P(t?Zn} ,
[ ¥(t)+4n

‘I’(t)3+ 47:}

()= §/29+20-cos(cot—(pr cos 3 +1-sin

bus uzdaros kreivés, kurios, biidamos nepersidengianciuose sektoriuose, nesikirs viena su kita: kreivé

y(t) tilps sektoriuje tarp spinduliy, iSeinanciy is tasko z=0 ir sudaran¢iy kampus ;‘“ ~4° ir % ~20°

su realiy skai¢iy asimi x, nepriartédama prie koordinaciy pradzios z;=0 ar¢iau negu {/5 bei nenutoldama
toliau negu {/7; kreivé w,(t) tilps kitame sektoriuje tarp spinduliy, sudaranciy su asimi x kampus

Yo, +27 Winax 27

%MZ@ ir ~140°; kreivé m,(t) tilps treCiame sektoriuje tarp spinduliy su kampais

Woin +4 Woax +4

T 2440 ir T ~260°,

Didinant apskritimo su centru taske z, spinduli p, ¢ia paminétieji sektoriai platéty, taciau
susisiekty vienas su kitu tik tada, kai apskritimas (trajektorija z(t)) pasiekty taska z=0. Tuomet gautume
Sakojimosi taska, kurio eilé biity 2, kaip buvo parodyta 235 pav.

Dabar jau galima grizti prie atvirkstinés transformacijos, kai ieSkomos funkcijos — originalo
f(t) atvaizdas F(p) yra kompleksinio kintamojo funkcija, turinti $akojimosi tasky.

Tarkime, jog F(p):e_r‘fp , kur t=const. Pasinaudodami Rymano — Melino formule, gauname
1 (HiooF 1 o+io —1:\/7p 1 o +io Pt_T\/B
27 p 27 p

27
o—io o—io o—io p

dp .

Funkcija F(p)= e_T‘fp turi tik viena ypatingaji taska — Sakojimosi taska p=0. Jokiy kity
ypatingyjy tasky $i funkcija neturi.

Funkcija F(p) tenkina anksCiau minétas dvi salygas, todél galima, parinkus pakankamai dideli
spinduli p, nubrézti toki apskritima, papildanti tiese, lygiagreCia menamajai asiai (zidr. 234 pav.), kad
J F(p) Pt

(ABCDE)

integralas dp ant to apskritimo lanko (ABCDE) biity lygus 0 (t.y. artéty prie 0, kai

p—>00).
Brézdami minétaji lanka, dabar mes padarysime ipjova, kaip parodyta 237 pav., ir apeisime
Sakojimosi taska p=0, palikdami ji uz miisy sudaryto kontiiro riby.
Uzdaro kontiro ABCDEFGDCHIA viduje nebus jokiu ypatinguju tasku, todél, pasinaudodami
pt—r\fp
e

- 1
Kosi teorema, gauname: —
T A\BCDEFGDCHIA

dp =0.
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H

237 pav.

Tarkime, jog lanko ABCHI spindulys yra p, kurj mes didinsime, artindami prie oo, o apskritimo
DEFGD spindulys yra py, kuri mes galime, kiek norime, mazinti, artindami prie 0.

1 ePmP T O TP LS T
Integralas — dps:—.J‘—d +— I —dp+—,J-—dp+
T \BcDEFGDCHIA P 2mi gy 2mi g P 2mi 5
1 pt rf 1 ept—u/?a 1 eptfr\/];
v [ S—dpr— [S——dp+— [ T——dp.
2711DEFGD p 27 e P 27:1CHI

Kadangi F(p)= efr‘ﬁ tenkina anksciau suformuluotas salygas

pt T[ pt—t\/B
1) egzistuoja ¢, > maxRep, ; 2 l1mF( )—>0 tal — —d +— ! e—dp=
g Ja G : k )
o Tage P Mg P
1 pt 1:\/7
=— I —dp =0, kai p—o0.
2m e P
1 pt r\f 1 Gﬂ'wept—t\/];
Tuomet integralas — —dp tampa integralu — j =f(t).
2751 27116_joo p
pt—r\/; 1 ptf‘c\/]; pt 1\/7
Apskaiciuosime integralus L e—dp, —_Ie—dp ir I —dp kai p—o0
27:1CD p 2751DC p 2711DEFGD
ir pg—0.
Atkarpoje CD p=pe'®=pe"=p(cosn+isint)=—p; dp=—dp; /p = peli: P cos~+i-sin” | =i p.
rpoj p=pe =pe =p 2 >
pt r\f 1 Poefptfjt\/g 1 pt Jr‘f —pt—]rf
Todél —I = —(—dp):— —d J-—dp ir
27t1p -p 2mp p 27T.l
1 eptf‘r\/i 1 Ooept r\f
I;= lim — = J dp.
p0 2751CD p 27110 p
Po—>®
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Irodysime, kad integralas [,=— _[ —dp kai py—0, artéja prie —1. Tuo tikslu pereisime
i
DEFGD

i@
nuo  kintamojo p=pee’® prie kintamojo @: p=p,e’; dp=p,je'°do; \/1_3 :\/p_oelz;

i?
pt—T4/p pote®—14/poe 2 5 i@
S gy r paje’do=e""" "V idg
p [
Judant apskritimu DEFGD, kintamojo p modulis p=p, visa laika islieka pastovus ir keiciasi tik
argp=0. Sis kampas kei¢iasi nuo ¢p, =1 iki ¢p, =n-2n (kampas ¢, , judant apskritimu DEFGD,,

mazéja, nes judéjimas vyksta laikrodzio rodyklés judéjimo kryptimi, paliekant Sakojimosi taska p=0
iSoréje, t. y. deSinéje pusgje).
1 pt—‘r\/]; 1 271 . i i@
Todél — I e—dp:— ePote” pac® do
2 ptop P n g

Pointegraling funkcija iSskleisime i Teiloro eilutg ir rasime jos riba, kai apskritimo DEFDG
spindulys py—0:

2
: i
0 [potempr Po* ZJ
hm[ pute"* e pre’? ]— lim 1+[p te™® —1./pye 2J+—+...+

Po—0) Po—0 2!
n
. i2
pote" Pt fpge 2 Q
. . 1—
I =1, nes e'’=cos@+ising ir |e'’|=1, |e 2|=1, o T bei t — baigtiniai dydziai ir visy
n!

ju sandaugas su pg bei \/p_ , kai py artéja prie 0, artéja prie 0.

pt ‘:f m-27
Todél lim —— j —dp:— jldcp_—(n—zn—n)_—l

po—0
Po—02mi DEFGD

e -t/p
ApskaiCiuosime integrala 13—— j —dp, kai p—oo ir py—0.

Atkarpoje DC kintamojo p argumentas nesikei¢ia ir iSlieka @=n—2n=—n. Todél p=pe®=

= pe'™™ =p[cos(-n)+isin(—n)]=—p; dp=—dp; \/_ \/;_ae( ] \/_ {cos(—ijﬂ sm(——ﬂ— 1\/_

Kaip matome, judédami virSutiniu ipjovos krantu CD, mes judéjome Saka \/1_)=i\/5, 0

judédami Zemutiniu jpjovos krantu DC, mes judame kita Saka \/_p —-i\/;_) . Todél salia $akojimosi tasky
integralai I, ir I3 gali buti skirtingi ir jy suma gali biiti nelygi 0, kai tuo tarpu, judant atkarpa, kurios
taSkuose funkcija yra vienareik§me, integralai, priklausantys tai paciai atkarpai, skirtysi tik Zenklu ir ju
suma biity lygi 0.

1 ept—r\/g 1 [ e—p<t+i‘c\/?) 1 Ooe—p t+1‘rf
L= lim; | == lim [ e =g o[
ps0 2 15, P oo 2T0 ! p 27:10
Po—0 pe—0
1 we—p‘t+i‘r\/5 —pt—ityfp e Pt 17:\/7 17:( 1we—p»tsinT\/E
I =—— _ - d
1713 27ti0 0 dp j dp= n-([ P

0 _—pt - [
Il+12+13=—1+lj.—de St p p .
m p
0
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Pt ~p 1 0+iwep~t—ir\/5 1 ept—r\/g

.1 .
Kadangi — _[ —dp 0, tai — _[ —dp+— j dp +I+,+15+
T\ BDCEFGDCHIA 2mc—im P 2mABc p
1 pt—r\/E . ) 1 GHo p-t—i-r\/g 1 pt—r\/E
+— j ¢ dp=0, i§ kur gauname, jog f(t)= — j ¢ dp= - j ¢ dp—I,-I,-I3=
2mcm p 2mc—im P 27UABCHI p

:1_1]96_"‘t sinty/p o
TP

Kaip matome, miisy atveju f(t) yra lygi paimtam su prieSingu Zenklu
integralui, kuris gaunamas apeinant Sakojimosi taska taip, kad jis pasilikty
iSoréje. Tai suprantama, nes, apeidami Sakojimosi taska, mes judéjome kontiiru ne
teigiama (prie$ laikrodzio rodyklg), o neigiama (laikrodzio rodyklés) kryptimi.

22. Galima jrodyti, kad kai F(p) turi ne tik Sakojimosi tasky, bet ir poliy bei
esmingai ypatingyjy tasky, tai atvaizda F(p) atitinkantj originala f(t) galima rasti
kaip poliy bei esmingai ypatingyjy tasky reziduumy sumg minus suma
kontuiriniy integraly, gaunamy apeinant $akojimosi taskus taip, kad jie likty
iSoréje (is desings).

Irodysime $ia teorema.

Tarkime, kad kompleksinio kintamojo p funkcija turi n ypatinguju

p
tasky, kuriy tarpe yra m Sakojimosi taSky ir n—m poliy bei esmingai ypatingyjy tasky.
Tarkime, jog visy ypatingyjy tasky koordinaciy realiosios dalys yra baigtines ir
tod¢l galima pravesti ties¢ EA (zidir. 234 pav., arba ties¢ 1A 237 pav.), lygiagrecia
menamajai asiai, taip, kad visi ypatingieji taSkai atsidurty kairiau tos tiesés.
Tarkime taip pat, jog, pakankamai pastimus 234 pav. taska A i virsy ir taska E
1 apacia, atkarpa EA galima papildyti apskritimo, turin¢io centra koordinaciy pradzioje
ir kiek norima didelj spinduli R, lanku taip, kad:

a) visi funkcijos Fp) ypatingieji taskai patekty { uzdaro konttiro vidy;
p

b) didinant minétojo apskritimo spindulj, funkcijos F(p) reikSme¢ lanko
p
taskuose artéty prie 0.

Pasicke tai, uzdaro kontiro vidingje srityje i§ apskritimo lanko pusés
padarysime ipjovas ir apeisime kiekviena funkcijos F(p) Sakojimosi taSka taip, kaip tai
daréme su tasku z=0 237 pav., kad tie taskai palikty miisy sudaromo uzdaro kontiiro
iSoréje, t. y., kad juos apeidami matytume juos desSinéje puséje. Pazymésime ipjovy ir
Sakojimosi tasky apéjimo konturus 8y, 8,, 83, ..., O (Zilir. 238 pav., kur m=5).

Sitaip sudaryto kontiiro viduje liks n—m ypatingyjy tasky (poliy bei esmingai
ypatinguyju tasky).

Pasinaudodami reziduumy teorema, galime uzrasyti formulg: 2— _[ F®) eMdp+

Tga P

+L J‘ (p) ptd +Z J‘ F(p) ePd dp= ZRGS (p)
p

27 \pepe P k=1 PP P
Didindami apskrltlrno spinduli R, gausime, kaip jau buvo irodyta, jog antrasis
. F
integralas — (p)eptdp, kur ABCDE - apskritimo lankas, artés prie nulio, o

27 \gepe P

887



pirmasis integralas — I F(p) e™dp artés prie integralo — I F(p) e”dp=~(t).
2TCIEA p 27[10—100 p
]
E

NO) 8\

C SRS
S G
& & E
D
238 pav.
Pereidami  prie ribos, kai R—oo, gausime: f(t)= ZRes (p)
k=1P7Px P
s L (F® rg, - 57 d™" | F(p) oPt F(p) p
Ny —|—= - d
gznii p kg (m _1)'p~>pkdpmk p (p pk) ;27"5[ p P,
ka ir reikéjo jrodyti.
Sioje formuléje minuso Zenklas prie§ suma Z I (p)ep‘dp paaiskinamas,
s=1 TClbg

kaip jau buvo minéta, tuo, kad, apeidami Sakojimosi taSkus ps kontiirais s,
susidedanciais i§ ipjovy kranty ir apskritimy, mes judéjome Sakojimosi taSky atzvilgiu
ne teigiama (pries laikrodzio rodyklg), o neigiama kryptimi, palikdami tuos Sakojimosi
taskus uzdaro kontiiro, aprépiancio visus polius ir esmingai ypatinguosius taskus,
iSoréje.

Miusu iSnagrinétuoju konkreciu atveju, kai F(p)= e (zitr. 237 pav.),
uzdarame kontiire su ipjova, apeinancia Sakojimosi taska z=0, jokiy kity ypatingyju

1 o+jooept—r\/13

taSky nebeliko, todél Siuo atveju ZRes Fp )ept ir f(t)y=— I dp=
k=1 PP« 2nlc—joc |y
1 PP Psint
= j ———dp=—(I,+x+13)= - j \/_
2mis p p

Formulé f(t)= ZRes F(p) e™ Zi.j@ep‘dp=
1PoPk P 12T P

o1 L d™ ! [F(p) m - 1 (F(p) -
= lim — keP |t =) — |—e"dp, yra pati
kzi{(mk —1)!popk dpm"f1 |: p (p pk) SZI:Znig[ p P,yrap

bendriausia atvirkstinés transformacijos, atstatancios funkcija — originalg iS jos
Hevisaido atvaizdo F(p), formulé.
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23. Analogiska formulg galima iSvesti ir atvirkStinei transformacijai,
atstatanciai funkcija — originalq f(t) 1§ jos Laplaso atvaizdo F(s):

f(t)=> Res F(s)e™ - > jF(s)e“ds—
ko1 57k

r=1

n-m mk -1 " mye m o
Z{(m _1)'Hs o [F(s)e s, ) ]} 2o j F(s)e"ds.

Siomis formulémis galima naudotis visais atvirkstinés transformacijos
atvejais, jei tik turimi atvaizdai (F(p) arba F(s)) tenkina anks¢iau apraSytas dvi
salygas.

24. Taciau ne visuomet tikslinga naudotis tokia galinga ,,sunkiaja artilerija®.
Praktiniais atvejais daZniausiai pakanka suskaidyti atvaizda | paprastesnes
sudétines dalis, kaip tai buvo parodyta Sio skyrelio pradzioje, ir po to,
naudojantis Zinomomis daZniausiai naudojamy funkcijy transformacijos
formulémis, pagal atvaizdo paprastas sudétines dalis atstatyti funkcijos —
originalo sudétines dalis.

Tik, palyginti, retais atvejais, kai tokiu paprastu budu nepavyksta pagal turimus
atvaizdus atstatyti funkcijos — originalo, tenka naudotis ¢ia iSvestomis sudétingomis
atvirkstinés transformacijos formulémis, aprépianciomis visus ypatingyju tasky
atvejus.

25. Dabar, kai atsirado ir tapo placiai naudojami tokie kompiuteriniy programuy
paketai kaip MAPLE, MATHCAD ir eil¢ kity, turindiy savo sudétyje programas,
pritaikytas darbui ne tik su skaiciais, bet ir su algebros simboliais, atsirado
galimybé vykdyti tiesiogines ir atvirkstines Laplaso bei Hevisaido transformacijas
kompiuteryje. Tai Zymiai palengvina ir pagreitina matematiky darba, apskaiCiuojant
funkcijy — originaly atvaizdus, sudarant perdavimo funkcijas ir pagal perdavimo
funkciju metodu gautus i$¢jimo trajektorijy atvaizdus surandant pacias i$¢jimo
trajektorijas. Todél operacinio skai¢iavimo ir perdavimo funkcijy metody taikymo,
vykdant tiesiogines ir atvirkStines transformacijas, technologiniai klausimai eiliniam
matematikui bei sisteminiam analitikui dabar tampa nebe taip jau svarbis ir nukeliami
lyg ir { ,,antraji plana*, palikdami ,,pirmajame plane* ty metody esmés, jy taikymo
galimybiy bei to taikymo apribojimy pakankamai gily suvokimg. Tikiuosi, kad
skaitytojas, {démiai iSstudijaves §ia mokymo priemong, toki suvokima sugebés isigyti.

O su bent vienu i§ ¢ia paminéty pakety skaitytojui deréty susipazinti, jei jis iki
Siol to dar nepadaré.

1.11.7. Operacinio skaic¢iavimo taikymas tiesiniy diferencialiniy ir
integro-diferencialiniy lygciy bei jy sistemy sprendimui

Pereidami prie atvaizdy, vietoje tiesiniy diferencialiniy, integraliniy bei integro-
diferencialiniy lyg€iy gauname algebrines lygtis bei ju sistemas, kurias iSsprendg,
gauname ieSkomo sprendinio atvaizda, o po to, pasinaudodami atvirkstine
transformacija, — ir pati sprendini.

[liustruosime §ia procediira pavyzdziais.

1. Rasime diferencialinés lygties x"(t)+x'(t)=1 sprendinj, tenkinantj pradines salygas
x(0)=x"(0)=x"(0)=0.

D LIx"()+x'(t) I=L[1];

2) s3X(s)+sX(s)=1;
S
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1 s2+1 s 11
3) X(s)= = -

s2(s2+1) s2(s241) si(s2+1) s2 si+41

2, i§ kur isplaukia, kad

!
4) 1.11.5.1. skyrelyje buvo jrodyta, jog L[tn]=% ir L[sinot]=
s $T+o

Slz:L[t] ir I =L[sint]. Todél duotosios lygties sprendinys yra x(t)=t-sint.

Patikrinsime gautaji sprendini: 1) x(0)=0-sin0=0; 2) x'(t)=1-cost; 3) x'(0)=1-cos0=0;
4) x"(ty=0+sint; 5) x"(0)=0; 6) x"(t)=cost; 7) x"(t)+x'(t)=cost+1—cost=1 — sprendinys x(t)=t—sint
tenkina visas salygas.

2. Rasime diferencialinés lygties x"(t)+ 2x'(t) = tsint sprendinj, tenkinantj pradines salygas
x(0)=x"(0)=0.

1) s*X(s)+2sX(s)=L][t sint].
2ms

————, 1§ kur iSplaukia, kad
(s> +0?)?

2) 1.11.5.2. skyrelyje buvo irodyta, jog L[tsinwt]=

L[tsint]= 11y .

3) Gauname algebring lygti: sZX(s)+25X(s)—(22—S1)2, kuria i$sprendg, randame:
s

2
X(s)p—————.
® (s+2)(s> +1)?
2

(s+2)(s>+1)*’
i§skaidyti | paprastesniy trupmeny suma:

4) Sudétinga trupmena naudojantis neapibréztyjy koeficienty metodu, galima

2 2.4 2.4
X(s)= 2 :i Bs+C +Ds+E:A+ 5 5,25 25:£.L_
(s+2)%+D)? s+2 (s2+D)?F P41 s+2 (sP+D? sP+1 2542

12 2 2 2 s 4 1
52+ 5 (2412 255241 25§41

. . . 1 . .
5) 1.11.5.1. skyrelyje buvo jrodyta, jog L[e*]=——, o 1.11.5.2. skyrelyje — jog L[tcosmt]=

s—a
22 2 2
- . 1 _ . -1 1 2
=&, i§ kur gauname, kad ——=L[e¢?] ir L[tcost]= Sz 5= SZ+ R
(Sz+mz)2 s+2 (s°+D7 (s“+D7  (s*+D)
-2
s241 (s2+41)2
6) Todél —— = % —L[tcost]=L[sint]-L[tcost].
(s“+D)° s +1
. 2s . . S . 2 V| .
7) Kadangi ——— =L[t sint] ir 5— =L[cost], tai X(s)=L[x(t)]=— L[e “']-=L[tsint]+
(s*+1)? s?+1 25 5

+— L[sint—tcost]- — L[cost]+— L[sint], i8 kur  x(t)= 2 e ! tsin‘[+2 sint— 2 tcost— 2 cost+
5 25 25 25

. ot 14 2 2
+—sint=— e ~——tsint+— sint— — tcost—— cost.
25 25 5 25
Patikrinsime gautaji sprendini:

1) x(0)= 2 —0+0-0— 2 =0; 2) x'(t)=— 4 e’zt—l sint— 1 tcost+ 14 cost— 2 cost+z tsint+
25 25 25 5 5

+—sint=—— ¢ '~ 3 sint+ 4 cost—ltcos‘ﬁr2 tsint; 3) x'(0) _ 4 —0+i —-0+0=0; 4) x"(t) = 3 el
25 25 25 25 5 5 25 25
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3 4 1 1 .2, 2 8 o, 8 6 . 1 . 2
—— cost—— sint—— cost+ - tsint+ — sint+ — tcost=— e ~— — cost+ — sint+ - tsint+ — tcost; 5) x"(t)+
25 25 5 5 5 5 25 25 25 5 5

e 8 o 8 6 . 1 . 2 &8 o 6 . . . 8 2 4 . .
+2x'(t)=— e “—— cost+ — sint+ - tsint+ — tcost— — e “— — sint+— cost—— tcost+ + — tsint=tsint —
25 25 25 5 5 25 25 25 5 5
sprendinys tenkina visas salygas.
3. Rasime diferencialinés lygties y"(t)+4y(t)=x(t) sprendinj, kai x(t) duotas savo grafiku
(zitir. 239 pav.) ir pradinés salygos yra y(0)=y’'(0)=0.

x(t)
| m >t
0 1 2 3 4 5
239 pav
1) Pereidami prie atvaizdy, gauname: s’Y(s)+4Y(s)=X(s); Y(s)= > 4X(s) .
T+
0, kai t<1,
t—1, kail<t<2,
2) ApraSysime analiziskai x(t) ir apskaic¢iuosime X(s): x(t)= I, kai 2<t<3,
0,5(5-t), kai 3<t<5,
0, kai t>5.

© 1 2 3 5 0
X(s) = jx(t)e—“dt = j 0-edt+ j (t—1)e'dt+ j e—“dt+o,5j(5—t)e—“dt+jo-e—“dt =
0 0 1 2 3 5
2

2
= 0+Ite_5tdt— e_Stdt—le_St
s
1 1

2
_ 1 _ _
f—je Stdt]+;(e 3 _e)-
1

5 5
_ _ 1. _
%+0,5]5e Stdt—O,Sjte Mt +0=—te™
S
3 3

s
- I, - I - - -
g—je Stdt]=—{26 T et (e e ) e B e+
s S
3

0,5
+

—1(6_35 _e—2S)_£(e—5s _e—35) _[te—st
N N N

_ _ _ _ _ _ _ _ 1 _ _ _ _
+e B —e T +2,5¢7 —2,5¢ 7 —0,5(5¢ > -3¢ 3S)—(E(e S _e 35)}:—Z(e S_e 70,57 +0,5¢ 7).
N S

Funkcijos x(t)=(t—1)[u(t—1)-u(t-2)]+1[u(t2)-u(t-3)]+0,5(5-t)[u(t-3)-u(t-5)]=
=u(t-1)(t-1)—u(t-2)(t—1-1)-u(t-3)(1-2,5+0,5t)-u(t-5)0,5(5-t)=(t-1 yu(t-1)—(t-2)u(t-2)—
—0,5(t=-3)u(t-3)+0,5(t-5)u(t-5) Laplaso atvaizda X(s)=L[x(t)] galima buvo rasti ir paprasciau,

pasinaudojant vélinimo teorema L[f(t-t)u(t—t)]=e *L[f(t)] ir formule L[t]= Lz : X(s)=L[x(t)]=
s
=L[(t=Du(t—=1)~(t=2)u(t-2)-0,5(t=3)u(t-3)+0,5(t=5)u(t=5)]=e “L[t]-¢ **L[t]-0,5¢ **L[t]+0,5¢ *L[t]=

1
== (e~ *-0,5¢ >*+0,5¢ ).

S
3) Istate X(s) i formulg Y(s)=———X(s), gauname Y(s):%(e’s—e’zs—O,Se’3s+O,Se’55).
s°+4 (s“+4)s
2,42
4 — ! 221.5 ;4 82:1 iz—%):1(%—1-%)=1L[t—0,5sm2t].
(s“+4)s” 4 (s“+4)s” 45s° s°+4 4s° 2s5°+4 4

5) Todél Y(s)=i (e °—e *-0,5¢ >*+0,5¢ **)L[t-0,5sin2t], i§ kur i¥plaukia, jog y(t)=

:i {[(t=1)-0,5sin2(t—1)Ju(t—1)—[(t-2)-0,5sin2(t-2)Ju(t-2)-0,5[(t-3)-0,5sin2(t-3)Ju(t-3)+

+0,5[(t-2)-0,5sin2(t-5)Ju(t-5)}.
Patikrinsime gautaji lygties sprendinj:
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) y(@)= i {[1—cos2(t-1)Ju(t=1)—[1—cos2(t-2)Ju(t-2)-0,5[t—cos2(t-3) Ju(t-3)+
+0,5[1—cos2(t-5)Ju(t-5)};
2) y'(t)= i {2sin2(t—1)u(t—1)-2sin2(t-2)u(t-2)—sin2(t-3 yu(t-3)+sin2(t-5)u(t-5)};

3) y'()+4y(t)=0,5sin2(t-1)u(t—1)-0,5sin2(t-2)u(t-2)—-0,25sin2(t-3) Ju(t-3)+0,25sin2(t-5)x
xu(t=5)+[(t-1)-0,5sin2(t—1)Ju(t-=1)—(t-2)-0,5sin2(t-2) Ju(t-2)—0,5[ (t-3)-0,5sin2(t-3) Ju(t-3 )+
+0,5[(t=5)-0,5sin2(t-5) Ju(t-5)=(t—1)u(t—1 )—(t=2)u(t-2)-0,5(t-3)u(t-3)+0,5(t=5 Ju(t-5)=x(t) — sprendinys
tenkina duotaja lygti.

4) Kadangi, kai t=0, u(t-1)=u(-1)=0, u(t-2)=u(-2)=0, u(t-3)=u(-3)=0 ir u(t-5)=u(-5)=0, tai
y(0)=0 ir y'(0)=0. Vadinasi, gautas sprendinys tenkina duotas pradines salygas.

4. ISspresime diferencialiniy lygciy sistema:

X'(t)-y'(t)-2x(t)+2y(t)=1-2t,
x"(t)+2y'(t)+x(t)=0,
kai pradinés salygos yra tokios:x(0)=x'(0)=y(0)=0.
1 2
X(s)—sY(s)-2X 2Y(s)=-—=
1) Pereidami prie atvaizdu, gauname: SX(s)=sY(s) (6)+2Y(s) s g2
s?X(s)+2sY(s)+X(s)=0.
2

2) IS antrosios lygties gauname: Y(s):—S 2+1 X(s).
s
3) IS pirmosios lygties, istat¢ | ja gautaja Y(s) reik§me, randame: X(S):W’ 8 kur
s(s+
2
s”+1
Y(s)=—
sz(s+1)2
2 2+2s-2 2 - 2 2 2 2

4) X(s)= _2+428-28 2 _2+428-12s _2

S6+D? st SGHD) (412 st (s+D)? s s+l (s4D)?
:2{1;_;}
s s+l (s+1)2
i

5) Kadangi L[te']= J-te_te_“dt = —L{te_(”l)t o Ie_(s+l)tdt] = —L[O LIS
0 9 s
=~ LX), yO—trx (=t 2(1-e e ),
s

s+1 s+1 +1

=% , tai X(s)=2L[1—e '~te ], i§ kur gauname, kad x(t)=2(1-e '~te ).
(s+1)
148 1+s’+2s 25
s2(s+1)?  sP(s+1)? sP(s+1)?
Patikrinimas: 1) x(0)=2(1—¢—0)=0; 2) x'(t)=2(c"—¢"+te)=2te; 3) x'(0)=0; 4) y(0)=—0+
x(0)=0; 5) y(O=—l+x()=—1+2te™; 6) x"()=2¢"2te™; 7) x'(O-y'()-2(x(O)-y(t))=x'(t)}+1—x'(t)—
“2(x(t)+t=x(t))=1-2t; 8) x"(t)+2y'(t)+x(t)=2¢ '-2te"—2+4te +2-2e'~2te =0 — sprendinys tenkina visas
salygas.

6) Y(s)=-

X
5. ISspresime integraling lygti: Q(x)=sinx—jsin(x—t)(p(t)dt,t. y. rasime funkcija ©(x),
0

tenkinanCig Sia lygti, arba, kas yra tas pats, funkcija o(t), tenkinancia lygti o(t)=sint—
t

—jsin(t —1)o(t)dr .
0
1) Pereidami nuo originaly prie atvaizdy ir pasinaudodami sasiikos atvaizdo formule

LD fl(t—r)fz(r)dr] =L[fi()]-L[E:()]=F\(s)Fx(s), gauname, jog L[¢(t)]=L[sint]-L[sint]-L{p(t)], kur
0
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L{o(t)]=D(s); L[sint]= 21 R L[I (— ]— 21 - Dd(s), 1§ kur iSplaukia: O(s)=— L
s”+1 0 s”+1 s?+1

2) Pereidami nuo atvaizdy prie originaly, randame, jog @(x)= \/_smx\/_

[smt\/_ ] \/_

s2+2°

Patikrinsime duotaji sprendini, pradzioje apskai¢iuodami I(x):Isin(x—t)@(t)dt, kai

0
o(t)= [s1n tx/_

I(x)= % j sin(x —t)sin tﬁdt -
0

dt=

o'—.

X 1(x t) _ —1(x t) eitﬁ _e—itﬁ
€

2i
1
2
1

i

YA . 1 . . .
x [ it62-D _ git24) )dtJr oix (en(ﬁu) e it2-) jdt=
el " {
_ x 1 [ ix(v/2-1) J 1 [ —ix(v2+1) J
=— e e —1|l+———|e —1]|+
42 L(ﬁ -1) (W2 +1)
1

N - . ix{i(J51+1) [eix(ﬁH) _1)+ i(JEI_l) [e—ix<ﬁ—1) _0} _

(eix) Lo g2 _eixﬁj+ 1 (eix Lot 4oV _e—ixﬁ) _
(W2 +1)

1 1
sin X —sin X+ 2 |+ sin X +sin X+ 2 J| =sinx— —=sin Xxv'2 .
( ) V2 +1 ( )} V2

Todél sinx— I sin(x —t)(t)dt= %Sin X2 =(x), ka ir turéjome gauti.
2
0

s\~

Lf )

t
6. Rasime lygties J x(t)dt + x'(t) + x(t) =cost sprendinj x(t), tenkinantj prading salyga x(0)=1.

0
-5 ;[1+S+IJX(S)= i
241 s s?+1
2 XSt s
(s +D(A+s"+s) s“+1
3) x(t)=cost.

1) é X(s)+sX(s)—

t t
Patikrinimas: 1) x(0)=cosO=1; 2) x'(t)=—sint; 3) jx(t)dt:jcostdt:sint;:sint;
0 0

4) Ix(t)dt +x'(t)+x(t) =sint—sint+cost=cost — sprendinys tenkina visas salygas.
0

1.11.8. Perdavimo funkcija

Rasime diferencijavimo grandelés i¢jimo ir iS¢jimo trajektoriju x(t) bei y(t)
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esant pradinéms nulinéms salygoms

atvaizdus X(s) ir Y(s), o taip pat ju santyki XE s)
s
(z(0)=0) ir jvairioms i¢jimo trajektorijoms x(t).
1.11.1.1. skyrelyje buvo nustatyta, jog tuo atveju, kai x(t)=a=const ir z(0)=0, tai
t

grandelés iS¢jimo trajektorija y(t)=a e RC,
© ) —t
Siuo atveju X(s):jae“‘dt e , 0 Y(s):jaeRCe*Stdt: a_ __aRC . Tuomet
o S o o4 L RCs+l
RC

Y(s) RCs Ts
X(s) 1+RCs 1+Ts
[RC]= [ q} F} = [ kulonai} =[s] — yra sekundés.

iu 1 ampceral

, kur T=RC reiskia laika, nes S$io dydzio dimensija —

Tame paciame skyrelyje buvo gauta, jog, kai z(0)=0 ir x(t)=kt+b, kur k=const ir

t
b=const, grandelés i$¢jimo trajektorija yra y(t)=RCk+(b—RCk)e €. I§ $iy lygybiy
iSplaukia, jog X(s)—k+bs, 0 Y(s)—R—Ck +(b—RCk) ! :RC(k+bs) , 18
s’ 1 s(1+RCs)

RC

kur

S+

auname: Y(s)__RCs _ Ts t. y., tokia pacig argumento s funkcija.
8 " X(s) 1+RCs 1+Ts’ R P 8 I
TreCiuoju atveju, kai z(0)=0 ir x(t)=Asin(wt+), kur A=const, w=const,

¢@=const, buvome gave, jog

y(H)=

———— < RCw|RCwsin(wt+®)+cos(mwt+ +ei sing—RCwcos .
1+R2C2®2{ [ (0t+)+cos(ot+¢)|+er(sing @)}

Rasime X(s). Kadangi x'(t)=Amcos(ot+@), o x"(t)= Ac)zsin(wtﬂp)_—wzx(t), tai
$X(s)-5x(0)—x'(0)=—X(s), i§ kur X(s)= X (DX (0) _ yssin@rocose.

s’ +m’ s+’

Analogiskai gauname:
Y(S)ZL{RC [RC ssm(p+(ocoscp+scoscp wsm(p}r

1+R’C*w’ s*+w’ s*+w’
RC | ARCs(ssin@+mcos®)

+RCS}_ s>+ (1+RCs)

Y(s) RGCs Ts

X(s) 1+RCs 1+Ts

Toki pati rezultata biitume gave ir tuo atveju, kai z(0)=0 ir x(t)=Acos(ot+):

SCOSP—®SINQ ARCwo
XE)=A——F——F— YO=——5
)= s°+ o ¥y 1+R°C’w’

-t

x eRC (cosp+RCwosing);

+(sing—RCwmcos (p)-l

Ir Siuo atveju yra ta pati argumento s funkcija.

RCocos(ot+o)-sin(ot+e) |+ ——————x
[ (ot+e)-sin(ot+)] [T R2C2?

AR o .

Y(s)= ZCS)Z' RCO)SCOS(ZP oajln(p_ssquwwczzoscp N /sz . RC "
I+R°C'o s“+o s“+o I+R°C°w” RCs+1

X(COS(P+Rco)sin(P):ARCs(scosq)—oosm(p)_ Y(s) RGCs Ts

(s> +®>)(1+RCs) ~ X(s) 1+RCs 1+Ts’
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Si savybé, kad diferencijavimo grandeléje santykis %, keifiantis x(t),
S

y(®) = x(t) - z(t),

iSlieka toks pats, iSplaukia i$ grandelés modelio | dz _ x(t) — z(t) . Kai z(0)=0.
dt RC
[rodysime tai.
Y(s)=X(s)=Z(s),

sZ(s)—z(0) =L(X(s)—2(s));
RC

Y(s).
RCs’

Pereidami prie atvaizdy, gauname: 1)

_Y(©), _Y().
2) sZ(s)= R 3) Zs) RCs’
Ys) I RCs Ts
X(s) 1, 1 RCs+l 1+Ts’

RCs

4) Y(s)=X(s)- 5) Y(s) (1 +RLCSJ =X(s);

6)

Y(s)

Tai reiSkia, jog santykis m, kai z(0)=0, nepriklauso nuo jéjimo
S

trajektorijos x(t) ir yra ne jéjimo bei iSéjimo trajektorijy, o pacios
diferencijavimo grandelés charakteristika. Ta charakteristika ir vadina
diferencijavimo grandelés perdavimo funkcija W(s).

Jei butume surade ié¢jimo ir iS¢jimo trajektoriju Hevisaido atvaizdus

. . Vi PJ¥(DETdl
X(p)=p[x(e™dt ir Y(p)=p[y(t)e™dt bei ju santykj XEP;= 0 =
0 0 p

p[x(t)e™dt
0

i t)e P'dt
Jywe ®)

, tai biitume gave argumento p funkcija W(p)=%, kuri skirtysi nuo
p

[x(t)e™dt
0

[y(te™dt

W(s)=2——— tik argumento zyméjimu. Tai reiskia, kad, naudodamiesi tiek
[x(t)e™dt
0

Laplaso, tiek Hevisaido transformacija, mes gauname vieng ir ta pacia perdavimo
funkcija W, vaizduojancia i$¢jimo ir i¢jimo trajektorijy atvaizdy santykj, iSliekanti
pastoviu besikeiciant iéjimo trajektorijoms x(t).

Tai, kad santykis W(s)=%s;, esant nulinéms pradinéms salygoms z(0)=0,
s

nesikei€ia, kei€iantis jéjimo trajektorijai x(t), galima paaiskinti, naudojantis 1.11.4.

skyrelyje nustatyta i8¢jimo trajektorijos vienareikSmiska priklausomybe nuo i¢jimo

trajektorijos, esant fiksuotai pradinei busenai. Kai ta priklausomybé yra tiesiné arba

gali buti apraSyta tiesinémis (bet kurios eilés) diferencialinémis lygtimis su

pastoviais koeficientais, tai santykis Y©) (arba santykis &p)) yra pastovi
X(s) X(p)

argumento s (arba p) funkcija W(s) (arba W(p)) ir gali keistis tik keiliantis
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minétiems diferencialiniy lygciy koeficientams, t.y., tik keiiantis paciam
nagrinéjamam objektui (sistemai), jo iSoriniam matematiniu modeliui.

Irodysime $i teigini:

Tarkime, jog turime bloka, kurio iSorinis matematinis modelis yra tiesinis, t. y.,
toki bloka kurio peréjimo ir i§¢jimo funkcijos — tiesinés funkcijos:

?:f(x(t),z(t))ZAX(t)+BZ(t),

y()=0(x(1),z(1)) =Cx(t) + Dz(t),
konstantos. Kadangi bloko i$¢jimas, esant nuliniam i¢jimui, turi biiti nulinis, tai Sios
funkcijos negali turéti nenuliniy pastoviy démeny.
Tarkime, jog pradinés salygos yra nulinés, t. y. z(0)=0.
Tuomet, pereidami nuo originaly prie atvaizdy, gauname:
sZ(s)=AX(s)+BZ(s),
Y (s)=CX(s)+DZ(s).
IS Sios lygcCiy sistemos eliminuosime Z(s):

kuriy koeficientai A, B, C ir D yra

) Z()s-B)=AX(s); 2) Z(s) =0,
3) Y(s):X(s){C+%}:X(s)W;
s—B s—B

Y(s) sC+DA-BC
X(s) s—B
y(t) ir x(t) atvaizdy Y(s) ir X(s) santykis yra tokia kompleksinio kintamojo s
funkcija, kuri nepriklauso nuo jéjimo trajektorijos x(t), o tik nuo peréjimo ir
iSé¢jimo funkcijy parametry A, B, C ir D, t. y. tik nuo paties bloko, bet ne nuo jo
jéjimo trajektorijos.
Pavyzdziui, diferencijavimo grandelés, kurios iSorinis matematinis modelis yra
dz(t)_x(t)-z(1)

4) W(s)= — tiesinio bloko iSéjimo ir jéjimo trajektorijy

) . . 1 1 .
dt RC modelio parametrai yra: A=—, B=———, C=1, D=1. Todéel W(s)=
RC RC
y(H)=x(t)—z(t),
oot 1
_sC+DA-BC - RC RC_ sRC -0 . Gavome ta pati rezultata, kaip ir anksciau.
s—B S+i 1+sRC 1+Ts
RC

Zinodami ta vienareik§miska ry$j tarp objekto i$¢jimo ir iéjimo trajektoriju,
esant nulinei pradinei biisenai, mes, turédami ar kokiu nors biidu nustat¢ objekto
perdavimo funkcija, po to galime rasti i8¢jimo trajektorijos atvaizda ir pacia iSéjimo
trajektorija, atitinkancia bet kuria duotaja iéjimo trajektorija.

Pavyzdziui, nagrinédami schema, pavaizduota 240 pav., galime rasti, jog x(t)=uj;=ugtuc ;
dq_dCuc _ duc _ dy(v

t)=uj; =uc ; ur=iR; i=—
Y(O=0e = ; Ur dt dt dt dt

— ]
g

uiéj./®/ CcC —— /@%éj.

240 pav.
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I§ uzraSyty lygybiuy gauname diferencialing lygti x(t)= RC% +y(t). Laikydami, jog pradinés

salygos yra nulinés, t.y. kad y(0)=0, z(0)=0, ir pereidami nuo originaly prie atvaizdy, gauname
Yp 1 1

X(p)=RCpY(p)+Y(p), i§ k = = = kur T=RC.
(P)=RCpY(p)+Y(p), i8 kur W(p) X(p) RCpel Tpal " C
Turédami perdavimo funkcija W(p)=% mes galime gauti bet kuriai

j¢jimo trajektorijai ja  atitinkancios iSéjimo trajektorijos atvaizda
Y(p)=W(p)X(p), o po to, atlikdami atvirkSting transformacija, — ir pacia iSé¢jimo
trajektorija y(t).
Pavyzdziui, miisy ¢ia (zitr. 240 pav.) nagrinéjamu atveju, jei x(t)=au(t), kur u(t) — vienetinio
1

suoliuko funkeija, tai X(p)=a ir Y(p)=W(p)X(p)=—— =a—1L - Kadangi pj(l e )Ef"t dt=1-—L -
p+-— 0

Tp+1 p+a
T

o 1 = a
=—01 , tai Ll =H|1-eT |, i§ kur gauname, kad atvaizdo Y(p):ﬁ originalas yra
p+

p+a’ L
PTr

t —t
y(t)= a(l —eT] = a[l - eRCJ .

Schema, pavaizduota 240 pav., vadina integravimo grandele, nes i§ diferencialinés lygties

x(t)=RC % +y(t) gauname RC % =x(t)-y(t), i§ kur y(t)= Ric{y(O) +£(x(t) - y(t))dt} . Jei y(t) tenkina

t
pradines nulines salygas y(0)=0, tai y(t)=$ f (x(t)—y(t))dt, t.y. integravimo grandelés iS¢jimas yra
0

proporcingas jos iéjimo ir i§éjimo skirtumo integralui.
ISnagrinésime dar vieng pavyzdi.
Tarkime, jog turime diferencialing lygti, nusakancia ry$j tarp nagrinéjamo objekto iéjimo ir

n n-1 m m-1
i§¢jimo trajektoriju: anm +a,, 4 y@® +...ta, dy(® + +agy(t)=b,, d x(® +b. d_x(® +...+
t" de"! dt ¢ de™!
dx(t)
+b +box(t).
=g 0 ®

Pereidami prie funkcijy x(t) ir y(t) atvaizdy X(p) ir Y(p), tuo atveju, kai funkcijos x(t) ir y(t)
tenkina pradines nulines salygas x(0)=x'(0)=x"(0)=...=x™"(0)=0 ir y(0)=y'(0)=y"(0)=...=y™ "(0)=0,
gausime, jog (amp™+a, p" +...+ +aptag)Y(p)=(bup™tby p™ +...4biptbe)X(p), i§ kur isplaukia
Y(p) b, p™+b, ,p™" +..+b,p+b Zbipi
perdavimo funkcija W(p)= X(p): mP . m—lpn_1 -+ 0P 0:1;0 )

p) a,p’+a, +..+a;p+a i
p 1P 1Pt3ag Zaip
i=0

Kai §io nagrinéjamo objekto i€jimo trajektorija x(t) mums duota, tai, suradg jos atvaizda X(p),

ibipi

mes lengvai gausime objekto i$¢jimo trajektorijos y(t) atvaizda Y(p): Y(p)=W(p)X(p)=-2 X(p), 0

n .

1
2 ap
i=0

ivykde atvirksting transformacija, rasime ir pacia iS€jimo trajektorija y(t), t. y., diferencialinés lygties
sprendini, atitinkantj pradines nulines salygas.
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Pavyzdziui, kai diferencijavimo grandelés i¢jimo trajektorija x(t)=Asinot, tai Y(s)=W(s)X(s)=
Ts Ao S

= . =A®m- .
2 2
1+Ts ®° +s (S+%)((D2+Sz)

Trupmeng 5 i§skaide i elementariy trupmeny sumg ir pasinaudojg¢ neapibréztyju
(s+¥)(0)2 +s%)

. S K  Ms+N
koeficienty metodu, gauname: = + ;

Ks*+Ko™+Ms™+ % +Ns+ ? =s;

oo oy 1 ores?’
SO +87) s+—
( T)( ) T
2.2
K+M=0; M+N:1; Kcoz-irE:O; N=KTo* ; M=K; —E—KTmzzl; K1+T ® =1; K:—L;
T T T T 1+ T w?
T T
1+T20° 14+T0>
t
A T T A =
Todél Y(s)= g | ~— ot —g gt T?0’ o |=——— {-ToL[e T +ToL[cosot]+
1+T ® s+l O +s O +s 1+T ®
T
o _t
+T2c02L[sino)t]};y(t): o [cosot+Twsinot—e T7.
1+T ®

Gautoji i8¢jimo trajektorijos y(t) iSraiska sutampa su 1.11.1.1. skyrelyje gauta trajektorijos y(t)
iSraiSka, istacius vietoj ¢ nuli.

Zinodami sistemos perdavimo funkcija, galime ne tik surasti i$¢jimo
trajektorija, esant nulinéms pradinéms salygoms, bet ir nustatyti rySj tarp tu
trajektorijy, net neapskaic¢iuodami paciy trajektoriju.

Ye)_ Tp.
X(p) 1+Tp

Pavyzdziui, i§ diferencijavimo grandelés perdavimo funkcijos W(p)= randame:

(I+Tp)Y (p)=TpX(p); Y(p)=Tp[X(p)-Y(p)].

Pereidami nuo atvaizdy prie originaly, gauname y(t)zT% [x()-y(®)=T[x'(t)-y'(t)], kas ir
paaiskina, kodél schema, pavaizduota 17 pav., buvo pavadinta diferencijavimo grandele: jos i§¢jimas yra
proporcingas {&jimo ir i§¢jimo skirtumo i$vestinei.

Neturint nagriné¢jamo objekto matematinio modelio, tiesinio objekto
perdavimo funkcija (bent jau apytikriai) galima nustatyti eksperimentiniu biidu.

Tuo tikslu reikia paveikti objekta kokiu nors nesudétingu poveikiu (pavyzdziui,

o 0, kai t<—0 . e :
vienetiniu Suoliuku x(t)=u(t)= . arba impulsu x(t)=u'(t)=9(t)) ir iSmatuoti
1, kai t>+0
(pavyzdziui, stebint oscilografo ekrane) iS¢jimo trajektorija y(t) bei aproksimuoti ja
kokia nors matematine funkcija y(t)~y(t).

Jei &jimo trajektorija x(t)=u(t) i$Sauké i$éjimo trajektorija y;(t), kuria

aproksimuoja funkcija y,(t), tai objekto perdavimo funkcija yra W(p)=

p[¥ (e ™dt . .
—0—— Kadangi p[u(t)e "dt=1, tai W(p)=p[¥,(t)e "dt="Y,(p).
plu(t)e™dt 0 0

0

Q

Jei butume pasirinkg (¢jimo trajektorija x(t)=u'(t)=5(t) ir gave 18¢jimo
trajektorija  y2(t)=y,(t), tai bitume nustatg, jog perdavimo funkcija yra
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[EAGEN . .
W(s)x2———  Kadangi [u'(t)e™dt=1, tai W(s)~ [¥,(D)e™dt=Y,(s).

[u'(he™dt 0 0

0

Zinodami perdavimo funkcija W(p)= SNZI (p) (arba W(s)= 872 (p)), jau galime
surasti apytikrj iSé¢jimo trajektorijos atvaizda, atitinkantj kuria nors Kkita (galbtt
jau zymiai sudétingesng) jéjimo trajektorija x(t): Y(p)= 371 (p) X(p) arba
Y(s)= \72 (s)X(s). Po to, naudodamiesi atvirkstine transformacija, galétume rasti ir

apytikre (artuting) i§éjimo trajektorija y(t).
Tarkime, jog padave x(t)=u(t), gavome y(t) artima y,(t)=1-¢'. Tuomet galime teigti, jog

| B . . . .. . . o
W(p)= Y1 (p)= 17—1:1— Zinodami W(p), galime rasti y(t), atitinkancig kokig nors kita i&jimo
+
trajektorija, pavyzdziui, x(t)=sinwt.
op op _ op 1+o°

Kadangi  X(p)= i Y(p)=Y,(p) X(p)= = : =
adangi (p) p2+m2’ tai (P)= Y, (p) X(p) (1+p)(0)2+p2) 1+ 2 (1+p)((02+p2)

__op .1+(o2+p2—p2+p—p_ op I+p N 0)2+p2 B p2+p _
I+o®  (+p) @’ +p’)  l+o® [(+p) @’ +p°) (+p)@’+p>) (+p)(»’+p’)

2
__1 o e P © P = ! (H[sinot]+wH[e ]-oH[cosmt]).

140> 0’ +p> 140’ 1+p 1+’ o*+p’ 1+’

I8 Sios formulés gauname, kad y(t)= ! (sinot+me —ncosmt)= ! ! sinot
s ~ 2 - I el R -
I+ Vi+o? \Vi+o?
® - 1 0] .
- cosmt |+ e = sin(wt—y)+—— ¢, kur y=arctgo, o =cosy ir
Vi+o? I+ \/1+0) 1+ o 1+’
® .

=siny.

1+ 0?

Tiesa, taikant §i artutini metoda, reikia biiti isitikinusiam, kad nagrinéjamas
objektas yra tiesinis (ar bent jau apytikriai tiesinis), t. y., kad rySys tarp to objekto
18¢jimy ir 1¢jimy, esant fiksuotoms pradinéms salygoms, gali buti iSreikStas (bent jau
apytikriai) tiesine diferencialine (ar algebrine) lygtimi.

Kai tiesiSkumo sglyga netenkinama, tai santykis % néra argumento s
funkcija, nepriklausanti nuo jéjimo x(t), t.y. nagrinéjamas objektas neturi

pastovios ji charakterizuojancios perdavimo funkcijos, vienodos visoms x(t).
Pavyzdziui, nagrinédami 1.11.1.2. skyrelyje hidrodinaminés sistemos iSorines trajektorijas,

gavome, kad tuo atveju, kai x(t)=F=const>0 ir z(0)=H,, i§¢jimo trajektorija y(t)=_[2gH, +—S—g%t
p

Siuo atveju X(p)=H[F]=F, o Y(p)= /ZgH0 +2—1;—gsi, kadangi, kai x(t)=F=const, tai ir
p Y

2gH,, +2—F yra pastovus dydis. Santykis Lp) ZgHO 2 &0 , keiciantis F, keistusi, t.y.
V pS X(p) \ F pSF SpF

tas santykis nebiity pastovi argumento p funkcija, nepriklausanti nuo i€jimo trajektorijos x(t), o
priklausytq ir nuo x(t)=F, tuo labiau, kad tuomet, kai x priklausyty nuo t, atvaizdas

Y(p)= pJ. 2 H0+2X(t) gcs e P'dt jau nebebiity lygus 2gH0+2:—g
pS S pS  Sp
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Taip yra todél, kad hidrodinaminéje sistemoje, turinCioje iS¢jimo funkcija y= 2gz+—)s( ir
p

3 . d i i 2x(t " e L
per¢jimo funkcija d—fz—% yz—% 2g7(t)+ X(S)’ rySys tarp i€jimo x(t) ir iSé¢jimo y(t) trajektorijy
p
o . . . . / 2x . dz(t '
néra tiesinis: eliminavg kintamaji z(t) i§ lygciy y(t)= 2gz(t)+—: ir Z(t):—%y(t), gauname
p

dy() . 1 dx(t) o'g
dt pSy(t) dt S

— netiesing diferencialing lygti.

trajektorija x(t), negalima pasinaudoti perdavimo funkcijos metodu ir tenka naudotls tos sistemos

iSoriniu matematiniu modeliu — jos peré¢jimo funkcija dz(tt) _GS 2g7(t)+—= 2x(0) ir i8¢jimo funkcija
\ pS
2x
= [2g7z+—.
y 1/ g oS

. o L . d 2 . . .
Kai x(t)=const, tai diferencialiné lygtis d—f:—c— 2gz+—>S( lengvai integruojama, ir, radus
p

S
z(t)=f{(t), 1§ i8¢jimo funkcijos lengvai gaunama i$éjimo trajektorijos formulé.

Taciau, kai x(t)#const, gauti analizing fazinés trajektorijos z(t) iSraiska jau nepavyksta ir
minétaja diferencialing lygti tenka spresti, naudojantis kokiu nors artutiniu (pavyzdziui, Rungés—Kuto)
metodu. Pasirinkg pakankamai maza Zingsni At ir zinodami z(0) ir {€jimo trajektorijos tasky x(0), x(At),
x(2At),..., x(nAt) reikSmes, galime apskaiCiuoti fazinés trajektorijos tasky z(At), z(2At),..., z(nAt)
artutines reikSmes, ir po to, naudodamiesi i$¢jimo funkcija, jau galime apskaiCiuoti ir i$&jimo
trajektorijos tasku y(0), y(At), y(2At),..., y(nAt) artutines reikSmes bei nubrézti artuting i$éjimo
trajektorija.

Kaip matome, netiesiniy objekty iSéjimo trajektorijy apskaiciavimo
algoritmas yra Zymiai sudétingesnis negu tiesiniy.

Pasitaiko, kad kai kurie studentai nevisiSkai tiksliai supranta tiesiSkumo savybe:
i3 to fakto, kad objektas, turintis i§¢jimo funkcija y=x>, néra tiesinis, daro i§vada, jog ir
kiekvienas objektas, kuriame iéjimo trajektorija x(t)=t atitinka i$éjimo trajektorija
y(t)=t>, taip pat turi biiti netiesinis. Tagiau tokia i$vada klaidinga, nes $iuo atveju rysys

tarp x(t) ir y(t) gali buti apraSomas tiesine diferencialine lygtimi }(]1( )—2x(t), i$ kurios,

atsizvelgdami 1 tai, kad x(0)=0 ir y(0)=0, gauname W(s)—% i Ta pati rezultata

bitume gave tiesiogiai apskai¢iuodami X(s) ir Y(s): X(s)= Ite’“dt —lz Y(s)= the_s‘dt =
0

:S% s W(s):_

Kad objektas, kuriame i¢jimo trajektorija x(t)=t atitinka i$¢jimo trajektorija
y(t)=t>, gali nesutapti su objektu, turindiu i8é¢jimo funkcija y=x>, nesunku isitikinti,
apskaiCiavus pirmojo objekto, turin¢io perdavimo funkcija W(s)=—, i$¢jimo

s
trajektorija y(t), esant iéjimo trajektorijai, pavyzdziui, x(t)=t> prie nuliniy pradiniy
22 4 43 2

salygw YE-WOX()= 5= =% = gL[P];y(t)=§t3¢t“=x2(t>.
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O objektas, turintis i¢jimo funkcija y=x7, tikrai néra tiesinis, nes, diferencijuo-
By, 0

dami Sia lygybe, gausime IS Sios diferencialinés lygties, net esant

Y(s) .

nulinéms pradinéms salygoms, mums nepavyks gauti santykio —— 1ir, tuo labiau, iro-

dyti, jog jis nepriklauso nuo x(t). Todél mes ir sakome, kad toks objektas neturi perda-
vimo funkcijos, neziiirint 1 tai, kad tuo atveju, kai x(t)=t, Sio objekto i8¢jimo trajekto-
rija y(t) sutampa su objekto, turin¢io perdavimo funkcija W(s)=—, iS¢jimo trajektorija.
S

Norédami rasti tiesiniy blokuy, sudaryty i§ rezistoriy, turinéiy aktyviasias varzas
R; (i=1,2,3,...,n), kondensatoriy, turiniy elektrines talpas C; (j=1, 2, 3, ..., m), ir
elektromagnetiniy riteliy, turinéiy induktyvumus Ly (k=1, 2, 3, ..., r), perdavimo
Y(p) lseJ( )
X() Uy ()

lygiagreciai sujungty laidininky bendrosios varzos ir bendrojo laidumo apskai¢iavimo

du(;t(t)ZI((?’ u, (t)= Ldl( ), Zinomoms mums

funkcijas  W(p)= naudosimés Kirchhofo désniais, nuosekliai ir

formulémis ir formulémis u, (t)=Ri(t),

i§ fizikos kurso.

Rasime elektrinés grandinés, sudarytos i§ minétyju elementariy grandziy,
sujungty nuosekliai bei lygiagreciai, kompleksinés varzos (impedanso) Hevisaido
atvaizda Z(p), apibrézdami ji panaSiai, kaip aktyvioji varza R apibréziama,
vadovaujantis Omo désniu, t.y. laikydami, jog kompleksinés varzos Hevisaido
atvaizdas Z(p) yra lygus elektrinés jtampos wu(t) Hevisaido atvaizdo

U(p)= pJ‘u(t)e*p‘dt ir elektros srovés stiprio i(t) Hevisaido atvaizdo I(p)= pji(t)e*"tdt
0 0

santykiui _U(p).
I(p)
IS formulés Z(p)=—U(p ) iSplaukia formule Z(s)=—U(S) , nes U SU(S)
I(p) I(s) I(p) sI(s)
_U(s)
I(s)
T 0 _U(p) . o .
Naudodamiesi $iuo apibréZzimu Z(p)=—-—= ir formule u,(t)=Ri(t), rasime
aktyviosios varzos R Hevisaido atvaizda Z, (p) _Ue (p ):
Iz (p)
y . o . ~ _Ur(p).
1) I formulés U, (t)=Ri(t), i$plaukia U, (p)=RI(p),t. y. R= ;

I (p)

2) Kadangi Z, (p)= R((p)) tai Z, (p)=R.

Analogiskai, naudodamiesi formule M:1(—‘[)

ir laikydami, kad pradinés

salygos nulinés, t. y., laikydami, jog u.(0)=0, gauname:

D pUCR =" by =

901



U.(p) . _L
2) kadangi Z.(p)= 1) , tal Z. (p)—C

di(t)

I§ formules U, (t)=L——= " , laikydami, kad pradinés salygos yra nulings, t.y.,

laikydami, jog 1(0)=0, gauname:
D LR =Us ), ty. =Ly

2) kadangi Z, (p) :UIE—;?, tai Z, (p)=Lp.

Kadangi, kaip zinoma i8 fizikos kurso, nuosekliai sujungtu varzy bendroji varza
yra lygi jungiamy varzy sumai, o lygiagreciai sujungty laidininky bendrasis laidumas
yra lygus jungiamy laidininky laidumy sumai, tai, atsizvelgdami { ta aplinkybg, jog
atvaizdai yra integralai, o sumos integralas lygus démeny integraly sumai, gauname,
jog formulés, taikomos bendryju varzy ir bendryju laidumy apskaiciavimui, gali buti
taikomos ir kompleksiniy varzy atvaizdams.

Dél ty paciy priezas¢iy Kirchhofo désniai ir kiti tiesiniai fizikos désniai galioja
ne tik elektros itampos u(t) ir elektros sroves stipriams i(t), bet ir jy atvaizdams U(p) ir
I(p).

Tai leidzia labai paprastu biidu rasti tiesiniy bloky, taikomuy radiotechnikoje ir
radioelektronikoje, perdavimo funkcijas. Pailiustruosiu tai pavyzdziais.

1.11.8.1. Diferencijavimo grandelés perdavimo funkcija Wpg(p)

X[t%%, R gﬂt)

241 pav.
D) x()=u(1); 2) x()=uc(O+ug (1); 3) X(p)=Ue(p)+Ux (0)=1(p)Zc(p)+Z, (p)]=

—I(p>(+R)J 1(p )1 REP. ) 10)=X(0)—2—; 5) y(t)=u, (y)=u, (1);
Cp 1+ RCp
6) Y<p>=UR<p>=1<p>zk<p>=1<p>R=i(pT)CpR; 7 %(p)—i?ﬂ fggp-:gp

1.11.8.2. Integravimo grandelés perdavimo funkcija Wc(p)

R
—L_ |
g g
X(t)ff C —— A@}L(t)
242 pav.
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) x(t)=ug () +uc(t); 2) X(p)=UR(p)+Uc(p)=1(p)[ZR(p)+Zc(p)]=I(p)(R+Clpj=

~1(p )“RC" 3 1) =X~ ) 0= 9) Y(p)=Ue(p) =1(p)Zc (p)=1(p) =
p Cp

_X()Cp 1 _ X(p) . )WIG(p)—Y(p) 1

1+RCp Cp 1+RCp’ X(p) 1+RCp 1+Tp’

1.11.8.3. Elektromagnetiniy virpesiy kontiro perdavimo funkcija Weuvk(p)

X@i o — ?t)

243 pav.
D) x()=ur(t)ruc®+ur(t); 2) X(p)=Ur(P)+Uc(p)+UL(p)=1(p)[Zr(P)+Zc(p)+2ZL(p)]=

_ L _ LCp +RCp+1 X(p)XCp | _ ) _
I(p)(R+ Cp+Lp] I(p )—C 3) I(p)= —+ch+ v 4) y()=uc(t); 5) Y(p)

X Y 1 1
# 6) Wenmvk (P)= (p)_
Cp LCp?+RCp+!’ X(p) LCp*+RCp+1 sz +Typ+1

=Uc(p)= I(p)

1.11.8.4. Idealaus stiprintuvo perdavimo funkcija W;s(p)

>
X[tfg /Z;,(t)

&

244 pav.
Idealus stiprintuvas sustiprina iéjima x(t), pavyzdziui iéjimo svyravimy x(t)=Asin(cost+qy)
amplitude A, nekeisdamas nei svyravimy ciklinio daznio cozz?n , nei pradinés svyravimy fazés ¢. Todél

idealaus stiprintuvo i$¢jimas y(t) yra lygus Kx(t), kur K — pastovus dydis — stiprintuvo stiprinimo

YP)_«
X(p )

Realis stiprintuvai (zidr. uzduotj; 1.11.79. Sioje mokymo priemonéje, kurioje pateikta
supaprastinta realaus stiprintuvo schema) Siek tiek skiriasi nuo idealaus stiprintuvo, nes jo stiprinimo
koeficientas K neiSlieka visiskai pastovus visame iéjimo signalo dazniy kitimo diapazone bei gali
priklausyti ne tik nuo daznio, bet ir nuo amplitudés A, taciau tam tikrame gana placiame dazniy ar
amplitudziy kitimo diapazone gero stiprintuvo stiprinimo koeficientas K islieka praktiSkai pastovus ir
stiprintuvas veikia praktiskai idealiai, keisdamas {éjimo signalo amplitude K karty ir beveik
neiskreipdamas j&jimo signalo daznio bei fazés.

Norédami pasiekti auksta stiprinimo lygi, stiprintuvus jungia nuosekliai i granding, sujungdami
pirmojo stiprintuvo i$¢jimus su antrojo stiprintuvo iéjimais ir t.t. Kokybisky elektrinés ijtampos
stiprintuvy {éjimo varza yra tokia didelé, kad jo i€jimo srovés stipri galima laikyti praktiskai lygu 0, o

koeficientas. I§ formulés y(t)=Kx(t) iSplaukia, jog Y(p)=KX(p) ir Wis(p)=—
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i8¢jimo itampa y(t) laikyti praktiskai lygia Kx(t), kur x(t) — stiprintuvo iéjimo itampa. Bendros
daugiakaskadinio stiprintuvo stiprinimo koeficientas K, kai toki stiprintuva sudaro didelis nuosekliai
sujungty praktiskai idealiy jtampos stiprintuvy skaicius, gali tapti pakankamai didelis, t.y. gali tapti
tokiu, kad ji praktiskai buity galima laikyti begaliniai dideliu.

Sia stiprintuvy savybe naudojamasi, kuriant idealius dinaminius blokus analoginéms
skai¢iavimo masinoms.

1.11.8.5. Idealus integratorius ir jo perdavimo funkcija Wy(p)
_
[ I_
iy |: I L
e T ¢

245 pav.

y(t)

1) Kadangi stiprintuvo {éjimo srovés stipri i galima laikyti praktiskai lygiu 0, tai galima priimti,
jog elektros srovés, einancios nuo schemos {éjimo stiprintuvo ié¢jimo link, stipris i; yra praktiskai lygus
srovés, einancios nuo schemos i§éjimo stiprintuvo i&jimo link, stipriui i, ir Sios abi srovés, biidamos

priesingos krypties, viena kita atsveria. Gauname Il(p):w, Iz(p):w;
Zr(p) Zc(p)
X(P)-U®)_Y({@)-U(P)
R L
Cp

(p)

2) Kadangi Y(p)=KU(p), tai U(p)=——, kur K — bendroji stiprintuvo stiprinimo koeficiento

reik§mé. Ja galima laikyti labai didele.

Y Y
xp-1 P Yo X(p) L
3) Todel , 18 kur i$plaukia, jog ——=Y(p)| 1-—+
R 1 RCp K KRCp )
Cp
Y 1 1
K W(p):XEE;: o1 U
RCp|1-—+———| RCp|1-— |+—
p[ K KRij b ( Kj K
1 11

5) Wy (p)— hm = .
7*RC ( 1} + 1 RCp
K) K

t
I8 Sios formuleés iSplaukia, jog Y(p)= W (p)X(p)leX(p), t.y. y(t):LJ.x(t)dt.
RC p RCy

Vadinasi, 245 pav. pavaizduota schema integruoja {¢jima ir daugina ji i§ pastovaus daugiklio

1 y T e g .. . T
RC’ t. y. mastabuoja ji, palikdama i$¢jimui ta pacia dimensija, kurig turéjo j&jimas.

1.11.8.6. Idealus diferenciatorius ir jo perdavimo funkcija Wp(p)

_LP) Y(p) 1
b X@-Ue)_Ye-ue), , X YO
Zc(p) Zy(p) L R RCp K

Cp
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Yp)__ 1 _ RO ; 5) Wip(p)= hm&:RCp.

) =
X(p) 1_l 1- l E 1_l+R7Cp
7K+l K K K K
RCp K
R

il

o J@ %*ym

X(t)gf

246 pav.

dx(t)

Todél Y(p)=W([p)X(p)=RCpX(p). I§ Sios formulés iSplaukia, jog y(t)=RC 3 , x(0)=0.

Vadinasi, schema, kurig vaizduoja 246 pav., diferencijuoja i¢jima ir daugina ji i§ pastovaus daugiklio
RC, turinCio laiko dimencija, mastabuodama i$¢jima ir palikdama jam ta pacia dimensija, kuria turi
i€jimas.

1.11.8.7. Léto reagavimo grandis ir jos perdavimo funkcija Wy rs(p)
yit)
T 7

1) x(=ug, (D+ug, (D+uc(t); 2) X(p)=UR1(p)+UR2<p)+Uc<p)=I<p)(R1+R2+Cip>=

Q8

247 pav.

~1(p )% 3 10— PP ) YO0, O+uc 05 5) YO)=Ur, (0)+Ucp)-

1+(R; +R; )Cp’
1 1+R,C X(p)C 1+R,C 1+R,C Y
—I(P)(Rﬁ—j:l(p) ) P 6) Wing (=2 D
Cp Cp 1+(R;+R,)Cp  Cp R, +R,)Cp ¢ X(p)
_ 1+R,Cp 1+Typ
1+(R,+R,)Cp 14T ,p
, . T, R,
Isivedg pastovy koeficienta K=—== , léto reagavimo grandies perdavimo funkcija
T, R+R,’
1+T,p 1

galime iSskaidyti { jau nagrinéty tipiniy bloky perdavimo funkcijas: Wipq(p)=—7""—
1+T, ,p 1+T1 2P

T 1 T L . . . .
+—2 = +K—2 = Wi (p)+KWpg (p). Vadinasi, léto reagavimo grandi galima gauti
1+T,p 1+T,p 1+T ,p

lygiagreciai sujungus integravimo grandj ir diferencijavimo grandj, nuosekliai sujungta su stiprintuvu,

e e o . R
turinéiu stiprinimo (silpninimo) koeficienta K=—2=——2—
T1,2 Rl + R2
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1.11.8.8. Ideali pirmos eilés forsavimo grandis ir jos perdavimo
funkcija Wirc(p)

Ri
R, Fq |—‘
o A
x(t) ? . uft} ?}f[t)

248 pav.

1) Rasime Hevisaido atvaizda tos kompleksinés varzos, kuria turi blokelis, sudarytas i§
lygiagreciai sujungty rezistorisus ir kondensatoriaus. Pasinaudosime laidumuy sumavimo taisykle,

gauname: _:LJFL:LJFCPZM. Todél Z(p)= R, :
Z(p) Ry 1 Ry R, 1+R,Cp
CP
b
2 X®)=U®)_Y®)=U®), 3 XEX+RCp)_y | K 1+RCp |
Z(p) R, R, R, KR,
. Y(p) I1+R,Cp R, R,
4) W = lim = =—=1+R,Cp)=—={1+T)p).
) Wik (P) ke X(p) 1_1 Rl( 1 P) R1( 1P)
Rl k HRCp
R, KR,

Kadangi  ¥(p)=W(p)X(p) = 2X () +R,CPX(P). tai y(D= 2x(0)+ T, 0
1

1
i$¢jimas yra lygus mastabuotam jos i¢jimui, pakoreguotam (forsuotam) démeniu, proporcingu i€jimo
dx(t)

dt

— schemos

lygio kitimo greiciui

1.11.8.9. Svorinés sumos gavimo blokas

Pasinaudodami idealiu stiprintuvu, turin¢iu labai dideli stiprinimo koeficienta K, galime
sukonstruoti bloka, pavaizduota 249 pav.
a) b)

. T —— 1
xt) —= ( :
xf(t) —> « rtg I
H — xjit:l RL.“ | H
%elt) —> 2 > He
2,(t) uit) ¥(t)
| B
4 2]
249 pav.
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1

Xi(p)-U(p) Y(p) U(p) J(p) K I 1
| E t t); 2 E ] 3 E —=+—> —
) 2y (0=12(0: 2) Ry; R, ) T Ry p) R, KSRy

n
. S . . R
Pereidami prie ribos, kai K—>c gauname, jog Y(p)=z—2Xj(p), t.y. gauname, kad
j=1 L

y(t)= Z—x (0.

1J
Vadinasi 249 pav. pavaizduotos schemos iseiga y(t) yra lygi pasvertai jeigy sumai. Démeny

svoriniai koeficientai yra lygis & Parenkant atitinkamas varzas jiems galima suteikti bet kurias
Lj
reikiamas reikSmes, pavyzdziui, tikimybiy reikSmes, reikalingas svorinio vidurkio apskai¢iavimui.

Ka tik iSnagrinéti pavyzdziai rodo, kad sudarinéti elektriniy schemy perdavimo
funkcijas tikrai yra gana paprasta. Si procesa galima algoritmizuoti ir net
automatizuoti. O turint perdavimo funkcijy formules, naudojantis atvirkStinémis
Hevisaido ir Laplaso transformacijomis, galima apskaiciuoti ty schemy iS¢jimy
trajektorijas, atitinkancias nulines pradines salygas bei pacias {vairiausias i¢jimy
trajektorijas.

Tai labai svarbu. Taciau dar svarbiau yra tai, jog dél struktiiry
izomorfizmo egzistavimo ka tik apraSytieji metodai gali buti taikomi ne tik
radiotechnikoje bei elektrotechnikoje, bet ir kitose srityse, nes bendrasisteminiai
struktiiriniai désniai, nustatyti vienoje srityje, galioja ir kity sri¢iy sistemoms,
turin¢ioms izomorfiskas struktiiras.

Pavyzdziui, Sios mokymo priemongés ,,Ivado* 0.2.6 skyrelyje buvo nagrin¢jami
du matematiniai modeliai, kuriy pirmasis aprase¢ reisSkinius, vykstancius mechaninése
sistemose, antrasis — elektrotechninius bei radiotechninius reiSkinius. Ten buvo
parodyta, jog ty dviejy matematiniy modeliy izomorfizmas yra ne atsitiktinis formalus
sutapimas, bet reiSkinys, atspindintis gily priezastinj matematiniy modeliy bendruma
iSplaukiant] i§ tais modeliais apraSomy procesy bendrumo. Analogiski sisteminiai
rySiai, bidami fiziSkai skirtingi, Siose skirtingos sudéties sistemose atlieka analogiska
vaidmenj. Véliau isitikinsime, jog analogiSki matematiniai modeliai gali apraSyti
pacius jvairiausius svyravimus bei monotoninius procesus paciose (vairiausiose
sistemose: ne tik mechanikoje, radiotechnikoje bei elektrotechnikoje, bet ir
ekonomikoje, politikoje, biologinése bei ekologinése sistemose.

Todél ka tik apraSytieji perdavimo funkcijy sudarymo metodai naudingi ne tik
radiotechnikoje, bet ir daugelyje kity sric¢iy. D¢l Sios priezasties susipaZinimas su Siais
metodais ir buvo jtrauktas i sistemotyros kurso mokymo priemong.

Siu metody svarba dar labiau padidéja, paaiskéjus, jog su bloky perdavimo
funkcijomis galima atlikti matematines operacijas, atitinkancias struktiirines
bloky jungimo operacijas. Tai leidZia algoritmizuoti sudétingy dinaminiy sistemy,
sudaryty iS tiesiniy bloky, matematinj modeliavimg ir projektavima. Apie tai
pakalbésime sekanciame skyrelyje ir antrojoje Sios mokymo priemonés dalyje.

1.11.9. Perdavimo funkcijy savybés

Perdavimo funkcijos W(p) turi tokiy savybiy, kuriomis tikslinga naudotis,
nagrinéjant bei projektuojant sistemas, turincias sudétinga struktura.

ApraSysime kai kurias i$ ty savybiu.

1. Kai tiesinés sistemos jungiamos nuosekliai, tai ju perdavimo funkcijos
dauginamos, t.y. sistemos, susidedancios i§ nuosekliai sujungty keliy sistemy,
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perdavimo funkcija lygi sistemy — komponenciy perdavimo funkcijy sandaugai.
Sio teiginio teisingumu nesunku jsitikinti, nagrin¢jant schema, pavaizduota 250 pav.

X(p)=Xi(p) Wi(p) Y1(p)=Xa(p) Walp) Ya(p)

Xn—l(p) Wn—l(p) Yn—l(p)ZXn(p) Wn(p) Yn(p)zY(p)

250 pav.
Y(p)_Y.(p)_X,(@)W,(p) Y, (p) X, ()W, (p)
W(p)= =Lt -"= =W == =W =
P o e xe P xe P X e
=W ) W, () P W, ) W ) W) D =TT W),

Lygybe W(p)=] [W.(p) galima gauti ir papras¢iau, tiesiog sudarant sandauga

i=l

[TW.(p) ir po to suprastinant ja, nes visiems i=1, 2,..., n-1 galioja lygybé

Y0 Xa@): 0 X,(p)=X(p) it Y,(@=Y@): [[W.(p)=n®. %®) V@),

il X,(p) X,(p) X5(p)
X Yn—2 (p) . Yn—l (p) . Yn (p) :Yn (p):Y(p) :W(p)
X,2(0) X,a(p) X, (p) X, (p) X(p)
2. Kai tiesinés sistemos jungiamos lygiagreciai, tai ju perdavimo funkcijos
sudedamos, t.y. kai Kelios sistemos turi bendra jéjima ir ty sistemy iSéjimai
sumuojami, tai sumuojamos ir ty sistemy perdavimo funkcijos (Zitr. 251 pav.).

Xi(p) Wi(p) Yi(p)
X(p) | Xap) Wa(p) Ya(p) ég Y(p)
Xs(p) Wa(p) Ys(p)
251 pav.

Kadangi X(p)=X2(p)=X3(p)=X(p) ir Y(p)=Y1(p)+Y2(p)+Y3(p), tai
Y(p)=W1((p))Xl(p)+Wz(p)Xz(p)X3(p)+W3(p)X3(p)=[W1(p)+Wz(p)+Ws(p)]X(p) ir
Y(p) _

W(p) :Fp) =Wi(p)+W2a(p)+Ws(p).

3. Kai sistemos, turincios perdavimo funkcija Wi(p), iSé¢jimas sujungtas su
jos iéjimu neigiamu grjZtamuoju rysiu per sistema su perdavimo funkcija Wa(p),
kaip tai parodyta 252 pav., tai bendra visos sistemos perdavimo funkcija yra

_ W, (p)
W W) W)
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X(p) XiP)=X(P)-Ya(p) |y () Yi(p)=Y(p)

Y2(p) Xa(p)=Y(p)

Wa(p)

252 pav.
ISvesime 8ig formule: Y (p)=W1(p)[X(p)-Y2(p)]=W1(p)[X(p)-W2a(p)-Y(p)];

YW W)W (RIXE) V()= PPy YD)
Wi (p)

1+ W, (p)W, (p)~ X(p)
I W, ()W, (p)

UZdaros sistemos, turincios neigiamajj griZztamajj rysj, perdavimo funkcija
yra trupmena, kurios skaitiklj gausime, sudaugine visy tiesioginj rySi nuo jéjimo
iki iSéjimo sudaranciy bloky perdavimo funkcijas, o vardikli — pridéje prie
vieneto visy bloky, sudaranciy pilng uzdarg grjZtamojo rySio grandine,
perdavimo funkcijy sandauga.

Pasinaudodami jau jrodytomis perdavimo funkciju savybémis, rasime sistemos,
pavaizduotos 253 pav., perdavimo funkcija.

W(p)zwzwl (p) WZ (p)W4 (p)+W3 (p) %
X(p) 1+[W,(p)W, (p)+ W, (p)][W,(p)+ W, (p)IW; (p)
X [W, (p)+ W, (p)IW (p) =L PILW, (D)W, (p)+ W, (P)ILW (p)+ Wi (P)I Wy (P)
1+[W, (p) W, (p)+ W, (p)][Ws(p)+ W, (p)IW, (p)
Wa(p) ={Wa(p)
X(p)

Wi(p) Ws(p)
Y(pg
Wi(p) Wio(p)
Wo(p)
Ws(p)
Wi(p) %
We(p)
253 pav.
4. Uzdaros sistemos, turincios teigiama grjZtamajj rysj, perdavimo
funkcija yra trupmena, kurios skaitikli gausime, sudare¢ tiesioginio rySio
perdavimo funkcija, o vardiklj — atéme iS vieneto visy bloky, sudaranciy pilna

uzZdara griZtamojo rySio granding — cikla, perdavimo funkcijy sandauga.
Pailiustruosime §ia savybe, pasinaudodami 254 pav.

X(p) Xi1(p)=X(p)+ Ya(p) Y.(p) Y(p)=Yi(p)
Wi(p)
W
v P i)
254 pav.
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Y(P)=Y1(p)=W1(p)Xi1(p)=Wi(P)[X(P)*+Y2p)I=W1(p)[X(p)+Wa(p)Xa(p)]=

WX EIWIRIWap)Y (p): Y(p) = DX ) YD WlD)
1_W1 (p)wz (p) X(p) 1_W1 (p)Wz (p)

5. Kai sistema turi keleta i$éjimy ir keleta nepriklausomy i¢jimy, tai kiekvieno
iéjimo poveikis j kiekvieng iSéjima gali biiti surastas atskirai, o po to kiekvienas
iSéjimas gali buti surastas kaip visy jéjimy poveikiy j tg iSéjimg algebriné suma.

Si savybé idplaukia i§ nagrinégjamy procesu ir Laplaso (bei Hevisaido)
transformacijos tiesiSkumo. Pailiustruosime ja pavyzdziu, parodytu 255 pav., kuriame
bloky, turin¢iy keleta i¢jimy, i¢jimy poveikiai sumuojasi.

Y
X ’% Y, Y;
1 W, | ‘% = /F‘Yé‘
X |3\7\72 ‘ W3 W4
% g T
W;s
Ys
255 pav.

Rasime pirmojo jé¢jimo poveikio i ketvirtojo bloko i$¢jima atvaizdi Y., kai
visi kiti {¢jimai - nuliniai“. Y=Y W, =(Y" - Y)W, W, W, =(X,W, -
Yy
—Y3(1)W5)W2W3W4 =(X,W, _WLWS)W2W3W4 :
4

W, W, W, W,

I§ Sios lygties randame: Y."(1+ ) =W, W,W,W X, ;

4
Yo =W1W2W3W4X1 )

4

1+ W, W, W,
Sia formule galéjome gauti ir i§ karto, pasinaudoje pirmaja ir tre¢iaja
perdavimo funkcijos savybémis: Y\" =W, W W, X, =M-X1 .
1+ W, W, W, 1+ W, W, W,
(2):W2W3W4X2 .

Analogiskai  galime  gauti, kad Y| Y =Wy X;

1+ W, W, W,
Y(4>=(_W5)W2W3W4X4 .
! 1+ W, W, W,
Paskuting formule, kaip maziau jprasta, gausime dar karta, nesinaudodami
tre¢iaja savybe. Y ' =YY W= Y Y Wi3Wi=(- Y )YWo W3 W= — (Y + X)) Ws Wo W3 W=

Y(4)
= [WLJF X4J WsWaW3Wy; YiP (14 W W3 Ws)=—W,o W3 Wi WsXy;

4
Yi4) - W2W3W4W5
1+ W, W, W,
Tare, jog penktoji savybé jau jrodyta, galime uzradyti, jog Y,=Y\"+Y{"+

W, W, W,
1+ W, W, W,

X, . Rezultatas sutampa su anks¢iau gautu.

+YP+Y V= (W1 X1 +X - WsX )+ W, Xs.
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Analogitkai gautume, jog Y1=X;-Wy; Yo=Y+ Y2+ YO + YV =
:ﬂ lmy(t) +—2X2 + _ﬂ
1+ W, W, W, t>= 1+ W, W, W, 1+ W, W, W,
_Wz(W1X1 +X, _W5X4) - Y.=Y.W. = W2W3(W1X1 +X, _W5X4).
- ’ 37 23T ’
1+ W, W, W, 1+ W, W, W,
W1W2W3W5 X + W2W3W5
1
1+ W, W, W, 1+ W, W, W,
N W; X -~ W,(WW, WX, +W, W, X, +X,)
1+ W, W, W, ° 1+ W, W, W, '
Patikrinsime teiginio apie penktaja savybg teisinguma, gaudami i$¢jimy
atvaizdzius tiesiogiai (nesinaudodami penktaja savybe).
Yo =Wa(Y 1+ XY 5)=Wo [ W X+ Xo—Ws(Xa+Y3) |=Wo [ W X —Ws(XatW3Y)3)]. 1S
W, (WX, +X, -WsX,)
1+ W, W, W,

4

Y=Y+ Y +YP + Y=

X, +0+

Sios lygybés gauname, jog Y,= , kas sutampa su formule, gauta
naudojantis penktaja savybe.
Y3=W3Y =W Wo (Y 1 +Xo-Ys)=WaWo [ Wi X +X-Ws(Y3+X4)];

X, +X,-W.X . .
_W.W, (WX, +X, W, 4), kas sutampa su formule, gauta naudojantis penktaja
1+ W, W, W,

Y;

savybe.

Y4=Y3tWeXs= W, W, W, (WX, +X, -W,X,)

1+ W, W, W,
gauta naudojantis penktaja savybe.

Ys5=Ws(Y3+X4)=WsY3+WsXs=

+W4Xs, kas sutampa su formule,

W2W3W5 (W1X1 +X2 _W5X4)

+W;sX,4=
1+ W, W, W,

_ W, W W (WX, +X,)+ WX
1+ W, W, W,

| kas sutampa su formule, gauta naudojantis penktaja

savybe.

Perdavimo funkcijy savybés leidZia, Zinant sudétingas sistemas sudaranciy
bloky perdavimo funkcijas, rasti ty sudétingy sistemy perdavimo funkcijas ir,
naudojantis jomis, apskaiiuoti sistemy iSéjimo trajektorijas, atitinkancias
duotgsias jéjimo trajektorijas.

IS kitos pusés, perdavimo funkciju savybiy Zinojimas padeda,
projektuojant iS§ elementariy bloky, kuriy perdavimo funkcijos mums yra
Zinomos, sudétingas schemas, transformuojancias duotus jéjimus | mums
reikalingus iS$é¢jimus, nes, sudare¢ pageidaujamy iSéjimy ir jéjimy trajektorijy
atvaizdus ir rad¢ ty atvaizdy santykj — projektuojamos sudétingos schemos
perdavimo funkcija, mes galime, dekomponuodami ta funkcija j elementarius
daugiklius bei démenis, nustatyti, iS kokiy bloky turi biiti sudaryta ieSkomoji
schema ir kaip toje schemoje tie elementaris blokai turi biiti sujungti.

Trumpai tariant, perdavimo funkcijos gali biiti naudojamos kaip sudétingy
sistemy sisteminés analizés, taip ir sisteminés sintezés, t.y. sisteminio
modeliavimo ir sisteminio projektavimo priemoné.
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