1.11. SISTEMOS I§ORII§IIO IR VIDINIO FUNKCIONAVIMO
MATEMATINIS APRASYMAS IR TO FUNKCIONAVIMO
SISTEMINE ANALIZE

1.11.1. Sistemos iSorinio funkcionavimo aprasymas

Turédami matematini sistemos makromodelj su uzfiksuotomis (zinomomis,
duotomis) sistemos biisenos koordinaciy reik§mémis, atitinkan¢iomis duotaji ,,pradini‘
sistemos kalendoriaus momenta, ir, zinodami visy sistemos iéjimy trajektorijas,
modeliuojancias sistemos i¢jimy koordinaciy reikSmiy kitima laike, mes,
pasinaudodami sistemos peréjimy ir i$¢jimy funkcijomis, galime apskaiciuoti sistemos
iSéjimy ir jos fazines trajektorijas, t. y. sudaryti sistemos iSorinio funkcionavimo
matematinj apraSyma.

1.11.1.1. Diferencijavimo grandelés iSorinio funkcionavimo
matematinis aprasymas

1.3. skyriuje mes jau buvome gavg ir iSnagrinéj¢ procesy Py ir P, fazines trajektorijas, o 1.4.3.
skyrelyje — diferencijavimo grandelés i$¢jimo ir fazing trajektorijas, kai grandelés i¢jimo trajektorija
x(t)=a=const.

Rasime grandelés, pavaizduotos 17 pav., fazing ir iSéjimo trajektorijas, atitinkancias bet kokia
i€jimo trajektorija x(t).

Pasinaudosime iSoriniu matematiniu diferencijavimo grandelés modeliu (zidir. 1.4.3. skyreli):

dz(t) x(-z(t)
T e YO,
Fazing diferencijavimo grandelés trajektorija z(t) rasime iSsprende diferencialing lygti
dz(t) x(t)—z(t)
d¢  RC
Sioje lygtyje kintamuosius z ir t galima atskirti, ieSkant z(t) formoje z=uv, kurioje viena i3
kintamyjy u ir v galésime pasirinkti taip, kad diferencialing lygti biity galima pertvarkyti | dvieju
diferencialiniy lygciy sistema, kurioje kintamieji jau buity atskirti.

Kadangi %zd(uv)=V@+ud—V, tai i 920 _x()=2(9 gauname Vd—u+u Q+L =& ().
dt dt dt dt dt RC dt dt RC) RC

Pasirenkame funkcija v=v(t) taip, kad %+é=0. Tuomet i§ diferencialinés lygties (*)

dv v
—+—=0,
.. . dt RC
gauname dviejy lygciy sistema
Jdu_x(0
dt RC’
Spresdami pirmaja tos sistemos lygti, gauname: @——L' d—V——i' Vj't)g——itdt'
P pirmaj ygl, g "% RC v RC’ V(o)dt RCO ;

®__1 W_, e e
an—=——t; 2 _jne RC: v(t)=v(0)e RC,
v(0) RC v(0)
Gautaja funkcijos v(t) iSraiska isistatome i antraja lygéiy sistemos lygti ir sprendziame
_t u(t) t

t t
pastaraja. Gauname: v(0)e RCd—u:&; du:ﬂeRCdt; J du:J.Lt)eRCdt; u(t)=u(0)+
dt RC v(0)RC JV(O)RC

t t

J.x(t)eﬁdt .
vO(RC)y

+
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Kadangi z(t)=u(t)v(t), tai
,é . .

2(t)=u(0)v(0)e RC +eR_c { x(t)eRCdt=¢ RC [z(0)+ !

ot
— j x(t)eRCdt] .
RCy

Turédami fazing trajektorija z(t), randame i8¢jimo trajektorija y(t)=x(t)—z(t)=x(t)—
t t t
e RC| 7(0)+ j x(t)eRCdt |.
RCy
—t -t
1) Kai x(t)=a=const. ir z(0)=0, tai gauname: z(t)=a(1-eRC), y(t)j=aeRC .
-t
2) Kai z(0)=0 ir x(t)=kt+b, kur k=const. ir b=const, tai gauname: z(t)=kt+(b—kRC) (1—eRC),
—t

y()=kRC+(b—kRC) eRC

3) Kai x(t)=A sin (ot+¢), kur A=const., ®=const., p=const., tai gauname:

-t

t t
z(t)= eRC |:Z(0) +$i[sin((ut + (p)e“cdt} =

t

RC [sin(o)t +@)—RCocos(wt + (p)]— [sin(p - RC(DCOS(p]
l+o’R*C?

—t
=eRCIZ(0)+ A

—t
sin(ot + @) —RCocos(ot + @) — [singp—RCocosp eRC
1+ w*R>C? '
Kai z(0)=0, tai gauname grandelés fazing trajektorija

—t

=7(0)eRC+A

A -t
()= ——— 1 sin(ot+ @) —RCocos(ot +¢) - [sin(p - RCoacoscp]eR'C ir i8¢jimo trajektorija

I+o°R°C

A —t

y(t)= W{szZCZ sin(ot+@)+RCocos(ot+¢)+ [sin(p - RCo)cosq)]eR'C } .
+o

Norédami supaprastinti trajektorijy z(t) ir y(t) grafinio atvaizdavimo procesa, fazinés ir i§éjimy
trajektorijy formules galime pertvarkyti taip:

z(t)= A sin(wt + (p)—&cos(mt +0)—
V1+02R2C? Y1+ 0?R2C? V1+e’R2C?

—t
1 . R Py
- sing— Co cos@ |eRC =
Vi+eR2C? 1+e’R2C

A cosy sin(mt+@)—siny, cos(ot+@)— [cosw1 sinp—siny,; cosq)]eE =
V1+0*R?C?
A RCw

—t

. . 1 .
=—— Jsin(ot+@—y,;)—eRCsin(p—y,), kur ———==cosy,, ——==siny,,
V1+@?R2C? Vi+o’R2C? 1+®°R*C?
y=arctgRCow;
A RCo . 1
Y(t)= ———=1 ORC| ——=—==sin(ot + ¢) + ——==cos(ot+ o) |+
\/1+@2ch2{ Vi+o’R*C? Vi+0*R2C?
+ ! sinp— RCo cosQ el% A X
Vi+o?R2C? 1+e?R2C? Vi+0?R2C?
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—t
X {mRC[sin(mt +@)cosy, +cos(mt +@)siny, ]+ [sin(psinwz —COSQCosSY , ]eRC }:

—t

. S (oRCsin(cot+(p+w2)—eEcos((p—\yz) , kur y, =arctg ! =E—w1.
V1+0’R*C? RCo 2

Kadangi cos(¢@—,)=const, tai gavome, jog {¢jimo sinusoidé x(t)=Asin(mt+¢) grandelés i$¢jime
transformavosi | to paties daznio ® pastumtos laike sinusoidés, turin¢ios sumazéjusia amplitude, ir
eksponentiskai mazéjancio dydzio algebring suma, kuri, didéjant t, konverguoja { sinusoidg

ARCo ARCo

———————sin(otte+y,), lygia kosinusoidei —————
Vi+o’R2C? Vi+o*R2C?

A
analogiSkai konverguoja | pastumta sinusoid¢ ——————sin(ot+@—y), turinia sumazéjusia
V1+o’R*C?

cos(otte—y;). Faziné trajektorija

amplitude , bet ta pati dazni .

A
V1+o?R2C?

Jei nagrinétume maziau idealizuota diferencijavimo grandelés modelj (zitr. 227 pav.) su

. " - . R,R g .

per¢jimo funkcija: w:M, kur R*=R;+—23_ ir i§jimo funkcija: y=B(x—z), kur
dt C-R” R;+R,

-t t t

_ R,yR;
RR, +RR;+R,R;

, tal gautume fazing grandelés trajektorija z(t)= eR'C Z(O)+éj‘x(t)eﬁdt
0

ir i¥¢jimo trajektorija y(t)=B(x(t)}—z(t))=B { x(t)—eR C Z(O)+R_*C x(t)eR'Cdt
0

t
—t —t
I3 ¢ia i¥plaukty, jog, esant x(t)=a=const. ir z(0)=0, gautume z(t)=a| 1—eRC |, y=BaeR'C .

-t

Kai x(t)=kt+b ir z(0)=0, tai gauname z(t)=kt+(b—kR'C)| 1—eR'C |, y(t)=B[KR*C+(b—kR*C)x

—t
xeRC

Analogiskai gautume z(t) ir y(t) tam atvejui, kai x(t)=Asin(wt+¢), z(0)=0.

1.11.1.2. Hidrodinaminés sistemos isSorinio funkcionavimo
matematinis aprasymas

Rasime hidrodinaminés sistemos, kurios makromodeli sudaréme 1.4.4. skyrelyje, fazing ir

IS peréjimo funkcijos diferencialinés isSraiskos %z—% 2gz(t)+£sx(t) gauname
\/ p

dz(t) _ o

\/Zgz(t) + 2
pS

* 2 *
Issprende $ia diferencialing lygti, randame, kad Z(t)ZZ(O)+%(% tJ —%t 2g7(0) +2—1; =
\/ p

dt.

837



Hidrodinaminés sistemos faziné trajektorija — parabolés z(t)=At-Bt+C atkarpa, atitinkanti

laiko tarpa [0, T], kur A—AG—L, B=G— /2gH0 , C= Hy, o T — maZesnioji lygties At"~Bt+C=0

28? S
B—+/B?—4AC % 2gH°+%_% 22 / 2F [2F
Saknis t;=— — = P P ( 2gH, +—— —J Funkcija z(t)=At*~Bt+C
2A *
glo
Sz

. B S ’ 2F . .
turi minimuma taske ‘[3=ﬂ=T 2gH0+—S. Tos funkcijos grafikas pavaizduotas 230 ,,a“ pav.,
cg p

kuriame hidrodinaminés sistemos faziné trajektorija vaizduojama storesne linija.

| @F0 H, by F=0
T / \
ta ] ~L, T T

0 2
t. t,=t,=1,
230 pav.
Kai F=0, tai B> 4AC=0 ir t,=t,=t;=T (ziar. 230 ,,b* pav.).

Istatg z(t) ir x(t) { iS¢jimo funkcija y=|2gz +£Sx , gausime i$¢jimo trajektorija:
\/ p

y(ty=s .| 20H, +25) €% ¢ | —20% ¢ |20ty +25= || |2gt, + 258 (| = |2gh, + 2580
pS{ S S pS pS S pS S

Hidrodinaminés sistemos i$¢jimo trajektorija — tai tiesés y=_|2gH, +2—1;—g%t atkarpa, atitinkanti laiko
p

tarpa [0, T] (zitr. 231 pav.).

y a) F>0 YA b) F=0

2F
YOy gy 4 2F ¥(0),
& pS v = 2gH,

; 2F
(min) __
y(T) V= /— >0 .
pS V(mm) =0 -

0 T=t; t3 t 0 T=t|=tr,=t3 t

231 pav.

Kai F>0, tai tuo momentu, kai i§ indo iSteka paskutinis vandens lasas (t.y., kada t=T=t, ir
2F
z(T)=0), istekanéio vandens greitis v(T)=y(T)= / S =y™" >0, Kai F=0, tai v(T)=0.
p

ISnagrinétas paprastos hidrodinaminés sistemos iSorinio funkcionavimo pavyzdys iliustruoja
svarby teigini apie matematiniy modeliy sudarymo ir matematiniy eksperimenty su tais modeliais
naudg: turédami sistemos matematinj modelj, mes, atlike atitinkamus paskaiciavimus, galime
suzinoti gana daug svarbiy ir jdomiy dalyky apie sistemos funkcionavima. Siuo konkreciu ka tik
nagrinétu atveju mes sugeb¢jome nustatyti, per kiek laiko idealus skystis iStekés i$ indo, kaip keisis
iStekancio skysCio lygis inde ir iStekéjimo greitis, kokiu grei¢iu iStekés paskutinis laSas ir pan. Dar
daugiau suzinosime 1.13.3. skyrelyje.
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1.11.1.3. Baigtinio automato funkcionavimo isorinis
matematinis aprasymas

Rasime baigtinio determinuoto automato, kurio iSorini ir vidini matematinius modelius
sudaréme 1.10.3. skyrelyje, fazinés ir i§¢jimo trajektoriju pradines atkarpas, kai jo iéjimo trajektorijos
prading atkarpa sudaro i&jimo signaly seka, pavaizduota 90 lenteléje, o pradiné biisena z(0)=z,=0.

90. lentelé
t] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12
x(t) Xi [ X [ X | Xo | X [ X | X1 | Xo | X2 | X1 | X1 | Xo

Pasinaudodami to automato peréjimo ir i§¢jimo funkcijomis, t.y. istatydami i tas funkcijas
automato i¢jimy ir blseny reikSmes, rasime fazinés ir i$éjimy trajektorijy pradines atkarpas,
atitinkancias duotaja i&jimo trajektorijos prading atkarpa ir prading biiseng z(0)=0 (zitr. 91 lentelg).

91. lentelé
t] 1|23 (45|67 |89 [10([11(12
x(t) X | X [X1 | Xo [ X2 | Xo | X; [Xo [ X0 ]| X5 | X1 [ Xo

z0) Joliltlol1lai[tlolal1]1To
yoy [1lololt1loltlol1lololol1

1.11.1.4. Medziagy sandélio funkcionavimo iSorinis
matematinis aprasymas

Rasime medziagy sandélio, kurio iSorini matematini modeli sudaréme 1.4.5. skyrelyje, fazines
ir i8¢jimo trajektorijas tuo atveju, kai medziagy rasiy skai¢ius n=3, cechy skai¢ius m=2, z,(1) =(z, (1),
z12(1), 21 3(1))=(100; 80; 150), z, (1) =(22,1.1(1), 22,1 2(1), 222.1(1), Z222(1), Z23.1(1), 2232(1))=(0; 0; 0; 0; O;
0), z3(1) =(z3,1.1(1), 23,1 2(1), Z32.1(1), Z322(1), 233.1(1), Z3,32(1))=(600; 550; 400; 600; 700; 650), 0 i€jimy
trajektorijos duotos 92 lenteléje, kurioje t — duotojo ménesio k darbo dienos eilés numeris.

92. lentelé

dil2[3]4]s5]e]l7]8]ofiolti]12]13]i4]15]16]17]18[19]20
x;0]1 0] 0([100] O | O [100/200]100{ 0 | 0] O | O [50100]100{200{200| O | O [100
Xi2 15050 0] 0 [100{100/100] O | O] O] O | O [100] O |100{ O [200/200|200| O
Xi3 1100) 0 | 0 ]200{ O {200(200] O | O | 0 |100{100{ O | 50 |100{200{ O |100] O |100
X211]120(30]20(35[20)20]50({20[20({30{20[20]30]20[50|80]50]50(50]20
X212] 15120 10(20[15])20]50(20[30[{20{30[30]20]20(50|80]100]50(50]20
X221] 10 [40]25(20[40)40]20(20[20[{20]20|20])50]120{100/100|100]{100( 50 | 50
X222130[40]35({30[50)60]|30(20[20[{20]20[20)40]40(80[100)100{100[90 |70
X231] 40 [ 50| 50 | 75 [100] 50 |100{ 40 [ 50 [ 50 {40 [120] 60 | 50 [ 80 [100|100] 50 [ 40 | 60
X232] 50 [ 60| 50 | 75 [100] 50 [100| 50 [ 50 { 50 {40 [ 40 | 60 | 50 [ 80 [100|100] 50 [ 60 | 50

Faziniy ir i8¢jimo trajektoriju koordinaciy reik§mes apskai¢iuosime, naudodamiesi sandélio
iSorinio modelio peré¢jimy ir i§¢jimy funkcijy formulémis, ir suraSysime tas reikSmes 93 lenteléje.

93. lentelé

g1 ({2]|3]4|5[6]|7]|8]|9([10]11]12]13[14]|15]16]|17[18]19]20
z;5 |100] 65 [ 15 [100] 45 | 10 {100/200|260({210{160|110] 60 | 60 {120|120]200|{250{160|110
Z1, 18019 [60| 0 | 0 [100{100/150|110]70 (30| O | O |100{ O [100] O |200{235(345
z13 |150{160( 50 | 0 ]200{ O (200/200|110{ 10 [ O |100|100| O [ 50 |100|200| 50 [150]|150
Zp11] 0 [20]50]60 |95 (115]120]170{190(210|240]260{280({310|330|380{440[490|540|590

Zp12] 0 [ 1535140 (60 |75]80(130{150[180|200]|230{260{280|300|350{410{510]|550|550
Zyp1] 0 [ 1050|7575 |75 |115]135[155[175]195]|210{210{210|285|285[335|335]|400|400
Zy22] 0 [30] 70 |105[105[105]165{195[215|235]|255]270({270|270]295[295(345|345]|445[535
Zy31] 0 [ 4090 |115[115[215]|215]|315[355[405|410]{410{485[535]535]|560{610{700]|700]700
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g1 (2 ]|3]4[|5[6]|7]|8[9([10]11]12]13[14]|15]16]|17[18]19]20
Zy32] 0 [ 50 |110]135[135(235]235]|335[385[435]|440]440[{465[515]|515|540{590[650|650|650
yia |20 [{30]10]35[20 50({20]20]30{20[20)30]20[50|60)50]50([50]10
yio | 15[20] 5 [20[15| 5 ]50]20{30[20]30]30[20|20]50]60(100/40] 0] 0
y21 ] 10|40 [ 25 0 140(20/20)20{20(15]/ 0] 0 |75({0|5]01]65[0]0
v22 |30 (4035 0 160[(30]20])20]{20(15] 0] 0 [25[ 0 |50] 0 [100[90 |65
ya1 | 40 | 50 | 25 100) 0 [100{40 50| 5 | 0 [75[50] 0 [25[50|9 ] 0]0]O
yap | 50 [ 60 | 25 100 0 [100{50 (50| 5 | O [25[50] 0 [25[50[60] 0 | O[O

(V)]

olo|Io|o

Vektoriaus 7z, koordinatés ménesio bégyje nesikeiGia, t.y. Z;(20)=Z5(19)=2,(18)=
=...=25 (2)=25 (1)=(600; 550; 400; 600; 700; 650), todél Sio vektoriaus koordinadiy reik§més 93
lenteléje, taupant popieriy, nebuvo uzraSytos, taciau vektoriaus y koordinaciy reikSmiy
apskai¢iavimuose jos buvo naudojamos.

1.11.2. Sistemos vidinio funkcionavimo aprasymas

Turédami matematin] sistemos mikromodel] ir Zinodami elementy biiseny
pradines reikSmes bei sistemos {¢jimy trajektorijas, mes galime apskaiCiuoti sistemos
elementy jéjimy, iSéjimy ir fazines trajektorijas, t. y. sudaryti sistemos vidinio
funkcionavimo matematinj apraSymg ir atlikti sistemos funkcionavimo sistemineg
analize.

Pailiustruosiu i$sakyta ¢ia minti konkreciais pavyzdziais.

1.11.2.1. Diferencijavimo grandelés vidinio funkcionavimo
matematinis apraymas

Tarkime, kad zinome grandelés, pavaizduotos 227 pav., i€¢jimo trajektorija x(t) ir jos prading
biiseng z(0), sutampancia su jos pirmojo elemento — kondensatoriaus — pradine biisena z¢ (0).
Pasinaudodami vidiniu grandelés modeliu, rasime:

_ R, +R; 3 :x(t)—z(t):
1) xc(t) R1R2+R1R3+R2R3[X(t) zZ()]=————

—t t t
—n — + R{R,+R;R;+R,R
~ L (-erc z(0)+%jx(t)eRCdt  kur R'=—2 FRRs T RaRs
R R°C

0 R, +R;4
2) ze(ty=z(ty=eR'C [2(0) —_ [ x(t)eR"Cdt] :
R'Cy
3) ye(t=xc(ty= 204U,
__ R, _ Ry Ry
4) xg, (1) RerRSYc(t) R2+R3Xc(t) R*(R2+R3)LX(t) z(t)]
:L _ R;:C 0 Lt Riicd .
R x(t)—e [z( )+R*C'([X(t)e el

= R
5) yr, ()=y(O)=B[x(t)-z(t)]=B X(t)—eRC[Z(OHEJ‘X(t)@R Cdt] .

0

-t -t —t
Kai x(H)=a ir z(0)=0, tai xc(t)=—=eRC; zc(t)—{l—eR‘C} Ve —5eR € xp ()=
R R
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—t -t

R rC = R,+R
=*a—3eRC; yr. (t)=BaeR €, kur B= 2713 _
R (R, +R;) ? RIR, +RR; +R;,R;

-t —t

Kai x(t)=kt+b ir z(0)=0, tai xc(t)=% KR*C+(b—kR"C)eR C |; zo(t)=kt+(b—kR'C)-| 1-eRC

-t

xc(); yr, (0 =B|kR"C+(b-kR C)eR € |.

R
YeO=xe(D: xp, (1) =22
2 3

1.11.2.2. MedZiagy sandélio vidinio funkcionavimo aprasymas

Rasime medziagy sandélio, kurio makromodelis aprasytas 1.4.5. skyrelyje, o jo mikromodelis —
1.10.2. skyrelyje, vidiniy elementy iéjimo, i$é¢jimo ir fazines trajektorijas, kai n=3, m=2, z,(1)=
=725 1) =z™ (1) =(100; 80; 150), 7, (1)=2{" (1) =(0; 0; 0; 0; 0; 0), Z;(1) =2 (1) =(600; 550; 400;
600; 700; 650), o i¢jimo vektoriy X, ir X, koordinadiy trajektorijos, duotos 92 lenteléje (tiksliau, 92
lenteléje duotos ty koordinaciy reik§més kiekvienai darbo dienai, turinéiai numeri t=1, 2, ..., 20).

Sandélio vidiniy elementy trajektorijas galima apraSyti lentele, panaSia | 93 lentelg, turincia tiek
pat stulpeliy, kaip ir 93 lentelé, tik zZymiai daugiau eiluciy, nes sandélininko ié¢jimy trajektorijy
apraSymui reikéty 36 eiluciy: (n+n-mt+n+n-m+n-m+n-m+n-m=3+6+3+6+6+6+6=36), sandélininko
i8¢jimy trajektorijy apraSymui — 33 eilu¢iy (n+n+ntnm+n-m+n-m+n-m=3+3+3+6+6+6+6=33),
kartotekos i¢jimy trajektoriju apraSymui — 6 eiluciy (n+n=3+3=6), kartotekos i$¢jimo koordinaciy
trajektorijy apraSymui — 3 eiluéiy (n=3), kartotekos faziniy trajektoriju apra§ymui — 3 eiluciy (n=3),
lentyny iéjimy trajektoriju aprasymui — 9 eiluiy (n+tn-m=3+6=9), lentyny i$¢jimo koordinaciy
trajektorijy apraSymui — 6 eiluciy (n-m=6), lentyny faziniy trajektorijy apraS§ymui — 3 eiluéiy (n=3),
zurnalo i&jimy trajektorijy apraSymui — 12 eilu¢iy (n-m+n-m=6+6=12), Zurnalo i$¢jimy trajektoriju
apraSymui — taip pat 12 eiluciy (n-m+n-m=6+6=12), zurnalo faziniy trajektorijy apraSymui — 12 eiluciy
(n'm+n-m=6+6=12), t. y. i§ viso reikéty 135 eiluciy.

Tokia lentelé uzimty gana daug vietos, todél tikslinga pabandyti sumazinti jos eiluéiy skaiciy.

Visy pirma, galima bity neraSyti eiluciy, atitinkanciy vektoriy x(s) s )?%S) , §/(75) , X z yz(z)

= @)
ir z,
koordinaciy reik§mes kiekvienai ménesio dienai, nes limitai ménesio bégyje 1’16811(61013. Tokiu bidu
lentelés eiluéiy skaicius sumazéty 36 eilutémis (6-n-m=6-6=36) ir likty jau tik 99 eilutés (135-36=99).
Antra, galima pasinaudoti 92-os ir 93-os lenteliy eilutémis, nes daug vidiniy trajektorijy

S)_ oS o) oK) _z@L) 3
2O =3O =3 =z 0 _z O _3,

vektoriy koordinaciy trajektorijos jau pavalzduotos pirmose trijose 92-o0s lentelés eilutése ir juy kartoti
jau nebereikia.

sutampa su iSorinémis. Pavyzdziui, , 1§ kur iSplaukia, jog visy Siy

Analogiskai gauname, jog x( ) = X, , i§ kur i$plaukia, jog $iy vektoriy koordinaciy trajektorijos

jau aprasytos paskutinése SeSiose 92-os lentelés eilutése.

IS lygybiu FARES §I(K) :)—(55) =z =z, gauname, jog S§iy vektoriy koordinaciy trajektorijos
apraSytos pirmose trijose 93-os lentelés eilutése.

IS lygybiy y(s) = X(L) = y(L) = x(s) = y(s) = y(s) (Z) =y gauname, jog $iy vektoriy koordinaciy
kitimo trajektorijos jau apraSytos paskutinése SeSiose 93—os lentelés eilutése.

I$ lygybiu Z(Z) —y(z)

aprasytos 4-toje, 5-toje, 6-toje, 7-toje, 8-toje ir 9-toje 93-os lentelés eilutese.
O] 3 (K)

_;((65) =7, gauname, jog $iy vektoriy koordinaciy kitimo trajektorijos jau

Tokiu biidu, belieka apraSyti tik vektoriy y; koordinaciy kitimo trajektorijas.

K S
()_y()

II‘X

Kadangi x tai pakanka sudaryti lentel¢ vektoriaus yz) koordinatéms, t.y. pakanka trijuy

eiluciy.

I§ sandélininko makromodelio gauname, y(s) —Zx(zsl) f —Zy(ssl) i kur i=1, 2, ..., n. I§ formuliy,

aprasanciy sandélio struktiira, gauname, jog ygsl)J =y, todel y(s) _Zytj .
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Tai reiskia, kad vektoriaus ygs) koordinaciy trajektoriju lenteles gausime, sudédami
atitinkamas koordinaciy y; ; trajektorijy eilutes, t. y. 93-o0s lentelés paskutiniy Sesiy eiluCiy poras.

Taip ir sudaryta 94-0ji lentelé.
94. lentelé

. 1123|4567 |89 |10|11(12|13|14([15[16]|17|18 (1920
2.1

>0 [35[50 [15]55]35] 10 [100[40]50]50[50]50] 50740 [100]120]150] 90 [50] 10
>, 1408060 0 | 0 [100[50 [40]40]40(30] 0 [ 0 [t00] 0 [t00] 0 [165]90]65
.9 J 9011050 0 [200] 0 [200] 90 100{ 101 0 [100[100] 0 |50 [100[150] 0 [0 ] 0

I§ Sios lentelés, kaip jau buvo minéta, mes galime gauti ir vektoriaus )"(EK) koordinaciy

trajektorijas.
Tokiu budu, mes apraséme visas sandélio vidiniy elementy iéjimy, i$¢jimy ir fazines

trajektorijas, i$skyrus vektorius igs), )2(75), y@, )?(22), ?gz), Zgz)

laikotarpiu nekinta, t. y. visiems t=1, 2, ..., 19, 20 galioja lygybés:

(0= (0=%" (0 =(2; 2; 2 @: T, D),

799 (1) =35 ()= %5 (1) =(600; 550; 400; 600; 700; 650).

Jei i sandéli kai kurios tos pacios rusies medziagos biity pristatomos keliy tiekéjy, tai pasikeisty
ne tik sandélio iéjimo trajektorijy koordinaCiy skai¢ius, bet ir kai kurios vidinés sandélio trajektorijos.
Pavyzdziui, sudarant sandélio vidinio funkcionavimo matematinj apraSyma, tekty papildomai aprasyti
sandélininko pirmojo i$¢jimo koordinaciy trajektorijas, sutampancias su kartotekos pirmojo i€jimo
koordinaciy trajektorijomis. Sandélio vidinis modelis biity dar sudétingesnis, jei medZiagos, gaunamos
i$ skirtingy tiekéjy, biity saugomos ir apskaitomos atskirai.

, kuriy koordinatés nagriné¢jamu

1.11.2.3. Baigtinio automato vidinio funkcionavimo
matematinis aprasymas

Turédami 1.10.3 skyrelyje sudaryta baigtinio automato vidini matematini modeli ir
pasinaudodami 226 pav. ivestais automato vidiniy elementy (I, I, K;, K», K3, Ky, Dy, D,, T) bei ju poliu
1) (1) ((Ky) o (Ky)

’y 9X1 ,X2 5y

galime analogiskai, kaip tai daréme 1.11.1.3., 1.11.1.4.; 1.11.2.2. skyreliuose, apskaiciuoti baigtinio
automato i&jimuy, i$¢jimy ir faziniy trajektoriju pradines atkarpas (tu trajektorijuy koordinaciy reikSmes
laiko momentais t=1, 2, 3, ..., 10, 11, 12), atitinkanéias automato prading biisena z(0)=0 ir 1.11.1.3 — jo
skyrelio 90-joje lenteléje duota automato i€¢jimo trajektorijos x(t) prading atkarpa. Tai galima padaryti,
uzpildant matricos (panaSios i matrica, pavaizduota 93-joje lenteléje, tik turinCios tiek eiluciy, kiek
1€jimy, i§éjimy ir besikeicianciy bliseny turi vidiniai automato elementai) langelius visuose dvylikoje jos
stulpeliy, atitinkan¢iy laiko momentus t=1, 2, 3, ..., 10, 11, 12.

Rekomenduoju skaitytojui $i darbg atlikti paciam ir palyginti gautus rezultatus su 91-ja lentele,
t. y. palyginti kai kurias vidines trajektorijas su iSorinémis baigtinio automato trajektorijomis.

Analogiskai galima apskai¢iuoti ir 1.10.4. skyrelyje aprasyto kombinatorinio lygiagretaus
veikimo sumatoriaus vidines trajektorijas.

1€jimo ir i$¢jimo kontakty X(Il),X(IZ), (K‘),X(Kz),X(Kz), K2) e tot) 2 méjimais,
) ) y 1 2 Y ymej

1.11.3. Dvejetainio nuoseklaus veikimo sumatoriaus iSorinio ir
vidinio funkcionavimo aprasymas

1.4.1. skyrelyje mes sudaréme DVS; makromodelj, o 1.10.4. skyrelyje — dvejetainio n-skil¢io
lygiagretaus veikimo sumatoriaus mikromodeli. Jei vietoje lygiagretaus veikimo principo
pasinaudotume nuoseklaus veikimo principu, t. y. vietoje to, kad vienu metu (,,lygiagreciai*) jvestume
1 sumatoriy visus sudedamy dvejetainiy skaiciy skaitmenis, jvedinétume tuos skaitmenis nuosekliai
(eilés tvarka kiekviename takte po viena skaitmeni nuo kiekvieno démens), pradedant nuo nulinés
skilties, tai mes gautume dvejetaini nuoseklaus veikimo sumatoriy, pavaizduota 44 pav. (zitr. 1.7.29
uzduoti). Sio sumatoriaus veikimo apra§ymui jau teks pasinaudoti biisenos savoka, kuri keisis
priklausomai nuo to, ar, sudedant du dvejetainius skaitmenis, atsiranda, ar neatsiranda reikiamybé
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isiminti ir pernesti ,,dvejetainiy deSimtuky“ vieneta | sekancia skilti. Tokia ,,atmint{ gali realizuoti
vienas trigeris, kurio blisena z ir bus dvejetainio nuoseklaus veikimo sumatoriaus biisena.

Tarkime, mums reikia sudéti du dvejetainius skaicius, turincius po n+1 dvejetainiy skaitmeny,
t.y. rasti suma X, Xin-1 ... Xpjr1 Xii Xpio -+ X12 X101 X10 T Xogn Xogne1 -o0 Xoje1 Xoj X2 -0 X22 X2,1 X2,0=
=(x1,n-2“+...+x1,i~21+...+x1’1~2+x1,0o20)+(x2’n-2“+...+x2’i-2i+...+xz,0020), kur x;; — pirmojo démens i-osios
skilties dvejetainis skaitmuo (0 ar 1), x,; — antrojo démens i-osios skilties dvejetainis skaitmuo.

Pirmajame sudéties takte sudedami paskutiniai sumuojamy dvejetainiy skai¢iy skaitmenys X, o
ir X, ir randamas paskutinis sumos skaitmuo y,. Sio takto gale sumatoriaus biisena, turéjusi reikime
7p=0 gauna reikSme, kurig Zymésime z;. Ji apskaiCiuojama taip: z;=1, jei x; =1 ir X, 0=1, o visais kitais
atvejais z,=0.

Antrajame takte randama suma X; ;+X, 72, t. y. randamas sumos skaitmuo y,=x,; ®x,,®z, ir
nauja sumatoriaus biisena z,=(X; ;AX; 2)V(X11AZ1)V(X12AZ;). Dvejetainio nuoseklaus veikimo
sumatoriaus funkcionavima galima aprasyti 95-ja lentele.

I8 Sios lentelés nesunku gauti sumatoriaus i§¢jimo ir peréjimo funkcijy TDNF:

Yi = X1iX2,i%Zi VX1iX0iZi V X1iX0;iZ VX(iXiZis

Zig = Xl,ixz,izi Vil,ixz,izi Vv Xl,iiz,izi VX1iX2iZj-

Per¢jimo funkcija galima supaprastinti. Gausime z;,; =X;;X,; V Xp,;Z; V X;Z; .

Gautos i$¢jimo ir peréjimo funkcijos rodo, jog dvejetainio nuoseklaus veikimo sumatoriaus
makromodelis gana nesudétingas. Nesudétingas ir jo mikromodelis bei tokio sumatoriaus veikimo
algoritma realizuojanti schema. Sudarysime ja.

Panasiu budu, kaip buvo gauta 89-o0ji lentelé, i§ 95-osios lentelés gausime 96-aja lentele,
apraSancia trigerio i&jimo ; priklausomybg¢ nuo sumatoriaus iéjimy ir blisenos.

95. lentelé 96. lentelé
X1, X2 Z; Zi+1 Yi X1, X2, Z; Zi+1 di
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 1 0 1 0 0 0
1 0 0 0 1 1 0 0 0 0
1 1 0 1 0 1 1 0 1 1
0 0 1 0 1 0 0 1 0 1
0 1 1 1 0 0 1 1 1 0
1 0 1 1 0 1 0 1 1 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 0

I3 96-0sios lentelés gauname, jog q; =X;X5;Z; V X ;X5;Z; -

Zinodami funkcijas y; ir q;, galime sudaryti schema, realizuojanéia §io sumatoriaus veikimo
algoritma, t.y. apraSyti nuoseklaus veikimo dvejetainio aritmetinio sumatoriaus sudéti ir viding
struktiirg (zitr. 232 pav.).

Kadangi S$is sumatorius kiekviename veikimo takte t;, kurio metu sudedami abieju démeny
i-osios skilties dvejetainiai skaitmenys X, ; ir X,;, gali buti tik vienoje i§ dviejy galimy biiseny z=0 arba
z;=1, tai sumatoriaus biisenos isiminimui ir atvaizdavimui pakanka tik vieno trigerio T.

To trigerio i¢jimo funkcija q; =X;;X,;Z; VX;X,;2; realizavimui reikalingi: 1) du invertoriai
yi=X, Ir ¥=X,, 2) du konjunktoriai, turintys po tris i¢jimus ir 3) vienas disjunktorius, turintis du
1€jimus, atitinkancius ka tik paminétyjy konjunktoriy i§éjimus, ir viena i$¢jima, esanti trigerio i¢jimu q.

Sumatoriaus i8¢jimo funkcijos y; =X;X,;7; VX ;X7 VX iX,,Z; VX ;X,;Z; realizavimui
reikalingi: 1) keturi konjunktoriai, turintys po tris iéjimus, ir 2) vienas disjunktorius, turintis keturis
i€jimus, atitinkancius Cia ka tik paminéty konjunktoriy i$¢jimus, ir viena i$€jima, esant] sumatoriaus
i$éjimu y;.

Sios ¢ia i$vardintos elementarios schemos (trigeris, invertoriai, konjunktoriai ir disjunktoriai)

sudaro nuoseklaus veikimo dvejetainio aritmetinio sumatoriaus sudéti, o ty elementariy schemy
sujungimas i sumatoriaus schema, pavaizduota 232 pav., — sumatoriaus struktiira.
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232 pav.

Turédami dvejetainio nuoseklaus veikimo sumatoriaus makro ir mikromodelius, mes galime
sudaryti iSorines ir vidines sumatoriaus funkcionavimo trajektorijas, atitinkan¢ias duotas sumatoriaus
1éjimy trajektorijas — sudedamus dvejetainius skaiéius.

97-oje lenteléje parodytas sumatoriaus iSoriniy trajektorijy sudarymo pavyzdys, kuriame
duotoms j¢jimy trajektorijoms x,i(t)=x,;(iT) ir X,;(t)=x,(iT) randamos i8¢jimo ir faziné trajektorijos
yi(t)=y(iT) ir z(t)=z(iT), kur i=0, 1, 2, ..., 15 — sumatoriaus démeny skil¢iy numeriai, o T — sumatoriaus
darbo takto, skirto dviejy dvejetainiy skaitmeny sudéciai, trukmé.

97. lentelé
o112 (3|4|5|6|7 (8|9 (10]11[12]13]|14]15
X1 tjofrjofrjofrjofoj1|yrjofoj]1f{1]0
X2 1j1f{ojofoj1rfrjofrj{1ryojofo]1f{1]0
Vi ojofoj1|rj1rjof1rjrfojof1rjofjo}|1]1
Z; ofrfrfrfofofofrfofofr{rf{fofjoj]1]1

Demonstruodami sumatoriaus vidiniy trajektoriju sudarymo pavyzdi, rasime 97-aja lentele
atitinkancias vieno i§ sumatoriaus vidiniy elementy — trigerio — j&jimo, fazing ir i8¢jimy trajektorijas

q(t)=q(iT), z(t)=z(iT), Q(t)=Q\T), G(t) = a(iT) , (ziur. 98 lentelg), apskaiCiuojamas naudojantis
formulémis:  q(iT)=x,({T)x, (T)z(iT) vX,(T)x, (iT)z(1T), z[(i + I)T]z z(iT)q(iT) v z(iT)q(T),
Q(iT)=z(iT), Q(iT)=z(iT).

Panasiu budu gali biiti sudarytos ir kity NVDS vidiniy elementy iéjimy ir i$éjimy trajektorijos
(visy kity NVDS elementy biisena nesikeicia, todél ju fazinés trajektorijos trivialios).
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98. lentelé

jJof1[2]3]4]5]6]7[8]9]t0]t1]12][13]14]15
g [t[oJol1ifofloJi[1foft]ol1]of1]o]1
z o[t [1]J1]JofJofJoJiJofoJi[1i]Jofo]1]1
Q loft[irJiJofJofJoJiJofJoJi[1i]Jofo]1]1
Q |t|ojofofjt|lt]|tfof|t|lt1]|oflo]|1|[1]O]oO

1.11.4. ISéjimo trajektorijy priklausomybé nuo jéjimo trajektorijy,
esant fiksuotai pradinei busenai

1.1. skyriuje buvo paZymeéta, jog objekta galima nagrinéti kaip siauraja taip ir
placigja prasme. ISorinis matematinis objekto modelis yra objekto siaurgja prasme
matematinis apraSymas.

Jei objekta nagrinétume placiaja prasme, tai reikty i ji zitréti ne vien tik kaip 1
objekta siauraja prasme, bet ir kaip { procesa. Objekto iSoriniy trajektorijy sudarymas
yra objekto, kaip proceso, iSorinis apraSymas. Galima sakyti, jog objekto iSorinés
trajektorijos x(t), y(t), Z(t) imituoja objekto iSorinj funkcionavima.

Pana$iai galima pasakyti ir apie sistemos vidini matematini modelj ir jos
vidines trajektorijas. Tai sistemos, kaip sudétingo objekto ir sudétingo proceso,
aprasSymai, sudétingo objekto sudéties ir struktiiros ir sudétingo proceso paprocesiy
modeliai.Galima sakyti, kad sistemos elementy jéjimy, iSéjimy ir fazinés
trajektorijos imituoja sistemos vidinj funkcionavima.

Kartais tokius procesy modelius pavyksta, kaip tai buvo pailiustruota
diferencijavimo grandelés pavyzdziu, iSreiksti klasikinés matematikos formuliy kalba,
kartais, kaip tai buvo daroma kuriant baigtinio automato modelj, tenka naudotis
matematinés logikos aparatu, o kartais — ir kitomis informacinémis priemonémis:
lentelémis (matricomis), grafikais, algoritmais, ESM programomis, imituojan¢iomis
modeliuojamy procesuy eiga.

Kaip buvo parodyta ankstesniuose skyriuose, objekto iSéjimo ir fazinés
trajektorijos priklauso nuo objekto iéjimo trajektoriju ir nuo jo pradinés biisenos.

Jei fiksuotume objekto prading buisena, pavyzdziui, nagrinétume atveji, kada
Z(0)=0, tai gautume, jog objekto iéjimy ir faziné trajektorijos vienareik§miskai
priklauso nuo jéjimo trajektorijy. Ta objektyviai egzistuojancia priklausomybg
galima iSreikSti matematiskai.

Tarkime, jog sudaréme objekto, turinCio tolydy kalendoriy ir vieng skaliarini
1€jima bei viena skaliarinj i§¢jima, iSorini matematini modelj, t.y. turime i$¢jimo ir

dz(t)

peréjimo funkcijas: y=¢ (x, z), 3 = f(x(t), z(t)).
. . L . dz(t) . — .
ISsprende diferencialing lygti T: f(x(t), z(t)), galime rasti objekto fazing

trajektorija z(t)=F (z(0), X(t)):z(0)+jf(x(t),z(t))dt .

Istatg 1 objekto i$¢jimo funkcija fazing ir i€¢jimo trajektorijas ir atsizvelgdami |
tai, kad objekto pradiné biisena yra fiksuota (pavyzdziui, z(0)=0), gausime objekto
18¢jimo trajektorija y(t)=0(x(t)):

(=0 (x(1), 2(0)=p(x(1), F(2(0), x(£)))=P(2(0), x(1))=0(x(1)).
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Pavyzdziui, 1.11.1.1. skyrelyje mes gavome, jog diferencijavimo grandelés faziné trajektorija
t t t t

t t
yra z(ty=e RC z(0)+ljx(t)eRCdt , 0 i%¢jimo trajektorija yra y(t)=x(t)—e RC z(0)+ij'x(t)eRCdt .
RCy RCy

Esant duotai (fiksuotai) pradinei grandelés biisenai z(0), grandelés faziné ir i$¢jimo trajektorijos z(t) ir
y(t) yra iéjimo trajektorijos x(t) funkcijos.

Jei objekto kalendorius diskretus ir jo diskretumo kvantas At=T, tai,
naudodamiesi per¢jimo funkcija z(t+At)=y(z(t), x(t)), gausime:

z(T)=y(2(0), x(0));

z2T)=y(z(T), x(T)=y(y(z(0), x(0)), x(T))=y1(2(0), x(0), x(T));

z3T)=y(z(2T), xQT)=y(y(z(™), x(T)), xCT)=y(y(y(z(0), x(0)), x(T)),
X(2T))=y2(2(0), x(0), x(T), x(2T));

z(kHD)T)=y(z(kT), x(kT))=...=y(y...(p(p(y(z(0), x(0)), x(T)), x(2T)), ...,
x((k=DT)), x(KT))=yi(2(0), x(0), x(T), x(2T), ..., x((k—=1)T), x(kT)).

Tai reiskia, jog kiekvieno fazinés trajektorijos taSko koordinaté yra pradinés
objekto biisenos ir visy ankstesniy i¢jimo trajektorijos tasku koordinaciy funkcija.

Istate Sia fazinés trajektorijos taSko koordinatés iSraiska i iSéjimo funkcija,
gausime:

y((k+DD=0(z((k+1)T), x((k+DT)=@(y(y...(w(y(z(0), x(0)), x(T)), ..,
x((k=1)T)), x(kT)), x((k+1)T))=P(z(0), x(0), x(T), x(2T), ..., x((k-D)T), x(kT),
x((k+1)T)).

Gauti rezultatai rodo, jog, esant fiksuotai pradinei biisenai, { objekto i$¢jimo ir fazing
trajektorijas galima zidréti kaip { savo riiSies funkcijas, kuriy argumentas — j€jimo trajektorija (diskreciu
atveju — tos trajektorijos taskai). Kaip pamatysime vélesniuose skyreliuose, galima ieskoti ne tik i§¢jimo
trajektorijos priklausomybés nuo i¢jimo trajektorijos, bet ir i§¢jimo trajektorijos tam tikro integralo
priklausomybés nuo i¢jimo trajektorijos tam tikro integralo. Kai kuriais atvejais tai biina net patogiau,
nes ta priklausomybé tiesiniams objektams nepriklauso nuo i€jimy ir yra pastovi tiesinio objekto
charakteristika.

Pereisime prie tokiy integraly, vadinamy jéjimo ir iSéjimo trajektoriju atvaizdais,
apskaiCiavimo.

1.11.5. Operacinio skai¢iavimo pagrindinés savokos
1.11.5.1. Laplaso ir Hevisaido transformacijos

Sukurta keletas specialiy metody, skirty rySio tarp objekto jéjimo ir iSéjimo
trajektorijy, esant duotai pradinei buisenai, vaizdavimui ir iSéjimo trajektorijy,
atitinkanciy duotas jéjimo trajektorijas, radimo procediiros supaprastinimui.

Trumpai aprasysime viena tokiy metody — taip vadinamos perdavimo
funkcijos metoda, gana placiai naudojama, analizuojant ir projektuojant tiesines
automatinio valdymo ir kitas tiesines sistemas. Sio metodo matematinio aparato
pagrinda sudaro operacinis skai¢iavimas [114]. Kadangi operacinio skai¢iavimo
kursas skaitomas ne visuy specialybiy studentams, tai Sioje mokymo priemonéje tenka
i8déstyti ir operacinio skai¢iavimo pagrindus, skiriant §iai temai palyginti nemazai
vietos ir laiko. Manau, kad tai pravers ir studentams, iSklausiusiems operacinio
skaiCiavimo kursa, nes ir jie Siame skyrelyje suras kai ka naujo ir, svarbiausia, Siek tiek
sistematizuos savo Zinias $ioje ne taip jau lengvoje temoje, kartu Siek tiek pakartodami
kompleksinio kintamojo funkcijy teorijg.
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Operacinis skaifiavimas tam tikra prasme panaSus i logaritminj skaiciavima.
Logaritminiame skai¢iavime per¢jimas nuo dauginamy ar dalinamuy skaiiy prie ju
logaritmy leidzia pakeisti skai¢iy daugybos ir dalybos operacijas paprastesnémis
logaritmy sudéties ir atimties operacijomis. Operaciniame skaiiavime peréjimas
nuo funkcijy prie ty funkcijy atvaizdy leidzia pakeisti funkcijy diferencijavimo ir
integravimo operacijas paprastesnémis operacijomis su jy atvaizdais ir vietoj
diferencialiniy ir integraliniy lyg¢iy sistemy spresti algebrines lygtis. Kai objekto
iSorinis matematinis modelis yra tiesinis, tai jo iSéjimy ir jéjimy trajektoriju
atvaizdy santykis yra to objekto invarianté, nesikeiianti, keiCiantis jéjimo
trajektorijoms, ir todél tas santykis tampa dar viena to objekto iSorinio matematinio
modelio forma, vadinama perdavimo funkcija.

Taikant perdavimo funkcijos metoda objekto trajektorijy nagrinéjimui,
priimama salyga, jog momentas t=0 atitinka nagrinéjamo proceso pradzia ir jo
prading biuisena z(0)=z, o jo jéjimo ir iS¢jimo trajektorijos tenkina salyga: x(t)=0,
y(t)=0, jei t<—0. Paciame taske t=0 funkcijos x(t) ir y(t) gali turéti bet kokias baigtines
reik§mes ir net baigtini triki, taciau turi biiti tenkinamos salygos:

x(+0)= 111_I>101 x(t); y(+0)= ltl_r>r01 y(t) ; x(t)=0 ir y(t)=0, kai t<-0.

(t>0) (t>0)

Sie reikalavimai nesudaro esminiy apribojimy, nagrinéjant realius
procesus. Tuos reikalavimus tenkina ir dauguma matematiniy funkcijy f(t), jei vietoj
ju nagrinéti funkcijas f(t)-u(t), kur funkcija u(t), vadinamoji ,,vienetinio Suoliuko
funkcija“, apibréziama taip:

0, jet t<-0,
u(t)y= .
I, jet t=+40.

Su $ia funkcija susidursime dar ne viena karta.”
Toliau Siame skyrelyje, kalbédami apie kokia nors funkcija f(t), turésime
omenyje biitent funkcija

f6)u(t) 0, jei t<-0,
.u —
f(t), jei t>+0.

Kad funkcija f{(t), kuria toliau vadinsime atvaizdo originalu (pirmavaizdZziu),
galéty turéti savo atvaizda F(s), reikalinga, jog ji tenkinty dar dvi salygas:

1) biity tolydi ar nors dalimis tolydi visame intervale t>0, t. y., kiekviename
baigtiniame teigiamo argumento t intervale turéty ne daugiau kaip baigtini skaiciy
baigtiniy (pirmojo tipo) trakiy;

* Funkcija u(t) yra dalinis funkcijos u(t-t) atvejis. Funkcijos u(t-t) pavyzdys — funkcija, apraSanti

baigtinio automato, turin¢io dvi blisenas z,=0 ir z;=1, peréjima momentu t=t i§ biisenos z, | blisena z;.

Funkcija u(t—t) taip pat galima laikyti atsitiktinio dydzio t skirstinio integralinés funkcijos F(t) ribine

forma, atitinkancia diskrety skirstini, apraSoma tikimybémis P {t<t—0}=0, P {t>t+0}=1. Funkcijos u(t-1)

du(t—1)
dt

iSvesting vadina delta funkcija ir Zymi 8(t—t). Sia funkcija ir jos grafika galima gauti,

(t-1)°

pavyzdziui, i§ normalaus skirstinio tikimybinio tankio funkcijos e 2" ir jos grafiko, artinant

cv2n
skirstinio kvadratini nuokrypi o prie ribos, lygios 0. Sios funkcijos grafiko pikas, kurio vir§iné yra taske
t=t, vis siaurés ir aukstés, o plotas tarp grafiko ir abscisiy aSies isliks pastovus ir lygus 1. Matematiskai

7(1—‘5)2 T+e T—¢ +o0
tai galima uzrasyti taip: 8(t—1)= lim e 2 j5(t—r)dt=1, ja(t—r)dtzo, J-S(t—t)dt:O.
G—>OG 2n T—€ —00 T+€
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2) egzistuoty tokie realts skai¢iai M>0 ir 6o>0, kad visiems t>0 galioty
nelygybé [f(t)|<Me®", t.y., kad funkcija f(t), didéjant t, didéty ne greiiau negu
eksponentiné funkcija.

Dauguma realiy procesy ir juos apraSanciy funkcijy Sias salygas tenkina.

Jei f(t) tenkina aukS¢iau minétas salygas, tai nesunku jrodyti, jog egzistuoja

integralas F(s)=ff(t)e"“dt, kurio formuléje parametras s=c+i® — kompleksinis
0
skaicius, tenkinantis salygas: Res=6>c, Ims=®>0, o i=/—1.

Integralas F(s) vadinamas funkcijos f(t) Laplaso atvaizdu, o pats peré¢jimas
nuo funkcijos prie jos atvaizdo — Laplaso transformacija. Laplaso transformacija
daznai Zymima zenklu =, o taip pat operatoriumi L: f(t)=F(s), arba F(s)= L[f(t)].

Per¢jimas nuo atvaizdo F(s) prie jo originalo f(t) vadinamas atvirkstine
Laplaso transformacija.

Pasinaudodami Laplaso transformacijos apibréZimu, rasime kai Kkuriy

funkcijy Laplaso atvaizdus, atsizvelgdami i tai, kad lime™ =lime “"" =

t—o0 t—o0

:lim(e"yt -e’“‘") =lime "[cosmt—isinwt]=0, nes c>0.
t—00

t—00

1) Kai f(t)=a=const, tai L[f(t)]= I ae Sdt=_2et| 22
S 0 S

2) Kai f(t)=kt+b, kur k=const ir b=const, tai L[kt+b]= J- (kt+b)e*dt =k _[ te *'dt +
0

0

LJ gl Pk b _kbs

o0 1 ©
+bje75tdt =k|t-—e™| —
) s 2 s g2

=S o —S

[~

3) kai f(t)=t", kur n — sveikas teigiamas skaiius, tai L[t“]:J-t“e_“dt:tn .
0

S

—1jtn_1e_“dt:£L[t“_l], i$ kur iSplaukia L[t"]
-s s

0
:n(n—l)(n—2)~...~4~3L[tz]:n(n—l)(n—2)~...~4-3-2

Sn—2

1 “D(n-
n(z )L[tn 2] WLL“*]:..:

-1 L[] _L[l]_ X

—(s—a) 0
Kadangi pagal s apibrézima Res=c parenkamas didesnis uz bet kuri oy i§ nelygybés

| f(t) | <M e®", tai Re(s—a)>0 ir lime ™' =0. Todél L[e"]= 1
t—

4) Kai f(t)=e", kur a=const, tai L[e"]= J- e“edt= J- e gt 1|
0 0

s—a
. . T St AT ot ety -
5) Kai f(t)=Acosmt, tai L[Acoswt]:IAcos ot € Stdtz—J‘(e"Dt +e e Mdt =
0 25
=é 1. o (siont|” : —(s+im)t|* =é 1. N 1. :é.s+iw+s—i(o _A_S
—(s—im) 0 —(s+iw) 0| 2[s-io s+ion| 2 2+’ s2+o°

6) Kai f(t)=Asinwt, tai L[Asinot]= jAsin otedt= ?j(em — et =
]
0

Al 1 1 [0
==l |=A .
2i|s—im s+iw s2 + 2
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7) Pasinaudodami tuo paéiu metodu, kuriuo naudodamiesi i§vedéme formulg

L[t ] It“e_“dt— +l,gautume jog L[tn M] Jt“e“e_“dt jt“ Mg =

0

n!
(S _ }\’)n+1 :

_w st 1 it —st —iot st 3, | _
8) L[tcosmt]—Jtcosmt-e s dt—EL[te“”te s dt+J.te Wle™ dt]—

0

1

0

|:th —(s 1(0)tdt+.|‘te (s+1m)tdt:| |: 1

2| (s —10))

2s% —2w? $?—o?

) s[(s —io)s+ i(o)]2 -

(s2 +o)2)2

9) L[tsmmt]——[Ite—(s—lw)tdt J‘t (st gt

0

n!
2(82 + 0)2)11+l

n+l

Z Ck sk [ik +(_i)k] '

2(s +® )n+1

2,kai k=4m,m=0,1,2...,

0,kai k=4m+1,
Kadangi i* + (=) = ,
—2.kai k=4m+2,

0,kai k=4m+ 3, tai

n! (n+1)n ol )2

L[trl coscut]:ﬁ{smr1
5"+ )™ 2

Kai n=1, tai gauname L[tcoswt]z

sutampa su anksciau gautu rezultatu.
2 [

Kai n=2, tai L[tzcoso)t]:— s’ —

(s2 +o)2)3 L

Kai n=3, tai L[t coswt]

s+03)_

1y L sinwt]z% J e - tne(s+i°’)tdt:|:

0

(s+iw)?

i

10) L[t cosmt] [J {he (O g 4 J' t"e ‘(S“‘”)‘dt}l[

+C4+ls

2

}(sﬂm)%(s—im)z_

2(s— im)2 (s+ iw)2

oo +(o-iop 2 o2 )"[

n34 C6

1
—_— S —
(s2+032)2{ 2

s - 43s [0 +C4 4}
2

tai

25®

g —:mf‘(siw)z}

(s2 +032)2'

n!

+ =
(s+i(o)“+l}

n!

(S ICO)IH-]

Cks" M (iw)* +ZC 8" (<o) }

k=0

+ls

5(1)6+...]

2-1 s?—w? ..
225! lmz}zﬁ. Sis rezultatas
(s"+m%)

2 a2
25210)2}:2(5 3s® ).

(s2 +(1)2)3

6(s4 —65%0? +0)4) .

irt.t.
(s2 +o)2)4
n! (s+io)"! —(s—iw)™!
2i (52 +w2)n+l

n+l - k
n+

21(5 +(1) )IH»lz n+ls [ ( 1) 1
0,kai k=4,m=0,1,2,..
2i,kai k=4m+1,

Kadangi i* —(-i)* =

0,kai k=4m+2,
—2i,kai k=4m+3,

n: n! 1 5 .n-4.5

L[t smwt] 1o )HH[C asto— les 20’ +C S8t —]
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1 2sm

Kai n=1, tai L|tsinwt|= C,so= . Sis rezultatas sutampa su anks¢iau gautu
2 22 72 2 252 P g
(s"+w7) (s"+w7)
rezultatu.
. . . _ 23s°0-’
Kai n=2, tai L[tzsm(ot]: TG 3[Cészm—Cgs2 20)3]=(2—23)
(s +o7) (s"+m)

12) Rasime impulsinés funkcijos §(t)=u’(t), vadinamos ,,delta funkcija“" ir turin¢ios savybe,
jog ji lygi 0 visuose taskuose, i§skyrus taska t=0, kuriame funkcija u(t) turi baigtini triki (funkcijos u(t)

reikSmé daro ,,vienetini“ Suoliuka), atvaizda.
Pradzioje rasime L[8(t-7)], kai t>0 yra konstanta. Kadangi &(t—t)dt=u'(t—t)dt=du(t—1), tai

L[8(t-1)]= j5(t —)edt = j w(t—t)eMtdt =u(t —1)e ™ °0° —(-s) j u(t—t)e ™ dt=0—u(—t)+
0 0 0

) T +00 T % S +00
+sju(t —1)e M dt=0+ sju(t — e dt+s ju(t —r)e*‘dtzsjo e dt+s jl-e*stdt:—e*“ =™,
— S T
0 0 T 0 T

Priémeg, jog JS(t)e_Stdt =lim I 3(t —t)e *dt, gauname, jog L[8(t)]=lime *‘=I.
=0 0
0 ™0 0 ™0
13) Rasime funkcijos f(t)=03'(t)=u"(t) atvaizda.
Pradzioje rasime funkcijos &'(t—t) atvaizda, kur t>0 yra konstanta.

L[§'(t-1)]= j §'(t—t)edt =5(t — t)e ™
0

: - (—s)jS(t —1)e M dt =0-8(—1)- 1+s j 8(t — t)e dt =
0 0
=0+sL[d(t—7)]=se**
Priéme, jog L[&'(t)]= lin(l) L[d'(t—1)], gausime, kad L[&'(t)]=s.

™0

14) Rasime L[8"'(t—1)], kur >0, o taip pat ir L[5"'(t)].

L[8"(t-1)]= j §"(t—-1)e Mdt =8 (t—7)e™ : - (—s)J'5'(t —1)e M dt=0-8'(—1)- 1+
0 0
+sL[8'(t—1 )]=s’e ™"
L[8"(t)]= im L[8"(t — 7)] = lims*e " =s*.
0 0
™0 ™0
15) Analogiskai galime gauti, jog L[u™(t)]=L[8" "(t)]=s"", kai n=0, 1, 2, 3,..., kur u™(t) —
funkcijos u(t) n-tosios eilés iSvestineé.
Formul¢ L[u™(t)]=s"" apibendrina formules, gautas atvejuose (12)+(14), ir jrodoma
matematinés indukcijos metodu.

o0 o0 o0 o0
_ e 1 TR e .
16) Lle™ cos(x)t]:_[eM cosmt-e ' dt =Icoso)t-e ¢ Mtdtzzlje [(s=2) l“’]tdt+_[e s X)J"“’]tdt}=
0 0 0 0

_1 1 s hiol o 1 oot = _1 1 _: 1 |-
2| (s—\)—im —[(s—A)+im] 2| (s—A)—i® (s—A)+im

_S—A+io+s—A—im s—A
AGs-1)*+0?] -2+’

" Funkcija 8(t)=u'(t) fizikai vadina dar ir Dirako delta funkcija, t.y. angly fiziko P. A. M. Dirako

t2

(P. A. M. Dirac) vardu. Delta funkcija, kaip jau buvo minéta, galima interpretuoti kaip lim e 20
6>0g4/27T

t.y. kaip normalaus skirstinio tikimybinio tankio funkcijos riba, kai kvadratinis nuokrypis ¢ artéja prie 0.

>

+o0 +€ ~+00
Akivaizdu, jog j (t)dt = j S(t)dt=1 ir J(p(t)&(t—r)dt:(p(r).

—o0 —£
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Sia formule buvo galima iSvesti ir trumpesniu biidu, pasinaudojant formule L[cosot]=

o0 0 o0
_ s . (s S . _ .
=Icoswt~e Sdt = >— » hes integralas Icosa)t-e (Mgt skiriasi nuo integralo Icoswt-e dt tik tuo,
T+
0 0 0

jog daugiklis e ™' pakeistas daugikliu ¢ “™", t. y. kad to daugiklio rodiklio daugiklis s pakeistas daugikliu

A—s. Todél L[e"coswmt] formule galima gauti i§ L[cosot] formulés, pakeitus s { s—A.

17) LeMsinotp——2
s-M)"+o
. . . ® . s
18) L[sm((nt+cp)]:L[sm(nt~cosq>+s1n(pcosoot]=coscp S Fsine—S——=
sT+m s“+w
inQ+ in(p+ .
:ssm(g coczzos(p:sm(({) W),kur yearctg®, — 2 siny, _cosy.

s"+o Vs +o? S ys'+o’ sT+o

19) L[sin((nt—(p)]zL[sincotCOS(p—sin(pcosmt]zCOS(p 3 © 5 —sing— S 5=
sT+o sT+m
_ ®Cos@—ssing _sin(y —¢)

2, 2
$+o s+

®
,kur y=arctg— .
s

20) L[cos(cot—(p)]zL[cosmtcos<p+sin03tsin(p]=coscp 3 5 5 +sine— ® 5=
sT+m sT+m
_SCOSQ—msing _cos(@+\y)

2, 2
$ + Vs? 402

®
Jkur y=arctg—.
s

21) L[COS(COt—(P)]=L[COS(DtCOS(p+Sin(,\)tsil’l(p]=COS(p > S S +sing— © ==

sT+o s+o
_SCOSQ+msing _cos(@—Vy) _ ®
V2. \/ — Jkur \y—arctg;.
s +m
. 3
© ©f _iot —imt
_ e +e -
22) L[cos3cot]=jcos3 ot-e Stdtzj{T:‘ e Mdt=
0 0

17, i ot 3oty 17 §
gj(e'mt +3e' 4370 p IO S g = Zf(cos3mt+3cosmt)e tdt =
0 0

1[ s 4 S } s[ 1 3 j
== +3 == + :
4524907 sP+0’] AsT+90? sT+e’

Galima sudaryti funkcijy — originaly ir jy atvaizdy lentel¢ ir ja naudotis,
panasiai, kaip naudojamasi pagrindiniy integraly lentele. Tokiu lenteliy pavyzdziy
galima rasti knygoje [114], o taip pat ivairiuose matematikos zinynuose.

Daznai (ypatingai, inzineringje praktikoje) vietoje Laplaso transformacijos
vartojama Hevisaido (vadinama taip pat Karsono—Hevisaido, o kartais — tiesiog

Karsono) transformacija: F(p)=H[f(t)]=p J. f(t)e™dt, kur p=s=c-+iw.
0

Hevisaido transformacija F(p)=H[f(t)] skiriasi nuo Laplaso transformacijos
F(s)=L[f(t)] ne tik tuo, kad transformacijos parametras vienu atveju zymimas p, O
kitu — Zenkleliu s (literatiiroje Sios taisyklés daznai nesilaikoma ir, pavyzdziui, neretai

F(p) reiskia L[f(t)]:jf(t)e*p‘dt ), bet, o tai — svarbiausia, ir daugikliu p prie§
0
integrala.
Todél kai f(t)=a=const ir L[a]:E , tai H[a]=a, t. y. Hevisaido transformacija

S
konstantg transformuoja j ta pacia konstanta, nekeisdama dydziy dimensijos. Tai
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ir yra pagrindiné priezastis, dél kurios Hevisaido transformacija dazniau
naudojamasi inZineriniuose moksluose, kai tuo tarpu matematikoje daZniau
naudojamasi Laplaso transformacija.

Per¢jimas nuo Laplaso atvaizdo prie Hevisaido atvaizdo labai paprastas:
pakanka Laplaso atvaizde parametra s pakeisti { p ir gauta reiSkinj padauginti i§ p. Ir
atvirkscCiai: pereinant nuo Hevisaido atvaizdo prie Laplaso atvaizdo pakanka p pakeisti
1 s ir gauta reiskini padalinti i§s.

Todél H[e *]=—— " , H[t" ]_— Hlu(t)]=1, H[8(t)]=p, H[u"™(t)]=p".
p p’

Kai f(t)=t*, kur o — bet koks realus (nebiitinai — sveikas) skaiius, nelygus —1, -2, -3, ..., —
o
—(n+1), .., tai H[t* pJ.t e Pdt= pj( ] l =LJ. xdx—— I'(a+1), kur pt=x, t——
p PO p
dt=ldx , T(at+1)= f x%e*dx — speciali matematinés analizés funkcija, vadinama gama funkcija.
p 0

Kai a — sveikas teigiamas skai¢ius n, tai ['(atl)=n!, nes I'(o+1)=['(n+1)=

=J'xne_xdx=—J'xnde_X :—[xne_X —je_xdx“]z—[O—O—nIxn_le_xdx]:nF(n): n(n-1)C(n-1)=.=
0 0 0 0

=n![(1)= n!jxoe—de =nl(—e ) [Z=nl.
0
Funkcija I'(a+1) turi savybg I'(o+1)=al (o), analogiska faktorialo savybei n!=n(n—1)! [rodysime

tai: F(oc+1):J‘x“e’xdx:—J‘x°‘de”‘ :{x‘)‘ex lo —_[ede“}:—{O—O—aIx“Iede}:al“(oc) .
0 0 0 0

Naudodamiesi §ia savybe, apskai¢iuosime L[t*]:

© © 3,5 s ) . . .
L[t3,5]: Jts,se_st it I(gj & d( ] :5 e max = 4% F(45) =35 TGS _3525T23)_
o\S 5/87% s” N/S_9 N/S_g
352,515 0(1,5) _35-2,5-1,5-0,5-[(0,5) _7-53-1 U 7! H_ 7T(3)
Js? Js° 24J_ 2(3!)24\/:9 3054s°

Apskaiciuosime l"(%) reik$me:

x;exdx J-(y)leydy Iy e’ 2ydy= 2Ieydy Ieydy

—00

rb)-

S8

400 +00

Integralo K= Ie v’ dy apskai¢iavimui pasinaudosime lygybe 1= j I 4y )dxdy—

“dx [’ dy=K? ir lygybe 1= e (7Y )dxdy d(p (5d6:2—7T e do? =
2

400

j du=-n(e™)|y=n. Kadangi K= VI, tai Je y* dy= Jrir F(z

0
7!&
3'25\/_ 307

Analogiskai randame, Jog{ } ”5] 1'(2) \[ 0 [J] (é):l\/;.
p

2

n 0H[t35]

Todél L[t3’5]
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1.11.5.2. Laplaso ir Hevisaido transformacijy pagrindinés savybés

Lengvai jrodoma, jog Laplaso ir Hevisaido transformacijos yra tiesinés: kai

ft)=>a,f,(t), kur a, — pastovis koeficientai, tai F(s)=L[f(t)]= a,L[f, (t)]=
k=1 k=1

=3 a,F,(5) it Fp)=H [f0}= Y, HIE, (0]=3a,F, (p).

Si savybé iSplaukia i3 to, kad Laplaso ir Hevisaido atvaizdai yra integralai, ir
kad pastovy integruojamos funkcijos daugikli galima iSkelti prie§ integrala, o sumos
integralas lygus integraly sumai. Kitaip tariant, Laplaso ir Hevisaido transformacijy
operatoriai, budami integraliniais operatoriais, yra tiesiniai todél, kad pats
integralas kaip integravimo operatorius yra tiesinis operatorius.

Laplaso ir Hevisaido transformacijos turi ne tik §ia, bet dar daug kity idomiy ir
naudingy savybiy. Tai ir leidzia jvesti anks¢iau minétaji operacinj skai¢iavima.

Viena tokiy savybiy vaizduoja originalo diferencijavimo formulés:

L[f'(t)]=sL[f(t)]-f(0) ir H[f'(t)] =p(H[{(t)]-£(0)).

[rodysime pirmaja i§ ju, pasinaudodami integravimo dalimis formule j udv=

=uv —jvdu.

L [f'(t)]=Tf’(t)e‘Stdt ZTe‘Stdf(t) =f(t)e™

- = [F(0d(e™)=0-f(0)+s [f(t)e ™ di =
=sL[f(t)]—(0).

I Sios formulés iSplaukia, jog L[f"(t)]=L[(f'(t)) ]=sL[f'(t) ]-f'(0)=
=s(sL[f(t)]-£(0))—f"(0)=s"L[f(t)]-sf(0)—£'(0), L[f"(t) ]=s"L[f(t)]-s*f(0)—sf'(0)—£"(0)
ir t.t, ty. LIE™t)]=s"L[f(t)]-s""f(0)-s"2f"(0)—..—sf"2(0)—f"(0). Si formulé
irodoma matematinés indukcijos metodu.

Analogiskai galima gauti, kad H[f™(t)]=p"H[f(t)]-p"f(0)—p" " £'(0) —...—

—p " 2(0)—pf D (0)=p™"! Tf(t)e-f“dt —p"f(0)—p"'f'(0)~...—pf " (0).

Kai f{(t) ir visos jos iSvestinés tenkina nulines pradines salygas f(0)=f'(0)=
="(0)=...=f"2(0)=f""(0)=0, tai originalo diferencijavimo formulés tampa dar
paprastesnés: L[f™(t)]=s"L[f(t)]; H[f"(t)]=p"H[f(t)], t. y. originalo diferencijavima
atitinka jo atvaizdo dauginimas i§ daugiklio s (arba p).

Ka tik iSvestos formulés leidzia ne tik pakeisti diferencijavima daugyba, bet ir gana nesunkiai
surasti kai kuriy sudétingesniy funkcijy atvaizdus.

Tarkime, jog f(t)=sinmt. Tuomet f'(t)=wm-cosmt, o f’'(t)=—n’sinot=—w"f(t).

I§ lygybés f'(t)=—w’f(t), abiejose tos lygybés pusése pereidami prie atvaizdy, gauname:
_sf(0)+1'(0)

s+’
Kadangi tuo atveju, kai f(t)=sinwt, turime, jog f(0)=0, o f(0)=w, tai gauname, kada

S’L[f(t)]-sf(0)—f'(0)=—’L[f(t)], i kur iSplaukia: L[f(t)]

% , kas sutampa su 1.11.5.1. skyrelyje gautu rezultatu.
o)

L[sinot]=

———, nes ir f(t)=cosot galioja lygybé ()= ().
S“"+wm
Kai f(t)=tsinot, tai f(t)=sinottotcosot, o f'(t}=w-cosot+m-cosmt—m’t-sinmt=

=20-cosot—f(t).

Analogiskai gauname, jog L[cos wt]=
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Pereidami prie atvaizdy, randame, jog (s*+o®)-L[f(t)]=sf(0)+f(0)+2m-Lcosmt], i§ kur
iSplaukia, jog L[t~sinwt]—(22$

252

) . Sis atvaizdas sutampa su 1.11.5.1. skyrelyje gautu rezultatu.
sT+o

Kai f(t)=t-cos t, analogiSkai gauname: f'(t)=cosot—wt-sinot, f{'(t)}=—m-sinot—o-sinot—
22

—o’t-cosot=—20-sinot-of(t), i§ kur L[t-cosot]= 5. Toki rezultata 1.11.5.1. skyrelyje mes jau

(s2 +0)2)

buvome gavg, taciau Zymiai sudétingesniu metodu.
Pasinaudodami S§ivo metodu ir jau iSvestomis formulémis, galime apskaiCiuoti, jog

3s? — o’
(s +02)°
sudétingy integraly apskai¢iavimo.

Svarbiag Laplaso ir Hevisaido transformacijy savybg vaizduoja integralo
atvaizdo formulé.
Nesunku jrodyti, jog funkcijos—originalo integravimg atitinka jos atvaizdo

dalyba, t. y., jog L [j f(t)dt} -1 L[f(t)], o taip pat H[i f(t)dt} -1 H[f(t)].
0 S 0 p

L[t*sinmt]=20- ir t. t. Pazymétina, jog, naudodamiesi Siuo metodu, mes galime iSvengti

Siy formuliy jrodymui pasinaudosime integravimo tvarkos keitimo formule,
taip vadinama Dirichlé formule.

Kaip parodyta 233 pav. pirmajame brézZinélyje, funkcijos g(x,y) integrala
uzstrichuotame plotelyje galima rasti dviem budais:

b f;(x) d o (y)
I=[ [g(x,y)dy-dx=] [g(x,y)dx-dy (*)
a fj(x) cpi(y)
¥ o T
Fan il =T ; [
=0y F:' T‘-} Ii IH"l
: Sy PR = uly)
: ! LT
; I /J'
] el
vi= (=) ;
" b ® t

233 pav.

Antrajame brézinélyje: x~t, y~t, b=d, c=a=0, vietoj y,;=fi(x) turime 1,=0, vietoj
yo=f(X), turime 1,=t, vietoj x;=@(y)=y turime t;= 1, vieto] x,=@,(y) turime t,=b.
Todél, ivede Siuos pakeitimus i integralo I iSraiska (*), gauname:

bt bb
I= f I g(t,7)dtdt= f j g(x,y)dxdy — Dirichlé formule, kuri, kai b—oo, tampa
00 0
formule ”g(t,t)dtdt =”g(t,r)dtdt .
00 0t
t t t of t ot
Kadangi [f(t)dt=[f(t)dr, tai L[ [ f(r)dr} = ( [ f(r)dr)es"dt =[[f(r)e™drdt .
0 0 0 (AN} 00

t t
Pasinaudodami Dirichlé¢ formule gauname, kad L [ I f (t)dt} =L [If (r)dr} =
0 0
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—j _[f(r)e “drdt = j jf(r)e “dtdr= I(f(r)_fe Stdt]dr If(r)(__e ]

drt =1J‘f(r)e_”dr =
. So

== j f(t)e™'dt=- L[f(t)], ka ir reikéjo jrodyti.
S% S

Analogiskai gauname, kad Hﬁf (t)dt} Df (z)dz} —pj{ f (K)dk} Pt =

[k

kai f1(t)=F(s) ir f2(t)=F(s), tai jfl (Of,(t—1)dt Zj.f2 (Df, (t—1)dt =F(5)-Fa(s).

|
—pj jf(x)e-p‘dxdt pj jf(x)e-f”dtdz pjf(k){je’ptdt dx pjf(x)[

e’
p
= jf(k)e‘p‘dk p(pjf(t)e_p‘dt] . H[f(1)].

Nesunkiai irodoma ir taip vadinamoji sasiikos savybé:

Jei naudotume Hevisaido transformacija fi(t)=F;(p), f2(t)=F2(p), tai gautume
t t
Ifl (Of,(t-1)dt > (p)F(p) , 1§ kur i$plaukia, jog %ffl (D)f, (t—1)dt =Fi(p)-Fa(p).
0 p 0

Irodysime sasiikos savybe Hevisaido transformacijai:

H { [f.(0f, (t—r)dr} =p| [ [f,(0f, (t—r)dr}e‘ptdt =p| { [f(0f, (t—r)e‘p‘dr}d‘[ =
0 0L 0 0L 0
=p [ [f,(D)f, (t—t)e ™dtdr=p | fl(r){ | fz(t—r)e_p‘dt}dr .
0t 0 T
Integrale I f,(t—1)e™dt pakeisime kintamaji t { u=t-t. Tuomet t=u+t, dt=du

ir kai t=t, tai u=0, o kai t—o, tai ir u—o0. Tod¢l f f, (t—r)e’ptdtijz(u)e’p(””)du:
T 0

=e™ [f,(u)e™du Zle_‘”p [, (De™dt e H[fz(t)]zle-p’ Fa(p).
0 p 0 p p
Istate gautaja reikSme i sastkos atvaizdo formulg, gauname:

t 0 © . © 1 .
H[ [f, (r)fz(t—r)dr}:p [f, (t){ [ (t=)e™ dt}Zp [f, (t)Be ", (p)dt=
0 0 0 0
:le (p)pffl(t)e_mdt ZlFZ (p)-E(p), ka ir reikéjo jrodyti.
p 0 p

Panasiai jrodoma ir formulé L Dfl (Of,(t— r)dr} =L[fi(t)]-L[£:(1)].
0
Lengvai jrodoma ir vélinimo savybé:
f(t—1)-u(t-t)=e "“F(s), t.y. L[f(t-7)u(t—=r)]= Jf (t—t)u(t—t)e"dt=e *"L[f(1)],
0

f(t—1)-u(t-)=e "“F(p), t.y. H[f(t-t)u(t—1)]=e "'H[f(t)], kur f(t)-u(t)>F(s) (arba
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f(t)-u(t)>F(p)), o f(t—t) sutampa su f(t), ,,pastumta* t laiko vienety (pavyzdziui, jei
1=3, tai f(t—7)=0, kol t<3, o kai t=3, tai f(t—7) turi ta pacia reikSme, kaip ir {(0), kai t=4,
tai f(t—) lygi f(1) ir t. t.).

Irodysime vélinimo savybe Laplaso transformacijai, pereidami nuo véluojancio
argumento t— prie kintamojo v=t—t, t. y. nuo t prie t=v+t ir nuo dt prie dv:

L[f(t-1)-u(t-1)]= Tf (t—1)-u(t—t)edt= Tf (Vu(v)e*“dv= }0 eI dy +

+ j f(v)e™"dv=e" jf(v)e—“dv =e "L[f(t)]=e *"-F(s).
0 0

AnalogiSkai §i savybé irodoma ir Hevisaido transformacijai. Gauname, jog
H[f(t—7)-u(t-7)]=e ""H[f(t)]=e "'F(p).

Yra ir kity jdomiy ir naudingy Laplaso ir Hevisaido transformacijy savybiy, kurios
nagrinéjamos ir naudojamos operaciniame skaiciavime:

a) panasumo teorema, teigianti, kad, jei L[f(t)]=F(s), tai L[f(at)]—lF(Ej, ir, jei
a \a

HI(t)]=F(p), tai H[f(at)]=F (Bj :
a

b) postiimio teorema, teigianti, kad, jei L[f(t)]=F(s), tai F(s—so)=L[e™'f(t)], ir, jei
H[f(t)]=F(p), tai H[¢™f(t)]= L}L F(p+21), o F(p+A)=H[e “f(t)+} j e () ];
p+ 0

dn

c) atvaizdo diferencijavimo teorema, teigianti, jog, jei L[f(t)]=F(s), tai -
s

F(s) =

n

=L[(-D)"t"f(t)], ir, jei H[f(t)]=F(p), tai (-1)"p d

n
_F(p) =HICROL, o taip pat [—piJ F(p) =
ds dp

d)" dY . (. d)"
=H||t—| f(t)|,kur | —-p—| ir (t —) — n karty kartojami operatoriai;
dt dp dt

d) atvaizdo integravimo teorema, teigianti, jog, jei L[f(t)]=F(s) ir egzistuoja baigtinis

integralas s)ds, tai s)ds=L|—|{, 1r, je1 t)|=F(p) ber egzistuoja baigtinis 1ntegralas
. 1 F(s)d i [Fs)d Lf(tt) ir. jei H[f(t)]<F(p) bei stuoia baietinis i 1
S S

°F . F f(t . Tt °F B} . (F
J'@dp, tai pj@dp :H[Q} o taip pat p j dp, j dp, ... j F® g —mpem o) ir j@dpz
» P » P ! P P P » P

t p © © ©

f(t F f(t F f(t), .
H[ ;<_>dt], JE0)g, H{ ;<_>dt], LR O

t p t p t
0 0 0 0
Taciau mes visy ty savybiy ¢ia nenagrinésime, nes §ios mokymo priemonés tikslams pilnai

pakaks anksciau aprasSyty ir irodyty savybiy bei i§vesty formuliy. Ka tik iSvardinty savybiy ,,a“, ,,b*, ,,c*
ir ,,d*“ matematinés iSraiSkos Cia pateiktos tik tam, kad skaitytojas galéty pasinaudoti jomis atvaizdy
radimo ir operavimo su atvaizdais igiidziy patikrinimui.

t

1.11.6. Atvirkstinés Laplaso ir Hevisaido transformacijos. Hevisaido
teoremos. Rymano — Melino formulé

Operaciniame skai¢iavime, atlikus veiksmus su funkcijyu atvaizdais
(pavyzdziui, iSsprendus algebrines lygtis, gautas i§ diferencialiniy ir integraliniy
lyg€iy, suradus i8¢jimo funkcijy atvaizdus), atsiranda reikiamybé grjzti nuo
atvaizdy prie originaly. Tokie per¢jimai yra vadinami atvirkStinémis Laplaso ir
Hevisaido transformacijomis.
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AtvirkStiniy Laplaso ir Hevisaido transformacijy atlikimas yra Zymiai
sudétingesnis uz tiesiogines transformacijas, todél jo aprasSymui skirtas $is (1.11.6-asis)
skyrelis bus gana ilgas ir sudétingas. Kad ji buty lengviau skaityti ir jame orientuotis,
S skyreli suskirstysiu { 25 dalis, kurias numeruosiu paryskintais skaiciais: 1, 2,
3,...,25.

1. Daugelyje paprasty atvejy toki atvirkstinj peréjima pavyksta padaryti,
naudojantis tiesioginiy Laplaso ir Hevisaido transformacijy formulémis
atvirkStine tvarka, panaSiai kaip galima rasti kai kuriy funkciju integralus —
pirmykstes funkcijas — naudojantis diferencijavimo formulémis.

Pavyzdziui, Zinodami, jog L[sinmt]=%, mes galime nustatyti, jog atvaizdo F(s)=—
s +o s°+2
. L 1 1 V2 1
originalas yra funkcija f(t)= sm\/_ 2-t, nes —Llsin2t|, 0 Zinodami, jog
V2 2 g faf (ﬁ)z o

L[tcosmt]— galime rasti, jog atvaizdo F(s)= s originalas  yra  f(t)=
(s +® )z ‘to )
—l[tcoso)Hlsino)t} nes s’ = s o’ o’ = s -0’ o +5° - s’ =
2 Q) ’ (sz+®2)2 (s> +0%)? (sz+c02)2 (sercoz)2 (sz+c02)2 (ser(x)z)2
2 2 2 2
sT—m 1 o s 1 s S
= +—- - =L| tcosot+—sinot | -——————, ir  todél 22— =
(s2+0)2)2 os’+o’ (Sz+m2)2 [ ® } (Sz+m2)2 (sz+o)2)2
_L|:tCOS(1)t+lSil’l(Dt:| .
®
AnalogiSkai, Zinodami, jog H[t*]= Hoth I Gj:\/;, galime nustatyti, jog atvaizdo
p*
F(n+1+1j
= 1 1 n
n+- -
F(p)= nl = 2 = ! 3 H|t 2| originalas yra f(t)= ! 3 t 2= lt i 0
P VP 31,2 T n+) F(n+j [n+jl“[n+j
F[n+2j'P [ 2 2 2 2
_ "/t ~ 2y _2n-(2n—2)..4-2-2n“tnﬁ
e o) 301 @n+1)@2n-1).53-14/x 2n+1)Wn
2 2 22 2
n'22n+1
(2n+1)'f

2. Sudétingesniais atvejais atvaizdus F(s) ir F(p) galima iSskaidyti i
paprastesniy atvaizdy suma ir, naudojantis Laplaso ir Hevisaido transformacijy
tiesiSkumo savybe, suradus ty paprastesniy atvaizdy originalus, surasti ir visa atvaizda
F(s) arba F(p) atitinkanti originala.

.. . 2s? —as+a’ . . .
Pavyzdziui, kai F(s):%, tai F(s) suskaide { paprastesniy trupmeny suma,
s”+sa”—as“ —a
+a” + . .
gauname: F(s)—w——+L—L[ “l+L[cosat]=L[e"+cosat], t. y. f(t)=e*+cosat.

(s+a)(s a) s—a s’+a

Atvaizdy skaidyma | paprastesniy atvaizdy, kuriy originalai mums jau yra
Zinomi, suma, galima atlikti naudojantis neapibréztyjy koeficienty metodu.
Sis metodas taikomas tada, kai atvaizdas F(s), kurio originalo f(t) ieSkome

atlikdami atvirksting Laplaso transformacija, yra daugianariy F/(s)=>as' ir
i=0
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LN . F o . . F
F,(s)=)_b;s' santykis ﬁ, tenkinantis dvi salygas: 1) atvaizdas F(s)zﬁ yra
= E,(s) E,(s)
tikroji trupmena, t.y. daugianario F;(s) laipsnis m yra maZesnis uz daugianario

F
Fa(s) laipsnj n; 2) atvaizdo F(s)=FlL(S)) poliai (lygties F»(s)=0 Saknys) s; yra
s

2
skirtingi kompleksiniai (jie gali biiti ir realis, ir grynai menami) skaiciai, t.y.

sandaugoje an(s—si), kuri gaunama, suskaidzius daugianari Fz(s):Zbisi 1

i=1 i=0

sandauga bnl_[(s—si ), visi daugikliai (s—s;) yra skirtingi.
i=l
Kai minétos salygos yra tenkinamos, tai sudaroma tapatybé
RO RO ¢ A
E(s) b : (s—s') S—s;
2] 1(s=s") i
11

, kurioje kol kas dar neapibrézti koeficientai A; turi buti

tokie, kad $ia tapatybg tenkinty visos galimos kintamojo s reikSmés.
Koeficienty A; reikSmes galima surasti dauginant abi tapatybés

F (s LA, . . V. ) C e
10 = — puses 1§ (s—s;), atliekant Sios tapatybés kairiosios pusés ir démens

n
b, [[(s—s) =575
i=l

j
S—Sj

desiniojoje tapatybés puséje suprastinimus, dalinant trupmeny skaitiklius ir

vardiklius i§ s—s;j, ir po to | gautos tapatybés abi puses isistatant vietoj kintamojo s jo
reikSmg s;.
F (s n A (s-s;
nl( ) :Z ( J)+Aj .
i i= S—S.
b, J[Gs—s) & 1
i=l1

i#]

Po daugybos 1§ (s—s;) gauname

[statg vietoj s jo reikSmg s;, gauname !

n A (s.—sS.
ZM,iij,t y.

F(s.
nl( _]) :AJ+
i= S.—S.
an(Sj_Si) i#ﬁ . !
i=l

i#]

F(s))
bnﬁ(sj _Si)

i#]
Taip apskai¢iuojamos visu koeficienty A;, j=1,2, ..., n reikSmés.
IS ¢ia pateikto koeficienty A; reikSmiy nustatymo metodo apraSymo tiesiogiai
iSplaukia aukS¢iau minétasis antrasis reikalavimas, kad visi daugianariai (s—s;) biity
skirtingi: jei §is reikalavimas nebiity tenkinamas ir lygtis Fo(s)=0 turéty kelias vienodas

gauname, jog A;=

Saknis s;j, tai lim !

o bnﬁ(s_si)
i=l

apskaiciuoti nepavykty. Tokiais atvejais, ieSkant atvaizdo F(s) originalo tekty naudotis
kitais metodais, pavyzdziui, taikyti taip vadinamaja reziduumy formulg, kuri bus
iSvesta Siame skyrelyje Siek tiek véliau (zr. Sio skyrelio 18-aja dalj).

nebiity apibréztas skaiCius ir koeficiento A; reikSmeés
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Kai antrasis reikalavimas tenkinamas, o netenkinamas pirmasis reikalavimas,
F,(s)

28

t.y. kai m>n, tai atvaizde F(s)= iSskiriama jo sveikoji dalis Fy(s), dalinant

Fi(s) i$ F(s), surandant dalmeni Fo(s) ir lickang F, (s):Zcisi , kurios laipsnis r yra jau
i=0

() m- Zcisi
! Zd +—=— originalas

R ) ()

mazesnis uz n. Tuomet atvaizdo F(s)=F,(s)+

f(t) randamas kaip atvaizdy Fo(s) ir v
2

Funkcija f'(t) randama, apskaiGiuojant koeficienty Aj reik§mes tapatybéje

d E s) originaly fo(t) ir f (t) suma.

E(s)_ F'(s) ;Cis . . o .
= Z jau apraSytuoju neapibréztyjuy koeficienty
Fy(s) bH(s ) bH(s s) AS7S

metodu ir surandant atvaizdo FI—ES;:Z_I originala f*(t)=>_A.e"", nes, kaip buvo
2 S i=1 S—Si i=1

irodyta 1.11.5.1. skyrelyje, iSvedant ketvirtaja formulg L[ea‘]=L, atvaizdy A

s—a S—s;
originalai yra funkcijos A.e®'. Kai viena i lygties Fo(s)=0 Sakny s; yra lygi 0, tai
A.e™' =A, =const.

. LU : F — :
Atvaizdo Fo(s)=> d;s', kuriame d; yra trupmenos G sveikosios dalies

i=0 , (8
koeficientai, originalas — funkcija fy(t) randamas taikant tam atvaizdui 1.11.5.1.
skyrelyje iSvestas formules 12+15 atvirkstine tvarka. IS ty formuliy, teigianciy, kad
L[s(t)]=1=s", L[5(D]=s=s", L[3"()]=s’, L|s* (t)]=s", isplaukia, jog L[f(t)]=

m—n

=Fy(s)= Zd 'S —mZd L[S“(O]—L{Zd 5@(0} L. jog filt)= 2.4, 8" (V).

Kadangi L[f(t)]=F(s)= F(s)+1; ES;—L{Zd 5<”(‘£)}+L{2Ae }

2 j=1

:L{idi-é(i)(t)+ZAjesjt}, tai atvaizdo F(s) ieSkomas originalas yra funkcija
i=0 j=1

f(t)y= Z_di 'S(i)(t)+ZAje Zd 6(')(t)+z F ) ¥ kurios iSraiskoje skaiciai
i=0 =

b H(s —s)
l¢]
sj bei s; yra lygties F»(s)=0 Saknys.

Kaip jau buvo anks¢iau minéta, lygties F»(s)=0 Saknys gali buti kompleksiniai
skaiCiai. Kai Fy(s) yra daugianaris, kurio koeficientai b; yra realiis skaiciai, tai jo
kompleksinés Saknys visada biina jungtinés: jei egzistuoja Saknis s;=a;+if;, tai biitinai
egzistuoja ir jungtiné jai Saknis s; =0;—ifj;
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Daugikliy (s—s;) ir (s—s;) sandauga [s—(a;=if}j)]-[s—(o5+iB;) J=[(s—0y)iB;]-[(s—oy)+
+i[$j]=[(s—aj)2+[3j2] yra racionali kompleksinio kintamojo s funkcija. Nesunku jrodyti,
kad koeficientai A; ir A], atitinkantys jungtines kompleksines Saknis s; ir s;, taip pat

bus jungtiniai, nes tik tuomet suma )| ]

j=1S—Sj

galés buti lygi racionaliai kintamojo s

A
funkcijai E©) (arba BE) ). Tuomet ir tik tuomet suma L1 =
E, (s) E (s) $—s; $-s
B, +iC; . B.-iC. _[(s—ocj)+iBj](Bj+iCj)+[(s—aj)—iBj](Bj—iCj):

— J ]

s—(o;+iB) s—(a;=iB;) [s—(at; +iB )]s —(at; —iB))]

(S_u‘j)Bj_BjCj . S . .. . i i ..
=2 bus racionali kitamojo s funkcija. Atvaizdo —-+—L originalas

2 n2
(S_OLJ') +Bj $=8; $-§;

*

bus funkcija A e +A'e" =(B, +iC,)e ™" + (B, -iC,)e" ™" =
J

Bt —ipt Bt —ipit
o iB. S . iB. _iB. o e’ +e e’ —e
=e"[B,(e™ +e ™) +iC (" —e™)]=2¢"| B, -C, A
2 2i
=2e"" (B jcosPit—C;sinf3 jt) —racionali laiko funkcija.
. D . . F (s F'(s) .. .
Atsizvelgiant i Siuos rezultatus, ieskant atvaizdo LIO) arba £ ) originalo kai

E,(s) E,(s)

kuriais atvejais blina tikslinga iSvengti kompleksiniy koeficienty A; ir A} reikSmiy

*

.
$—S; $—S;

kompleksiniais eksponenciy rodikliais, atitinkanciais jungtines kompleksines Saknis,

sudarinéjimo.

Pavyzdziui, kai Saknys s ir s bilina grynai menamos ir daugikliy (s—s;) ir

s v . 1 . i .« . ve o« . -t . * ft
paieskos ir trupmenas L bei - atitinkan¢iy originaly AjeSJ ir A'¢” su
J

(s—s;j) sandauga (S—iBj)‘(S+iBj):SZ+B2 yra racionalus dvinaris, tai, sudarant sandauga

b, [J(s—s,) nebiitina daugiklius s>+p skaidyti { daugiklius (s-if;) ir (s+iB;) bei ieskoti
i=1

*

. . e : A, A .
kompleksiniy koeficienty A;j ir A; reikSmiy, o galima sumas L +—1 pakeisti
S—S. S—S.
J J
.. Bs+Cpoooo . .
santykiais — 5 ir ieskoti racionaliy koeficienty B; ir C; reikSmiy. Jas suradus,
s +
. BjS-I—Cj S j j .. . . . ..
santykio ———=B,5——+—"+——— originala jau nesunku nustatyti. Tai — funkcija
s +P sT+B7 By sT+B;
C .
B, cosf;t+—sinft.
J
q . . .y . ~F(s) ..
Neapibréztyju koeficienty metodo taikyma, ieSkant atvaizdo F(s)—F originalo f(t),
2 S

pailiustruosiu konkrec¢iu pavyzdziu.
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2as® —3a’s* +3s% —as? +a’s—2a’s+a’ +3a®

Tarkime jog F(s)= y

. . Kadangi daugianario F(s)
laipsnis m yra 5, o daugianario F,(s) laipsnis n yra 4, tai m>n. I$skirsime atvaizdo F(s) sveikaja dalj:

2as’—3a’s*+3s’—as*+a’s—2a’s+ta’+3a" |s'-a’

2as’—2a’s 2as—3a’

—3a’s"+3s’—as’+a’s+a’+3a°
T 3a’s™3a°
3s7—as’+a’sta’,

Gavome, kad Fo(s)=2as-3a’ ir F'(s)=3s’-as’+a’s+a’, t.y. gavome, kad F(s)=2as—3a™+

35 —as? +a%s+a’

+ yE— . Daugianario Fy(s) laipsnis m-n=1, o daugianario F"(s) laipsnis r=3<(n=4).
s'-a
2 d5( ) 325(1) =
Atvaizdo F(s) originalas yra f(t)=2ad'(t)—3a"d(t)=2a a“d(t)=
2
:2ad u(t)_3a2 du(t) .
dt? dt
. F _as’ +a’s+a’ . : : . F(@) .
Atvaizdo l(s): 35 -as” +a §+a — originalg rasime suskaid¢ atvaizda 1 6) 1 paprasty
F,(s) (s+a)(s-a)(s+ia)(s-ia) F,(s)
trupmeny suma, t.y. sudare tapatybe 39 -as’ ta’s+a’ A A Ay Ay . Tai padaryti

(s+a)(s a)(s+ia)(s- 1a) s+a s—a s+1a s—ia
galime, nes lygties F5(s)=0 (t. y. lygties s*-a*=0) $aknys s,=a, s,=a, s;=ia, s,=ia yra skirtingos.

. S . 3s-as? +a’s+a’ A,(s+a)
Daugindami minétaja tapatybe i§ s—s;=s+a, gauname - —=A +——+
(s-a)(s+ia)(s-ia) s—a

As(s+a) A4(s+a)

Istatydami | Sia tapatybg kintamojo s reik§m¢ s;=a, gauname, jog

s+ia s—ia
2.2 3 2 .3 .3
3(-a)’ - a(-a) fra (a?+a A, +0+0+0., . y. gauname, jog A, = 3a2-a’-a’+a’ 4a3 [
(-a-a)(-a+ia)(-a-ia) —2a[(-a)*+a’] 4a
o . 3a’—aa’+a’a+a’ 4a’
Analogiskai randame koeficientus A,, A;, Ag: A, = =——=1,;

(a+a)(a+ia)(a—ia) 4a’

_3(-ia)’ —a(—ia)’ +a’(-ia)+a’ 2i+2 1-i A _3(ia)’ —a(ia)’ +a’(ia)+a’ _—2i+2 1+i

(—ia+a)(—ia—a)(—ia—ia) 4 2 7 (la+a)(ia—a)(ia+ia) 4 2
I A A A A —i
Kadangi atvaizdas 1 () yrasuma —- 424 3 ~4 L T | 1.
F,(s) s+a s—a s+1a s—ia s+a s—a 2 s+ia
+1J2r ! , tai jo originalas yra " (t)=¢” +eat+1—;e_iat+%eiat:em+ fy o (elat aty 4
s—ia
+§(eialt ety =¢? +ea‘+cosat—%(eiat e My =¢® 4e ™ fcosat—sinat .
i
S 2,24 a3 2.2 5,3 4.6
Todél atvaizdo F(s):ZaS 3a’s +3s E:S +:1 s-2a’s+a +3a =2as—3a’+
s"—a

3a’—as’+a’s+a’

S4 —3.4

originalas yra, kaip jau esame nustatg, funkcija f(t)=£f,(t)+f ) (t)=

_ . du(t du(t .
=2a8'(t)—3a%3(t)+e" +e alt+cosat—smat:ZaJ— a’ ()+e +e ™ +cosat—sinat .

dt’ dt
Nesunku jsitikinti, jog §i funkcija tikrai yra duotojo atvaizdo F(s) originalas.
Tuo tikslu rasime Sios funkcijos f(t) atvaizda:
1 1
L[f(t)]=2as—3a> e S 2 .

-a s+a s’-a’ s*+a’
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:(2a5—3a3Xs4—a4)+(s2+az)Ks+a)+(s—aﬂ+{s—ast—az):
(s—a)(s+a)(s2 +a2)

_2a55—3a2s4—sa5s+3a6+2s3+Zsa2+s3—as2—azs+a3_
(sz—az)(s2+az)

2as® —3a’s* +3s% —as? a’s—2a’s+a’+3a’ . .. .

= ( YR =F(s), ka ir turéjome gauti.
s'—a’)

Neapibréztyju koeficienty Ai reikSmes, taikant neapibréztyjy koeficienty metoda ir tapatybe

, galime rasti ir kitu budu, leidzianciu iSvengti operacijy su kompleksinémis

F (s) -y A
b n B S—s;
nH(S Sj)

=1

Saknimis s; ir kompleksiniais koeficientais A;.
Padauging abi tapatybés puses i$ b, ir subendravardikling deSiniojoje tapatybés puséje esancias

n
trupmenas —— , mes gautume dviejy trupmeny, turinéiy vienodus vardiklius H(s—s i), tapatybe. IS
$—S; )
jos iSplaukty, jog ir ty trupmeny skaitikliai turéty buti tapatis. Todél koeficientai, stovintys prie
kompleksinio kintamojo s atitinkamy laipsniu kairiojoje tapatybés puséje, turéty buti lygis
koeficientams, stovintiems prie ty paciy kintamojo s laipsniy desiniojoje puséje. Tokiu biidu gautume
lyg¢iu sistema, kuria spresdami galétume rasti neapibréZtyjy koeficientuy A; reikSmes.
Tokiuose koeficienty A; reikSmiy apskaiCiavimuose biity galima iSvengti operacijy su

n A
kompleksinémis Saknimis s; bei kompleksiniais koeficientais A;, jei sumoje Z L. pries ja
[ERES
. _— Aj A .
bendravardiklinant, trupmeny jungtines poras —— ir — atitinkancias jungtines kompleksines
§—S§; S—S:
J ]

j
laipsnio daugikliy s*+a’ bei s*+bs+a’ neskaidytume { pirmojo laipsnio kompleksinius daugiklius),
. oo A - . Ay A? . . Bs+C;
gaudami sumoje Z— ne kompleksinius démenis ir -, bet démenis
jZIS_sj S_Sj S_Sj S +aj
Bis+C; Bis+C; Bis+C; ) . o ..
> 5= 5= >—— » jau neturinCius kompleksiniy dydziy.
s”+bjs+a] ( bj)2 , b +M) +oe
s+—) +aj——
2 !

Saknis sj ir s; susumuotume (arba, dar paprasciau, skaidydami daugianari F,(s) i daugiklius, antrojo

bei démenis

* . .
. . . . . P . . Aj Aj BJ"HCJ‘ Bj—lcj
Pavyzdziui, kai s=iey ir s;=-io; tai gautume, jog t—== =

= +
s=sj s—s; s—io;  s+io

Bis-C.a;
= 2% , t. y. trupmena, kurioje koeficientai — realtis skaiCiai. Tokia trupmenos forma iskart leisty
sT+a;
]
rasti jq atitinkancia funkcija — originala 2(B; cosa;t—C; sinait).
Pailiustruosiu §i neapibréztiniy koeficienty apskaiciavimo buda, dar karta surasdamas ka tik

Fl*(s)_3a2 —as’+a’s+a’

4 4

nagrinéto atvaizdo
F,(s) s"—a

originala f(t), kai tas atvaizdas pateiktas Hevisaido

4,22 3. .3
formoje kaip argumento p funkcija F(p)= 3p_*a I: E:p ra P Sia trupmena galima iSskaidyti:
p —a

F(p):p(32p3+2a2p—ap2+a3)= ( A N B +C2p+]2
(p”+a’)(p+a)(p—a) \p+a p-a p+a

puse ir prilyging trupmeny skaitiklius abiejose tapatybés pusése, gauname A(p—a)(p’+a’)+

+B(p+a)-(p™+a’)+(Cp+D)(p*—a’)=3p>+a’p-ap’+a’, arba p’(A+B+C)+p’(—aA+aB+D)+p(a’A+a’B—a’C)+

+a’B-a’A—a’D=3p’—ap’+a’p+a’. Sioje tapatybéje, kad ji islikty tapatybe, keiciantis kintamojo p

reik§méms, koeficientai prie kintamojo p vienoduy laipsniy turi biiti vienodi.

], i§ kur, subendravardikling deSinigja tapatybés
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A+B+C=3,
—aA+aB+D=-a,
azA+azB—a2C=a2,
—a3A+a3B—a2D:a3,

Todél galime sudaryti lygéiy sistema: , kuria i§sprend¢ gauname: A=1,

B=1, C=1, D=-.

11 — :
Todél F(p)=p +—+ 12) a2 - PP, 2p i 2ap 2:H[e’at]+H[eat]+H[cosat]—
p+a p—a p-+a p+a p—a p~+a p-+a
—H[sin at], i$ kur i$plaukia, jog f(t)=e “+e*+cosat-sinat. Kaip matome, gavome ta pacia funkcija f(t).
Neapibréztyju koeficienty apskaiiavimui galima taikyti ir taip vadinamaji miSryjj buda:
koeficienty A, atitinkanc¢iy realias Saknis s;, reikSmes galima apskaiCiuoti naudojantis formule
Fi(s;j)

b, H(Sj -s;)
=l

i#]j

Aj= ir po to jas istatyti | lygciy sistema, sudaryta antruoju buidu. Tai pagreitina tos lygciuy

sistemos sprendima, nes prireikia jau ne visy jos lygciy. Likusias lygtis galima panaudoti gauto
sprendinio patikrinimui, jstatant jas i jau surastas neapibréztyjy koeficienty reikSmes.

32 —2182 +azs+a3

s4—a4

Pavyzdziui, ieSkodami ka tik nagrinéto atvaizdo

originalo, mes galéjome

. . 3s°-as? +a’s+a’ A, A, Bs+C
pasinaudoti tapatybe =
(s+a)(s-a)(s“+a”) s+a s—a s“+a

Fi(s;5)

an(Sj =s;)
i=1

i#]

Koeficienty A; ir A, reikSmes gal¢jome rasti, taikydami formulg A ;= ir gauti,

kaip ir anksciau, jog A;=1 ir A,=1.

A, +A,+B=3,
—aA,;+aA, +C=-a,
azA1 +212A2 —a’B=a’,
—a3A1 +a3A2 —a’C=a’.

Istatg | pirmasias dvi lygtis A;=1 ir A,=1, galétume apskaiiuoti koeficienty B ir C reikSmes:

Taikydami antraji biida, gautume lyg¢iy sistema:

3 2 2 3
B=3-A-A,=3-2=1, C—ataA-aA,—a, i¥ kur iplaukia, jog —o 25 *& 25“‘2 -1 1.
(s+a)(s-a)(s"+a”) s+a s—a

s—a
s?+a’’
2 2 2 2
. a“A;+a“A,—-a"B=a“, ) . .. .
lygtis 3 ! ; 2 5 ; galétume panaudoti sprendinio A=1, A>=1, B=1, C=-a patikrinimui:

-a’A;+a’A,-a"C=a

{ a’+a’-a’=a’,

3

—a’+a’ —az(—a):a .

+

o tai reiksty, kad Sio atvaizdo originalas yra funkcija f(t)=e *+e"+cosat-sinat. Likusias dvi

Kaip matome, anksciau rastas sprendinys tas lygtis tenkina.

Kai ieskomi sudétingy atvaizdy originalai ir reikia atlikti sudétingus skaiciavimus, dél ko
padidéja apsirikimy bei klaidy atsiradimo tikimybé, tokia patikrinimo galimybé¢ yra labai naudinga, nes
padeda greitai pastebéti ir surasti bei iStaisyti skai¢iavimuose padarytas klaidas.

3. lIeskant originaly, atitinkaniy turimus atvaizdus, gali padéti Hevisaido
teoremos apie skaidymg.

k k
. . .. . . a a,t
Pirmoji Hevisaido teorema formuluojama taip: Z—k:H{Zk—'}, kur a; —
k=0pP k=0 K°
pastovis koeficientai.
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IS Sios teoremos iSplaukia, jog, iSskaidZius atvaizda | laipsning eilute
1 1
kintamojo — (ar —) atzvilgiu, iSkart galima surasti tg atvaizda atitinkantj
s
originala — laipsning eilute kintamojo t atzvilgiu.

[rodysiu Sia teorema.
Tarkime, jog f(t) iSskaidyta 1 konverguojancia laipsning (pavyzdziui,

Makloreno) eilute f(t)= Z % t*

ot ak kot a, kI &a,
Tuomet  H[f(t)]=F(p)= pje 4 [k T jdt— 2 pjt P dt_k:oﬁ I?_él?’

- a - a C .
ty. H| Y =t* |=Y =% ka ir reikéjo jrodyti.
k=0P k=0P
Sia teorema galima taikyti taip pat ir laipsninéms sumoms, turinéioms baigtinj
démeny skaiciy.

. . o . . 1 . g 1 . . .
Rasime originala, atitinkantj atvaizda F(p)=—, t. y. rasime f(t)=H {— , 18skaidydami
AP+l Jp+l

|
1 Makloreno eilute kintamojo — atzvilgiu ir rasdami tos
p

funkcija F(p)= \/_ ‘/_ \/7 \/_( J

eilutés démeny originalus, t. y. atlikdami atvirksting Hevisaido transformacija.
N - 1
ISskaide (1+—j kaip funkcija f(x)=(1+x) 2, kur x=—, | laipsnine eilute taske x=0
p p

[F9 ()]s, S Y (%)),
—a (x—xo)k:f(0)+k§—k! 0xk;

1:3:5.. (2k 1)

kintamojo x:l atzvilgiu, gauname: f(x)= f(x0)+z
p k=1
1 3

f(0)=1; [ (x)]x=0=—5 [f ()]x=0= (—Ej (_Ej o [FCOT0= (1)

N\UI

13 .
d,221 202 z( ) 1~3-k5-...~(2k—1)'ik
'p 2 p> 3 p \/gko 2k 1 b

1k1234(2k D2k <& (2k)! | Y @k 1 '
\/_pg( ) 2- 4-6...2k-2k-k' kz 2k K12k k' k\/_ Z( 22k.(k!)2 pk‘/g

- L : 1 120! .
Kadangi S$iame skyrelyje jau buvome gave, jog S| -t" \/T[ , tai,
p P 2n+D)n

naudodamiesi Hevisaido transformacijos tiesiSkumo savybe, galime uzrasyti:
1

k+—
(2k)! kL2
F(p)———H (D : (-1 :
Jp+l % 2% (k1)? (2k+1)!\/_ ng (Zk 1)-k!
k+— |
Rastoji funkcija f(t)= (k- bidama atvaizdo F(p) originalu, yra
n% (2k+1) k!’ Jp+l

ypatinga tuo, kad ji yra tikimybinis integralas <I)( ) J_I du, nes @(X)—%Ie_uzdu , 1§ kur,
T
0
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7u2

iSskleide e

1 Teiloro eilute ir apskaiCiave integrala, gauname @O(X)= [ (—XJ
() k=0

u 2k * 5 2kl
ILO } JLO (k+1) } Z( D e Z( D

o 0 ﬂk =0 Tfk =0

( z)k% )& tk%
X(2)1i DK Pazyméje x* kaip kintamajj t, gausime, jog CD(\/I):—Z(—I)I(
+1)-k!

Jre 7 (k+D)-k! t
jog H! [\/;_sz(t):d)(\/z).
p+

4. Antroji Hevisaido teorema taikoma tais atvejais, kai atvaizdas yra

y. gausime,

racionali kintamojo p funkcija F(p)= l}:‘ Ep; , kur F,(p) ir F,(p) — m-jo ir n-jo
2 (P

laipsnio daugianariai, tenkinantys salygas:

1) m<n,

2) lygties F»(p)=0 visos n Saknys pi, P2, ...y Pks «-» Pn Yra skirtingos ir né
viena jy nelygi 0.

@ _y RO Z FEP) o

Si teorema teigia, jog tokiu atveju

, ty.
F,(p) F,(0) iap,. F(@.)
. . . put _F,0)
jog Siuo atveju originalas f(t) yra suma a0+2ake , kur ap=——=
P F,(0)
__K@®)
P.F: (i)
Sios teoremos jrodymui i$skaidysime trupmena l% 1 elementariy
» (P
trupmeny L suma: —~&—C z&, kur Cy, Cy, Cy, ..., C, ..., C, — pastovils
P-p; pE®) p i&p-p

kol kas dar neapibrézti koeficientai, o pi, p2, ..., Pk ---» Pn — lygties Fao(p)=0 Saknys —
funkcijos F(p) poliai.

IS Sios tapatybés gauname: fi(p) =C, pzi, 18 kur, kadangi px=0, paéme

E,(p) k=1 P~ Py
p=0, gauname, kad Cy= RO
E(0)
Padauging tapatybg —-& S Zi 18 p—px, surandame riba

pE® p &p-ps

E C
1 p pk (p)_l (p pk)+C +(p pk)z
e po Ey(p) eow p Tp— pr

r;tk
Kadangi visos lygties Fa(p)=0 Saknys px yra skirtingos ir nelygios 0, tai

deSinioji tapatybés pusé tampa lygi Cy, o Kairioji lim? —p, Fip) _F(p k)x
e po E(p) py
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% 1 :Fl(pk)x 1 _ K
hsz(p)_O Py

hsz(p)_Fz(pk)_kaz,(pk).
P—Px p_pk PPk p_pk
Todel, kai k=1, 2, .. n, tai Ce—®) i ppy=h® KO,

kaZ’(pk)’ E,(p) F(0)
+ - FE(p) p .
=P E () P-pi

Kadangi P =H[e™], o 5(0) ir d (,pk) yra konstantos, tai
P—Px F,(0) pE ()
F(p)= ki (p) =H f(0) +> w-ep“} , ka ir reikéjo jrodyti.
E@®) KO =ZpdEd)

P = P ta
p +6p>+1lp+6 (p+D(p+2)(p+3)’
=(Pr—p2)(P1—p3)=(-142)(-143)=2; F;(p,) =(p—p1)(p2—p3)=(2+1)(2+3)=1; F,(p;3) =(ps—p1)(ps—p2)=
wzgzo. C = Fl(pl) _ -1 _1 -2

Pavyzdziui, kai F(p)=

ip=—1, p=—2,ps=3; FEy(p) =

—(3+1)(-312)=2; Co= P OB T2 =1, G i
F,0) 6 pk () (D2 2 (-2)-(=D (-3)-2 2
todél f(t)= lc_t —e +le_3t .
2 2
. - p . . A A F] (0)707 , 2
Kai F(p)=———, tai p;=1, p.=2i, ps=2i ; =—=0; F,(p;)=pj+4=5;
(p+1)(p* +4) ST ’ BO 4 0T
F;(p2) =(p2+1)(p—2i)=4i(1-2i) ; F;(p3) =(ps+1)(ps+2i)=4i(1+2i).
Todél f(t)= -1 -t —2i -2it 2i 2i~t:l —t 1 it

D5 (20[4d-20] @)-4i-(1+2) 5 448
.1 JE T YO _2__ie—i<21 _2_+iei-2t _L - _i(ei-Zt +e—i-2t)_i(ei-2t _e—rm):le—t oo Lsimt
4i-8 5 20 20 5 5 5 10

5. Kai F,(p)=0 turi kartotines Saknis, tai tiesiogiai taikyti antrosios
Hevisaido teoremos negalima, tadiau tada galima, jvedus papildomus
kintamuosius, F,(p) pakeisti j kita daugianarj ®(p) taip, kad lygties @(p)=0 saknys
tapty skirtingos ir nelygios nuliui bei, artéjant tiems papildomiems kintamiesiems prie
0, daugianaris @(p) artéty prie Fa(p).

Pailiustruosiu tai pavyzdziu. Tarkim, kad F(p)= ir reikia rasti f(t)=H '[F(p)]=

+1)2

=H"! L D 2} . Siuo atveju Fa(p)=(p+1)*=0 turi dvi kartotines $aknis.
p+
Laikinai pakei¢iame F,(p)=(p+1)* i ®(p,o)=(p+1)(p+1+a), kur kol kas 00, tadiau o—>0.

Tuomet H_1 ; —H! ;_li ; p = _1 _l.e—t+
(p+D(p+1+a) (I+a) o p+l a(l+a) p+l+oa| l+a o
—(l+o)t _ Lt
;.e_(lﬂx)t: 1 (1+e (1+(x)e :(p(t,OL).
a(l+a) I+a
—(l+o)t -t —(l+o)t -t
lim ¢(t,0t) = lim— (1+e (+a)-e ):Hlime (+o)e ),
a—0 aa01+ock o a—0 o
of - _
S AR I
+ 1im 9% 1+ lim—=E T (e
a—0 0 o—0 1

oo
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Todél f(t)=1—(t+1)e". Nesunku jsitikinti, kad H[l—(t+1)e’t]=( el
p+

6. TaCiau toks originalo suradimo budas, kai lygtis F(p)=0 turi kartotiniy
Sakny, yra gana gremézdiskas, ir todél panasiais atvejais patogiau yra naudotis atvirks-
tinés transformacijos formulémis, iSvedamomis, naudojantis Rymano—Melino
1 “T“’F(P)

ans ioo

analizés teoremomis (Kosi, reziduumy teorema ir kt.).

7. ISvesime Rymano—Melino formule.

Tuo tikslu sudarysime funkcija ¢(t)=f(t)e *', kur f(t) yra funkcija — originalas,

formule f(t)=H '[F(p)]= e’dp ir kompleksinio kintamojo funkcijy

turinti Hevisaido atvaizda F(p)=p jf (t)e™dt, o o=Re p=Re(ctim)>0 yra tokia
konstanta, kad funkcija @(t)=f(t)e °* tampa absoliu¢iai integruojama intervale (—o0;+c0).
Funkcija @(t) galima isreiksti kaip Furje integrala”:

(p(t)—i]io (T o(1)e” “‘“er e "dw.

—OO —00

IS Sio integralo iSplaukia formulé:

f(t)_;‘t]io(ifof(—t)e lwtdtj Clwtd(ﬂ ;“T[Tf(r)e (c+1m)rdTJ elmtd(ﬂ —

—00 \_—00 —00 \_—00

ot +oo

e pT iot (p) m)t
- (p [f(v)e” drj do= nj do

Kadangi e nepriklauso nuo kintamojo o, tai f(t)= IF(p Dot e“'do=

2nz, p

+00

_ J F(p) (O

2% p
Laikydami, kad kompleksiniame parametre p=c-+im kinta tik menamoji dalis o,
o o i8lieka pastovus dydis, gauname, jog dp=ido, dm=@. Kai ®——ox0, tai p—>c—io, 0

i

kai @—+too, tai p—o+io. Todél, pereidami nuo kintamojo o prie p, gauname:
1 G‘HOOF .

f(t)y=— j F(p) e”dp, o tai ir yra Rymano—Melino formulé.
2mig5, P

Analogiskai  gaunama ir  transformacijos,  atvirkStinés  Laplaso

G+

transformacijai F(s)= _f f(t)e™dt, Rymano—Melino formulé f(t)—— _[F(s)e“ds kur

s=G+im.
8. Prisiminsime kai kurias kompleksinio kintamojo funkcijy analizés kurso
savokas ir teoremas (zidir. [115, 116]), reikalingas integralo, jeinancio i Rymano—

* Siy eilu¢iy autorius viliasi, jog skaitytojas isklausé ir dar nepamir§o matematinés analizés pagrindy
kurso, moka skleisti funkcijas i Teiloro ir Furje eilutes, zino, kada egzistuoja ir kaip sudaromi Furje
integralai. Tiems skaitytojams, kurie Siy dalyky nestudijavo ar juos primir§o, rekomenduociau
pastudijuoti Sios mokymo priemonés 1.14.12.3.2. skyrelio dalj, kurioje nagrinéjami funkcijy spektrai ir
spektriniai tankiai.
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F(p)
E (p) ’

turinti ne tik paprasty, bet ir kartotiniy poliy, t.y., kai lygtis Fo(p)=0 turi ne tik
paprasty, bet ir kartotiniy Saknuy, nesanciy lygties F;(p)=0 Saknimis.

Melino formulg, apskai¢iavimui, kai F(p) (ar F(s)) yra racionali trupmena

Kompleksinio kintamojo z=x+iy=p(cos@-+ising)=pe'® (kur p=|zj=+/x*>+y*, 0
(p=argz=arctgz) funkcija f(z)=u(x,y)+iv(x,y) vadinama analizine kokioje nors
X

kompleksinés plokStumos srityje, kai ta funkcija yra vienareikSmeé ir visuose tos srities
taSkuose turi baigtines iSvestines. Kitaip tariant, f(z) vadinama analizine taSke
z=7;=ax by, kai ta funkcija yra vienareikSmé ir turi tame taske bei artimiausioje jo
aplinkoje baigtines iSvestines.

Analizine taske z funkcija f(z) kartu yra ir holomorfiné, nes tasko z aplinkoje

0 (m)
ji gali buti isreiksta Teiloro eilute f(z)=> a  (z-z,)", kur a :f—(?k) .
m=0 m!

Taskai, kurivose f(z) néra holomorfiné, vadinami ypatingaisiais funkcijos
taskais.
Izolivotyjy ypatingyju tasSky aplinkoje kompleksinio kintamojo funkcija f(z)

gali biiti iSreikSta Lorano eilute f(z)= icn(z—zk)“, kur c, :L,- &dzﬂ, Zx —
s 2mi &(z—-z,)"

taskas, kurio aplinkoje sudaroma funkcijos f(z) Lorano eilut¢, C — uzdaras kontiiras
aplink ypatingaji taska z.
Ypatingojo tasko pavyzdziu gali buti taSkas, vadinamas funkcijos poliu. Tai

toks funkcijos f(z)=?(z)

2
kuriame f;(zx)#0, o f2(z)=0. Kai z yra kartotiné¢ (m-kartiné, kur m>1) lygties f»(z)=0
Saknis, tai taska zx vadina m — kartotiniu funkcijos f(z) poliu.

Kompleksin¢je plokStumoje nubréztas uzdaras konttiras C dalija ta plokStuma |
dvi dalis. Ta dalis, kuri, judant kontiiru C prie§ laikrodzio rodykle, lieka kairéje
konttro pusé¢je, vadinama vidine kontiiro sritimi, o ta, kuri lieka deSinéje, — iSorine.

Kompleksinio kintamojo funkcijy analizéje jrodoma KoSi teorema, teigianti,
jog, kai kontiiro C vidinéje srityje néra funkcijos f(z) ypatingyjy tasky, tai
nepriklausomai nuo kontiro C dydZzio bei formos integralas tuo
kontiiru I f(z)dz =0.

C

(¢ia fi(z) ir fy(z) yra racionaliis daugianariai) taskas z,

Kai kontiiro C vidingje srityje yra vienas ar keletas funkcijos f(z) ypatinguju
taskuy, tai integralas If (z)dz gali biiti nelygus nuliui.
C

Kaip teigia reziduumy (likiniy) teorema, integralas %-J'f(z)dz yra lygus
m ¢

visy vidiniy ypatingyjuy taSky reziduumy sumai ) Resf(z), kur z — j-tasis
=1 727

funkcijos f(z) ypatingasis taskas, Resf(z) — funkcijos f(z) ypatingojo tasko z;

Z—)Zj

reziduumas, r — funkcijos f(z) ypatingyjuy tasku, patekusiu i kontiro C viding sriti,
skaicius.
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1
9. Funkcijos f(z) reziduumu taske z; vadinamas integralas Py jf(z)dz , kur
i ¢
C; — koks nors uzdaras kontiiras, { kurio viding sritj patenka taskas z; ir nepatenka joks
kitas ypatingasis vidinis taskas.
Kai z=z; — analizinis funkcijos f(z) taskas, tai Res f(z)=0, o kai z; — ypatingasis

taskas, tai Res f(z) gali biiti nelygus 0, o buti lygus, pavyzdziui, 1.

Z—)Zj

Pailiustruosiu tai pavyzdziais.
1. Funkcijos f(z)=— taskas z=0 yra jos polius. Ir tai vienintelis tos funkcijos ypatingasis taskas.
Z

Apibrésime aplink taska z=0 apskritima C pastoviu spinduliu p.
2n 2n
1 1 0 .
Tuomet If(z)dz :I—dz = I—pe‘wld@ =i- |dp=2mi. Todél Res— :—~I— =1. Kaip matome,
c? pe'®

—0
0 2507 27[1C

integralo I —dz reik§mé nepriklauso nuo apibrézto aplink taska z=0 apskritimo dydzio (jo spindulio p
z

dydzio).

. C 1 RV . . - -
Galima jrodyti, jog integralo j—dz reik§mé nepriklauso ne tik nuo kontiiro C dydzio, bet
z

ir nuo jo formos. Sios teoremos ¢ia nejrodinésiu, o tik pailiustruosiu ja konkreciu pavyzdziu.
Pavyzdziui, kai kontiras C yra kvadratas, turintis centra taske z=0 ir krastines, lygiagrecias

koordinaciy x bei iy aSims ir lygias 2a, tai Jldz:J.d(XHY) j +I idy j + J idy _
X~ ia X+ia a+iy

- n X+iy < a+iy
. . L o . 14—
S e P L P i . B WL B 1+‘+1n—?:1n—( D(-1)
—a—ia a—ia a-+ia —a+ia 1+i 1-i 1+i 1-i (1+1)(1-1)

.TT

=Ini+Ini+Ini+Ini=4In(cos g +isin g )=4In e15 =2mi, t. y. toks

1n(1+?)(l+f)+1n(_1+_1)(1_,1)+ln(lﬂ)(lﬂ)
(1-1)(1+1) (1+1)(1-1) (1-1)(1+1)

pat, kaip ir tada, kada C buvo apskritimas, turintis centra taske z=0.
2. Rasime funkcijos f(z)=z", kur m=0, 1, +2, +3, ..., (t. y., kai m yra bet koks sveikas skai¢ius,

i8skyrus m=—1 kuomet, kaip ka tik matéme, f z 'dz=2ni ), integrala jzmdz, kur C — apskritimas,
C C
turintis spinduli lygu p, ir centra taske z=0.

2n m 2n m+l
Izmdz=_[(pei(") piei(pd(P:pm-H'i.jei(mﬂ)(pd(p:p _ei(nm)(p ©_p" (1(m+1)21‘c _1):
v 0 0 m+1 0 m+l
pm+l
= [cos(m+1)2n+isin(m+1)2n—1]:0.
m+1

. m 2mi, kai m=—1;
Todél jz dz= : .
. 0, kaim=0,1, £2, £3, ...
2mi, kai m=—1;

Analogiskai gauname, jo -z, )"dz= .
gl gt JgI(Z 77 de {o, kai m=0, 1, 2, £3, ...

. 2z+1
3. Funkcija f(z)——Z+ turi kartotini poliy taske z=2. Rasime tos funkcijos Lorano eilutg
2

tasko z=2 aplinkoje.
Kadangi funkcija ¢(z)=z~2z+1 yra analiziné bet kurioje kompleksinés plokitumos baigtinéje

(m)
srityje, tai ja galima iSreiksti Teiloro eilute tasko z=2 aplinkoje ¢(z)= Z(‘D (2)( -2)"
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