Nesunku irodyti, kad SU§;Kp , kur p — vir$tniy skai¢ius grafiniame struktiiros S modelyje.

Analogiskai jrodome, kad K, UK, =K

1.9.2.21.2. Struktiry kompozicijos operacija

Jei sistemos S dekompozicijos metu, dalinant sistema | posistemius, buvo nutraukti kai kurie
tarpelementiniai sistemos S rySiai ir paversti posistemiy rySiais su jy iSorine aplinka, kaip, pavyzdziui,
buvo padaryta dekomponuojant sistema, pavaizduota 160 pav. i posistemius (zir. 161 pav.), tai, norint
i§ dekompozicijos rezultaty (posistemiuy struktiiry Sfl) ir S(ZI) ir sistemos struktiiros S" posistemiy
lygyje) atstatyti pirming sistemos struktiira S”, reikia sistemu sasajos algoritma modifikuoti. Tokia
sistemy jungimo (ju sasajos) operacijos modifikacija vadinsime struktiiry kompozicijos operacija ir
zymésime zenklu S{ U, S{" = stV (s s{V)=s .

Kaip konkrety struktiry kompozicijos pavyzdi, atliksime struktiiry S{I) ir S(ZI), kuriy

operatoriai R}I) ir R(ZI) pavaizduoti 48 ir 49 lentelése, kompozicija { struktira S”, Zinodami Sios
struktiiros antrojo eselono S™ operatoriy R™ (ziar. 50 lentelg).
Operacija S{" [ J S’ =8V (s{",89)=S"(A[,A;,A3,A4,A5) galima uzraSyti ir
1 X2 = 192 )= 1,032,03,004,05) & y

operatoringje formoje: R{" (A, A5 J RY (A5, A4 A5)= RIVRD(A1A;).RY (A, AL AL

=RV (A,A,,A5,A,LAS).

Sios operacijos rezultatu bus struktiiros S" operatorius R? (ziar. 160 pav. ir jame pateikta
lentelg).

Struktiiry kompozicijos algoritma galima padalinti { dvi dalis:

1) Operatoriaus R” lentelés formos sudarymas, t.y. tos lentelés stulpeliu ir eiluéiy
identifikavimas ir ju skai¢iaus j ™ =a ir u™=b nustatymas;

2) Operatoriaus R lentelés langeliy uzpildymas.

Pirmoji struktiry kompozicijos algoritmo dalis

1.1. Nagrin¢jame operatorius REI) ir Rg) ir sudarome bendra vidiniy elementy (agregaty),

ieinanciy i posistemius Sf[) ir S(zl) (o tai reiSkia — ir { sistema S(I)), sarasa, t. y. nustatome pirmuosius

operatoriaus R", kurj reikia sudaryti, stulpelius. Miisy nagrinégjamu konkrediu atveju (Zifir. 48 ir 49
lenteles), tai bus stulpeliai 1, 2, 3, 4, 5, atitinkantys vidinius struktiiros so agregatus Aj, A,, A;, Ay, As.
Nustatome vidiniy agregaty skai¢iy a;. Miisy atveju a,; =5."

Po to pereiname prie kito Sio algoritmo etapo, kurj pazymeésime 1.2.

1.2. Nagrinéjame operatoriu R™ ir nustatome, kiek ir kokiy struktiiros S i$orinés aplinkos
i€jimo (o tai reiSkia ir struktiiros S i$éjimo | iSoring aplinka) stulpeliy, atitinkanc¢iy iSorinés aplinkos
agregatus Ao, i kuriuos veikia nagringjama sistema, turi operatorius R™. Lygiai tuos pacius
(atitinkanGius iSorinés aplinkos iéjimus) stulpelius privalo turéti ir operatorius R®, nes struktiry S™ ir
S™ igorinés aplinkos sutampa. Pazymime ty stulpeliy skai¢iy a, ir tuos stulpelius prijungiame prie jau
etape 1.1. iSskirty stulpeliy. Surandame bendra visy operatoriaus R® stulpeliy skai¢iy a=a;+a,. Tai bus
maksimali operatoriaus R stulpelio numerio j reikimé j™. Jei stulpelis skirtas vidiniam agregatui, tai
stulpelio numeris j sutaps su agregato A; numeriu, taciau jei stulpelis skirtas iSoriniam agregatui A, tai
tokio stulpelio numeris j operatoriaus R® lenteléje nebesutaps su iSorinio agregato numeriu
(identifikatoriumi), o bus lygus vidiniy agregaty skaiCiui + iSorinio agregato, i kuri veikia nagrin¢jama
sistema, eilés numeriui.

* Jei biity vykdoma kompozicijos operacija Sgl) Uk Sgl) Uk Sgl) = SH(Sgl),S(ZI),Sgl)) (ziar. 51+55 lenteles), tai bty nagrinéjami

operatoriai Rfl) s R(ZI) ir Rgl) ir bty sudaromas visy juy vidiniy agregaty, A;, As, Az, A4, As, As, Ay, Ag sarasas, kuriems
operatoriaus R lenteléje skiriami stulpeliai j=1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. Kompozicijos algoritmas gali biiti taikomas ir operacijai
m

Uksg);S(H)(SEI),...,SS,I),...S%I!)). Tuomet buty nagrinéjami visy posistemiy pirmojo lygio operatoriai Rg), sudaromas

v=l
bendras visy vidiniy agregaty A, sarasas ir operatoriaus R” lenteléje skiriama kiekvienam i§ ty agregaty po stulpelj.
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Miisy nagrinéjamu konkre&iu atveju (Zidir. 48, 49 ir 50 lenteles) operatorius R™ turi tik viena
iSorinés aplinkos iéjimams skirta ir atitinkanti iSorini agregata Ay, stulpeli 02. Todél toki stulpeli
isskirsime ir operatoriaus R lenteléje. Bendras visy tos lentelés stulpeliy skai¢ius a=a;+ag=5+1=6.

Po lentelés R stulpeliy idskyrimo ir skaiiaus a nustatymo, pereiname prie etapo 1.3.

1.3. Nagrinédami operatorius R§I), R(ZI) ir R (o bendrai Rfl), e R(VI), - RETII), R ),

nustatome maksimaly ju agregaty ir juy iSoriniy aplinky iéjimo kontakty skaiéiy u™=p ir i§skiriame
operatoriuje R® lygiai tiek eilu¢iy. Miisy nagrinéjamu konkreciu atveju maksimaly iéjimo kontakty
skaiGiy turi aplinka 02 operatoriuje R™. Tas skai¢ius lygus 4. Todél ir operatoriuje R" sudarome 4
eilutes (zitir. 57 lentelg).

57. lentelé
J 1 2 3 4 5 6
A
- 1A A, Ay A, A, Ag
1
2
3
4

Po to pereiname prie Sio operatoriaus lentelés formos, pavaizduotos 57 lenteléje, langeliy
uzpildymo, t. y. prie antrosios kompozicijos algoritmo dalies.

Antroji struktiiry kompozicijos algoritmo dalis

2.1. Suteikiame algoritmo (ir jj realizuojancios programos) formaliems parametrams — stulpeliy
ir eilu¢iy numeriams j, u, j™ ir u™ — pradines ir galutines faktines reikimes: j:=1, u:=1, j™:=a,
u™:=b. Misy nagrinéjamu konkre&iu atveju a=6, b=4. Pereiname prie etapo 2.2.

2.2. Pagal stulpelio numerj j nustatome A, t. y. nustatome, ar A; — vidinis sistemos agregatas
(j<ay), ar iSorinés aplinkos i&jimus atitinkantis agregatas (j>a, ). Jei A; — vidinis agregatas, tai pereiname
prie etapo 2.3, o jei stulpelis j skirtas iSorinei aplinkai — prie etapo 2.10.

2.3. Surandame tg posistemj Svi , kuriam priklauso agregatas A; (toliau ${ posistemj Zymésime

SVj ), ir surandame to posistemio operatoriaus R(VIJ_) stulpelyje, skirtame agregatui A;, eilutg u, t.y.
surandame operatoriaus R(Vlj) lenteléje langeli (Aju) ir perskaitome to langelio turini [A j,u]R(I)

Vi
(zyméjima [t,p]g, interpretuosime kaip operatoriaus Ry lenteles langelio, kurio adresas — stulpelis t ir
eiluté p, turinj, t. y. i8¢jimo kontakto adresa (c, d), kur ¢ — vidinio agregato ar iSorinés aplinkos agregato
numeris, o d — i§¢jimo kontakto numeris). Pereiname prie etapo 2.4.

2.4. Analizuojame operatoriaus R(Vlj) lenteléje iSskirto langelio (Aj,u) perskaityta turing
[A J’u]R<‘> . Jei tai — posistemio S(VI_) vidinio agregato i$¢jimo kontakto adresas, t.y., jei [A j’u]R(l) =

. ] .

Vi Vi
=(A,p), kur Ay — vidinis agregatas, priklausantis struktiirai S(Vlj), tai pereiname prie etapo 2.5. Jei
[Aj, u]R(l) =(J (tuscias langelis) — pereiname prie etapo 2.8. Jei [A;, u]R(I) — posistemio SSI,) iSorinés

. . ]

Vi Vi

aplinkos i8¢jimo kontakto adresas, t. y., jei [Aj, u]R(l) =(A (Ovj),k,p) , tai pereiname prie etapo 2.13.
Vi

2.5. Perrasome operatoriaus R(VI? lentelés langelio (Aj,u) turing [Aj,u]R(I):Ak,p i
J

vj
operatoriaus R? lentelés langeli (j, u), t. y. ivykdome operacija [ j,u]R(I) = A,,p . Uzpildg operatoriaus
R® lentelés eilinj langeli, pereiname prie etapo 2.6.
2.6. Didiname eilutés numeri u vienetu, t. y. vykdome operacija u:=u+1. Po to pereiname prie
etapo 2.7.
2.7. Jei u>b, tai pereiname prie etapo 2.8, o jei u<b, tai griztame prie etapo 2.2. Zinoma, jei
prie etapo 2.6. mes atéjome nuo etapo 2.5. arba nuo etapy 2.14. ar 2.15, tai galima buvo grizti prie etapo
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2.3, o jei prie etapo 2.6. mes atéjome nuo etapo 2.12, tai — prie etapo 2.10, kas sutrumpinty ir pagreitinty
algoritmo darba, taciau tam buty reikalinga isiminti papildoma informacija ir vykdyti papildoma jos
analizg, kas kazin ar apsimokeéty, lyginant su ta darbo ar laiko ekonomija, kurig gautume, nevykdydami
etapo 2.2. Todél ir buvo pasirinkta tokia algoritmo realizavimo tvarka, kai po etapo 2.7. einame arba
prie etapo 2.8., arba griztame prie etapo 2.2. ir pakartotinai vykdome stulpelio j analizg.

2.8. Didiname stulpelio j numerj vienetu, o parametro u reik§me pakeiiame vienetu, t.y.
vykdome operacijas: j:=j+1 ir u:=1. Po to pereiname prie etapo 2.9.

2.9. Jei j<a, tai griztame prie etapo 2.2, o jei j>a, tai realizuojame procedira ,,End“,
reiskian¢ia, kad algoritmas baigé savo darba — visi operatoriaus R” lentelés stulpeliai uzpildyti.

2.10. Operatoriaus R" lenteléje surandame struktiiros S iSorinés aplinkos stulpelj, atitinkantj ta
iSorinés aplinkos agregata, kuriam operatoriaus R” lenteléje skirtas nagrinéjamas stulpelis j. Tarkime,
kad ¢ia minimo iSorinés aplinkos agregato identifikatorius yra Ao,. Tuomet operatoriaus R™ lenteléje
surandame langelj (Ao ;u) ir perskaitome jo turini [A ;u], 1) - Po to pereiname prie etapo 2.11.

r(I

2.11. Jei [Ao’r;u]R(H) — kokio nors posistemio S(Vl) i$¢jimo kontakto p adresas (S,, p), t. y. jei
[Ao’r;u]R(H) =S,,p, tai pereiname prie etapo 2.12. Jei operatoriaus R" lentelés langelis (Aqu) —
tuscias, t. y., jei [Ag,; u]R(H) =(J, tai pereiname prie etapo 2.8.

2.12. Pagal etape 2.11 isskirta adresa [Ao’r;u]R(H) =S,,p susirandame operatoriaus R(VI)
lentelés iSorinés aplinkos (0v) stulpelyje eilutés p langeli. Ten randame posistemio S(VI) kokio nors
vidinio agregato A, i§¢jimo kontakto 1 adresa (A;, 1). Ji ir perragome i operatoriaus R” lentelés langeli
(j, v), t. y. ivykdome operacija [j,u]R(I) = A,,l, arba, kitaip tariant: [j, u]R(l) = [(OV);p]R(VI) . Tai galima

uzrasyti dar ir taip: [j, u]R(I) =[[Ag,; u]R(H) ]R(VI) . Po to pereiname prie etapo 2.6.
2.13. Operatoriaus R" lenteléje surandame stulpeli, skirta posistemiui S(VI,), kurio iSorinés
]

aplinkos (Ov;) i8¢jimo kontakto p adresa ((0v;),p) mes perskaitéme operatoriaus R(VI? langelyje
J
(Aj;u). Tame stulpelyje surandame eilutg p ir perskaitome iSskirto langelio (SVj ,p) turinj [S vio p]R(“) -
poveikio, atéjusio i posistemio SSI,) i¢jimo kontakta p i§ jo iSorinés aplinkos, i$¢jimo adresa. Tai gali
]

buti arba visos sistemos iSorinés aplinkos i$¢jimo kontakto adresas, arba kurio nors posistemio sﬁ”
i8¢jimo kontakto 1 adresas. Po langelio (Svj,p) operatoriaus R™ lenteléje turinio perskaitymo

pereiname prie etapo 2.14.
2.14. Jei [SVj ,p]R(H) — visos sistemos iSorinés aplinkos i$¢jimo kontakto adresas, tai mes ta

adresa perraSome | operatoriaus R" lentelés langeli (j, u), t.y. ivykdome operacija
[j;U]R<1> = [SVj ,p]R(“) , 0 po to pereiname prie etapo 2.6. Jei [SVj ,p]R(,I) =S, t. y., jel operatoriaus

R™ langelyje (SVj ,p) mes perskaitéme posistemio sﬁ‘) i8¢jimo kontakto adresa 1, tai pereiname prie
etapo 2.15.
2.15. Operatoriaus Rﬁl) lentelés iSorinés aplinkos (0t) stulpelio eilutés p langelyje, kuri mes

susirandame naudodamiesi etape 2.14. surastu adresu [SVJ sPlgan =Sy.1, perskaitome to langelio turinj —

posistemio SED vidinio agregato i§¢jimo kontakto adresa, o po to visa tai perraome i operatoriaus R
langelj (j,u), t. y. ivykdome operacija [j, u]R(I) = [(Ot),p]R(I). Uzpilde eilinj operatoriaus R® langeli,
t

pereiname prie etapo 2.6.

Turédami bendra kompozicijos algoritmo aprasyma, galime pailiustruoti jo darba,
naudodamiesi tuo konkreiu pavyzdziui, nuo kurio pradéjome operatoriaus R lentelés konkreios
formos sudaryma.

Tarkime, jog mes esame §io algoritmo etape 2.2., pacioje algoritmo darbo pradzioje, kuomet
j=liru=1.

Algoritmo blokas 2.2. nustato, kad agregatas A, — vidinis ir priklauso posistemiui S%I) . Todél
blokas 2.2. kreipiasi i bloka 2.3.
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Blokas 2.3 operatoriaus R}I) stulpelio, skirto agregatui A, eilutéje u=1 perskaito langelio (1,1)
turing [1;1]R<1) =(01),1 ir kreipiasi i bloka 2.4.
1

Blokas 2.4 nustato, jog perskaitytas adresas — vidinio agregato A; i§¢jimo kontakto 3 adresas, ir
kreipiasi | bloka 2.5.

Blokas 2.5 perraSo operatoriaus Rfl) langelio (As, 3) turinj 1, 3 { operatoriaus R® langelj (3,3)
ir kreipiasi | bloka 2.6.

Blokas 2.6 padidina u vienetu, t. y. suranda nauja u reikSme u=3+1=4, ir kreipiasi | bloka 2.7.

Blokas 2.7 peradresuoja i bloka 2.2 (arba i bloka 2.3) ir prasideda naujas ciklas — operatoriaus
R lentelés langelio (3; 4) turinio paieska.

Kadangi operatoriaus Rgl) langelis (A;, 4) — tusCias, tai blokas 2.4 kreipiasi | bloka 2.8. Blokas
2.8 padidina stulpelio numerj j vienetu, t.y. suskaiiuoja naujg jo reikSme j=3+1=4, ir sugraZina
paieskas | pirma eilutg, t. y. ivykdo operacija u:=1. Po to kreipiasi | bloka 2.9. Blokas 2.9, nustatgs, jog
4<6, kreipiasi i bloka 2.2 ir prasideda operatoriaus R” lentelés langelio (4;1) turinio paieska.

Kadangi blokas 2.2 kreipsis | bloka 2.3, o Sis, perskaitgs operatoriaus R(ZI) langelyje (Ay4, 1)

adresa (02), 3, kreipsis i bloka 2.4, kuris, nustatgs, jog tai — posistemio S(zl) iSorinés aplinkos (02)
kontakto adresas, kreipsis i bloka 2.13, tai prasidés ciklas, panasus { operatoriaus R” langeliy (1,1) ir
(1,2) uzpildymo ciklus. taciau jis Siek tiek skirsis, nes blokas 2.14, nustatgs, jog [82’3]R<H) — tai

posistemio R%I) treCiasis i$¢jimo kontaktas, kreipsis i bloka 2.15, o blokas 2.15, perskaitgs operatoriaus

Rfl) iSorinés aplinkos (01) stulpelio tre¢iosios eilutés turini, lygy 1.3, perrasys tai { operatoriaus R”
ketvirtojo stulpelio pirmaja eilute. Po to vél bus kreipiamasi i bloka 2.6 ir prasidés operatoriaus R”
lentelés langelio (4, 2) turinio paieska.

Tarkime, jog turime j=6 ir u=4, t.y., ieSkome operatoriaus R” 3estojo stulpelio ketvirtosios
eilutés turinio ir esame 2.2 etape.

Blokas 2.2 nustatys, jog j=6 atitinka sistemos iSorinés aplinkos Ay, stulpeli. Todé¢l blokas 2.2
kreipsis | bloka 2.10.

Blokas 2.10 operatoriaus R"™ lentelés iSorinés aplinkos 02 stulpelio ketvirtoje eilutéje
perskaitys S,, 2 ir kreipsis | bloka 2.11.

Blokas 2.11, nustatgs, kad S,, 2 — posistemio S(zl) i8é¢jimo kontakto 2 adresas, kreipsis i bloka

2.12.

Blokas 2.12 pagal adresa S,, 2 operatoriaus R(ZI) lentelés iSorinés aplinkos (02) stulpelio
antroje eilutéje perskaitys adresa 4, 2 ir perradys ji i operatoriaus R" lentelés estojo stulpelio (t.y.
iSorinés aplinkos 02 stulpelio) ketvirtaja eilutg. Po to blokas 2.12 kreipsis { bloka 2.6.

Blokas 2.6 ras nauja u reik§me: u:=4+1=5 ir kreipsis i bloka 2.7.

Blokas 2.7, nustatgs, jog 5>4, t. y., jog u>b, kreipsis i bloka 2.8, kuris padidins j reik§mg iki 7 ir
kreipsis i bloka 2.9. Sis, nustates, jog 7>6, t. y., jog j>a, baigs algoritmo darba.

Kompozicijos algoritma galima biity taikyti ir jungiant uzdaras struktiiras, neturin¢ias bendry
elementy, kaip pavyzdziui, 168 pav. Tai bty ,,issigimusi“ kompozicija, kurioje S™ matrica biity ¥,
t.y. ,,nuliné“. Tokiu atveju, gautume paprastos sasajos operacijos rezultata, kurio gavimo algoritmas
matricinéje formoje pavaizduotas 169 ir 170 pav. Kadangi §is algoritmas Zymiai paprastesnis, negu

m
kompozicijos algoritmas ,,nei$sigimusiu“ atveju, tai néra prasmeés struktiiry sasajos operacija US; , kai
i=1

struktiiros S; — uzdaros, vykdyti kaip struktiry S; kompozicija. Ta pati galima pasakyti ir apie atvejus,
kai uzdaros struktiiros S; turi bendry elementy (zitr. 171 pav., kur struktiiry — operandy — matricos
struktiiroje — rezultate — ,,uzsideda“ viena ant kitos) ir kai uzdaros struktiiros S; — multigrafai (zidir. 38
pav.). Struktiiry sasajos algoritmas yra paprastesnis negu struktiry kompozicijos algoritmas ir tuo
atveju, kai sasajos operandai — atviros struktiiros, neturin€ios tiesioginiy tarpusavio rySiy per savo
iSorines aplinkas (zitir. 174 pav.).

1.9.2.21.3. Struktiary grafiné suma
Kaip jau buvo minéta, struktiiry sasajos operacija |J yra viena i§ krastutiniy struktiiry jungimo

operacijos modifikacijy. Jai buidinga tai, kad, jungiant struktiiras, neatsiranda naujy rysiy (o, reiskia, ir
naujos sistemos, kuri kuo nors skirtysi nuo paprastos jungiamy sistemy sumos).
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Kita kraStutiné modifikacija yra operacija, kuria Zymésime Zenklu b ir vadinsime
»struktiiry grafine suma“®. Jai budinga tai, kad, jungiant dvi struktiras S; ir S;, tarp ju atsiranda
maksimalus tarpsisteminiy loginiy rySiy skaiius (t.y. jungimas charakterizuojamas maksimaliu
emerdzentiSkumu). Struktiry grafiné suma gaunama tada, kai kiekvienas struktiiros S; elementas
sujungiamas su kiekvienu struktiiros S; elementu abipusiais loginiais rySiais, kaip tai parodyta 175 pav.
Toki sistemy sujungima vadinsime maksimaliai aktyviu sujungimu. Tai — ryskiai netiesinis procesas.

1 2 3 4 5

1 2 3 1 1 1)1
1 5

4 ! 4 1 1 4 2]1 1]1]1

2 .2 4 1.
EOE = UI— i2[ 1 Usl =3 1 1|1
3 H 3 5 3 1 411|111 1
s[1]1]1]1

175 pav.

Nesunku jrodyti (patikrinkite!), kad K ,bK =K., (mK;)bnK)=K.,, KbC, =W,
P,bP:=K,, SbS =K.

Operacija b komutatyvi ir asociatyvi, todél daugkartinj operacijos b panaudojimg

n
galima uZrasyti kaip n-arine¢ operacija b S;.
i=1

n
Jei struktury S, Sy, ..., Sy, poros neturi bendry elementy, tai struktiry ;S ir b'S; matricos
i=1
gaunamos taip, kaip parodyta 176 pav., kur € — matrica, kurios visi elementai — vienetukai.

@

S,

S

[

S, |®©
IU@gﬁssz; ] s ®

Sy

176 pav.

m n
Nesunku pastebéti, jog struktiry US; ir DS; matricos yra panaSios tuo, kad jose
i=1 i=1
operandy S;, S,, ..., S;, matricos sudaro rezultato S matricoje (jei Zitirétume i ja kaip i ,,matricy
matrica®) lyg ir ,,pagrindine teigiamaja jstrizaine®, o visi likusieji ,,matricy matricos“ langeliai
m n
uzpildomi matricoje U S; nuliais, o matricoje — b S; vienetukais.
i=1 i=1
Strukttiry S, Sy, Ss, ..., S;, aibé, paimta kartu su operacija b taip pat yra pusgrupis, kurj galima
laikyti monoidu.

n
Jei struktliry Sy, Sy, ..., Sy, poros turi bendry elementy, tai struktiros S='S; matrica gaunama
i=1

m
panasiai, kaip ir struktiros US; matrica, t. y., su persidengianéiy langeliy turiniu vykdoma disjunkcija:
=1
Tyy =Ty VI y Ve VI
Skirtumas tik tas, kad ,,matricy matricoje* S likusieji langeliai (t.y. langeliai, nepadengti né
vieno i§ operandy S; matricose) uzpildomi ne nuliais, o vienetukais (zidr. 176 pav.).
Grafiskai sumuojant struktiiras, turinias bendry elementy, gali susidaryti jvairiy ypatingy
situacijy. Viena i$ ju pailiustruosiu konkreéiu pavyzdziu.
I8 177 pav. matyti, kad rySys tarp elementy 2 ir 5 neatsiranda, nors elementas 2 priklausé S; ir
S,, o elementas 5 — S,. Tai paaiskinama tuo, kad atsiranda tik tarpsisteminiai rysiai, o jungiant sistemas
S; US,, elemento 2, priklausan¢io abiem jungiamom sistemoms S; ir S, rySys su elementu 5 bty jau

vidiniu sistemos S, rysiu.

* Kai kurie autoriai (zidir. pavyzdziui, [98]) Zymi $ia operacija Zzenkleliu ,,+*.
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n m
Struktiros bS; vir§uniy skai¢ius p lygus struktiros US; vir§iniy skai¢iui. Pavyzdziui, jei
i=1 i=1

S=S;bS;, tai p=p;+p;-I[p; ﬂpj], kur, kaip jau buvo minéta 1.9.2.21.1. skyrelyje, termas [p; ﬂpj]
reiSkia struktliry S; ir S; bendryju elementy skaiciy.
Struktiiros S = S; O S; lanky skai¢ius £=/¢;+¢;—[¢; ¢ ;]1+2(p; —[p; Np; D(p; —[pi Np;]) - Jei

strukttiros S; ir S; neturi bendry elementy, tai £=/; +¢ it2pip;-

n m

Struktiros S= bS; lanky skai¢iy ¢ gauname, pridéje prie struktiros US; lanky skai¢iaus
i=l i=1

m-1 m

skaiciy 2 Z{(pi —[pi ﬂpj])(pj —[pi ﬂpj])}~

i=] j=i+l

n
Jei struktiiry S,, S, ..., S, poros neturi bendry elementuy, tai struktiros S = b'S; lanky skai¢ius
i=1

m-1 m

m
i=1

i=l j=i+l

Kai struktiiros S; yra skirtingi elementai (kitaip tariant, visos S; yra K;), tai struktiira S = iZblSi
yra pilnas grafas K., turintis p=m vir§iiniy ir ¢ =m(m-1) lanky. Tai sutampa su rezultatu, gaunamu,
naudojantis formule fzifi +2mz_:1 ipipj , nes, istatg | ta formulg ¢; =0 ir p; =p; =1, gauname

i=1 i=1 j=i+1
m m-1 m m-—1+1
14 :ZO+ZZ Zl-l =0+2[(m-D)+(m-2)+..+2+1] =2-——-

i=1 i=1 j=i+l

(m-1)=m(m-1).

1.9.2.21.4. Struktiry jungimo operacijy tarpinés modifikacijos

Tarp krastutiniy struktiiry jungimo operacijos modifikacijy U ir b, rei$kian¢iy maksimaliai
pasyvy ir maksimaliai aktyvy sistemy sujungima, telpa eilé tarpiniy aktyvaus sistemy sujungimo
modifikacijy, kuriy rezultatai gaunami, sujungus ne bitinai visus, o tik kai kuriuos vieno operando
elementus su kai kuriais kito operando elementais. Visos $ios operacijos yra netiesinés, taciau
netiesiSkumas ir emerdZencija ty operacijy atlikimo metu pasireisSkia nevienodai.

Jei jungimas vyksta abipusiais rySiais, tai tokias modifikacijas zymésime zenklu g. Jei

struktiros S; ir S; neturi bendry elementy, tai Zyméjima g atitiks 2Pk o modifikacijy, t.y. toks
zyméjimas bus nevienareik$mis. Neapibréztuma (informacing zZenklo g entropija) galima sumazinti, jei
k
nurodysime atsirandanéiy tarpsisteminiy rysiy skaiciy k, t. y., jei operacija zymésime Zenklu g. Taciau
k
piP2

jungimo operacijos modifikaciju galima gauti, jei jungimui naudojami vienpusiai orientuoti rysiai ir

ir toki Zyméjima atitinka ne vienas, o C skirtingy jungimo operacijos rezultaty. Dar daugiau

Jjungimo operacija Zymimi Zenklu &. Tuomet operacija S; aS; turés 2%PPi g skirtingy modifikacijy

(jei S; ir S; neturi bendry elementy), o operacija S; @S; atitiks Clz‘plp2 skirtingy rezultaty. Todél vien
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k k
Zyméjimy g, g, a, a dar nepakanka, kad biity galima vienareikSmisSkai jvykdyti struktiiry
jungimo operacijg. Reikalinga papildoma informacija, nurodanti, kokie struktiiros S; elementai su

P2
kokiais S; elementais ir kaip yra jungiami. Tokia informacija gali buiti pateikta matricomis p, h ir
Pi
p.h.

Modifikacijoms g pakanka vienos i§ §iy matricy, o modifikacijoms & reikalingos abi matricos.
Pavyzdziui, jei zyméjima P;gK; papildo matrica

il 4 | 5] 6

Pi
1 1 1] o
21 oo
3 1 | o |1

tai operacija g tampa vienareikSme (zidr. 178 pav., kur 178 ,,a“ pav. vaizduoja struktiiry jungimo
operacija grafingje, o 178 ,,b“ pav. — matricinéje formoje).

1 23 4 5§
a) b) 1fofifofaf1]o
1 s . 5 LHE ML Y P BEIE
, U m Ljojrjo 0] ol sTelafof 1]
lu/\gg ﬁ;le]l 1051"1g4111011
g i1 « % 3 poguje gl:ﬁll" s|1fofo 101
élofolafr]1]0

178 pav.

Struktiiry jungimo operacijas g ir &, kai kartu su operandais S; ir S; duodamos ir jungimo metu
e S _
atsirandanciy tarpsisteminiy rySiy matricos, Zymesime S; BS; ir &l , kur Zym¢jimai ® reiskia
tarpsisteminiy rySiy matricas. Vienetuky ir nuliy iSsidéstymas tose matricose ir nurodo, tarp kokiy
struktliros S; ir struktiros S; elementy atsiranda tarpsisteminiai rySiai. Sitokiu blidu uzduoty jungimo
operacijy rezultatai yra vienareik§miSkai apibrézti, ir jy rezultaty matricos gaunamos taip, kaip parodyta
178 ir 179 pav.

. . + +|+ +
| s, S, it| S [i
Si S] £+Si+sls.] & U Jz {1- 1+-|-.i+
O S
Sii| | Sia| [FSief| S - + 4|
+ + * * j S
i
1 2 3 4 5 61
1 1[1]1
Qe 5 6 7 2 1
2 3 6 1 A RER! 5 1 3 1 1 1
[
09 ol ! Cys [ [r]=+[ 1
3 1 1
1] 5 1 1
1 4 5 7 41 6 1 1 1
1 5 1 1 5 I E I
2 s[ 1 2 6] {1
HEE 1A 31 TLL
4 1 1 2 3 4 4 1 1234
56 7 56 7

179 pav.

178 ir 179 pav. parodytas struktiiry jungimo operacijy ir juy realizavimo matricinéje
formoje biidas yra patogus, aprasant ir vykdant matricinéje formoje struktiiry dekompozicija ir
kompozicija.

Tarkime, turime struktiira S, kurios matrica pavaizduota 180 pav. Tarkime, kad struktira S
reikia dekomponuoti i du posistemius S, ir S, taip, kad i posistemi S; patekty elementai 1, 2, 4 ir 6, 0 i
posistemi S, — elementai 3, 5 ir 7. Sudarome struktiiros S matricoje struktiiry S; ir S, kvadratines
matricas. Tuo tikslu sukei¢iame matricoje S elementus 3 ir 6 vietomis, t.y. sukei¢iame atitinkamus
matricos S stulpelius ir eilutes, kaip tai buvo apraSyta 1.9.2.1. skyrelyje, ir po to gautojoje matricoje
iSskiriame matricas S, ir S,, o taip pat matricas S, ir S, (Zidir. 180 pav.).
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180 pav.

Gautasias 4 matricas sujungg sasajos operacija ,,a", gautume prading matrica S.

Struktiiry dekompozicija ir kompozicija matricingje formoje vaizduoja taip pat 178 bei 179
pav., kur { izomorfiskus struktiiry pertvarkymus galima zitiréti kaip i procesus, vykstancius ne tik i$
kairés i deSing, bet ir desinés i kaire (taip pat, kaip ir 180 pav.).

Jungimo operacijos g ir & gali biiti taikomos ir struktiroms, turin¢ioms bendry elementy.
Tuomet matricos S;, S,, Si, ir Sy ,,uzsideda™ viena ant kitos ir tarp ,,uzsidedanciy“ vienas ant kito
langeliy turiniy vyksta disjunkcijos operacija (2iﬁrl. 1%231 lgav.).

4

5
1 2 3 4 3 4 5 6 1 1 1jo|o /“T‘\
2 é
1 1 1 3 1f1]] 22 1 0j1
211 1 U41 1 3|1]1 111g
311 5 1 1_41 1 1
111 1 il1 1 51110 1 1] 1 5
[ 1 1
s11]0 1[oT0 gjo
a|0]0 a1
12 5 6
181 pav.

Jungimo operacijas galima apibendrinti ir multigrafy atvejui, apibendrinant disjunkcijos

operacijq rs,u,v :rsiu,v Vv rs_]v,u,v :Inax(rsi,u,v;rsj ,u,v) .

Dar daugiau jungimo modifikacijy gausime, jei tarsime, jog struktiiry jungimo procese gali
atsirasti ne tik tarpsisteminiai rySiai, bet ir nauji vidiniai rySiai tarp jungimo operacijos operandy
elementy. Tokiy operacijy (t. y. ju modifikacijy) Zyméjimui galima naudoti Zenklus §, k, I, r, m, n,
O, P, ¥ g, I, S. Siy Zenkly — ideogramy — prasmé aiski i$ ju uzraS§ymo biido. PavyzdZziui, operacijos

S; S S; rezultatas bus struktira Kpi+Pj—[piﬂpj] .

Jei tarsime, kad struktiiry jungimo procese gali atsirasti ne tik loginiai (abipusiai ar vienpusiai),
bet ir ,,multigrafiniai® rysiai, tai jungimo operacijos modifikacijy dar padaugés ir Zyméjimams €, U, Vv,
w, X, V¥, L Z, 6,1, 4, 5 reikés dar daugiau papildomos informacijos, kad jie tapty apibréztais
(vienareik$miais).

Matriciniu sistemy jungimo (jungimosi) operacijy apraSymo biidu patogu naudotis,
konstruojant kompiuteriu sudétingas programy sistemas i jau turimy tipiniy moduliy. Panasaus
metodo panaudojima galima pastebéti ir gyvojoje gamtoje. PavyzdZiui, organizmo lastelés ir juy
junginiai konstruojami pagal uZkoduotas matricas. Pazeidus tas matricas bei sutrikus informacijos
»huskaitymo* nuo ty matricy procesams, gauname nukrypimus nuo ,,normos“, tame tarpe ir tai, ka
vadina ,,iSsigimimu*.

1.9.2.22. Struktiry aritmetinés sudéties operacija

Si operacija Zymima Zenklu ,,+%. Kai struktiira Sy yra struktiry S; ir S; aritmetiné suma,
tai uZraSoma Sy =8§; +8;.
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Struktliry aritmetinés sudéties operacija siauraja prasme gali biiti taikoma tik tokiom
struktliroms S; ir S;, kurios turi tuos pacius elementus ir gali skirtis tik rySiais. Sudedant struktiiras S;

ir S;, aritmetiSkai sudedamas jy matricy atitinkamy langeliy turinys, t.y. ry, , =1, + 1}, -

Struktiiry aritmetinés sudéties operacijos taikymo sriti galima biity iSplésti, jei priimtume
susitarima, kad bet kuriai struktiirai mintinai galima pridéti nesamus fiktyvius elementus, ,,suristus® su
esamais struktiiroje elementais ,,nuliniais* rysiais. Pridedant struktiirai tokj fiktyvy elementa, jos matrica
fiktyviai pasipildo ,,nuline” (t. y. uZpildyta nuliais) eilute ir ,,nuliniu® stulpeliu. Sios eilutés ir stulpelio
struktiiros matricoje galima ir nevaizduoti, o tik mintyse jsivaizduoti. Naudojantis tokia fiktyvaus
struktliros iSplétimo procediira, galima manyti, kad bet kokios struktiiros S; ir S; turi tuos pacius
elementus (tik kai kurie i§ ju fiktyvis) ir taikyti tokioms struktGroms struktiiry aritmetinés sudéties
operacija. Atsizvelgiant | pasakyta pastaba, struktiiry aritmetinés sudéties operacija pla¢iaja prasme
galima priskirti bendruyjy operaciju klasei, nes Sios operacijos operandais gali buti kaip loginés, taip ir
aritmetinés matricos, t. y. paprasti grafai, orgrafai, multigrafai, pseudografai.

Operacija S; +S; =S; analogiSka operacijai S; Us i =S ir skiriasi nuo pastarosios tik tuo,

kad struktiiroje S; USj, nustatant rySio tarp elementy u ir v reikSme¢ r,,,, naudojama disjunkcija

Tsuv=TiuvVTjuy, O Nustatant to rySio reikSme ry,, struktiroje S;+S;, naudojama aritmetiné sudétis

I'Z,u,v:I‘i,u,v—~_I'J',u,v~
Kai struktiiros S; ir S; neturi bendry nefiktyviy elementy, tai S; +S i = S; US i taciau kai Sios

strukttiros turi bendry nefiktyviy elementy, tai operaciju S; US j Ir S; +8; rezultatai jau skiriasi.
Operacijos Si+S; ir jos rezultato pavyzdys parodytas 182 pav.
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182 pav.

Operacija S; U S; vartojama, kai, jungiant sistemas, vienodi rysiai tarp jy elementy gali

ir turi buti sutapatinami, o operacija S;+S; — tada, kada kiekvienas i§ rysiy laikomas skirtingu ir,
jungiant sistemas, jie sudedami.
Operacija S;+S; komutatyvi ir asociatyvi, todél daugkartinj jos panaudojimg galima

m

laikyti m-arine operacija ZSi , kur m=1, 2, 3, 4, 5, ... Si operacija kartu su savo operandais —
i=1

struktiiromis S; — sudaro algebring struktiira, kurig galima laikyti monoidu.

m
Jei operacijoje ZSi visi démenys S; vienodi ir lyglis S, tai jos rezultata sutrumpintai
i=1
zymésime mOS. Tai reiskia, kad galima ivesti struktiiros S matricos daugybos i teigiamo sveiko
skaiciaus m operacija mOS, kuri susiveda i struktiiros S matricos kiekvieno langelio turinio (t.y.
skaiCiaus r,,) dauginima i$ skaiCiaus m.
Reikia skirti zyméjimus mS (zitr. 1.9.2.21.1. skyreli) ir mOS. Pirmasis rei$kia m izomorfisky

m
struktliry S; sasaja m S = USi , 0 antrasis — m tapaciai vienody (sutampanciy ne tik savo rysiais, t.y.

i=1

m

izomorfisky, bet ir savo elementais) struktiiry S;=S aritmeting suma mO S = ZSi , kurios matrica yra
i=1

struktiiros S matrica, padauginta i§ skaiciaus m.

Kadangi ir viena rySi, jungianti du elementus ar viena elementa su savimi, galima interpretuoti
kaip atskira savarankiSka struktlira, t.y. kaip matrica, kurioje visi langeliai iSskyrus viena, yra
Hhuliniai, tai struktiiry sudéties operacija galima taikyti ir tais atvejais, kai kokioje nors matricoje S
reikia pakeisti tik vieno langelio ar eilutés bei stulpelio turinj. Kitaip tariant, galima jvesti struktiiros S

ir ,,skaifiaus“ a sudéties operacija, kur ,skaiCius“ a reiSkia struktiira, kurios matricos langelyje
u—u

(u,u) iraSytas skaicius ,,a“, t.y. r,,=a, o visuose kituose langeliuose — nuliai. Tokiu blidu gauname

operacija S+ a , kurios rezultatas — struktira, besiskirianti nuo struktiiros tik tuo, kad rySio r,,
u—u

reikSmé padid¢jo skaic¢iumi a.
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Analogiskai gauname operacija S+ a , kuri reiskia, kad prie matricos S langelio (u, v) turinio
u—->v

pridedamas skaicius a.

Susitarg, kad Zyméjimas a reiSkia struktiira, kurios matricoje r,,=a ir r,,=a, o visi kiti
u<>v

langeliai — ,,nuliniai®, galime ivesti operacija S+ a , padidinancia langeliy (u, v) ir (v, u) turini
uev
skai¢iumi a.

Pazyméje zenklu a  struktiira, kurios matricos u-toje eilutéje visi elementai lygis a, o visi
u—>vv

kiti matricos elementai ,nuliniai®, galime ivesti operacija S+ a , reiSkiancia, kad skaiCius a
u—>vv

pridedamas prie struktiiros S matricos u-tosios eilutés elementy.

AnalogiSkai gauname operacija S+ a , reiSkiancia, kad skaiCius a pridedamas prie visy
Yu—v

stulpelio v elementy.

Operacija S+ a reiSkia, kad skaiCius a pridedamas prie visy struktiiros S matricos
Yu—->Vv

elementy.

Galima sudaryti ir daugiau struktiiros S sudéties su ,,skai¢iumi*“ a operacijos modifikacijy.

Pavyzdziui, S+ a reiskia, kad prie visy struktiros S matricos teigiamos jstrizainés elementy
Yu(u—u)

turinio pridedama po skaiciy a.

Struktiiros S sudéties su ,,skai¢iumi“ a operacija galima taikyti, ne tik norint padidinti,
bet ir sumazinti kai kuriy ar net visy matricos S langeliy turinj, pavyzdZziui, norint panaikinti
struktiiroje S kai kuriuos rySius. Tam uZtenka, kad skaiius a galéty biiti ne tik teigiamas, bet ir
neigiamas.

Auksciau i$vardinty operacijy pavyzdziai parodyti 183 pav.

1

123 123 2 2
11011 1A } ~
2[1fo[1] + (-1 = 2[1Tofo]: +(212—
aalilo -
253 salilo \ \
2) 12314 A o .
1A 13
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4[1 1 1«3 |1 1 13 143
[ o
H 123 1 1
1[0]Z]0 1[0[Z]D o :
21nu+2§2322:(l +2—2
3fol1]o 24y 3lof1]o ¢ 2=y
2 3
4 ) »
123 123
10311 1A
2[of2]3 ('2)52093, +(-2)§ :
JL113fo Yu-=2 sili]o Yu=2
1 3 1 3
2
ST 123 A 2
1A 1[0]0]0 1 .
2l ('l)ﬁzuuu, +(1)=
k1RERNA Yu=svy jlojojo ; , Yu=vy
T 3
183 pav.

1.9.2.23. Struktiry atimties operacija
Si operacija Zymima Zenklu Si—S; ir yra atvirkStiné struktiiry sudéties operacijai siauraja

prasme, nes jei S=S;+S;, tai S;=S-S; ir S;=S-S;. Jei norime, kad struktiiry atimties operacija priklausyty
bendryjy operacijy klasei, t. y. blity visada apibrézta ir realizuojama, reikia susitarti, kad gali egzistuoti
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fiktyviis elementai ir kad rySiai tarp elementy gali turéti ne tik teigiamas, bet ir neigiamas reikSmes (o
taip pat ir nulines reikSmes, kas reiSkia, kad tarp Siu elementy jokio rySio néra). RySiy matricose
neigiamus rysius Zymésime neigiamais skaiciais, o grafuose — punktyru (zitr. 184 pav.).

Struktiiry atimties operacija yra nekomutatyvi ir neasociatyvi binariné operacija.

3 3 4
- 5 :
1 4 2
\ ~ P
\\ i i
Sy
~L =
12345 23456 123456
1[0[3]0]Z[0 2 [MTZ[HI0 ;g:“zgl']]
2l2laofn 3[ooo]ofo = 0“'12““
sfofafo[ifo] — 4O [0[1[1 53110001
Ao o1 s (oo A -
s[1[o[7 o]0 glofol1]1]0 N (ANl N
6lofo]o]1]-1]o
184 pav.

Panasiai, kaip jau buvo minéta, aprasant struktiiry sudéties operacija, analogiskai galima jvesti

skaiCiaus a atimtj i§ struktiros matricos langelio, eilutés, stulpelio ir visos matricos: S— a , S— a ,
u—v uev

S—a ,S- a ,S- a

u—->Vvv Yu—v Yu—->Vv '

Struktiiry atimties operacija vartojama, norint eliminuoti (anuliuoti) kai kuriuos
tarpelementinius rySius struktiiroje, o taip pat nustatant tuos rySius, kuriais dvi struktiiros
skiriasi viena nuo Kkitos, bei nustatant rySius, kuriy nagrinéjamai strukturai triksta arba kurie
yra nereikalingi (,,pertekliniai rysiai*).

1.9.2.24. Struktdry sankirtos operacija

Si operacija yra binariné ir Zymima Zenklu S; NS j - Jos rezultatas — struktiira, susidedanti iS ty

elementy ir rySiy, kurie yra bendri struktiiroms S; ir S; — sankirtos operacijos operandams (zitr. 185

pav.).
3 3 5 5 5
n/\g/\;/\n/\g;/\n/\ﬂ
2 12 1 2 13 2 2 (2 14 )

185 pav.

Struktiros S=S; NS ; grafo virSuniy skai¢ius p ir jo briauny bei lanky skaiciai q ir / priklauso

nuo to, kokia operandy S; ir S; dalis yra bendra, ir visuomet tenkina salygas: O<p<min(p;p;),
0<q<min(q;,q;), 0< ¢ <min( £ ;, £ ;). Jei struktiiros S; ir S; neturi bendry elementy, tai S; NS j =, kur J

— ,,tud¢ia strukttira®, neturinti né vieno elemento, t. y. [p;Np il=p=0.

Struktiry sankirtos operacija gali bati taikoma visoms struktiroms (paprastiems
neorientuotiems grafams, orgrafams, multigrafams ir pseudografams), todél ja galima priskirti bendryju
binariniy operacijy klasei. Tiesa, jos Zyméjimas operanduose turi tenkinti viena salyga: vienas ir tas pats
elementas ar rySys, sutinkamas abiejuose operanduose turi buti pazymétas vienodai, o skirtingi
elementai ir rySiai privalo biiti Zymimi skirtingai. Sio reikalavimo tenkinimas uZtikrina, jog bus i§vengta
kolizijy, t. y., skirtingy elementu bei ry$iy sutapatinimo ir elemento bei rysio ,,dvejinimo*.

Sankirtos operacija tenkina komutatyvumo ir asociatyvumo reikalavimus, todél galima

m
sukonstruoti ir m-aring sankirtos operacija () S;, leidZiancig rasti bendraja visy struktary S;, S,, ...,
i=1

Sm dalji — struktira N'S; .
i=1
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Sankirtos operacija vartojama, nustatant ,persidengimus®, kurie gali atsirasti,
dekomponuojant sudétinga sistema i posistemius (zitir. dekompozicijos operacija), o taip pat ieSkant
kelioms struktiiroms bendry elementy bei rySiy.

m
Nors sankirtos operacijos rezultatas (1S; gali turéti maziau elementy, negu jy turi operandai
i-1
(net gali neturéti né vieno elemento, t.y. biiti ,tuSCia struktira®), taCiau Si operacija vis délto

nepriskiriama generuojanciy operacijy klasei, Tai, greiCiau, i$sigimusi paprastoji struktiiry algebros
operacija.

1.9.2.25. Struktdry paprastos konjunkcijos operacija.
Struktiiry paprastos disjunkcijos operacija

Struktiiry paprastos konjunkcijos operacija gimininga struktiiry sankirtos operacijai ir Zymima
SiAS;. Operacija SiAS;. skiriasi nuo operacijos S; (1S; tik tuo, kad operacija S;AS;. néra iSsigimusi,
t.y. jos rezultatas turi tiek pat elementy, kiek ju yra abiejose struktarose S; ir S;, t. y. paprastos
struktiiry konjunkcijos operacija operuoja tik su rysiais, palikdama elementus savo vietose, o struktiiry
sankirtos operacija operuoja ir su rySiais ir su elementais. Jei sankirtos operacijoje S; (1S; rezultato
elementy skaicius p=[p;(p;], tai konjunkcijos SiAS; rezultato elementy skaicius p=pi+p;—[p; Np;]. Jei

ry$j tarp elementy u ir v struktliroje S; paZyméti 1;,,, tai struktiiry konjunkcijos S,=S;AS; rezultata
galima aprayti formule: 1, , =iy vAlju v =MIN(Ti v, T uy)- Operacijos SiAS; pavyzdziai parodyti 186 pav.

12345 12345
1 ] 111 125 1 1 1
5 /\D 20 Il 1[I 21 1
/\ 3[ 1 11/\21 1] = 3 :
41 |if n s[11 4
s[1]11[1 51111
1
; 5 12345
7 1258 235 1
/\ R I 2 1 2 1
= oz 1/\31 E ,
51111 s 11 4
5 5
2 3 12345

IR
[ R4,

. 125
N\ 2[ili
5 21111
5111 5

186 pav.

F- )
[y Y I Y
- |
IR
Ll T

Struktiry konjunkcijos operacija SiAS; komutatyvi ir asociatyvi, todél galima
m
sukonstruoti ir m-aring struktiiry paprastos konjunkcijos operacija A S;.
i=1

Jei konjunkcija rj, AT,y interpretuotume kaip min(riyy, Ijuy), tai struktiiry paprastos
konjunkcijos operacijg galima biity taikyti ir multigrafams (zitir. 187 pav.).

3
> ] 12345 ER
1234 : 3
N EIE 235
EE I
2[0[3[0]0 o 1A Nt B 5 2 1 x5 15 o .
3[2[o[4] & =
3[z[4[0]Z gLy p 1
L ]
MANADL 1 6
h
| 3

187 pav.

Panasiai, kaip buvo jvesta struktiiry paprastos konjunkcijos operacija S;AS;, galima buvo jvesti
ir paprastos disjunkcijos operacija S;vS;. TaCiau §i operacija sutampa su jau anks¢iau jvesta
struktiiry jungimo operacijos modifikacija — struktiiry sgsajos operacija, t.y. S;vS;=S; US i

Todél néra prasmés aprasinéti Sig operacija dar karta.
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1.9.2.26. Struktiry paprastos aritmetinés daugybos operacija

Si operacija Zymima S;-S; ir vykdoma panasiai, kaip operacija SiAS;, tik su tuo skirtumu, kad
operacijoje S,=SiAS; rySiai apskai¢iuojami pagal formulg 1, ,v=T;yvAlju=Min(Tiyy, Tjuy), O Operacijoje
S,=Si-S; — pagal formulg 1, =TiuvTjuyv, KUI Iy Tjuy — aritmetiné skaiciy ri,, ir rj,, sandauga (Ziiir.
188 pav).

2 3 3 4
- E ;

1 4 2 5
1234 23458 1234%
1o]2]1]1 2loj1]o}1 ;gg?gg
211]1]11]0 .32I]2I]z304020
3(12jop1 11111 - oloTol1[0

NEOOE s [1[o[1]o 4
glojojojo]o
188 pav.

Kadangi paprasty grafu, orgrafy ir pseudografy atveju galioja formulé rj, yALj =Ty Tjuy, tai i
neapibendrinta struktiiry konjunkcijos operacija galima Ziuréti kaip | struktiry aritmetinés
daugybos operacija ir neskirti jy viena nuo Kitos. Sios operacijos skirtysi tik multigrafy atveju,
kur 1ALy, =min(ti,y, 5uy) gali biiti nelygu ri,,j... Taiau jei pasinaudotume ,tikimybine*
konjunkcijos interpretacija r;, Arj, =T, Ty ir taikytume ta interpretacija multigrafams, tai
operacijos S;AS; ir S;-S; tapty visiSkai vienodos ir vietoj dviejy operacijy pakakty vienos.

Operacija S;-S; komutatyvi ir asociatyvi, todé¢l galima jvesti m-aring¢ paprastos aritmetinés

m
struktiiry daugybos operacija [ [S; =S;-S; -v.'S; Sy g Sy -
i=1
Jei m-arinéje aritmetinés struktiiry daugybos operacijoje visi operandai S; lygls S, tai tos
operacijos rezultata vadinsime struktiiros S m-tuoju aritmetiniu laipsniu.
Galima buvo jvesti ir atvirksting struktiiry paprastos daugybos operacijai struktiiry paprastos

(»»aritmetinés) dalybos operacija S; = S—‘, Kur rq,v=TiuviTjuy, J€1 Tju#20. 18 Sio apibréZimo aisku, jog,
i
jei Sy ES—I, tai S4-S;=S;. Todél paprastos dalybos operacija gali biiti suvesta | struktiiry paprastos
i

daugybos operacija, struktlira S; su jos matricos elementais r;,, dauginant i§ struktiros Sy, kurios

. ey _ |
elementai 1y, gauti i§ struktiiros S; elementy: r, , , =——, jei tik 1j,,,#0.
uy =

Lu,v
. S; .S . C e
Tokiu budu S, ;S—lzsi-SX, t. y., operacija S—l galima pakeisti jau jvesta struktiiry paprastos
i i

daugybos operacija. Todél mes operacijos S—l , kaip naujos operacijos, ¢ia neijvedinésime, tuo labiau,
j
kad tokia operacija ne visuomet galima (ne visuomet apibrézta). Uztenka, pavyzdziui, jog nors viename
struktiiros S; (daliklio) matricos langelyje bty O (t.y., jog nors viena r;,, reik§mé biity lygi 0), kad
struktiiros S; dalyba i§ struktiiros S; buity negalima.
Struktiiry aritmetinés sudéties apraSyme mes jvedéme zyméjima O, reiskianti skai¢iaus m ir

m

struktiiros S matricos sandauga, ekvivalencig operacijos ZSi rezultatui, kai visi operandai S; vienodi ir
i=I

lyglis S. Dabar struktira mOS mes galime gauti ir naudodamiesi struktiiry aritmetinés daugybos

operacija: mOS= m -S,kur m yramatrica, turinti tiek pat langeliy, kiek ir struktiiros S matrica,
Yueo Vv Yueo Vv

ir budinga tuo, kad kiekvieno jos langelio turinys lygus m.
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1.9.2.27. Struktidry matricinés daugybos operacija

Si operacija Zymima S,=8;ixS; ir atitinka struktliry S; ir S; matricy sandauga, pagal formulg

n
Louy :Zri,u,t Tty -
t=1

Struktiiry matricinés daugybos operandais gali buti paprasti grafai, orgrafai, multigrafai ir
pseudografai. Svarbu tik, kad elementy skaicius abiejuose operanduose biity vienodas. Jei operandai S; ir
S; turi tuos pacius elementus, tai ir struktira S,=S;xS; gali turéti tokius elementus, kuriuos galima biity
laikyti tais paciais, tafiau rySiai tarp elementy buty jau kiti. Jie apskai¢iuojami naudojantis jau minétaja

n
formule erijujt ‘T - Jei operandy S; ir S; elementai skirtingi, tai struktiros S,=S;xS; elementy
t=1

skai¢ius nors ir lygus kiekvieno i§ operandy elementy skaiCiui, taciau patys struktiiros S, elementai yra
generuojami kaip nauji ir nesutampa né su vieno operando elementais.

Struktiiry matricinés daugybos pavyzdys, kai operandai turi tuos pacius elementus, parodytas
189 pav.

Operacija S;xS; néra komutatyvi, nes sandauga S;xS; ne visada lygi sandaugai S;xS;.

Nesunku pastebéti, kad mOS= m -S= m xS. Tai reiskia, kad struktiiros S matricos ir
Yue Vv Yu(u—u)
skai¢iaus m sandauga galima interpretuoti ne tik kaip aritmeting, bet ir kaip matricing struktiiry
sandauga.

Pasinaudodami struktiiry matricinés daugybos operacija, galime ivesti struktiiros matricinio
laipsnio savoka. Struktiira SxS zymésime S7, struktiira S*xS zymésime S’ ir, apskritai, $™xS, kur m=0,
1, 2, 3, 4,..., Zymésime sm Atsizvelgdami i tai, kad S'xs, galime apibrézti ir ,,nulinj struktiiros S

laipsnj S’ kaip struktiirg E, turin¢ia ,,vieneting matrica“: S~E= 1 .
Yu(u—u)
Nesunku jsitikinti, kad SxE=ExS=S, t. y. tenkinama lygybé S’xS=S"*".
Struktiiry laipsniams galioja ir lygybé S"xS"=S™"™.
(Irodykite $ia struktiiry laipsnio savybg).

2 2
X H
1
123 123
1[o[a]Z 120
2[2]o]1] x 2[2]o]7
sl 3[ooq
189 pav.
Galima jvesti ir struktiiros neigiamo laipsnio savoka: S' — tai tokia struktira, kad

S 'xS=S"~E, 0 S% — tai tokia struktiira, kad S?xS=S ' ir t. t.
Struktiira S vadinsime atvirk§tine struktiros S atZvilgiu. Jos suradimo pavyzdys
parodytas 190 pav., kur rysiu r,, reikSmés isreikstos skaiciais prie atitinkanciy lanky.

2 3 12

" ; 7 §'= 1B = -2 2
S=25BE, _2‘52_-.'_5..-@

1 12 12 12 : ;
SXS£123X13-34110£Eg® @
2|58 2|sl2] = 2zfo|1| T -
190 pav.

Struktiiros S™' matrica yra atvirkiting struktiiros S matricai.
Jei struktiira S priklauso orientuoty Sakniniy ,,medziy“ T,(IO) tipui arba yra tokiy orientuoty

medziy* ,,miskas (zir. 191 pav.), t. y. jei jos grafas neturi cikly, tai visuomet, S"=S""'=§""?~  ~ F,
kur F reiSkia struktiira i§ n vienas su kitu nesuri$ty elementy.

725



1
» 123456 Leaeioly
3 TR EE 12 o[z 0]
2 3 2 64
@ o3 5[4 Szga
S=TB=5 4—4 ’ =1
5 5 .
E B
4 6
123456 1
; 2 3
3 1 6. oF .. B, - U *
Séi §S§§§S=S=S=...=@=
5 - - -
6 i 5 B

191 pav.

Kaip matyti i§ 191 pav. orientuoto ,,medZio* Tr(o) ir tokiy ,,medziy“ ,,misko“ tipo
struktiiros S matricinis laipsnis gali tapti lygus T, ne tik kai k>n, bet kartais ir tada, kai k<n.

Sita orientuoto ,;medzio* tipo struktiry S savybe nesunku paaiskinti, naudojantis
interpretacijy metodu.

Orientuoto ,medZio“ tipo struktiira galime interpretuoti kaip sudétingo gaminio
struktiira. Tarkim, kad sudétingas gaminys ,,a (zidir. 192 pav.) susideda i§ dvieju mazgy ,,b", triju
mazgy ,,c* ir dvieju mazgy ,,d“. Sie mazgai savo ruoztu susideda i antrojo lygio mazgy: mazgas ,,b*
susideda i§ 5 mazguy ,,e“ ir 2 mazgy ,,f, mazgas ,,c — i§ 6 mazgy ,,f*°, 4 mazgy ,,i ir 2 mazgy ,,g";
mazgas ,,d“ — i§ 5 mazgy ,,g* ir 3 mazgy ,,h*. Antrojo lygio mazgai susideda i$ treciojo lygio mazgy ,,i*
ir detaliy ,,j*, ,.k* ir ,, £ “: mazgas ,,e” — i§ 3 detaliy ,,;*; mazgas ,,f — i§ 2 detaliy ,,j* ir 3 treciojo lygio
mazgy ,,i“; mazgas ,,g* — i§ 4 treiojo lygio mazgy ,,i, 4 detaliy ,,k* ir 2 detaliy ,, ¢ *“; mazgas ,,h“ —i§ 3
detaliy ,, £ “. Mazgas ,,i“, kuris priklauso ir antrojo, ir tre¢iojo lygio mazgy aibéms, susideda i§ 5 detaliy
,»k* (zidr. 192 pav., kur pavaizduoti orientuoti ,,medZziai* S,, Sy, Sc, S, Se, St, Sy, Sk, Si).

Mazgo ,,i* priklausomybé dviems mazgy lygiams salygojama tuo, kad mazgai ,,i*, biidami
sudaryti i§ detaliy ,,k*, tiesiogiai ieina i antrojo lygio mazgy ,f* ir ,,g* sudéti, o taip pat { pirmojo lygio
mazgo ,,c“ sudéti. Jei gaminio ,,a“ struktiirg aprasinéti ne ,,nuo virSaus®, o ,,nuo apacios*, tai pirmajam
(Zemutiniam) lygiui priklausyty detalés ,,j, ,k* ir ,, £ “, antrajam — mazgai ,,e“, ,,i“ ir ,,h“, tre¢iajam —
mazgai ,,f* ir ,,g*, ketvirtajam — mazgai ,,b", ,,c“ ir ,,d“, penktajam — gaminys ,,a*.

Sujunge struktliras S,, Sy, S, Sa» Se» S, S Sh ir S; struktiiry sasajos operacija U, gausime
sudétingo gaminio ,,a" struktira S=S, US, US, US, US, US; US, US; US;.

Si orientuoty ,;medziy”“ sasaja sudaro tokiy ,,medziy”“ ,misSka“ (zitr. 193 pav.), kuriame kai
kuriy ,,medziy‘ kai kurios vir§iinés gali ir persidengti (sutapti).

abcdefdhiijke

a
b2
c|3
dfz
e h
~f] 12|86
=g Z[5
h 3
i 4 3[4
i 3[2
k 1] |s
r 2[3
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Struktiiros S matricos stulpeliai rodo kiekvieno objekto tiesioging sudéti, t.y., kiek ir kokiy
zemesnio lygio detaliy ar mazgy i $i objekta tiesiogiai jeina. Matricos eilutés rodo i kokius aukstesnio
lygio objektus ir kokiais kiekiais tiesiogiai jeina atitinkantis Sia eilut¢ objektas. PavyzdZiui r,4=5,
reiskia, kad { mazga ,,d* jeina 5 Zemesnio lygio mazgai ,,g".

Jei struktiira S pakeltume antruoju laipsniu, tai gautume struktiira S*, kurioje rysiai Iy rodys,
kiek tipo ,,u* objekty jeina i objekta ,,v* ne tiesiogiai, o ,,per du zingsnius®, t. y. per vieng i§ tarpiniy
mazguy.

Pavyzdziui, i§ struktiiros S* matricos, pavaizduotos 58 lenteléje, matyti, kad i sudétinga gaminj
»a leina Sie antrojo lygio mazgai: 2x5=10 mazgy ,e“ (per tarpini pirmojo lygio mazga ,,b");
(2x2)+(3x6)=22 mazgai ,,f (per tarpinius mazgus ,,b*“ ir ,,c*); (3x2)+(2x5)=16 mazgy ,,g* (per tarpinius
mazgus ,,c* ir ,,d*); 2x3=6 mazgai ,.h“ (per tarpini mazga ,,d*); 3x4=12 mazgy ,,i* (per tarpini mazga
»C). Savo ruoztu pirmo lygio mazgas ,,b* susideda is: (5x3)+(2x2)=19 detaliy ,,j* (per tarpinius antrojo
lygio mazgus ,,e” ir ,,f) ir 2x3=6 treciojo lygio mazgy ,,i* (per tarpini mazga ,,f'*). Mazgas ,,c susideda:
i§ 6x2=12 detaliy ,,j (per tarpinj mazga ,,f'), i§ (6x3)+(4x2)=26 treciojo lygio mazgy ,,i (per tarpinius
mazgus ,,f* ir ,,g“); 1§ (4x5)+(2x4)=28 detaliy ,,k* (per tarpinius mazgus ,,c* ir ,,g“), i§ 2x2=4 detaliy
» 0 (per tarpini mazga ,,g*). Mazgas ,,d* susideda: i§ 4x5=20 mazgy ,,i* (per tarpini mazgg ,,g"), i$
5x4=20 detaliy ,,k* (per tarpinj mazga ,,g*) ir i§ (5x2)+(3x3)=19 detaliy ,, £ *“ (per tarpinius mazgus ,,g"
ir ,,h*). Mazgas ,,f* susideda i§ 3x5=15 detaliy ,k* (per tarpini mazga ,,i). Mazgas ,,g* susideda i$
4x5=20 detaliy ,.k* (per tarpini mazga ,,i).

Struktiiroje s? (zitr. 59-aja lentelg) rysiu r, , reik§més rodo, kiek ,,u“ tipo objekty jeina i objekta
V' per ,tris zingsnius®, t. y. per du tarpinius mazgus. Jei kokio nors objekto ,,v* sudedamosios dalys
priklauso tik dviem lygiams, t. y. jei objektas ,,v* neturi treciojo lygio sudedamuyjy daliy, tai atitinkantis
ta objekta matricos S” stulpelis bus ,,nulinis* (tu&ias).

Pavyzdziui, jei matricoje S buvo tusti tik detaliy ,,j*, ,,k* ir ,, £ “ stulpeliai, o matricoje S? — dar
ir mazgy ,,e“, ,,h* ir ,,i stulpeliai, tai matricoje S tust ir mazgy ,f ir ,,g“ stulpeliai. Mazgo ,,d*
stulpelis ne tuséias, nes | mazga ,,d* jeina 5x4x5=100 detaliy ,k* (per tarpinius mazgus ,,g* ir ,,i“).
Zinoma, { mazga ,,d* jeina dar 5x4=20 detaliy ,,i“ (per tarpini mazga ,,g*), tatiau tai ,,dviejy Zingsniy“
rySys, fiksuojamas matricoje S?, todél, norint suzinoti, kiek i§ viso detaliy ,,k* jeina { mazgo ,,d* sudéti,
reikéty sudéti matricy S*ir §° langeliy (k, d) turinius 4. Netusti taip pat matricos s? stulpeliai ,,c* ir
b, nes 1 mazga ,,.c* jeina (6x3x5)+(2x4x5)=130 detaliy ,.k* dvejomis triju Zingsniy grandinémis (k, 1,
f, ¢) ir (k, i, g, ¢); i mazga ,,b* ieina (2x3x5)=30 detaliy ,,k* per triju zingsniy granding (k, i, f, b). |
gaminj ,,a“ jeina (2x2x3)+(3x6x3)+(3x2x4)=(2x5x4)=130 mazgy ,,i“ per keturias triju zingsniy
grandines (i, f, b, a), (i, f, c, a), (i, g, ¢, a) ir (i, g, d, a), todél matricos s? langelyje i, a rySio r;, reikSmeé
lygi 130. Analogiskai gauname, kad i gamini ,,a“ trejomis trijy zingsniy grandinémis (j, e, b, a), (j, f, b,
a) ir (j, f, ¢, a) jeina (2x5x3)+(2x2x2)+(3x6x2) =74 detalés ,,j“, o taip pat trejomis triju zingsniy
grandinémis jeina 124 detalés ,,k* ir 50 detaliy ,, £ .

58. lentelé 59. lentelé
alb|c|d|e|[f|g|h|i]|]j[k]l a [b| c | d|e|f|g|h|[I|j|k|l]
a a
b b
c ©
d d
e |10 ®
g=| £]22 N
g|lo g
h|é6 h
i]12| 612620 i]130
il [19]12 j| 74
k 2820 15]20 k [124130( 130|100
l 4119 2] 50

Struktiiros S* (Ziir. 60-3ja lentele) matricoje tik stulpelis ,,a netus¢ias, nes tik gaminio ,,a“
struktiiros ,,medis* turi 4 Zingsniy grandines: i gamini ,,a“ keturiomis 4 zingsniy grandinémis (k, i, f, b,
a), k, 1, f, c, a), (k, i, g, c, a) ir (k, i, g, d, a) ieina (2x2x3x5)+(3x6x3x5)+(3x2x4x5)+(2x5x4x%5)=
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=60+270+120+200=650 detaliy ,,k*. Kadangi gaminio ,,a* struktiiros medis neturi 5 Zingsniy ilgio
grandiniu, tai S’~F. Tuo labiau S’=Firt. t.

60. lentelé 61. lentelé

a|bfc|d|e|[f|g|h|i]]j|[k]|] alblc|d|e|[f|lg|h|I]|j|k]|]
a a
b b
c c
d d
@ @
st £ = B
g g
h h
i i
J J
k 1650 k
/ /

Jei kokia nors struktiira turi n elementy, tai ilgiausia grandiné toje struktiiroje gali turéti ne
daugiau negu n—1 zingsniy (tai bus, kai ta struktiira bus P,). Todél orientuoty ,,medziy“ tipo struktiirose
TISO) visuomet S"=TF. Ir apskritai, jei kokioje nors orientuoty ,,medziy“ tipo ar ju ,,misko“ tipo
struktiiroje ilgiausia grandiné susideda i§ k Zingsniu, tai S*"'=S*"?=. =

Kadangi k<n-1, tai daznai S™=TF, kai m<n (ir visuomet, kai m>n). Tai ir paai§kina pradzioje
Sio 1.9.2.27. skyrelio i$sakyta teigini, kad orientuoty Sakniniy ,,medziy‘“ Tr(,o) ir i§ ju sudaryty ,,misky‘
matricy n—sis ir aukStesni laipsniai yra ,,nulinés matricos®.

Jei mes norime gauti pilng gaminio sudéties aprasyma, t. y. norime zinoti, kiek Zemesnio lygio
objekty jvairaus ilgio grandinémis i§ viso jeina i aukStesnio lygio objektus, tai turime sudaryti matrica

m
Zy=S+S*+87 +._ 48" =) S\
i=1
Matricos Z, stulpeliai rodys, kokie visuy lygiu objektai ir kokiais kiekiais jeina i objekta,
atitinkanti duotaji stulpeli, o matricos eilutés — | kokius visy lygiu objektus ir kokiais kiekiais jeina
atitinkantis duotaja eilutg objektas (zidr. 62-ja lentelg):

62. lentelé
a|lbfc|d]e|f|lg|[h|i]]j]|k]]l
a
bl 2
c| 3
d| 2
e|10]| 5
Z=| £ 12212 6
g |16 215
h| o6 3
i|142] 6 130120 314
j 74|16 12 312
k |774(30 [158]120 15|24 5
2150 4 119 213

62-0ji lentelé rodo, kad { gaminj ,,a* jeina 2 mazgai ,,b*, ,,3* mazgai ,.c“, 2 mazgai ,,d“, 10
mazgy ,,e*, 22 mazgai ,,f*, 16 mazgy ,,g“, 6 mazgai ,,h*, 142 mazgai ,,i“, 74 detalés ,,j*, 774 detalés ,,k*
ir 50 detaliy ,, ¢ “. Analogiskai galima nustatyti mazgy ,,b", ,.c*, ,,d*, ,,e“ ir t. t. sudéti, o taip pat, kur ir
kokiais kiekiais panaudojamas koks nors objektas. Pavyzdziui, detalés ,,k* panaudojimas: gaminyje ,,a“
— 774, mazge ,,b“ — 30, mazge ,,c* — 158, mazge ,,d“ — 120, mazge ,,e“ — 0, mazge ,,f* — 15, mazge ,,g“ —
24, mazge ,,i“— 5.
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Analogiskai galima nustatyti bet kokio kito objekto panaudojima. Todél struktiiros

20= 2s.UsUs.UsaUs.UsiUs,UsiUs)" = 5.UsaUs.Us.Us.Us Us.U

u=1
12 12 n n
UShUSiUSjUSkUS()u =>(UsoH" =X (JS,)" matrica, kur S;=S ESCETI(O);Kl yra gana

u=l u=l u=l r=1

I

informatyvus sudétingo gaminio ,,a* sudéties modelis, aprasantis ne tik paties gaminio, bet ir
kiekvienos jo sudétinés dalies sudétj, o taip pat kiekvienos sudétinés dalies kiekius, reikalingus
kiekvienos aukStesnio lygio sudétinés dalies ir paties gaminio ,,a* pagaminimui.

u
n n
Formulé Z, = Z{U SrJ nusako ir matricos Z, gavimo algoritma, susidedanti i$ 4 daliy:
u=1\_r=l

1. Sudaromos sudétingo gaminio sudéties tiesioginiy rySiy struktiiros — vieno lygio orientuoti

Sakniniai ,,medziai (tai labai paprastos ir lengvai apraSomos struktiiros);
n

2. Surandama visy pirmoje algoritmo dalyje sudaryty orientuoty ,,medziy“ sasaja USr , ty.

r=1
pasinaudojame struktiiry sasajos operacija, aprasyta 1.9.2.21. skyrelyje. Gauname sudétingo gaminio ,,a“
struktiira S — orientuoty Sakniniy ,,medziy” ,, miska" su pagrindine $aknimi, atitinkancia gaminj ,,a‘.

3. Naudojantis matricinés struktliry daugybos operacija S;xS;, apraSyta Siame (1.9.2.27.)
skyrelyje, surandami struktiiros S matriciniai laipsniai s% S .., Sk Jie skai¢iuojami iki tol, kol
negauname, kad S*''=1F.

4. Naudodamiesi struktiiry aritmetinés sudéties operacija, apraSyta 1.9.2.22. skyrelyje,

k
surandame Z, =Y S" .
u=l
Sis algoritmas leidzia rasti ne tik ,,detaling“, bet ir ,,medziaging” gaminio ir jo daliy sudéti.
Tuomet detaliy struktiiros jau nebebus i§sigime orientuoti ,,medziai* T1<0) =K, , o Sakniniai vieno lygio

orientuoti ,,medziai, kurio ,,8akos* atitiks tas medziagas, i§ kuriy padaryta atitinkama detalé. Kadangi
dauguma detaliy gaminama ne i§ keliy, o i§ vienos medziagos, tai daugumoje atvejy detalés sudéties
struktiira bus T2(0) = P2(0) .
k n
Kartais gaminio sudéties apraSymui vartojama ne struktira Z, ;Z(USI)“ , bet struktiira
u=l r=l
Z,=ZtE,, kurios matrica nuo struktiiros Z, matricos skiriasi tik tuo, kad matricoje Z, pagrindinés
teigiamos istrizainés elementai lygiis 0, o matricoje Z; — vienetui. Kitaip tariant, matrica Z, vaizduoja ne
tik smulkesniy sistemos posistemiy bei elementy iéjimo i stambesniy posistemiy bei visos sistemos
sudét] santykius, iSreiSkiamus skaiiais — ,,i¢jimo kiekiais®, bet ir tos sistemos, jos posistemiy bei
elementy rySius su paciais savimi, kas $iuo atveju atitinka sistemos, jos posistemiy bei elementy buvima
saves paciy sudétyje.

Matricos Z, ir Z, apraSo ne tik sudétingo gaminio ir jo mazgy sudéti, bet ir sudétingo
gaminio ir jo mazgy struktiira loginiame lygyje. Tomis matricomis galima naudotis,
apskaiciuojant gaminio pagaminimui reikalingg medziagy kieki, darbo laiko sagnaudas ir gaminio
savikaing.

Kalbédamas apie matricy Z, ir Z;, vaizduojanciy sudétingo gaminio sudéti, skirtuma, noréciau
atkreipti skaitytojo démesi i tai, kad, vaizduojant sistemy struktiira matricomis, i ty matricy pagrindinés
teigiamos istrizainés langelius vienais atvejais iraSomi nuliai, kitais — vienetukai, o dar kitais —
begalybés zenklai ar kokie nors skaiciai, ne biitinai lygiis 0 ar 1. Minétosios istrizainés langeliy turinys
priklauso nuo to, kokie santykiai sudaro nagrinéjamos sistemos struktiiros pagrinda, kokiu aspektu ta
struktiira nagrinéjama, kokiu tikslu kuriamas nagrinéjamos struktiiros matricinis modelis.

Pavyzdziui, vaizduodami matricomis schemy, sudaryty i$ ventiliy, struktiiras, kuriose rySiai
tarp schemos mazguy yra tuos mazgus jungiantys ventiliai, o matricy langeliy turinys iSreiskia atitinkamuy
ventiliy pralaidumo logines salygas, mes privalome pagrindinés teigiamos istrizainés langelius uzpildyti
vienetukais, nes kiekvienos tokios schemos mazgas laikomas besalygiskai (t.y. visada) sujungtu su
paciu savimi.

Vaizduodami sudétingo gaminio sudétj Siame skyrelyje, mes | matricy pagrindinius teigiamy
istrizainiy langelius jrasin¢jome nulius. Kad skaitytojas suvokty, kodél buvo daroma biitent taip, o ne
kitaip (pavyzdziui, kodél nebuvo irasinéjami vienetukai), rekomenduoju jam pakartoti Siame skyrelyje
ivykdytus skai¢iavimus su matricomis (apskai¢iuojant sudétingo gaminio sudéti) tuo atveju, kai matricy
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pagrindinés teigiamos istrizainés buity uzpildomos ne nuliais, o vienetukais. Manau, kad skaitytojui taip
pat nebus sunku suvokti, kodél, sudarinédami tiesioginiy ry$iy Simbelo matricas, i ju pagrindiniy
teigiamy istrizainiy langelius iraSinéjome nulius, o sudarinédami keliaujancio pirklio uzdavinio
matematini modeli — begalybés zenklus.

Ivede struktiry matricinés daugybos operacija, galétume ivesti ir jai atvirkSting struktiry

matricinés dalybos operacija, apibréZzdami ja kaip matricos S; daugyba i$ atvirkstinés matricos Sj—1 , Ly
Si:S;=5; xSJ-’l. Taciau ne kiekviena matrica S; turi atvirkSting matrica ir todél matricinés dalybos

operacija ne visada yra apibrézta, t. y. ne visada galima.
1.9.2.28. Struktiry matricinés konjunkcijos operacija

Sia operacija Zymésime S1=S;1S;. Ji yra analogiSka struktiry matricinés daugybos
operacijai S,=S;xS; ir skiriasi nuo pastarosios tik tuo, kad joje vietoj aritmetinés daugybos ir
sudéties vartojama loginé daugyba (konjunkcija) ir loginé sudétis (disjunkcija), t.y. vietoj

n n
formulés r, , , = Zri,u’t ‘Tjty vartojama formuléry = t\—/l(ri’“’t ATjey) -
t=1 =

Viena struktiiry matricinés konjunkcijos panaudojimo sri¢iy — ventilinés schemos mazgy
pilny rySiy matricos gavimas iS ty mazgy tiesioginiy rySiy schemos [110].

Pasinaudojant matricinés konjunkcijos operacija, jvedama matricinés konjunkcijos laipsnio
savoka: SA1.S= S, S¥AS=S™, .., S"™AS=S"™" Nesunku jrodyti (jrodykite!), kad matricinés
konjunkcijos laipsniui galioja lygybe S"™AS""=S"™™ Jei ventilingje schemoje yra n mazgy, tai
View =S =8 1), t.y. galioja lygybe S"™P=§"=§"™D=_ (jrodykite 3ita ventilinés schemos
savybe!). Si lygybé galioja visoms ventilinems schemoms, taciau salyga, kad k>(n—1) yra biitina tik
paprastos grandinés P, tipo schemoms, susidedancioms i§ (n—1) nuosekliai sujungty elementariy
ventiliy. Bendrai paémus, daznai pakanka ir mazesnio k, t. y. pakanka pasirinkti k, lygy ilgiausios i
grandiniy, jungianciy ventilinés schemos {éjima ir i§¢jima, elementariy grandziy skaiciui.

Norint gauti ventilinés schemos mazgy pilny ry$iy matrica, nebitina skaiCiuoti visus tos schemos
mazgy tiesioginiy ry$iy matricos S laipsnius S*?, S™, $™... i§ eilés. Sprendinj rasime grei¢iau, jei

v . r-1 ro, . r-1 r
skai¢iuosime S™2, ™, §™ .., $"* | S ikitokior, kada S** =S"?> arba2™>n.
. ro, . v . . we . . . . v
Matrica S"* ir bus pilny rysiy matrica. Formulés $ios matricos langeliuose ir bus pilny rysiy

tarp atitinkamy schemos mazgy formulémis (zitr. 194 pav., kur pavaizduota ventiliné schema,
tiesioginiy rysiy matrica S ir matricos S ir **).

®

1 2 304
1|1 [%VE X0
1 2 a2l 1 NEAE
S =24 @ § ® e ol o |1 uk
4 . %
@ /'i" 4o o 01
G)—t &
1 2 3 4 1 2 3 4
11 [ RvE|R v, X VEE, 1|1 [ 2vER x| R VE )
SM 2|0 1 iy | vy SM z2|0] 1 %, | KVX,
= : = =
3|lo] o 1 %, 3lof o 1 %,
4|0 o 0 1 4o o 0 1
194 pav.

Operacija S;1.S; galima apibendrinti taip, kad ji baty taikytina ne tik loginéms, bet ir
skaitinéms matricoms, t. y. ne tik paprastiems grafams ir orgrafams, bet ir multigrafams (o taip pat ir
multipseudografams). Tokj apibendrinima galima gauti, apibendrinus konjunkcija 1i,yALj,, kaip
min(tiy y;tjuy), ir disjunkcija i vV, kaip max(riy vt uy)-

Tokios apibendrintos matricinés struktiiry konjunkcijos pavyzdys parodytas 195 pav.
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(L
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
1|2]5]6]0 1131332 1|4]4]2]2
2ls|o|3]0 é\\ z|3jojojof 2|3]3f3]2
l2]ofo]o lal4]z2]2 l2f2]z2]2
4j0j0oj0o]a0 4120120 4lojojo]uo
195 pav.

1.9.2.29. Struktdry matricinés disjunkcijos operacija

Sia operacija Zymésime S>=S,228;. Naudojantis dualumo principu matematin¢je logikoje,
struktiiry matricinés disjunkcijos operacija galima jvesti analogiskai strukttiry matricinés konjunkcijos

n
operacijai, sukei€iant konjunkcijos ir disjunkcijos operacijas vietomis: 12 = A (G, V Ty ) -
Vet Ve

Struktiiry matricinés disjunkcijos pavyzdys pateiktas 196 pav.

Operacija S;28; taip pat galima apibendrinti taip, kad ji biity taikytina ne tik loginéms, bet ir
skaitinéms  matricoms.  Toki  apibendrinima  galima  gauti, apibendrinus  disjunkcija
ri,u,vvrj,u,v:max(ri,u,v;rj,u,v)9 0 konjunkCijac I‘i,Ll,v/\rj,u,v:nlin(ri,u,v;rj,u,v)-

2, 3 2 3 2 3
“A
A4 =
1 4 1 4 1 4
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
1joj1]1]1 1joj1]o]1 l1joj1]o]1
2l1]of1]0 V/Z 1joj1jo| _2jojoj1]0
Jjojojojao jj]ojojo]0 Jjojojojo
411]0]1]0 4lo0|1|1]0 4lo0j0o|1]0
196 pav.

Apibendrintos matricinés disjunkcijos pavyzdys pateiktas 197 pav.

3 2
3
B 4 s 2
2 2
4
2
1 23 4 1 2 3 4 1 2 3 4
1{2]s5]4]2 13300 1l3]3]z2]:2
HEIEI LI \Vz sfofz2fo]| _ 2fof2f0f0
3lojofo]3 3fof2]2)2 3ilofo]o]ao
4loo]ofo 4la|s5]ofo 4lo|o]ofo
197 pav.

1.9.2.30. Struktdry superpozicijos operacijos

Struktiiry superpozicijos operacija — tai tokia operacija, kurios metu turimos sistemos sudéties
elementai ar rySiai tarp ju yra keiiami kitomis sistemomis ar jy kombinacijomis su turimos sistemos
elementais.
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Struktiiry superpozicijos operacija gali turéti kelias modifikacijas.
Pirmoji Sios operacijos modifikacija Zymima Zenklu

S1,S258,
S(e)
A15 A2 005y 5

reiskianciu, kad struktiiroje S jos elementai a,, a,,..., a, kei¢iami struktiiromis S;, S,, ..., S;, t. y.
vietoj elementy | struktiira S ,jstatomos* kokiy nors sistemy struktiiros. Tokia operacija mes jau

nagring¢jome. Tai sistemy kompozicijos operacija S(H)(S?),S(ZD)ES(H) (S(II)(AI,A3), S(ZI)(Az,A4,

As) =SD(A,A,,A5,A,,Ay)) (zidr. 1.9.2.21.2. skyrelj).

Vykdydami $ia operacija, mes i struktira S" (Sil) , S(ZH)) galime Zitréti kaip i struktiira, turincia

du elementus SEI) ir S(ZI), 1 kuriy vieta ,,jstatomos* strukttiros Sfl) (A,Ay) ir S(ZI) (Ay,ALLA5), ty.
galime tvirtinti, kad §i struktiiry kompozicijos operacija yra struktiiry superpozicijos operacija

SV (A1, A3), S (A2, Ag, As)

S(l) (e)
S{I),Sg)
Sios operacijos algoritma operatorinéje formoje mes jau apraiéme ir iliustravome i§ 48., 49.,

50. lentelése duoty operatoriy Ril)(Al,A3), R(ZI) (Ay,A LAy It R”(R{I),Rg)) gaudami operatoriy
RO (ALA,, A5 A L Ag) (ziar. 1.9.2.19. skyreli). Sis algoritmas tampa paprastesniu, jei struktiiry
superpozicija vykdoma natiiraliojoje struktiiry apraSymo formoje, nes tuomet kiekviena struktiiry Si(l) ir
Sgl) pora struktiroje S" (Sil),...,Sg)) gali biiti suri$ta tik vienu i§éjimo ir tik vienu j€jimo rysiu kaip ir

kiekviena agregaty A, ir A, pora bet kurioje i$ struktiiry S;.
Antroji struktiiry superpozicijos operacijos modifikacija Zymima Zenklu
S1,1>S1.25Snm
S(r)
1,15 1,25+ n,m s
reiSkianciu, kad struktiiroje S jos rysiai r,, kei¢iami struktiromis S,,. Kadangi pasinaudodami
fiktyviais elementais, ,,sujungtais® tarp saves ir su realiais elementais ,,nuliniais* ry$iais, mes galime
visas matricas S,, padaryti vienody matavimy kvadratinémis matricomis, tai antroji struktiiry
superpozicijos operacija
S1,15S1,25+Sn,n
S(r)
1,11 250n,n
matricinéje formoje vykdoma, kaip matricy superpozicija, ,,istatant | kiekviena matricos S langelj (u,v)

atitinkama matrica S, (zitr. 198 pav.).
1 2 .. v ... N

1
Ha |'1,z| |‘:|,n 1545
] - Tl - o
n 4,z En n [3n[Sn, E

198 pav.

¥

n
K E'n

—

Sl

oA
=
I
=

IR
g
il
1€

Superpozicijos
S1.1>S1,25Sun
S(r)
1,15 11,2 5 u,n
rezultatas yra ,,matricy matrica®, t. y. matrica S, kurios ,langeliai“ — matricos S,,. Matrica S
vadinsime ,,matricy matricos“ $ablonu, matricas S,, — ,matricy matricos komponentais, kuriais
uzpildomi $ablono langeliai.
Nemazai struktlry superpozicijos operacijos antrosios modifikacijos pavyzdziy rasime
dekartiniy operaciju (pavyzdziui, dekartinés struktiiry daugybos, dekartinés struktiiry kompozicijos,
dekartinés struktiiry konjunkcijos ir pan.) apra§ymuose.
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Trecioji struktiiry superpozicijos operacijos modifikacija sutampa su matricy algebros
tiesiogine matricy sandauga kartais vadinama Kronekerio sandauga ir matricy algebroje Zymima
kaip A®B, kur A ir B — bet kokios sta¢iakampés matricos:

a;; A ... Ay b, b, ... by
321 a22 e az b21 b22 e b2/
A: m A B: 4
anl anz e anm bkl bk2 e bk//

Kronekerio sandauga A®B apibréziama kaip matrica, turinti nxk eiluciy ir mx ¢ stulpeliy:
agyB a,B ... a, B

m

a, B aypB ... a, B

A= , t.y. kaip matrica, kuri gaunama, ,istacius“ | kiekviena matricos A

a,B aj,B ... a B

langeli (i,j) atitinkama matricos A elemento a;; ir matricos B sandauga.

Kai matrica A yra loginé matrica, t. y., kai jos langeliuose jrasyty elementy r,, reikSmés gali
biiti lygios tik 1 arba 0, tai matrica A®B bus ,,matricy matrica“ sudaryta i§ matricy B, ,,istatyty” i tuos
matricos A langelius (i,j), kuriy ag=r;=1, ir ,,nuliniy* matricy, turin¢iy tokius pacius matavimus kaip ir
matrica B, ,,istatyty { tuos matricos A langelius (i,j), kuriu a;=r;;=0.

Taigi, | tiesioging matricy sandauga galima zitiréti kaip | matricy sandaugg — superpozicija.

1.9.2.31. Struktiry dekartinés daugybos operacija

Si operacija Zymima S;CS; ir priklauso, kaip ir visos kitos dekartinés operacijos,
generuojanciy operacijy klasei. Kickviena skirtinga pirminiy elementy pora, sudaryta i§ kurio nors
pirmosios struktiiros S; elemento u ir i§ bet kurio antrosios struktiiros S; elemento v, generuoja naujos
struktiiros — operacijos S;CS; rezultata — elementa (u, v). Todél dekartinés daugybos S;CS; rezultatas —
struktiira Sc=S;CS;, kuri vadinama dekartine struktiiry S; ir S; sandauga, turi p=p;-p; elementy. Jei
struktliros S; elementus pazymétume identifikatoriais u;, vi, Wi, ..., o struktiiros S; elementus —
identifikatoriais Uj, Vj, Wj, ..., tai struktiiros S elementus galétume Zyméti Siy identifikatoriy poromis:
(ww), (ui,vy), (W,W)), ooy (Visly), (Vi Vi), (VisW5), <.y (Wis13), (W, V5), (Wi, W), ..

Kai struktiiroje S; elementai a; ir ¢; yra sujungti abipusiais rySiais, tai ta fakta, kaip jau buvo
minéta 1.8. skyriuje, sutrumpintai zymésime (a; adj c;), ka galima traktuoti kaip kintamyjy a; ir c;
predikata, priimanti reikSme, lygia 1, jei tarp elementy a; ir ¢; yra abipusis rySys, ir reikSme, lygia 0, jei
tokio rysio néra.

Pasinaudodami Siuo predikatu, galime uzraSyti rySiy tarp struktiiros Sc elementy sudarymo
salyga: struktiros Sc=S;CS; elementai (a;, b;) ir (c;, d;) jungiami abipusiais rySiais tada ir tiktai
tada, kada predikatas {[(ai=c)A(b; ad] dj)]v](a; adj c))A(bj=d;)]}=1. Tai galima uZzraSyti ir taip:
[(asb) adj (c:.d) e {[(a=c)Aa(b; adj d)]v[(ai adj e)a(b=d)]}.

I8 Sios formulés isplaukia, jog

Ta, b)) (c;d)) ={[(a; :ci)/\rbjjdj IvI(bj=dj) Az, 1} i

T, d ;b)) =1l(a; :Ci)/\rdj,bj ]V[(bj :dj)/\rci,ai 13-
Dekartiné sandauga P, P; vaizduojama 199 pav.

R Ly | T A

u u,  [uu) U] [ugw) u, v, W, b0 1o frJo]oO

1 U upfe] W1 o[ i Jo]1 o0
PPz @ = 53‘\51 o1 |z o [1]ofofo]n
2 3 A(1]o] wlof1]o| b)) 1 pjogoj1fo

W
oWl ) [C] A bl 0 [ 1 o1 |ofn
byl o fo]l1r o1 o
199 pav.

Kadangi rySio atsiradimo tarp struktiiros S elementy (aj, b)) ir (c;, d;) salyga yra simetriSka
operandy S; ir S; atzvilgiu, tai operacija € yra komutatyvi, t. y. S;CS=S;CS;. Tai galima pastebéti
lyginant 199 ir 200 pav.: dekartinés sandaugos P, CP; ir P; P, yra izomorfiskos struktiiros. Pertvarke
matrica, vaizduojancia dekarting sandauga 200 pav., iSrikiuodami stulpelius ir eilutes ta pacia tvarka,
kaip 199 pav. matricoje, gautume, jog abi tos matricos yra vienodos.
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(0 ), ) B s v D )

[y, u, ) —_— [u.uJf 0 1 1 oo
Yy oy, ”z uz 12 uz u v, [::,:1: : 3 g : 10 :]]
EEEV” = bty {"'v‘lg\:z Lo :':glv:.v:] o 101 |ofo [
wl ™ L1110 el o o1 oo
: (w0, vy (ol 0 | 0 0 1 1 I

200 pav.

Operacija € ne tik komutatyvi, bet ir asociatyvi, todél galima sudaryti ir n-arine
n
dekartinés daugybos operacija CS;.
i=1

Nagrinédami binarinés dekartinés struktiry sandaugos matricos sudarymo procesa, galima
pastebéti désningumus, leidZiancius labai greitai ir labai lengvai sudaryti struktiiros S <=S;S; matrica.

Saafiae| ..., a0 Si o oE | n=E

2,1 [%,2,2 LN = 1 [ Si p 2,n=E|

ri,n,1Fi,r|,z | ......... F,I'l.l'l E,I'IJE‘E E,ngEl ......... | S .
201 pav.

Struktiiros Sc matrica — tai ,matricy matrica®, kuri gaunama, matricos S; Sablona
uzpildant matricos S; Sablonais, t. y. vykdant matricoje S; antraja superpozicijos operacija, kurios
metu | matricos S; teigiamos jstriZainés langelius ,jstatomos*“ matricos S;, | kitus, ,,nulinius®
matricos S; langelius ,,jstatomos“ ,nulinés“ matricos ¥, t.y. matricos S; Sablonai, uZpildyti
nuliais, o | tuos matricos S; langelius, kuriy turinys lygus 1, jstatomos matricos E, t. y. matricos S;
$ablonai, kuriy teigiamos jstriZainés langeliai uZpildyti vienetukais, o visi kiti — nuliais. Situos
désningumus iliustruoja 199, 200 ir 201 pav.

Kadangi r,,OE=E, jei r,,=1 ir r,,OE="T, jei r,,=0, tai galima sakyti, jog vykdant operacija
SiCS;, | matricos S; teigiamos jstrizainés langelius jstatomos matricos S;, o | visus Kkitus langelius —
matricos r, yOE. Tai iSplaukia i§ tos aplinkybés, kad matricos S; teigiamojoje istrizainéje turime salygas
u=v ir r,,=0, t. y. a;=c; ir a; adjc;, todél beliecka salyga b; adj d;, reiSkianti, jog matricos S; teigiamos
istrizainés langeliai turi buti ,,uzpildomi® matricomis S;. Visuose kituose matricos S; langeliuose u#v,
t.y. aizc;, todél [(a; adj c))A(b=d;)]=1 tik matricos S; Sablony teigiamy i{strizainiy langeliuose, kai
Iy =1. O kai r, . =0, tai gauname, jog visuose matricos S; Sablono, ,istatomo® | matricos S;

Sablona vietoj nesancio rysio 1, ., langeliuose turi buti nuliai.

Kadangi matrica Sc=S;CS; sudaro p; matricos S; kopiju, kuriy kiekviena turi po ¢ i vienetukuy,
atitinkanciy ¢ j strukttiros S; lanky, ir ¢; matricy E, turin¢iy po p; vienetuku, tai bendras matricos S
vienetuky skai¢ius lygus p;¢; +p;¢;. Tokiu budu gauname, kad struktiros Sc=S;CS; grafas turi
{=pt i +p;il; lanky ir p=p;p; virSuniy. Kai struktiros S; ir S; — paprasti grafai, tai ir struktura
pil;+pjl;

2
Formulg ¢=p;/;+p;/; galima iSvesti ir tiesiogiai 1§ rySio [(a,b;) adj (c;.d;)] egzistavimo

Se=S;CS; — paprastas grafas, turintis q = =p;q; +p;q; briaunyir p = p;p; virStniy.

salygos, ka ir sitily¢iau skaitytojui padaryti savarankiskai. Tai padéty jam geriau iSsiaiSkinti matricos
S<=SiCS; gavimo algoritma.
Struktiiry dekartinés daugybos operacija galime taikyti ne tik paprastiems grafams, bet

N

ir orgrafams. [vesime Zym¢jima a adj b, reiskianti, kad elementas a veikia | elementa b. Elemento b
- «— - -

poveiki | elementa a zymésime b adj a (arba a adj b). [vesty predikaty a adj b ir b adj a loginés

- -
reikSmeés yra lygios kintamuju r,,, ir r,, loginéms reikSméms: a adj b<>r,, irb adj a<>r,, . Tada

orientuoto rySio tarp struktiiros elementy (a;b;) ir (c;,d;) egzistavimo salyga galima formalizuotai
uzrasyti taip:

[(a;,b;) adj (c;,d )] <> {[(a; =c;) A(b; adj d)]vi(a; adj ¢) (b, =d )]}
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Nesunku pastebéti, kad S$i orientuoto rySio egzistavimo salyga yra bendresné negu
analogiSka salyga, anks€¢iau suformuluota paprasty grafy atvejui: formulé paprastiems grafams

«
- « -

iSplaukia i§ formulés orientuotiems grafams, kai predikatas [(a adj b) A (a adj b)] = (a adj b)
pakeif¢iamas predikatu a adj b. Tai natiralu, nes paprasta (neorientuota) grafa galima traktuoti kaip
dalini orientuoto grafo atveji, ypatinga tuo, kad jo rySiy matrica — simetriska.

Orgrafy dekartinés daugybos pavyzdys parodytas 202 pav. Jame, matricoje, vaizduojancioje
dekarting sandauga, ,,nuliniai* langeliai palikti tusti.

(0] [0, ) v )y vy v ) v
)| 1 1
u, i by (b b, Yo vyl 1
4 ¥ u
z|0]1]0 [u,.%) 1 1
o~ 1
x] %f = 531\’2100 = o) 1
1 W,
20|10
v w, [ 1
by, [vp%) (v [vy¥) 1

202 pav.

Ir orgrafy, ir paprasty grafy dekartinei sandaugai galioja tas pats sandaugos matricos gavimo
algoritmas ir formules: p=p; -p;, £=4;p;+{;p;.

Apibendrinsime dekartinés daugybos operacija taip, jog ja buty galima taikyti ir
pseudografams, ir multigrafams, ir net multipseudografams.

Sios apibendrintos operacijos algoritmus gausime, apibendrindami formule: T, vt ow,) =
={[(y :ti)/\rvj’Wj IvI(vi=w;)Ar, 1} . IS Sios formulés matyti, kad struktira Sc=S;CS; gaunama i§
dvieju struktliry, turinciy struktiros S matmenis, kaip ty struktiiry disjunkcija. Pazymésime tas
struktliras S ir S, ir priimsime, jog sistemos S; sudétj sudaro elementai u;, t; ir X;, 0 sistemos S; sudétj —
elementai vj, w; ir z;.

Pirmaja struktiira S, apraso formulé (u; =LIATL, s kurioje u; ir t; — bet kurie struktiiros S;

elementai, o v; ir w; — bet kurie struktiiros S; elementai.

Nagrinédami struktiiros S; Sablong (zitr. 203 pav.), galime pastebéti, kad salyga u;=t; tenkina
tie matricy S; Sablonai, kurie gaunami, jstaCius juos i matricos S, Sablong vietoj tos matricos teigiamos
istrizainés langeliy (tie $ablonai 203 pav. uZtuSuoti). Kadangi uztuSuotuose matricos S; langeliuose
(u=t;))=1, o visuose kituose langeliuose (u=t;)=0, tai i§ formulés (u;=t;)A Ty w, iSplaukia, kad jei struktiira

S; yra paprastas grafas, orgrafas ar pseudografas, tai uZtuSuoty matricos S; langeliy, kuriuose (u=t;)=1,
turinys sutaps su atitinkamy matricos S; langeliy turiniu Tyiwi» © visi kiti matricos S; langeliai bus
»huliniai“ (nes 1 A Ty, wy =Tyw;» O oA Ty, w; = 0). Tai ir parodyta 203 pav. Kitaip tariant,
$;.Sj...8j. F
S, =S;()
17,152,250 In,n> vui‘tj (rui‘tj )
uj#tj

(ubvi) (uiawi) (uiszi) (thi) (tiaWi) (tiazi) (Xisvi) (Xiswi) (Xiazi)

v | v | Tviwi [ v ] 0 ] 0 [ 0] 0o | 0 | 0
(Ui, W) Twiovi | Swiows [ Twiz | 0 [ 0 | 0 ] 0| 0 | 0
z) | T2v; | Tzpowi [Tz ] O | O | 0 L 0 | 0 | 0
vl 0 | 0 | 0 |t [Tviwi[Tvizm| O | 0 | 0 S | @ | @
Si= w0 | 0 | 0 [T [Bwi| T O ] 0 | 0 |=|@ | s | @
tz)| 0 | 0 | 0 T |Topw;| Tz | O | O | O | | s;
x,v)| O 0 0 0 0 0 | 5jvi | Bviowj | Tvjz
W)l 0 L o | 0o | o | 0 | 0 |Twiv|Tiw|Twig
xiz)| O 0 0 0 0 0 | %y | Tzjwj | Tzjz

203 pav.
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Jei S; — multigrafas, tai formulé (u=t;)A Iy w, tampa neapibrézta. Taciau ja galima apibendrinti,

laikant (u=t;))=1, (u#t)=0 ir pakeiCiant loging¢ daugyba aritmetine daugyba. Tuomet matricos S
sudarymo taisyklé, pavaizduota 201 pav., galios ne tik grafams, orgrafams ir pseudografams, bet ir
multigrafams (zitr. 204 ir 205 pav.).

(u,v)  (uipw)  (uiz)  (G,v)  (6wW)  (6,7)  (Xiv)  (XW)  (X0,2)

(ui, Vi) | Tuj,u; Tut Tuj,x;

(u;,w;) Tuj,u; Tujt Tuj,x

(wi,z)) Tuj,u; Tuj, t; Tuj,x;

) | T .t Tt.x T OF | Ty @ Fj |ty x@F;
Si= (tw) Tt,u; .t Tt.x = | 10O | 1,4 OE] | 1 OF;

(t.7) Tt,u; Tt Tt x; i O Ej | 1 (O | 1 xOFj

(Xi,Vj) rxi,ui rxi,ti rxi,xi

(xi,W;) Ix;,u; it IXi,x{

(xi,Z)) Ixi,u; Ixit Ixi,xj

204 pav.
Antraja struktira S, apraso formulé (vi=wjar, . . Salyga vj=w; tenkina visi matricos S,

Sablono langeliai, kurie sudaro matricy S; visy Sablony, lstatytq 1 matrica S; vietoj kiekvieno jos langelio,
teigiamy jstrizainiy langelius. Sie matricos S, langeliai 204 pav. uzpildyti ry, ¢, reikSmemis, o visi kiti

matricos S, langeliai — ,,nuliniai, nes, jei struktiira S; — paprastas grafas, orgrafas ar pseudografas, tai,
kai (vi=w))=1, tai (vi=wja Iyt =Ty » O kai (vi=w)=0, tai (v=wjar, . =0. Ta pati gausime ir

multigrafo atveju, pakeisdami loging daugyba aritmetine. Tokiu biidu gauname, kad

SZ—S(r) ( ) (u”tJ®E ),
iotj Tug
kur E; — vienetiné matrica, turinti matricos S; matmenis.
3 [U 0] U VU ) [V ) vy ) (VW5
[upu)| O 1 312
u, v, (T 1 ke 2 [ug.w) u, v, Yvew mwl1|olfo ?
1 1 %o1]3] @ z
~ = ufo]z] w3 )20 :
2| & 1 oS ; z , Y 11 ‘:z‘““=|v,,uz| HERE
Wy % (v T v Ll 100
i vl 320
3
3 [U [0 )10 g A [y W 0]
— pef o 1 Jafe
u, Y g1 Ced 2 Ny, il B S TR I IV D 2
2 AOE
~ ~ ! 2
2l & 1 2 = 2 e § “1.\,2”] E[[::‘:ja e N ENERS
1 2 23] 2 s
Yy uy Yo fyu) A R [vy) 1 0o
v : () slz]o
’ (000 ) ) ) W
upu) 1 110 |1
ool = o w0 T 1T 1],
v, EIE [vy.u,] 1 1|0
by [HERE
Vo) [ e M) o [1 ]
[u U0 U S ey [y v I W)
o) 1 110 {1
U1 U, ¥ W g [a5) g, [ R E 1
v‘""d " TR 1
v wz :: [ll : - [vy-u)] 2 1 0
! (v ) 0|l1]1
vy 1] [ s) [y W, [y v 0 1 2
205 pav.
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Struktiira S i$ struktiiry S; ir S; galima gauti dviem budais: 1) interpretuojant disjunkcijos
operacija kaip (avb)=max(a, b) ir naudojantis formule S, =S,vS,, 2) pakeifiant login¢ suma
C

aritmetine suma, t. y. naudojantis formule S, =S;+S,.
C

Pirmoji ir antroji apibendrintos dekartinés struktiry daugybos modifikacijos skiriasi
viena nuo kitos tik tada, kai abu tos operacijos komponentai — struktiiros S; ir S; — yra
pseudografai. Visais Kitais atvejais abi modifikacijos duoda ta patj rezultata.

205 pav. parodyti apibendrintos dekartinés struktiiros daugybos abiejy modifikacijy rezultatai.
Tusti matricy langeliai reiskia, kad atitinkamos tarpelementiniy ry$iy reik§Smés lygios 0.

2
Analizuodami 205 pav., galime pastebeti struktiros S, =S;  S; grafo sudarymo algoritma:
C

ta grafa sudarantys ,vertikalieji komponentai“ yra pirmojo dekartinés sandaugos operando S;
kopijos, o ,,horizontalieji“ — antrojo operando S; kopijos.

Analizuodami 199, 200 ir 202 pav., galime pastebéti, kad $i taisyklé galioja ir neapibendrintai
struktiiry dekartinei daugybai.

2
Antrajai apibendrintos dekartinés struktiry daugybos modifikacijai S; < S; galioja ir
neapibendrintos dekartines struktiry daugybos formuleés: pc=pipjir L ={;-p;+{; p;-

1
Pirmajai modifikacijai S; < S; formule (o =p;/;+p;/; galioja jau ne visada. Todél
tikslinga laikyti bendraja struktiry dekartinés daugybos operacija antraja jos modifikacija, t.y.
priimti tokj bendrajj struktiiry dekartinés daugybos operacijos apibrézima, kuris parodytas 206
pav. Tame paciame 206 pav. parodytas ir tokios operacijos pavyzdys.

S, af| Yy .,t=F
iy X, (i | T Lt HE
U, u_ |t rVi'Vi r"'i'wi [ 0

ce e - —
Nt u [Tt t. 2 [Tug v, [l v Ttu Ej S+ Tt oF

S;Siﬁ i I_ i

Tn.n. . n.n. :
[ 0 I : |3j"rn_,n.@E
1 1

6, . 1 uzvz N Sz*O‘E‘E2 []aE2 - S, o -
v, 2 o~ 1E, sz+2E,Ez E, 32»,2E.|§2
]

[040,) U] (g1 )[4 )

IR

-
w

U] I EEN K (o) U] p= PyP,=2:2=4
. [“1"’2]' 2]l o0jo]o0]~ .
N ENIKE ERE ’ o _
o 1 2] 2 @ == Pyl Pyt =2:6+2-3=18
b)) )
206 pav.

Kadangi operacija © yra komutatyvi ir asociatyvi, tai galima sudaryti n-aring¢ struktiiry

m
dekartinés daugybos apibendrintg operacija S, ir iSvesti n-arinés dekartinés sandaugos elementy ir
i=1

4
rySiy tarp ju skaiCiaus apskaiCiavimo formules. Pavyzdziui, jei So = CS;, tai pc=pi-p2PsPa
i=1

L =01paP3Py +£oP1P3Ps + L3P 1P2Pg + 4P 1P2P3 -
Nesunku jrodyti, kad bendruoju atveju, kai dekartinés sandaugos dauginamyjy skaicius yra m,

m m m
gauname p , :l—[pi , L :Z(éil_[p i) - Ta irodyma palieku skaitytojui.
C =l e j=1

i=1 1= L.
J#1

1.9.2.32. Struktiry dekartinés kompozicijos operacija

Si operacija Zymima S;[S;]. Jos rezultatas — struktiira, turinti p=p;-p; elementy (a;a;),
(ai,by), (2i,Cj)5 -er (bisaj), (bi,by), (bis€y), «..s (€5535), (€i,by), (€i5C5), -.., TySiy tarp kuriy egzistavimo salyga
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- - -
formalizuotai uZraSoma taip: [(a;b;) adj (c,d;j)|<=>{[(a=c)A(b; adj d)lv(a;adj c;))}. Tai reiskia, kad
Tagb,)e,d;) =L@ =CDAT, g VI o

Kadangi rySiy formulé jau néra simetriSka operandy S; ir S; atZvilgiu, tai struktiiry
dekartinés kompozicijos operacijai jau negalioja perstatomumo désnis. Tai iliustruoja 207 pav., kur
parodyti operacijy p,[ps] ir ps[p.] rezultatai.

[03:0) () [ v vy A A A
fupuf 0 | 1 0y 1]1 1
u,,u U, v, u,,

u, U, u; vy " Uy % W, by d L) Ly [ups)] 1 0 1 1 1 1
B[R]= || - £ o = M LERERERERERE

2 LIz |Z % w[1]0] wz1 01 N EEEEEE LR

ACAD

v - ) ] ey byl 1 [ 1 1 Q1 [ D]

Ml 1 1] 1 o1 ]o0
[Ug05) (U 35) [yt M v ) W0 o, 3

luyu) (U] wlo[1 [ 11 o]0

u,
it [, iR TR e To [ i [o]oe
Ylof1]o] |u

BRl=wf| || = v afe] [ = v O SNEE NN KN AN A

3 L% w oo w[1]0] by 1 1 1 0|1 1

wl |% 1 ke o o[ 1o

1 tn) [432] v o o111 [0

207 pav.

Struktiiros S;[S;] matrica sudaroma panasiai, kaip ir struktiiros S;CS; matrica, ir skiriasi
nuo pastarosios tik tuo, kad vietoj matricy E; vartojamos matricos 3;, kuriy visi langeliai uZpildyti
vienetukais.

Struktiiry dekartinés kompozicijos operacija galima apibendrinti taip, jog Sia operacija galima
buty taikyti ir pseudografams, ir multigrafams. Apibendrinimas vykdomas panaSiai, kaip tai buvo

2
daroma, jvedant operacija S;cS;. Apibendrintos dekartinés kompozicijos rezultato matrica

2
gaunama panasiai, kaip ir apibendrintos dekartinés struktiiry daugybos S; c S; matrica, tik vietoj

matricy E; vartojamos matricos 3; (Zitir. 208 pav.).

(0310 ) (v udbsng) 1 .

’ u, v, Y, v el 1] 3f[ofo N (U2
2 |y, o[o 3] | S2+000, 0<, L 2[0]o]o|x
v AR MMAD 1@@]2 SZ“2E‘@]2 )l 1 1 3|5 .
v [ye) 1 1 4 2
[vyru,) 4 (R
208 pav.

I§ struktiiros Si[S;] sudarymo algoritmo i$plaukia, jog tos matricos vienetuky ir struktiiros S;[S;]
grafo lanky skaiCius ¢ lygus p;/; +p?£ .. Sia formulg galima gauti ir tiesiog i§ salygos

- - - -
[(ai,b;) adj (ci,dj)]<=>{[(a=c)A(bjadjd)]v(a;adjci)}, nes salyga (a=c)a(bjadjd) gali tenkinti p;/;

5
strukttiros S;[S;] grafo vir§tiniy skirtingy poru, o salyga (a; adj c;) tenkina pjzfi pory.

Dekartinés kompozicijos operacija, netenkindama komutatyvumo désnio reikalavimy, tenkina
asociatyvumo désnio reikalavimus. [rodysime $i teigini.

Pazymésime struktiirg S;[S;] Zenklu S;; ir palyginsime struktiiras S;[S,3] it S;,[S;]. Paimsime
Siose struktiirose pora elementy, pavyzdziui, (a;,b,,cs) ir (dj,e,,f3). Nustatysime rySio tarp ju reik§mes
abiejose i $iy struktiiry.

Struktiroje Si[S3] gausime, kad 1, b ) ey SUL@TADA LG, 0 (080 1V T g, SH(@=ADA

All(ba=e)AT, ¢ IVy, o VI, 4 3 =(@=d)A=e)A T, ¢ V(@@ =d)) AT, o VT, g} -

Struktiroje S;,[Ss] gausime, kad 1 1, c)(d.e,.0) =U(@LD)=(dLeDA T £ VTG b)) 00) 1=
={[(a;=d)A(b;=ez)A e, fy IvIl(a=d)n Ty, e, IV Ta g, I} ={l(ar=da(br=er)A ety Iviai=dA Ty, e, 1V
VI 4, )

Gavome, kad rySiai abiejose struktiirose sutampa, t. y., kad S;[S,[S3]1=(S1[S2])[Ss].

Todeél S1[S,5] ir S12[S5] galime Zyméti vienodai, pavyzdziui, S; ;3.

Nesunku jrodyti, kad toks désningumas galioja ir didesniam operandy skai¢iui. Pavyzdziui,
galioja izomorfizmai Sl[82[83[S4]]]ES1,2[53,4]581’2,3[54]581,2’3,4].
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Galioja ir bendrasis sudétingos dekartinés kompozicijos rezultato lanky skaiCiaus /
apskaiCiavimo  désnis. Pavyzdziui, struktiros Si[S;3] grafas turi (=p;-(,; +p§’3~€1 =
=pi(p> ¢35 +P35)+P3 3Ly =PiPals +PiP3ls +p3p3ly lanky. Struktiros S,[S[S[S,]]] grafas
wri £ =polag +P3alia =PiP2(Ps L4 +Pil3) + 3 PI(PYy +P2l1) =PiPaPsls + PIPaPIL s +

PIP3P4l s +P2P3Psl 1 = 1PIP3P;s +P1/2P3Ps +PiP2f 3P +PiPapsly lanku.
Pasinaudodami rastu désningumu, galime iSkart uzrasyti:

12345 =L1P3P3P3P3 +0oP1P3P4P3 +L3P1P2PaP35 + £ 4P1P2P3P35 + /5P 1P2P3Ps

m k-1 m
Crogom = DA TP L -(TTPDI=£103P3 Do + P10 2P3 P +P1P2L 3P5P3 Py +ot
k=1l i=l i=k+1

+plp2"'pm—1€m .
1.9.2.33. Struktiry dekartinés konjunkcijos operacija

Sia operacija Zymésime Zenklu S;d S;. Strukturos S;dS; grafas turi p=p;p; elementy
(virSiiniy). RySio T(a;by)erd;) tarp virSiiniy (a;,b;) ir (c;,d;) reikSme nustato formulé: T(a, b,)(e;od) =
=y A Th.d; ) , kuria galima laikyti operacijos d apibrézimu.

Struktiiry dekartinés konjunkcijos pavyzdys grafinéje ir matricinéje formose parodytas 209 pav.

Nesunku pastebéti ir, naudojantis formule Tagby)(ei.d;) = (Ty ¢, A rbj,dj) frodyti, kad

I, V»@Sj
S,dSJ ESi(r) v

Vul vvl (rul,vl )
[y
" v loy.u) ) Me¥) () [vy.u,)
LA 2 [t () (vpwy Lt )
(v
[uy.uy) M3 )0 W) W) ) [
- wyw CfoToToloT7Th
=i oofifa] ©wlofo o] 1 o1
I;Kaév”:‘nv”u]g[ufwz]u 0o o1 1[0
! wl1{1]o bpuf 0 J1 1 Jojofo
Ml o[ 1 oo o
vl 1 |1 JoJo]ofo
209 pav.

Struktiires S;dS; matrica gaunama jstacius i struktiiros S; langelius matricas S;, jei tuose
matricos S; langeliuose stovi 1, arba matricas +;, jei tuose langeliuose stovi 0.

Kai struktiiros S; ir S; — paprasti grafai, tai pa=pi-pj, { g ={; - ¢ i qa=24;-q;. Jei struktiiros S; ir
Sj — orgrafai ar pseudografai, tai formulés pa=pi-p;, { g ={; - {; taip pat galioja. Tai nesunku jrodyti,
naudojantis formule Tayb) (e d)) = (Ty ¢, A rbj,dj) — dekartinés konjunkcijos apibrézimu.

Dekartinés konjunkcijos pavyzdys, kai operandai S; ir S; — orgrafai bei pseudografai, parodytas

210 pav.

(U ) Uy ) ) W) 5 )09

v o T TaJo 1T

u, nz 12 12 by o[ 1o o1 ]

w010 alpw) 11 Jol 1 [1]0
wiilifo] ™o [0fo0fJo]o]o

g el o [ ofoJo|o]o

Y vl o [oloflololo
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Nesunku pastebéti ir jrodyti, kad struktiiros S;dS; matricos sudarymo algoritmas —
matricy r, ., OS; antrojo tipo superpozicijos j matricos S; langelius algoritmas — galioja ne tik

paprastiems grafams, bet ir orgrafams bei pseudografams.

Struktiiry dekartinés konjunkcijos operacija galima taip apibendrinti, kad ji tikty ne tik
paprastiems grafams bei pseudografams, bet ir multigrafams.

Vienas i§ tokiy apibendrinimo btudy - traktuoti konjunkcijos operacija formuléje
Fagb)(cid;) = (g ¢, A Th,.d; ) kaip minimumo radimo operacija anb=min(a, b).

Kitas apibendrinimo biidas — traktuoti konjunkcijos (loginés daugybos) operacija kaip
aritmetinés daugybos operacija anb=a-b.

Taikydami Siuos apibendrinancius konjunkcija traktavimus paprastiems grafams,
orgrafams bei pseudografams, gauname tuos pacius rezultatus, Kkuriuos gautume ir
nesinaudodami §iais apibendrinan¢iais traktavimais, nes

IN0=0A1=min(0,1)=1-0=0:-1=0, 0A0=min(0,0)=0-0=0; 1Al=min(l,))=1-1=1.

Jei taikysime apibendrinancius traktavimus multigrafams, tai rezultatai, gauti naudojantis
pirmuoju traktavimu, ir rezultatai, gauti naudojantis antruoju traktavimu, nesutaps.

Jei naudosimés antraja konjunkcijos interpretacija, tai, kaip nesunku jrodyti, formulés pg=p;i-pj,
lg="Li-tir

rui’vi@Sj
v u; vvl (rui ,V; )

Sid Sj = Si(r)

liks galiojanCiomis. Tai iliustruoja 211 pav.

2
2 Y%
u; Wy
uy

(U U [ U [ D v )

oo JoJoJo]4]Es

u, v, U ¥ bl ofoJofJo[a]s
ofolz] 2 p2i3l | 0eS, 2232 | w0 [o[of[6 o]0

wloz]4]= =

w[317 “; e 305, 158, [[v1,u2} o [e6|afofz]3
eyl 0 [ 6 J1i2lo]2]4

p_=P'P,=2:3=6 fp2=100=614=84 (Mwlg 0] 03|00

172 l] 12

211 pav.
Jei naudotumémés pirmaja konjunkcijos interpretacija, tai likty galiojancia tik bendroji visoms
dekartinéms operacijoms formulé p=p;-p;, o lanky skaiciaus formulé /= /; - /; ir matricy superpozicijos

formulé jau nebegalios (zidir. 212 pav.).
e Lt | R A R

wvyw ©ul0lofofof2]2

LM wfolz[3] Mew{0]ofojof2 ]2

1 ~“1|]2V|]24~[uw2]|] ojo|2z]o0]o

= T =

Y31 wl3lofo] tpu{ 0 [2 [ 3]0 [ 1]

u; W, byl 0| 2 3]0 1 1

u - - 1 =95 1 por, vl 3 | 0] 0|1 oo
1 l]1 6; l]2 ]4; P : [l# 1'2
212 pav.

Tai rodo, jog konjunkcijos (kaip loginés daugybos) antrasis interpretavimas,
apibendrinant jg ir pakei¢iant aritmetine daugyba, yra universalesnis negu pirmoji interpretacija.
Tai dar karta jrodo loginiy operacijy ,,tikimybinés* interpretacijos pranasuma, lyginant su L. Zadeh
vartojama interpretacija aArb=min(a, b), avb=max(a, b) (pladiau apie tai Zidr. [55]). Zinoma, ir
pirmaja interpretacija galima padaryti universalia ir nepriestaraujancia Bulio algebrai (Zidir., pavyzdziui,
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[52, 56]), taciau tuomet reikia ivesti neigiamus skaiius, t. y. interpretuoti logini neigima kaip skaiciaus
zenklo keitimg: —x=—x. Grafy teorijoje patogesné antroji interpretacija, todél mes ja ir naudosimés
dekartinés konjunkcijos apibendrinimui.

Kadangi paprastiems grafams, orgrafams ir pseudografams galioja tapatybé asb=a-b, o
multigrafy atveju mes aab interpretuojame kaip a-b, tai lygybe Tabierd)) = Fage; Thyd galima

laikyti operacijos S;dS; bendru apibréZimu, tos operacijos rezultato apskaifiavimo algoritmo
pagrindine formule.
Kadangi ir konjunkcija, ir aritmetiné daugyba yra komutatyvios ir asociatyvios operacijos, tai

m
galima jvesti ne tik binaring, bet ir n-aring¢ dekartinés struktiiry konjunkcijos operacija dS§;.
i=1

m

Sios operacijos rezultata — struktira S, — galima gauti, {vykdzius (m-1) antrojo tipo superpoziciju
i=1

(bet kokia tvarka, pradedant jstatinéti bet kurig S; { bet kuria kita S;, po to — { superpozicijos rezultata,
kuria nors i§ dar likusiy S; ir t. t.).

m m
Nesunku jrodyti, kad p,, =[[p;.0 ¢ =]]¢; -
i=1

d _ i=1
i=1 i=1

m
Jei visos S; — paprasti grafai, tai q,, =2™" ITa:-
d i=1

1.9.2.34. Struktdry dekartinés disjunkcijos operacija

Sia operacija Zymésime Zenklu S;*<S;=Sw. Struktiros S grafas turi p=p;-p; elementy
(vir§tiniy). Rysio Tajbj)(cidj)  tAIP vir§tiniy (a;,b;) ir (c,d;) reikSme¢ nustato formulé: Tagb, e d)) =
=Ty e, Vb, d; 5 kurig galima laikyti dekartinés disjunkcijos apibrézimu.

Operacijos S;™<S; pavyzdys grafinéje ir matricinéje formose parodytas 213 pav.

v, v fu,u) {3 %) (ugw;)

B @K, = = =Ky

" K - [V1‘u2] \E]—/ [VVWZI

[u1,u2][u1,\;5_][u_l,\.-urz][\arru2][\.fr1,\;rz][\a".l,\-ur2
v u, v, w, [upu)l 0 1 1 1 1 1
" u1 1‘ AN (S EHIENER ERERE
v11u‘*'z1ll1§[u1,w,]|1 [ EEERE
wl1]1]o 0 EHEEEE DR E
Y EHEEE K
2 KN EREE ERERLD

213 pav.

Struktiiros S;”<S; matrica gaunama, jstatant matricas S; | tuos matricos S; langelius,
kuriuose stovi nuliai, ir vienetines matricas 3; | tuos matricos S; langelius, kuriuose stovi
vienetukai.

Jei struktiiros S; ir S; — paprasti grafai, tai

lne :éipj2 +(p12 — i) :fil%2 +€jpi2 -4l
G =q;p] +(P; —29;)q; =4;p} +4;p; —29;4;-

Dekartinés disjunkcijos operacija gali biiti taikoma ne tik paprastiems grafams, bet ir orgrafams
bei pseudografams. Siuo atveju, palyginus su paprastais grafais, nieckas nesikeicia, tik ne visuomet gali

buti taikoma formulé q—= qipjg +q; pi2 —2q;q;, nes ne visuomet rysius tarp struktiros elementy sudaro

briaunos. Lanky skaiCiaus /.. formulé licka ta pati, taip pat lieka galiojanciu struktiiros S==S;=<S§;

sudarymo algoritmas:
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v, @3;VS;
Si*Sj ESi(r) B
vui vvi (rui,vi )

Struktiiry dekartinés disjunkcijos operacija galima taip apibendrinti, kad ja buty galima taikyti
ir multigrafams.
1
Pirmajj apibendrinimo tipa S;=* S; gautume, jei pasinaudotume formule T (aib ;) cid;) =
=Tae; Vb4, = max(r,, .. 2Th 4 ).

isCi

Tokios operacijos pavyzdys parodytas 214 pav.

3
i 2 (uyu) G ) 2 B g e
2 P~
@‘ & ) v
3 3
u W,
N 2 2 vy v ["’1'“21 ) [

U] U AU i)y, I D )

w v o 2]a3]z2]2]3
u, v 2 2

4 ¥ ; INMAE [u]] 0 2 1 2 2 4

t‘\rzuz4§[u1,w2]3 0o |o|3]|z2]z¢2

A(3[1] w[3]o]0 ) 3] 3[3]1]2]3

bpw) 33|41 ]2 4

ool 3 [ 3|3 [3]1 [

214 pav.

1
Operacija S; < S;, jei S; ir S; — paprasti grafai, orgrafai ir pseudografai, sutampa su operacija
1
Si®<S;, t. y., operacija S; = S; galima biity laikyti bendraja struktiiry disjunkcijos operacija ir apibrézti
1
ja formule Tagby)(epdy) = max(r, . To, d; ). Taciau multigrafy atveju, vartojant operacija S;><S;,

. 2 2 . .. . . .. _
formule /. =/;pj +¢;pj —{;{; jau nebegalioja, kas rodo tokio apibendrinimo trukuma.
Antrajj dekartinés disjunkcijos apibendrinimo tipa multigrafams gautume, jei
pasinaudotume disjunkcijos interpretacija, vartojama tikimybiy logikoje:
P(AVB)=p(A)+p(B)-p(ArB).
Jei AAB=0, tai gautume:

p(AvB)=p(A)+p(B).
I§ ¢ia iSplaukty, kad, jei struktiiros S; ir S; neturi bendry elementy, tai

2 S +r, , ©3;
Si*sj Esi (I‘) J Ui,Vi J
vui vvi (rui,vi )
Tokios operacijos pavyzdys parodytas 215 pav.
1 2 [u ) (U )y ) U D)
www Wpd0]2[3]2]4a]s
-2
» Uy ¥ N NAE mew) o |2 af2]als
~ Wlojf2 ~
: 13 =V131 %024=[U1,w2]3 0 0|5 2 2 o
L w300 bpu) 3 (5 |6 [1]3]a
u, w bewll 315 7)1 3|5
uy Mevell 6| 33 [4a]1 ]
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Kadangi, laikydami, kad AAB=0, mes laikome, jog /;¢;=0, tai vietoj formules

foe = Zipj2 +€jpi2 — (¢ gauname formulg ¢, = Eip? +!6jpi2 =il Sig formulg iliustruoja 215 pav.,

kur ¢,=0+2+3+1=6; ¢ ,=2+3+2+4+3=14; p|=2; p,=3; éip? + éjpiz =6-9+14-4=54+56=110.
Sis apibendrinimas taip pat turi didelj triikuma, dél kurio negali biiti laikomas pakankamai
universaliu ir tinkamu kaip apibendrintas dekartinés disjunkcijos apibrézimas: lygybe r, . VI, g =

=Ty e T o, 4 paprasty grafy, orgrafy ir pseudografy atveju galioja ne visada. Ji negalioja, kai

I,

ai,C¢{ /\er,dJ = 1 °

1 2

IS operacijy =< ir < analizés iSplaukia, jog reikia ieSkoti tokio operacijos =<

3

apibendrinimo <, kuris biity universalus, t.y. vienodai tikty multigrafams, pseudografams ir
paprastiems grafams ir i§ kurio apibendrinty algoritmy ir formuliy iSplaukty, kaip dalinis atvejis,
neapibendrintos dekartinés paprasty grafy disjunkcijos algoritmas bei formulés.

Tokj apibendrinima galima biity gauti, jei disjunkcija a\Vv b traktuotume kaip a+b-anb,
kur anb, kai a ir b nepriklausomi, galima pakeisti a-b.

3

Taip apibréZta operacija S;=<S;, kur Y )(eidp) = Fape; FThid; ~Tage; “Thy,d;» PAPrasty
grafy, orgrafy ir pseudografy atveju visiSkai sutaps su operacija, o taip pat liks galiojanciais,
formulé /. =€ipf +£jpi2 —{;; ir algoritmas
@ 3;VS;

vui Vvi (rui Vi )

kaip daliniai bendrosios formulés 7 ; =/ ipJ? +/4 jpi2 —(;¢; ir bendrojo algoritmo

I,
u;,v

Si*Sj ESi(r)

S#sk‘s] ~8S. (r)(r“i’vi © 3] + SJ _r“iavi@sj)
i ="i
v“i vVi (r“i,Vi )
atvejai.
3
Vienintelis apibendrintos operacijos S; < S; ,trikkumas® toks: multigrafy atveju gana daznai
gauname, jog (r,, . Ty, d; ) > (T, e +Tp g, ), 18 kur iSplaukia, jog, kai S; ir S; — multigrafai, struktiiroje

3
S; == §; kai kurie rySiai gali biiti neigiami.

Zodis ,trikumas“ pavartotas kabutése todél, kad tai — ne operacijos = apibendrinimo
trikumas, o i§ to apibendrinimo iSplaukiantis reikalavimas iSplésti (apibendrinti) struktiiros
savoka — nagrinéti struktiiras ne tik su teigiamais, bet ir su neigiamais rySiais. Apie struktiiras su
neigiamais rysiais jau buvo kalbéta ir ankséiau (zidr. 1.9.2.20. ir 1.9.2.23. skyrelius). Cia nagrinéjamas
atvejis aiSkiai rodo, kad neigiamo rySio savoka ne tik galima jvesti ir ja interpretuoti, bet ir reikia,
nes tokios savokos reikalingumas iSplaukia i$ vidiniy struktiiry teorijos reikmiy, jos désningumy.

3

Bendrosios dekartinés struktiiry disjunkcijos operacijos S; =< S;, kuria mes toliau Zymésime

Si<S; ir apibréSime formule Tagbi)(eid;) = Yape; T Topd; ~Tape; " Tojd; o pavyzdys parodytas 216 pav.

i-Ci i,

Nesunku apskaiéiuoti apibendrintos dekartinés disjunkcijos rezultato lanky skaiéiy ir nustatyti,
kad ¢,=0+2+3+1=6; p;=2; ¢, =0+2+3+0+2+4+3+0+0=14; p,=3; p=p;-p,=2-3=6; ¢ =2+3+2—-1+2+
4422431424243 1-3+1+1+143-1-5+1+1+1-3+3+3+1+1+1=26; pl, +p3l, — (0, =414+
+9-6-6-14=26.

Operacija S;”<S; — komutatyvi ir asociatyvi, todél galima kalbéti ne tik apie binaring, bet

m

ir apie m-arine dekartinés disjunkcijos operacija ¥<S;.
i=1

[Svesime lanky skaiCiaus ¢, formulg. Pazymésime /,, bendra lanky skaiiy struktaroje

i=l

S1¥<8, ir rasime /3 — lanky skaiciy struktiiroje S;><S,™<S;.
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lias =£1,2P§ +/53P12,2 — Ll =(/‘1P§ +f2P12 —Mz)pi +/53P12P§ _gﬁs(flp% +f2P12 —lyly)=

3 3 3 3 3
=0,p3p3 +5pip3 —(102p3 +L3pips =1 L3p5 — Lo lspy + 010l = D ] [pf - 2opi [ T4+ T4 -
=l =l =l =l i=l

j# j#i
. (U4 1) (W (U, W) (v, W) [ 5 ) (5 )
2 pe o J2]3]2]o]a
u v 2% Y% eyl o |24 0|-2
3 woTz] 3 tFofed3 w3 [0 [0 [T 22 ],
= W, & =
1| |' & —v131w=gzu;—[v1,u2]3 HEIEERE
u! w, : b 3 [ [5[1 [1 [
i bpvill 3 ) 3|3 [1]1 |1

Analogiskai rasime, kad
li23a 251,2P§,4 +f3,4p12,2 —lyplsy ngpi(flpg +€2p12 —f1€2)+p%p§(f3pi +£4p§ —l3ly)—
~015054 =0,p3P3P; +L2PiP3Ps — (1L ,P3Ps +L3Pi P3P + L 4PiP3P3 — 30 4PiD) —
—Elfapﬁpi—fﬁp%pi% ¢ €4p§—€ €3pfpi—€ 04pip3 +0ol304pi +010505p5 +01050,4p3 —

4 4 4 4
_61(2(3€4:zfi1_[pj ZZNJZPHZPI ng_l_[(i'
izl j=l j=1 i=l

i=1 j=i+l i=
j#i k:j j#i
m g m-1 m gif. m-2m-1 m [[[
~ J
Jei Sz *Sl,talf €123 z—;— z + Zﬁ_
i=1 i=1 Pj i=1 j=i+l Pl pj i=1 j=i+l k=j+1 P Pj Pk

m-3m-2 m-1 m [.f.[kfr il m 2

- 2 5555 et H .
i=1 j=i+1k=j+ r=k+1 Pi P{ PPy i1 pi 1:1

m _j
Sia formulg galima bty uzrasyti kompaktiskiau, jei ivestume specialy zenkla ZHa i, reis-
i=1

kiantj visy Cﬂn skirtingy sandaugy suma, kurioje kiekviena sandauga susideda i j skirtingq daugikliy a;,

m
paimty i$ jy aibés a,, ay, a;, ..., ay,. Tada gausime, kad ¢ =l153..m z [(- l)“1 ZH
k:l

1.9.2.35. Struktiry dekartiné sudétis

Sig operacija Zymésime Zenklu S;)S; ir apibréSime formule Tab))eidp) = Fage; + by, - IS

Sios formulés iSplaukia, kad §i operacija sutampa su antraja apibendrintos dekartinés disjunkcijos
2 2
modifikacija, t.y. Si)»S=S; > S;. Tiksliau sakant, S; == S; yra ne kas kita, kaip struktiry dekartiné
aritmetiné suma. Todel 215 pav. yra tuo pa¢iu metu ir operacijos S; ) S, pavyzdys. Operacijai S S;
galioja algoritmas
@ 3.

SiS;= S(r)vJ v, ( J)

ir formules: py=pip;, (5 =/ ipJ2 +0 jp?, o jei struktiros S; ir S; yra paprasti grafai, tai ir formulé

4> =P} +4q;p]-
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Operacija S;)S; — Kkomutatyvi ir asociatyvi, todél galima kalbéti ir apie m-arine

m m m m
dekartinés sudéties operacija ) S; . Jai galioja formulés: p,, =[] p;, £ w =D [¢; pr 1.
i=1 D =l D> =l =l

i=1

j#1

Galima buvo jvesti ir struktliry dekartinés atimties operacija S; ~ S;, taCiau, jei {vesime, kaip jau
buvo minéta, neigiamo rysio savoka, tai gausime: S; — SzS; ) ((—-1)0S)), t. y. dekartiné struktiiry atimtis
gali buti iSreikSta struktiiry dekartine sudétimi ir todél néra reikalo turéti atskira struktiiry dekartinés
atimties operacija.

1.9.2.36. Grafy kardna

Grafy kariina — tai binariné operacija S;(S;, kuri kiekvienai grafo S; vir§inei gamina po
vieng grafo S; kopija ir sujungia visus tos kopijos elementus su ta grafo S; virSune. Grafy kartiny
pavyzdziai parodyti 217 pav.

=

1M () [0 (v v (M U )

uy 0 110 1 1
(L N o B L STA [ M) v [1 o] 11
W, Uy v v wp[0]1]0 1]
! ulaTiTo U, % fugpu) | 1 [N
PCP =+ WAl O 0l & wew| T [0
&) 2 vilof1]o Vz [v1.uz] 1 0 1
Uy [l 1 1 1]
(o)) 1 0|1
[ %) 1 1 1]
Uy vy [0 (g e ) v Ve W)
"SI ENERERE
u w, Uy ) (L] |1 0 1|1 1
! T 0 [1]0
EOR= | 0%« wat—y Loy = BT 1Jo]n
v ! ! [pw)| 1 o|[1]0o
1
o 1 0 1 0
u o [vy.u)
[ug.u,) 1 zl %) 1 1 0 3
[y 1 ol1 {0
217 pav.

Kaip matyti i§ 217 pav., grafy karlinos operacija néra komutatyvi, nes jei S#S;, tai ir (S;(S;)#
(S;CS).

217 pav. iliustruoja ir struktiros S;(S; matricos sudarymo désningumus, iSplaukiancius i§
struktiiros S;(S; sudarymo algoritmo, kurj galima laikyti daliniu pirmosios struktiiry superpozicijos
operacijos algoritmo atveju
Vi, (1)

reiskianciu, kad kiekvienas struktiiros S; elementas, nenutraukiant rysiy tarp jy struktiiroje S,
pakeiciamas juo paciu ir visais galimais rySiais suriSta su juo struktiiros S; kopija.

Strukturos S;(S; sudarymo algoritma vaizduoja 218 pav., rodantis, kad struktiros S;(S;
matrica — tai ,,matricy matrica“, kurioje pirmaja matricy eilut¢ sudaro matrica S; ir p; (kur p; -
struktiiros S; elementy skaicius) matricy, turin¢iy po p; eiluciy, eilés tvarka uZpildomy
vienetukais, ir po p; stulpeliy; pirmajj Sios ,,matricy matricos* matricy stulpelj sudaro matrica S;
ir p; matricy, turinciy po p; stulpeliy, eilés tvarka uZpildomy vienetukais, ir po p; eiluciy; visa kita

Si(S;=S;(0)

(likusioji) ,,matricy matricos* dalis sudaryta iS pi2 matricos S; Sablony, sudaranciy kvadrating
»matricy matricg®, Kurios teigiamaja pagrinding ,,matricing jstrizaing¢* sudaro matricos S;, o visi
kiti matricy S; Sablonai uZpildyti nuliais, t. y. matricomis +;.
" Pj ll'j P
priumy ey ey fanien)
=

lli{ S. =]

i —

n, 1 .
~d %k S0 0

n.
L
8,0 Sjﬁ@}"iO}"ig"j{ IR !

=

»
S

HEL Qs

218 pav.
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