Panasy trikuma turi ir Ore (0O.Ore) teorema, teigianti, jog jungusis grafas, turintis ne
maziau trijy virSuniy (p=3), kuriame kiekviena pora tiesiogiai nesuriSty virSuniy ,,u® ir ,,v*
tenkina salyga degu+degv>p, turi Hamiltono cikla. Sis poZymis taip pat yra pakankamas, bet néra
bitinas Hamiltono ciklo egzistavimo poZzymis, nes egzistuoja daug grafy, netenkinan¢iy Ore salygos, bet
turin¢iy Hamiltono cikla.

Truputj stipresné yra Dirako ir Ore teoremas apibendrinanti vengry matematiko L. PoSa
(L. Posa) teorema, kurios Siek tick gremézdiska formuluotg ir irodyma skaitytojas gali rasti knygoje
[98], taciau ir Si teorema pateikia tik pakankama, tac¢iau dar nebiiting Hamiltono ciklo egzistavimo
pozymi. Egzistuoja teoremos, pateikianc¢ios biitinus, bet nepakankamus tokio ciklo egzistavimo
pozymius, taCiau net sujunge visas tokias teoremas, pateikiancias biitinus Hamiltono cikly egzistavimo
pozymius, su teoremomis, pateikianCiomis pakankamas tokiy cikly egzistavimo salygas, mes ne
visuomet sugebésime atsakyti | klausima, egzistuoja duotajame grafe Hamiltono ciklas ar ne. Tokj
atsakyma mes sugebésime rasti tik tiesiogiai iStyr¢ duotaji grafa, taiau tai reikalauja nemazai laiko ir
néra lengva, ypatingai, kai grafas turi daug vir§tiniy ir briauny, bet neturi Hamiltono ciklo.

Net ir tada, kai mes zinome, jog Hamiltono ciklas egzistuoja, surasti ji ne visada paprasta, nes,
pasirinkdami grafo vir§iines ir jungdami jas i cikla, galime susidurti su situacija, kada dél nepakankamai
toliaregiSko pasirikimo pradzioje véliau tgsti Hamiltono ciklo sudaryma pasidaro jau nebeimanoma.
Tokig situacijg iliustruoja 143 pav.

¢)
2
@Q ©)
0, ©,
4
143 pav.

Tarkime, jog duotas grafas, kuris pavaizduotas 143 ,.a“ pav. Kaip nesunku jsitikinti, jis turi
Hamiltono cikla.

Tarkime, jog mes pasirinkome prading vir§iing ,,1°“. Taip visuomet galima padaryti, Zinant, kad
1 Hamiltono cikla ieis kiekviena vir$tiné, taigi ir vir§tné ,,1%, ir visai nesvarbu, nuo kurios ciklo vietos
pradéti ciklo apéjima.

Tarkime, kad mes pradzioje pasirinkome briaung (1<>2) ir patekome | vir§ing ,,2“, po to —
briaung (2<>3) ir patekome | vir$ang ,,3* (zitr. 143 ,,b* pav.).

Briaunos (2<»3) pasirinkimas mus jau atvedé i situacija, kurioje Hamiltono cikla sudaryti
nebeimanoma. [sitikinsime, kad taip ir yra.

I§ virStnés ,,3“ mes galime eiti tik vir§iinés ,,5° link, nes eidami i vir§ing ,,1“, uzdarytume
cikla, sudaryta ne i$ visy, o tik i$ trijy vir§tniy.

Pateke i virsiing ,,5° (zidir. 143 ,,b* pav.), mes negalime eiti vir§inés ,,1° link, nes uzdarytume
nepilng cikla. Belieka &jimai tik i virStng ,,4° arba i vir§ing ,,6“. Kitaip beeitume, mes jau negalésime
uzdaryti pilno ciklo, nepateke i virStng ,,5° arba i vir§ing ,,2°, kur mes jau buvome ir kur (pagal
Hamiltono ciklo apibrézima) neturime teisés patekti. Taigi, situacijoje, kuria vaizduoja 143 ,b* pav.,
Hamiltono ciklo sudaryti jau nebeimanoma.

I analogiska situacija biitume pateke, jei i§ virSings ,,2° bitume ¢j¢ ne i virsang ,,3“, o | virSing
A4 1r po to — 1 virSung ,,5 (zitr. 143 ,,c* pav.).

Jei i$ vir§inés ,,2%, butume nugje virsinés ,,4“ link, o po to — | vir§iing ,,6“, tai bitume pasieke
situacija, kurioje sudaryti Hamiltono cikla jau visai nesunku. Belieka i§ virSiinés ,,6° patekti | virSiing
0, 18 jos — | vir§iing ,,1° ir uzdaryti pilng cikla (zitr. 143 ,,d* pav.).

Hamiltono cikla biitume gave ir tuo atveju, jei i$ virStnés ,,1° paéioje pradzioje biitume nuéje
ne 1 vir§ting 2, o i virsiing ,,3 ir tik po to 1 vir§ing ,,2°. I$ tos vir§iinés, eidami marSrutu 2—4—>6—>5—-1,

butume uzdarg Hamiltono cikla Ll 322945655 1 (zidr. 143 ,,e“ pav.).

Jei i§ vir§iinés ,,1° blitume iSkart nuéj¢ virsines ,,5 link, tai iSkart bitume pateke i situacija,
kurioje sudaryti Hamiltono ciklo jau nebeimanoma.

Tokias situacijas — ,,aklavietes* — nesunku pastebéti, kai grafas yra nedidelis ir nesudétingas.
Zymiai sunkiau susigaudyti dideliuose ir sudétinguose grafuose. Tokiais atvejais galéty padéti
Hamiltono grafo egzistavimo pakankamas ir biitinas pozymis, jei jis biity mums Zinomas. Tuomet,
pasirinke kokia nors grafo virsiing, stengtumés i§ tos virSiinés iSeinancia briaung pasirinkti taip, kad, ta
briaung eliminavus, likty grafas, tenkinantis Hamiltono grafo egzistavimo biitina ir pakankama salyga.
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Kai grafas tenkina Dirako, Ore ar Posa pozymi, tai tuo kartais irgi galima pasinaudoti, ta¢iau
Dirako, Ore bei Posa kriterijai, néra buitini Hamiltono ciklo egzistavimui ir perdaug sugrieztina grafui
keliamus reikalavimus.

Zodziu, palieku skaitytojui pabandyti sukurti Hamiltono grafo sudarymo algoritma, panasy i
Flerio algoritma, kuris nuosekliai (zingsnis po zingsnio) be grizimy atgal vesty prie Hamiltono ciklo
sudarymo arba parodyty, kad toks ciklas egzistuoti negali. Jei nepavykty sudaryti algoritmo be
sugrizimy atgal, tai reikéty pabandyti sukurti bent jau toki algoritma, kuris leisty i§ kiekvieno sugrizimo
»iSspausti® kuo daugiau naudingos informacijos algoritmo ,,apmokymui‘, kad tolesn¢je Hamiltono grafo
paieskoje duotajame grafe tokiy sugrizimy skaicius blity vis mazesnis ir mazesnis. Tokio algoritmo
paieska bei jo konstravimas net ir tuo atveju, kai tokio algoritmo sukurti nepavykty, duoty skaitytojui
nemaza nauda ir prisidéty prie jo kirybinio mastymo vystymosi, kas labai svarbu blsimam
sistemotyrininkui.

Antrasis Sio skyrelio uzdavinys — Hamiltono optimalaus ciklo paieSka, t.y. suradimas
duotajame grafe tokio Hamiltono ciklo, kurio lanky svoriy c;; suma btity minimali.

Atrodyty, kad antrasis Sio skyrelio uzdavinys yra pirmojo uzdavinio tgsinys: spresdami pirmaji
uzdavinj, surandame visus duotojo grafo Hamiltono ciklus, spr¢gsdami antraji — iSrenkame i$ jau gautos
Hamiltono cikly aibés tik ta (arba tik tuos) Hamiltono cikla (ciklus), kuriam (kuriems) yra biuidingas
lanky svoriy sumos minimumas.

Kai kuriais atvejais taip ir blina. Pavyzdziui, taip darome, kai antraji Hamiltono uzdavini
sprendziame taip vadinamu ,jégos algoritmu®, kuri taikydami perrenkame visus duotojo grafo
Hamiltono cikly variantus, apskai¢iuodami bei palygindami Hamiltono cikly lanky svoriy sumas ir
iSrinkdami tuos ciklus, kuriems minétosios sumos yra maziausios.

Taciau ,,jégos™ (arba varianty perrinkimo) algoritmo taikymas yra gana ribotas, nes didéjant
duotojo grafo virStniy skaiciui, daugumoje atveju galimy Hamiltono cikly varianty skaicius didéja
milzini$kais tempais ir visy varianty perrinkimas tampa prakti§kai nerealizuojamu dalyku.

Pavyzdziui, pilname grafe K,, turin¢iame p virSiiniy, egzistuoja (p—1)! Hamiltono cikly. Tai
nesunku irodyti.

1. Pasirenkame bet kuria pilnojo grafo K, vir§ting, pavyzdZiui, pirmaja, kaip konstruojamuy
Hamiltono cikly apéjimo pradinj taska, kuris gali biti bet kurioje ciklo vietoje.

2. Antrajame zingsnyje yra galimybé pasirinkti bet kurig i§ p—1 likusiy virStniy, t.y.
galimybé pradéti sudarinéti p—1 skirtingy Hamiltono cikly. Pasirenkame viena i§ galimy p—1 varianty,
atsimindami, kad tai — tik vienas i§ p—1 galimy.

3. TreCiajame Zzingsnyje yra galimybé pasirinkti bet kurig i§ likusiy p-2 virSniy, t.y.
galimybé i§ kiekvieno varianto, sudaryto antrajame zingsnyje, gauti po p—2 varianty treciajame
zingsnyje, taigi, i§ viso jau (p—1)(p—2) varianty.

4. Ketvirtajame zingsnyje yra galimybé pasirinkti i§ likusiyjy p—3 virStniy, t. y. galimybé
pasirinkti viena i§ (p—1)(p—2)(p—3) varianty.

5. Penktajame zingsnyje yra galimybé pasirinkti viena i§ (p—1)(p—2)(p—3)(p—4) galimy
Hamiltono ciklo pilnajame grafe K, varianty ir t. t.

Tesdami $ia procediira, p — jame Zingsnyje isitikinsime, jog pilnajame grafe K, egzistuoja (p—
1)! Hamiltono cikly. Jei pilnojo grafo tiesioginiy ry$iy matrica yra simetriska, t. y., jei ViVj(cj=c;), tai
kiekvienam Hamiltono ciklui pilnajame grafe bitinai atsiras simetriSkas ciklas, besiskiriantis nuo
pirmojo tik pilnojo grafo virSiiniy apéjimo kryptimi (vienas — laikrodzio rodyklés judéjimo kryptimi,
kitas — prie$ laikrodzio rodyklg). Todél §iuo atveju, iSrenkant optimalyji Hamiltono cikla, naudojantis
(p-1)

2

! . . .. -
»Jégos algoritmu® tekty perzitiréti ir palyginti tik Hamiltono cikly. Tadiau ir tas skaicius,

didéjant p, labai greitai auga. Pavyzdziui, kai p=8, tekty perzitréti jau daugiau nei 2,5 tiikstancio
Hamiltono cikly, kai p=10, daugiau nei 180 tiikstan¢iy, o kai p=20, tai daugiau nei 6-10'° Hamiltono
cikly! Tokiu atveju naudojantis personaliniu kompiuteriu, galin¢iu iSanalizuoti 10 000 Hamiltono cikly
per sekundg, prireikty arti 200 ttkstanéiy mety! Ka jau bekalbéti apie pilnaji grafa, turinti 100 vir§tiniy,
kuriame optimalus Hamiltono ciklo i§rinkimui personaliniu kompiuteriu, naudojantis ,,jégos* algoritmu,
prireikty apie 1,5-10'* mety! Nedaug ka i§lostume ir pasinaudodami superkompiuteriu, sugebaniu per
sekundg iSanalizuoti milijona Hamiltono cikly: optimalus ciklo iSrinkimui simetrisSkame K¢ prireikty
apie 1,2:10"? mety, kas nepalyginamai daugiau negu miisy Visatos amzius, kuris laikomas apytikriai
lygiu 20 milijardy (t. y. 2-10'°) mety. O juk praktikoje sutinkami tinklai gali turéti ne tik §imta, bet ir
zymiai daugiau mazgy. Taigi, visy galimy varianty perrinkimo algoritmo taikymas praktikoje yra gana
ribotas.
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Perrenkamy ir lyginamy vienas su kitu varianty skaiciy daugelyje atveju pavyksta Zymiai
sumazinti, tuo paciu sumazinant ir Hamiltono optimalaus ciklo radimo laika, naudojantis Saky ir riby
metodu.

Sio metodo esmé yra tame, kad visy galimy Hamiltono cikly aibé Zingsnis po Zzingsnio
dekomponuojama | poaibius — tos aibés dekompozicijos medzio $akas — ir kiekviename zingsnyje gauti
poaibiai ivertinami, nustatant juose esantiems Hamiltono ciklams ju ilgiy garantuotas negrieztas
zemutines ribas, t. y. tokius dydzius, kurie gali bati tik maZzesni uz poaibyje esanciy Hamiltono cikly
ilgius arba lygls jiems. Po tokio ivertinimo tolesnei dekompozicijai pasirenkama ta Saka, kurioje ta
zemutiné riba yra maziausia ir kurioje todél, matyt, dazniausiai galéty biiti optimalus Hamiltono ciklas.

Saky ir riby metodas galéty bati gana efektyvus, jei Zemutines ribas pavykty nustatyti tiksliai
(arba beveik tiksliai) ir todél jau nebereikéty laikas nuo laiko, jvertinus eilinés dekompozicijos metu
gauty Saky zemutines ribas, grizti i dekompozicijos medyje auk$Ciau esancias ir ankséiau laikinai
atmestas Sakas, kuriy zemutinés ribos, tikslinant dekompozicijos metu gaunamy Saky zemutines ribas,
pasirodo, esancios mazesnés uz véliau gauty Saky ribas. Kai tokiy grizimy skaicius biina didelis, Saky ir
riby metodas tampa nebeefektyvus. Taciau daugelyje atveju tokiy sugrizimy i§ Zemiau esanciy Saky i
auksSciau esancias Sakas néra labai daug, ir tokiais atvejais gana greitai surandamas optimalus Hamiltono
ciklas. Tik gaila, kad iki §iol dar nerastas pozymis, kuris leisty, dar prie$ pradedant naudotis Saky ir riby
metodu, nustatyti, ar tas metodas Siuo konkreciu atveju bus pakankamai efektyvus, ar reikia ieskoti
kokio nors kito metodo.

Naudojantis Saky ir riby metodu, tenka spresti dar viena problema: kokiu pozymiu reikéty
naudotis, dekomponuojant Hamiltono cikly aibg i poaibius, o Siuos — | dar smulkesnius poaibius ir t. t.
Gana daznai naudojamasi baudos funkcijy metodu: apskaiciuojama ta minimali bauda, kuria (ar dar
didesng) butinai tekty mokéti, jei atsisakytume jtraukti { Hamiltono cikla ta ar kita duotojo grafo lanka,
ir pradedama nuo tokio poaibio i$skyrimo ir nagringjimo, kurj sudaro Hamiltono ciklai, turintys savo
sudétyje ta lanka, uz kurio neitraukima { Hamiltono cikla Zemutiné baudos riba biity didZiausia. Kitaip
tariant, renkamasi tie poaibiai, kuriy pasirinkimas leidzia iSvengti didZiausiy baudy.

Tokia Saky ir riby metodo sintezé su baudos funkciju metodu realizuota Litlo (J. D. C.Little)
algoritme.

Jo taikyma, ieSkant Hamiltono optimalaus ciklo pilname grafe, pailiustruosiu konkreciu
pavyzdziu.

Tarkime, jog turime nesimetriSka grafa K, pavaizduota 144 ,,a“ pav., ir norime surasti jame
optimaly Hamiltono cikla. Kadangi grafas nesimetri$kas, tai, naudojantis ,,jégos* algoritmu, tekty
apskaiciuoti ir palyginti 5!=120 Hamiltono cikly ilgius. Naudojantis Litlo algoritmu darbo apimtj galime
Zymiai sumazinti.

Sudarysime duotojo grafo K¢ matricini modelj (zitr. 144 ,b“ pav.), jraS§ydami | matricos
pagrinding istrizaing begalybés Zenklus co, tuo apsidrausdami nuo nepilny cikly, vadinamy kilpomis
(kuomet elementas ,,i ry$iu i<>1 susijungia pats su savimi), atsiradimo.

Turédami duotojo grafo matricini modelj — matrica |[c;||, pavaizduota 144 ,b* pav., galime
sudaryti Hamiltono optimalaus ciko paieSkos duotajame grafe uzdavinio analizinj matematinj
modelj. Tas modelis bus reikalingas kai kuriy teoremy, kuriomis mes naudosimés spr¢sdami §i uzdavini,
frodymui.

bylivjl1]2]3]4]5[6|w oli\jl1]|2[3]4][5]6
1 |ol4]3]5]1]2]1 1 |wo|3]2]4]0]1
2 6lo|2]3]5]6]2 2 (4]|]0|1][3]4
3|6]5]0]|4]7]9]4 3|2]1]o]0]3]5
416[3[4|o|4]8]3 4 13]0]1]e|1]5
514|5]2]3]0|8]2 50213[0[1|w|6
621434302 6lof2]1]2]1]w],
iuiil“ vooooolévj:l
i=1
dlivi[1]2]3]4]5]6 o) [i\jl1]2]3]4]5
1|o|3]2]4]0'0° 2 [4]|0]|0]|1]3
2 |4|o|0'1]|3]3 3121 |w|0]3
3|21 ]0|0*3]4 4 13[0]1]w]|1
4 (3]0°| 1|14 5(213[0]1]w
502(3]0"1]w]5 6 [o|2[1]2]1
6(0°|2]1]2]1]w 2 1
144 pav.

Ivesime loginius kintamuosius x;, sudaranCius matrica ||x;||, turinCia ta pacia eile p, kaip ir
duotoji matrica ||c;j||. Priimsime, jog kintamasis x; priima reik§me, lygia 1, tuo ir tik tuo atveju, kai
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lankas (i—j) patenka | Hamiltono cikla. Kai lankas (i—j) nepatenka | Hamiltono cikla, tai atitinkama
kintamaji x;; laikysime lygiu 0.

Kadangi i Hamiltono cikla jeina kiekviena duotojo grafo vir§tiné ,,i* ir jeina tik po viena karta,
o kartu su ta virStine | Hamiltono ciklg jeina vienas ir tik vienas i§ tos vir§iinés ,,i iSeinantis lankas
(tarkime, jog tai — lankas (i—j)), tai matricos ||x;j|| kiekvienoje eilutéje ,,i atsiras vienas ir tik vienas
langelis, kurio turinys bus lygus 1, o visi kiti tos eilutés langeliai bus lygtis 0. Todél kintamieji x;; turés

p
tenkinti p lygybiy Vi [Z Xjj = 1} ,kuri=1, 2, ..., p.
=1

Kadangi i kiekviena grafo virSiing ,,j, Hamiltono cikle biitinai ieina koks nors vienas ir tik
vienas lankas (i—j), tai kiekviename matricos |[x;]|| stulpelyje ,,j biitinai bus viena ir tik viena kintamojo
xjj reik§mé lygi 1, o visos kitos x;; reikSmés tame stulpelyje turés biti lygios 0. Todél kintamieji x;; turés

p
tenkinti dar ir kita lygybiy sistema Vj (Z Xjj = 1) , susidedancia i8 p lygybiy, gaunamy kei¢iant ,,j* nuo
i=1
1 iki p.
Kad kintamieji x;; galéty turéti tik dvi reikSmes — 0 ir 1, jie turés tenkinti dar ir p2 lygybiy
sistema ViV]j (x% —xij=0).

Visas tas p*+2p lygybes, vadinsime sprendziamojo uzdavinio leistiny sprendiniy srities (LSS)
apribojimais. Tuos apribojimus turés tenkinti bet kuri kintamuyjuy x; reikSmiy aibé, apraSanti koki nors
Hamiltono cikla.

Kad tas ciklas biity optimalus, i ta ciklg jeinanciy duotojo grafo lanky (i—j) svoriy c;; suma turi
biiti minimali. Ta suma, atsizvelgdami { tai, jog kai x;=0, tai ir c;jx;=0, galime iSreik$ti formule

*

p p
F=>> ¢jjXjj ir ieSkoti tokiy x;; reikSmiy matricos || X;» Il sudarytos i$ nuliy ir vienety, kad dydziai X j;

i=1j=1

P p 2
tenkinty apribojimus Vi[zxg =1J, Vj(Zx?} =1], Vivj [(xu) —Xj =o} ir minimizuoty funkcija
j=1 i=1

p D

F= ZZcijxij, vadinama optimizavimo uZdavinio tikslo funkcija. Kitaip tariant, ieSkosime
i=1j=1

*

ij >

p p PP
ir salyga Vivj ZZCU‘X; SZZcijxij

i=l j=1 i=l j=I

kintamyjy x;; tokiy reik8miy x ;; , kurios, tenkindamos auks¢iau suformuluotus apribojimus, tenkinty dar

*

b . . . . . . . e . p p . . . .
Sio uzdavinio sprendinys || x;;||, suteikiantis tikslo funkcijai F = >y ¢jjXjj minimalig reikSme
i=1 j=1

*

F' = cijxfj , gali biiti ne vienas, t. y. duotasis grafas gali turéti kelis optimalius Hamiltono ciklus,

Mo
M-

Il
—_

Il
—_

i=1]
sudarytus i§ lanky (i—j), kuriy xijzxi; =1, taciau tas optimalus sprendinys bitinai egzistuoja, jei duotasis
grafas turi bent viena Hamiltono cikla, t.y., jei pirmasis Sio skyrelio uzdavinys duotajam grafui turi
sprendinj.
Galima jrodyti teorema, kad jei i§ matricos ||c;|| bet kurios eilutés ,,i* kiekvieno elemento cj
atimtume (arba pridétume) koki nors pastovy visiems tos eilutés elementams skaiéiy u;, tai ka tik sufor-
i

muluoto uzdavinio sprendinys ||x;; || nepasikeisty, t. y. tie Hamiltono ciklai, kurie buvo optimalus gra-

fui, turin¢iam tiesioginiy rySiy matrica ||c;l|, i8likty optimalds ir grafui, turin¢iam tiesioginiy rySiy mat-

P P
rica HEU- lI=llc;; —u; || . Galéty pasikeisti tik optimali tikslo funkcijos F= > ZCijxij reik§mé, tapdama

1

i=1j=1
S I S I - N N L2 P

lygi F :ZZcijxij:ZZcijxij—ZZuixij:F —Zuinisz —Zui,nes injzl.
i=1 j=I i=1 j=I i=1 j=1 i=1 =l i=1 j=1
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Taip pat galima {rodyti analogis$ka teorema stulpeliy ,,j* atzvilgiu: jei i§ matricos ||c;j| bet kurio
stulpelio ,,j* kiekvieno elemento c;; atimtume (arba pridétume) koki nors pastovy visiems to stulpelio
elementams skaiciy v; ir gautume matrica ||¢;[[=]c; —v; ||, tai visi tie Hamiltono ciklai, kurie buvo

optimalts grafui, turin¢iam tiesioginj rySiy matrica ||c;|, ilikty optimalis ir grafui, turin¢iam tiesioginiy
ryS$iy matricg ||c H llcij—v;ll. Galety pasikeisti tik tikslo funkcijos optimali reikSme, tapdama

p p p

p p P
( )XIJ chux szjxij:F _Z;VJZ}XU‘ZF _Z;VJ" Ap-
=1 = j=

i=1 j:l ]:1 i=1 j=li=1 j=li=1

el
I
M=
M-a
><*
|

~ p P
AN . .. * v . . . ~
skai¢iuodami funkcijos F~ reikSmg, mes pasinaudojome sumos asociatyvumo savybe zz CijX;
i=1 j=1

o

L2 p P p
=" > Eyxy ir jos distributyvumo savybe leixu i Z1Vj Zixij bei lygybe leij =1
1ial j=li o= =

Abi tas teoremas apie skaiCiy u; ir v; atémima i$ matricos eiluciy bei stulpeliy galime sujungti {
viena, ka mes ir padarysime, salyginai pavadindami tokia apibendrinta teorema pirmaja Sio skyrelio
teorema — optimalaus Hamiltono ciklo paieSkos supaprastinimo teorema.

~ P P
[rodysiu S§ia teorema, t.y., irodysiu, kad funkcijos F= ZZcu x; ir F= ZZEJ i =
i=1 j=1 i=1 j=1

p
=ZZ(cij—ui—vj)xij pasiekia minimumg, esant toms pacioms kintamyjy x; reikSméms,
i=1 j=1

sudaran¢ioms matrica, [|xj; || .

p P
Tarkime, kad ||xu|\ minimizuoja tikslo funkcija F:Z‘izicijxij, t.y., kad skaiCius
i=lj=

’-"‘1*

Il
Mo
M*o

I
—_

* .. . . 1w o
¢jjXj; yra minimali tos funkcijos reikSme.

1

1j

= P P~ p p
Irodysiu, kad skai¢ius F" =) Cijxa =) Z(Cij -u;—-v J)x: yra minimali funkcijos
i=1j=1 i=1j=1

~ p p p p p p p p p p

i=l j=1 i=l j=1 i=l j=1 i= =1 =l i=1 j=1

—_
[

p P =
Kadangi dydziai > u; ir > v j yra konstantos, nepriklausancios nuo x;;, tai funkcijos F ir F
i=1 i=1

= p p
pasiekia minimuma, esant toms pacioms kintamujy x;; reikSméms: min=F=minF-> u; - X v; =
i=1 j=1
=2 2.CiXjj—2Xuj—2Vvj, ty. funkcija F pasiekia minimuma, kai ViVj(xj=x;), ka ir reikéjo
i=1 j=I i=l j=1
frodyti.
Vadovaudamiesi kg tik jrodyta teorema, mes galime supaprastinti optimalaus ciklo paieska,
pereidami nuo grafo, turin¢io tiesioginiy rySiy matrica ||c;||, prie grafo, turin¢io paprastesng (pavyzdiiui
turin¢ia mazesnes c; reik§mes, tame tarpe ir nulines) tiesioginiy rysiy matrica || C; ill (arba cu) Tai ir

padaryta 144 pav., pradzioje pereinant nuo matricos ,,b* prle matricos ,,c*“, 0 po to — nuo matricos ,,c*

prie matricos ,,d“. Tuose peréjimuose uj=minc; ir vj= mlnc . Toks konstanty u; ir v; pasirinkimas
1

pagristas tuo, kad norima gauti matrica ||c; [|=l/c; —u; —v; ||, turin¢ia kuo daugiau nuliy ir neturincia

neigiamy elementy. Pereinant nuo matricos ,,b“ prie matricos ,»d“, tikslo funkcija (Hamiltono cikla
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p p
sudaranéiy lanky svoriy suma) sumazéja dydziu rg = > u; + > v =14+1=15 vienety.
=1 =l

Jei tokiu biidu mums pavykty gauti tokia matrica ||C; ||, kuri turéty bent po viena nulj

ills
kiekvienoje eilutéje ir kiekviename stulpelyje, iSsidésCiusius taip, kad i§ ,,nuliniuj‘ lankq buty galima

sudaryti Hamiltono cikla, tai, pasirinke kintamiesiems x; tokias reikSmes x:, kad x biity lygts 0

1_] >
visuose matricos Hx || langeliuose, iSskyrus po vieng kiekvienoje eilutéje ir kiekviename stulpelyje

= P P~
(kurivose x;; —1 kaip tik tuose langeliuose, kuriuose clJ =0), gautume, jog F* = > ZEijx;} =0. Taip

atsitikty todél, kad tuose langeliuose, kuriuose Xj: —1 turétume c =0, o visuose kituose langeliuose,

kuriuose x;; —0 sandaugos ¢, cljx biity lygios 0 nepriklausomai nuo c1J reik§més.

Kadangi, kai VNJ( ¢j;20), funkcija F Z Z Ci;
i=1j=1

X » , kurios argumentai x;; gali buti lygis tik 0

arba 1, negali tapti neigiama, tai tos funkcijos reik§mé F* =0 yra minimali jos reik§mé. IS §io teiginio
iSplaukia, jog jei egzistuoty tokia kintamyjy x; reikSmiy matrica ||x;“j ||, kuri tenkinty lygybe

PP
F* = ZZEJXU 0, tai ta matrica ||x || vaizduoty optimaly Hamiltono cikla grafe, turinciame
i=1 j=1

-

tiesioginiy ry$iy matrica H Ci Il - Sia i$vada salyginai pavadinsime antraja Sio skyrelio teorema —
teorema apie Hamiltono ciklo optimalumo poZymi.

I§ pirmosios ir antrosios teoremy iSplaukia i$vada, jog matrica x|/, tenkinanti lygybe

il

= D D~ * . T . P * . P * NN « 2
F* =3 > ¢xjj =0, kur x; tenkina apribojimus Vi| > xj; =11, Vj| 2 xj =11, Vivi[xj;] - x3=0],
i=1j=1 i=1 i=1
vaizduoja optimaly Hamiltono cikla duotajame grafe, turin¢iame tiesioginiy rySiu matrica ||c;|, ir yra Sio
skyrelio antrojo uzdavinio sprendinys.
Naudodamiesi ka tik jrodytomis teoremomis ir i$ ju iSplaukiancia iSvada, o taip pat jau mineétais
Saky ir riby bei baudy funkcijos metodais, ieSkosime to optimalaus sprendinio |/x;; ill (o kartu ir

atitinkamos matricos Eij ).

Nagrinédami 144 ,,d* pav. matrica, randame, kad ji dar néra ta matrica gij , kuri atitikty toki

kuris, tenkindamas apribojimus, tenkinty ir lygybe F* Z Z CjjX U =0, nes, pirmoje
i=1j=1

sprendinj || x1J I,

eilutéje pasirinkg xj5 =1 (arba x| =1), mes jau negalétume SeStame (arba septintame) stulpelyje rasti
toki x}; (arba x5 ), kur i#1, kad sandauga ¢,¢x, (arba sandauga ;5x s ) biity lygi 0.

Taciau 144 ,,d* pav. matrica vis délto turi nemazai nuliy ir todél galima pasirinkti kai kurias x;;
reikSmes x =1 taip, kad sandauga ¢ cux1J biity lygi 0.

Kyla klausimas, nuo kurio elemento Eij =0 reikéty pradéti. Cia ir pasinaudosime baudy
funkcijos metodu, jvertindami Zemutines ribas ty baudy, kurias neiSvengiamai tekty mokéti,

atsisakius pasirinkti ta ar kita nulj matricoje clj ,

t. y. atsisakius jjungti j Hamiltono cikla ta nulj
atitinkantj lanka (i—j).

.. . w ~ .. s .
Pavyzdziui, matricos ,,d“ elementas Ce; =0. Pasirinke X6 =Xgy =1, mes gautume, jog

%6’1 -XZJ =0 . Tai reiskia, jog lanko (6—1) itraukimas i Hamiltono cikla nepadidinty ta cikla sudaranciy

lanky svoriy sumos. Taciau, jei mes atsisakytume itraukti i Hamiltono cikla kaip tik ta lanka,
priklausant] Sestajai eilutei ir pirmajam stulpeliui, tai mums butinai reikéty pasirinkti kokj nors kitg
lanka, priklausanti Sestajai eilutei, ir koki nors kita lanka, priklausantj pirmajam stulpeliui.
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Vietoj xg; =1 pasirinkdami, pavyzdziui, x¢; =1 ir x5, =1, mes padidintume funkcijos
F*reikime dydZiu  GgyXiy + 05 X% =gz +0s; =142=3, ty. turétume, lyginant su atveju
%61)(21 ~ %61 =0, bauda he, lygia 3. Ir tai yra maziausia i§ galimy baudy, nes kitaip pasirinkdami
xfj =1 reikSmes Sestojoje eilutéje ir pirmajame stulpelyje, mes galétume gauti arba ta pati baudos dydi
arba didesni uz ji.

Tokiu biidu galima apskaiciuoti baudy zemutines ribas h;; visiems matricos ||Eij || elementams,
kuriy reikSmés yra lygios 0. SuraSysime dydzius h; matricos %ij langeliuose kaip tuose langeliuose

esanéiy nuliy ,,laipsnius® (zitir. 144 ,,d“ pav.).

Kaip matome, didZiausias baudas h; i§Saukia atsisakymas jtraukti { Hamiltono cikla lankus
(6—)1) ir (1—)6), kur h(,1:h16:3.

Nattiralu, kad tikslinga ijtraukti i optimaly Hamiltono cika kaip tik tuos lankus, kuriy

nejtraukimas galéty isSaukti didziausia tikslo funkcijos F (o kartu — ir tikslo funkcijos F) padidéjima.
Kadangi yra du lankai su didZiausiomis baudomis h;;, tai pradZioje pasirenkame viena i$ ju,

pavyzdziui, lanka (1—6), t. y., priimame, kad XT,6 =1 ir gauname 51,6XT,6 =0.

Pasirinkdami XT,6 =1, mes $iuo lokaliu atveju pasielgéme optimaliai, taciau tai nereiskia, jog
lokaliai optimalus sprendinys biitinai bus ir globaliai optimaliu sprendiniu. Todél, pasirinkdami
atveji, kai i Hamiltono cikla itraukiame lanka (1—6), dar neatmetame ir kitos alternatyvos, kai i
Hamiltono cikla to lanko neijtraukiame. Kitaip tariant, visa duotojo grafo Hamiltono cikly aibg, turincig
51=120 Hamiltono cikly, suskaidome { du poaibius (,,Sakas®) (zitr. 145 ,,a“ pav.), kuriy viena pazymime
(1,6), o kita — (1,6).

a) by [i\jl1]2]3][4]5
212 |w|0']1]2
15
310°(1 o' 2
411101 ]w|0
0 0

15+3:18 15+3:18 50073071 |
6 |o|2]1]2]0

145 pav.

Visa duotojo grafo Hamiltono cikly aibe pazymésime skrituliuku O ir $alia jo paraSysime

p p
prading 19 = > u; + ). v j reikSme, lygia 15, rodancia, kokia galety buti minimali funkcijos F* reik§me
i=1 j=1
G
matrica ,,d“ i§ 144 pav. dar néra tokia, kad tai galéty pavykti, todél dydis re=15 yra tik Zemutiné

F*, jei mums pavykty taip parinkti x} reikimes, kad F tapty lygi 0. Kaip matéme jau anksciau,
negriezta funkcijos F reikimeés riba, rodanti, kad F* negali biiti maZesné uz 15, o pati optimali funkcijos
F reikimé F* tikrovéje gali biti ir didesné.

Salia skrituliuko (1,6), vaizduojancio ta galimy Hamiltono cikly poaibi, kuriame Hamiltono
cikluose néra lanko (1—6), uzraSome tam poaibiui buidinga Zemuting negriezta tikslo funkcijos F

reik§més F* riba 15+3=18, kuria gauname i§ ribos ry=15, pridéje prie jos minimalia bauda h;=3 uz
atsisakyma jtraukti i Hamiltono ciklg lanka (1—6).
Pasirinkus Saka (1,6), t.y., itraukus i Hamiltono cikla lanka (1—6), charakterizuojama

matricoje H%ij || svoriu %1’6 =0, ir tokiu budu iSvengus baudos h;=3, i§ 144 pav. matricos ,,d* galima
iSbraukti pirmaja eilute ir Setaji stulpeli, nes toje eilutéje ir tame stulpelyje, einant Saka (1,6), jokiy x;;
reikSmiy pasirinkinéti jau nebereikia, kadangi, pasirinkus Xié =1, visi kiti xfj , kurj=1, 2,..., 5, turi biiti
lygts 0, kaip ir visi kiti Xis , kur i=2,3,...,6.

ISbraukeg matricoje ,,d“ pirmaja eilutg ir SeStaji stulpeli, gauname p—1=5-osios eilés matrica,

pavaizduota 144 ,.e* pav., kurioje i langeli (6,1) vietoje Cg; =0 jraSyta oo. Taip padaryta todél, kad

685



ateityje biity iSvengta nepilno ciklo, susidedancio i§ lanky (1—6) ir (6—1), susidarymo, pasirenkant dar
ir xy; =1, kai jau pasirinkta xj, =1.
Kaip matome, matricoje ,,e* i§ pirmojo stulpelio galima atimti v; =min ¢;; =2, o i§ penktojo
1

— vs =min¢;s =1, t.y., padidinti r iki ry+3=18 ir pereiti prie dar paprastesnio grafo, turincio ta patj
1

optimalyji sprendinj, kaip ir duotasis, kai xié =1. Naujoji matrica, gauta i§ matricos ,,e*, pavaizduotos
144 pav., atimant v,=2 ir vs=1, pateikta 145 ,,b* pav. Naujoji Zemutiné negriezta funkcijos F reikSmeés
riba r=15+3=18 pavaizduota Salia Sakos (1,6) (zir. 145 ,,a“ pav.).

Kaip matome i§ 145 ,a*“ pav., po pirmojo pasirinkimo xiﬁ =1, egzistuoja dvi Sakos,
charakterizuojamos vienodomis negrieztomis zemutinémis tikslo funkcijos ribomis r=18. Kadangi tos
ribos vienodos, tai, tgsdami Hamiltono cikly aibés dekompozicijg i poaibius, galime pasirinkti bet kurig
i$ Siy dviejy Saky. Pasirenkame Saka (1,0), kuriag gavome, pasirinke xi6 =1.

Apskai¢iuodami Zemutines baudy ribas h; 145 ,b“ pav. matricos nuliams, randame, kad
didZiausias h; reikSmes turi lankai (2—53), (3—4), (4—>2) ir (6—5). Pasirenkame viena i§ tu lankuy,
pavyzdziui, lanka (6—5), t. y. priimame, jog x2,5 =1, ir dekomponuojame aibg (1,6) i dvi Sakas —
poaibius (6,5) ir (6) (zitr. 146 ,,a“ pav.), o i§ 145 ,b* pav. matricos iSbraukiame Sestaja eilute bei
penktaji stulpeli, gaudami 146 ,,b* pav. matrica, i kurios langeli (5,1) iraSome oo, kad neleistume i$ i

Hamiltono cikla patekusiy lanky (1—>6) ir (6->5) susidaryti nepilnam ciklui 212025271
a) b)
15
11234
2 (2 w|0" |1
18 @ 18 o 5
4 11[0°]1 |
5/0|3]0|1

146 pav.

Kadangi kiekvienoje 146 ,,b“ pav. matricos eilutéje ir kiekviename stulpelyje yra po elementa,
lygu nuliui, tai zemutiné tikslo funkcijos optimalios reik§més riba r nesikeicia, todél prie $akos (6,5)
raSome tg pati jvertj 18. Sakos (6,5) ivertj gauname, pridédami prie buvusio Sakos (1,6) jver¢io r=18
baudos zemutinés ribos dydi hgs=1.

Nagrinédami Hamiltono cikly aibés dekompozicijos medi, pavaizduota 146 ,,a“ pav., matome,
jog jau egzistuoja trys Sakos: (1,6 ), (6,5) ir (6,5), turin¢ios iverius — ribas 18, 19, 18 atitinkamai.

Pasirenkame maziausia iverti ir tgsiame Hamiltono cikly aibés dekompozicija,
dekomponuodami $aka (6, 5).

Kad nustatytume, koki lankg itraukti { konstruojama Hamiltono optimaly cikla, apskai¢iuojame
146 ,,b* pav. matricos nulius atitinkancias baudas. Gauname, jog didZiausia baudos Zemuting riba, lygia
2, turi elementas (4—2). Todél poaibi (6,5) suskaidome i du poaibius (4,2) ir (4,2) (zitr. 147 ,,a* pav.),
i§ 146 ,,b“ pav. matricos iSbraukiame ketvirtaja eilutg bei antraji stulpelj ir, iras¢ i langeli (2—4) oo,
gauname 147 ,.b“ pav. matrica.

Q)
1134 i\il1]3]4
210w 21210°
0|w|0 3107 w0]|0
o | 01 5o |01
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Kadangi toje matricoje né i§ vieno stulpelio ar eilutés negalima atimti jokio u>0 ar v>0, tai
7emuting funkcijos F optimalios reikimés F* riba r palickame ta padia, t. y. 18. Gavome 4 $akas (ziar.
147 ,,a“ pav.), charakterizuojamas jverciais 18, 19, 20, 18. MaZiausia jvertj turi $akos l,_6 ir 4.2.
Skaidydami Saka 4,2, gauname iverCius, didesnius uz 18. Norédami pasinaudoti Saka 1,_6, turétume
grizti 1 dekompozicijos pradzia, t.y. prie 144 ,,d* pav. matricos, ir, jraSydami { jos (1—6) langelj
begalybés zenkla, pereiti prie Sakos (1,_6) dekompozicijos.

Gauname 148 ,,a“ pav. matrica.

a) b) ) s
i\j i\j 314 e

\jl1[2]3(4]|5]6 \jl 1|2 5|6
1 oo[3(2]4]0]w| [1]o|3]2]4]0° 18 18

2 (4|o|0]1[3]3 2 (4|00’ 1]3]0"

3(2]1]|o|0]3]|4 3(2[1]e0]0%3]1 8
40300 1lo]114] [4[3]0%1]w|1]1 18 19
5(2(3[0[1|wo|5 5(2]3]0'1 0|2

6lo[2]1]2]1]x0 6lo[2|1]2[1]w] BF3=21 2018

148 pav.

IS tos matricos SeStojo stulpelio galime atimti v¢=3=h,;s. Gauname 148 ,b“ pav. matrica,
atitinkancia Saka ( 1,_6) ir turincia iverti 15+3=18. Apskai¢iave tos matricos nuliy baudy zemutines ribas
hj;, gauname, kad didziausias dydis yra, pavyzdZiui, he,=3 (Zidr. 148 ,,b* pav.).

Todél poaibj (1,_6) suskaidome | du poaibius (6,1) ir (6_,1) (zior. 148 ,,c* pav.) ir surandame
naujy Saky jvercius.

I§ 148 ,,b* pav. matricos iSbraukiame pirmaji stulpeli ir SeStaja eilutg, priimdami, kad XZJ =1,
t. y., kad poaibio (1,_6) dalj — poaibj (6,1) sudaro Hamiltono ciklai, neturintys savo sudétyje lanko (1—6)

ir turintys lanka (6—1). [ naujai gautos 149 ,,a“ pav. matricos langeli (1—6) irasinéti begalybés Zenklo
jau nebereikia, nes jis ten jau yra.

a) b) C)Q c)
ivil2]3T4]5]6 — ivif2]3]47]6
1]3]2]4]0] 18 18 2 (0|01 |0
20|01 ]3]0 3(1]||0?]!
301 |w]0?]3]1 21 18 19 18 41071 [o]1
410211 ]1 503[07]1]w
50301 ]2

18+3 =21

& @ 2@ @
®

149 pav.

Kadangi i§ 149 ,,a“ matricos stulpeliy ir eilu¢iy nieko atimti nejmanoma, tai jvertis r licka be
pasikeitimy ir todél prie 148 ,,c pav. Sakos (6,1) r reikSmé iSlieka lygi 18.

Iverting 149 ,,a* pav. matricos nulius, gauname, kad didZiausias h; yra h,s=3. Todél poaibj
(6,1) dekomponuojame i du poaibius: (1,5) ir (1,5) (zitr. 149 ,,b* pav.). Poaibio (1,5) iverti gauname
pridéje prie poaibio (6,1) {vercio 18 dydi h,s=3, o priéme, kad xis =1, i§ 149 ,,a“ pav. matricos
iSbraukiame pirmaja eilutg ir penktaji stulpeli. Gauname 149 ,.c“ pav. matrica, { kurios langelj 5—6
iraSome oo, kad i§vengtume nepilno ciklo P62>1-5 sudarymo, susijungiant Hamiltono cikle jau
esancios grandinés 6—1—5 galams — vir§tinéms 5 ir 6.

Kadangi i§ 149 ,,c* pav. matricos eiluéiy ir stulpeliy nieko negalime atimti, tai Zemutiné F~ riba
lieka ta pati. Todél prie Sakos (1,5) uzraSome jvertj 18 ir apskai¢iuojame 149 ,,c* pav. matricos nuliy h;;.
Gauname, kad didZiausias h; reikSmes turi hss ir hy. Pasirenkame hs,=2, ir poaibi (1,5)
dekomponuojame | poaibius (3,4) ir (3,4) (ziar. 150 ,a“ pav.). Sakai (3,4) apskaiGiuojame ivert
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r=18+h34,=20 ir, pasirinke x§,4 =1, pereiname i poaibi (3,4), iSbraukdami i§ 149 ,c“ pav. matricos

treCigja eilutg ir ketvirtaji stulpelj bei jraSydami | langelj (4—3) begalybés zenklg oo, kad i§vengtume
nepilno ciklo susidarymo. Gauname 150 ,,b“ pav. matrica.

i\j[2]3]6
2 [ |0°]0
21 18 19 18 5310w 21 18 19 18
21@ QIS 20 8 21@ Rls 20 18
18+2:20 18 20@ @19 203 18 20@ @19
18+4=2(1) ()18
150 pav.

Kadangi 150 ,)b* pav. matricoje nei i§ jos eiluciy nei i§ stulpeliy nieko atimti negalima,
nepadarius neigiamais kai kuriy Eij reik$miy, tai gauname, kad poaibio (3,4) jvertis nepasikeité ir iSliko
lygus 18. Apskaiciave 150 ,,b* pav. matricoje nuliy hjj, randame, jog maksimali h; reik§mé priklauso
hy,=4. Todél poaibi (3,4) suskaidome { poaibius (4,2) ir ( E) (zitir. 150 ,,c“ pav.) ir apskai¢iuojame
poaibio (E) iverti. Gauname 18+hy,=18+4=22. Tam, kad gautume poaibio (4,2) jverti, i§ 150 ,,b* pav.
matricos iSbraukiame ketvirtaja eilute ir antrajj stulpeli. Gauname 151 ,,a* pav. matrica, kurioje { langelj
2—3 jrasome oo, kad i§ Hamiltono cikle esancios grandinés 3—4—2, kuri atsirado, priémus Xz,z =1,

nesusidaryty pilnas ciklas.

Is 151 ,,a* matricos eiluciy ir stulpeliy nieko atimti negalima, todél poaibio (4,2) jvertis islieka
toks pat, t. y. 18, ka ir uZraSome 150 ,,c* pav. Apskaiciave h; 151 ,,a* pav. matricos nuliams, randame,
jog h, ¢=hs ;=00. Pasirenkame, pavyzdziui, X;,é =1 ir gauname Hamiltono cikly dekompozicijos medj,
pavaizduota 151 ,,b* pav. I§ 151 ,,a“ matricos iSbraukiame antraja eilutg ir Sestaji stulpeli. Gauname 151
»C pav. ,matrica“, susidedancio i$ langelio (5—3). | ta langelj begalybés zenklo jau nebejraSome, nes
mums jau nebereikia apsidrausti nuo pilno ciklo susidarymo. Priimame, kad x§,3 =1 ir gauname pilng

P6>1-55-535452

optimaly Hamiltono cikla, , susidedantj i§ lanky (6—1), (1-5), (3—4),
(4-2), (2—6) ir (5—3). Jo ilgis cg e stcsatCantcretes;=18, kas sutampa su tikslo funkcijos 2
zemutine riba r=18. 151 ,,d* pav. parodytas Hamiltono cikly aibés dekompozicijos medis, gautas taikant
Litlo algoritma.

a) [[\i[3]6] b s o [INl3] d s
3107 18

18

18 18

215 18 196 18

151 pav.
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Si medj, taikant Litlo algoritma, galima gauti iSkart, Zingsnis po Zingsnio, neskaidant i 144,
145, 147, 148, 149, 150 ir 151 paveikslélius, kas buvo padaryta tik didaktiniais sumetimais, kad §ios
mokymo priemonés skaitytojams biity lengviau suvokti, kaip taikomi Saky ir riby bei baudos funkcijy
metodai, sudarant Litlo algoritma Hamiltono optimalaus ciklo paieskai.

Nors Hamiltono optimalaus ciklo paieska grafe, pavaizduotame 144 ,,a* pav., uzémeé gana daug
laiko, taciau vis délto leido pasiekti tiksla greiCiau, negu apskaiCiuojant visy 120 galimy Hamiltono
cikly tame grafe ilgius ir iSrenkant i§ jy trumpiausia.

Kaip matome i§ gauty Hamiltono cikly aibés dekompozicijos medziy, mes neiskart pataikéme i
trumpiausia kelia, vedantj | optimalaus ciklo radima, todél mums, nuéjus tam tikra nuotolj
dekompozicijos medziu, teko sugrizti { medzio pradzia ir pradéti kitos jo Sakos dekompozicija. Tokiy
sugrizimy, taikant Litlo algoritma, pasitaiko daugiau ar maziau, ir tai Zymiai padidina darbo, reikalingo
optimaliam Hamiltono ciklui rasti, kiekj. Kartais tokiy ,,Sokinéjimy‘“ nuo vienos dekompozicijos medzio
Sakos prie kitos biina tick daug, kad Litlo algoritmas tampa nebeefektyvus. Todél negalime sakyti, kad
Litlo algoritmas visais atvejais leidZia pakankamai greitai surasti optimaly Hamiltono cikla
duotajame grafe. IS to iSplaukia, jog bendruoju atveju Hamiltono optimalaus ciklo radimo
uZdavinys praktiSkai dar néra pilnai iSsprestas. Kad skaitytojas galéty isitikinti, jog kartais Litlo
algoritmas tampa labai neefektyvus, siiilau jam pabandyti rasti optimaly Hamiltono cikla grafe, kurio
tiesioginiy rySiy matrica pateikta 152 ,.a“ pav.
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152 pav.

Kadangi, 152 ,,a* pav. matrica yra simetriska, tai taikant ,,jégos* algoritma tekty apskaiciuoti
gz 360 Hamiltono cikly ilgj ir i$rinkti i§ jy trumpiausig. Taikant Litlo algoritma, Siuo atveju darbo
apimtis bus ne ka mazesné, taciau darbas bus maziau mechanizuotas ir pareikalaus daugiau atidumo.
Skaic¢iuojant kompiuteriu ir taikant ,;jégos™ algoritma, bus sunaudota apie sekund¢ kompiuterio laiko.
Apie tiek pat laiko bus sunaudota ir taikant Litlo algoritma, tadiau programa $iuo atveju bus Zymiai
sudétingesné.

Baigdamas Litlo algoritmo ir jo taikymo apZzZvalga, noréciau atkreipti skaitytojo démesj, kad
panaudota tame algoritme Hamiltono cikly aibés dekompozicijos idéja gali biiti pritaikyta ir sprendziant
pirmaji Sio skyrelio uzdavini, nes sudarant toki dekompozicijos medi, galima rasti visus duotojo grafo
Hamiltono ciklus.

Kadangi, esant dideléms p reikSméms, ne tik ,,jégos®, bet ir Litlo algoritmu naudotis tampa
praktiskai nebeefektyvu, tai tenka ieskoti kity Hamiltono optimalaus ciklo duotajame grafe suradimo
budy.

Tas paieskas skatina §io uzdavinio aktualumas praktikoje. Ji gana daznai vadina ne tik
Hamiltono optimalaus ciklo paieskos, bet ir keliaujan¢io pirklio uZdaviniu (KPU), nes viena i§ galimy
$io uzdavinio interpretacijy kaip tik ir sutampa su uzdaviniu, iSkylanciu keliaujanciam pirkliui,
norinéiam aplankyti p gyvenvieciy (miesteliy, kaimy ir pan.), pabuvojant kiekvienoje i$ ju po viena ir tik
po viena karta ir iSleidziant kuo maziau pinigy kelionei (sugaiStant kuo maziau laiko, keliaujant
trumpiausiu marSrutu ir pan.).

Uzdavinys, iSkylantis prekiy iSveziotojui, iSveziojanc¢iam prekes { prekybos taskus, taip pat yra
KPU, kaip ir uzdavinys, iSkylantis paSto tarnautojui, pristataniam siuntinius jy gavéjams | namus.
Skirtumas tarp §iy uzdaviniy tik tame, kad prekiy iSveziotojui prekybos taskai ilgg laika iSlieka tie patys,
ir jis, iSsprendgs KPU vieng karta, to sprendinio rezultatu gali naudotis ilga laika, o paSto tarnautojui
kiekviena karta tenka spresti vis nauja uzdavinj. Kiekvienam i§ misy, planuojanciam aplankyti mieste
keleta istaigy bei kity viety, taip pat tenka spresti KPU.

Dar vienas KPU, turintis nemaza prakting reik§me, tai valcavimo staklyny (bliumingy,
sliabingy) darbo planavimo uzdavinys. Siuo atveju Hamiltono ciklo vir§iinés — tai valcavimo staklyny
darbas su tam tikro tipo valcy komplektais, valcuojant metalinius ruoSinius ir gaminant tam tikro
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profilio gaminius (lakstus, kampuocius, vamzdzius, metalinius strypus, turiné¢ius kvadratini, apvaly,
lovinj, t&jini ir t. t. profilius), o Hamiltono ciklo lanky svoriai — valcy komplekty pakeitimo trukmeés,
pereinant nuo vieno profilio gaminiy prie kito. Planuojant valcavimo staklyno darba, stengiamasi
sudaryti tokig valcavimo darby seka — periodiskai besikartojanti valcavimo tvarkarasti, kad peréjimy
nuo vieno darby tipo prie kito, kei¢iant valcy komplektus, trukmiy suma bility maziausia.

Su KPU susiduriama ir elektroniniy mikroschemy gamyboje, kuomet, gaminant integraling
mikroschema, tos schemos plokstéje lazerio spinduliu greziama deSimtys tikstanciy labai plony
skyluciy ir iskyla laiko, eikvojamo tos plokstelés stumdymui ir sukiojimui po stacionaraus lazerio
spinduliu, minimizavimo problema. Cia susiduriama su tokiy Hamiltono optimaliy cikly paieska, kurie
turi deSimtis tlikstanciy virSiiniy, vaizduojamy mikroschemas skylutémis. Hamiltono cikly lankai ir ju
svoriai — tai peréjimai nuo vienos skylutés grezimo prie kitos ir ty peréjimy trukmés, o optimalus
Hamiltono ciklas — tai tos mikroschemos plokstés judéjimo po stacionaraus lazerio spinduliu marsrutas,
kuris minimizuoja bendra mikroschemos paruosimo laika.

Taigi, praktikoje iSkyla uzdaviniai, kai grafo virStniy skaiCius p siekia ne tik Simtus, bet
matuojamas deSimtimis tikstan¢iy. Kaip spresti Hamiltono optimaliy cikly radimo uzdavinius tuomet?

Tokiais atvejais tenka atsisakyti tiksliy optimizavimo algoritmy (tokiy kaip ,,jégos™ ar Litlo
algoritmai) taikymo ir vietoj ju naudotis artutiniais optimizavimo algoritmais, leidzianciais per
praktiskai priimting laikq surasti sprendinius, pakankamai artimus optimaliems (atsitiktinai galin¢ius net
sutapti su optimaliais).

Vienas paprasciausiy artutiniy Hamiltono optimalaus ciklo paieskos algoritmy yra artimiausio
kaimyno algoritmas. Ji sudaro Sie zingsniai:

1) imama kokia nors nagrinéjimo grafo vir$iné ,,i
konstravimo taskas;

2) tarp i$ tos virStnés iSeinanciy lanky (t.y. ta vir§ing atitinkancioje tiesioginiy rySiy
matricos eilutéje) iSrenkamas tas lankas, kurio svoris cj« yra maziausias, ir tokiu biidu patenkama { naujq
virsiing j, kuri pazymima j’; eiluté ,,i™ ir stulpelis ,,j * isbraukiami i§ tiesioginiy ry$iy matricos, o i jos
langeli (°, i) {raoma oo, kad i§vengtume nepilny cikly susidarymo;

3) pereinama prie vir§iings ,,j “, t. y. prie eilutés, turin¢ios numerj ,.j , ir tikrinama, ar dar liko
neisbraukty stulpeliy; jei neiSbraukty stulpeliy daugiau nei vienas, tai griztama i antraji zingsni, laikant
seniau i$sirinktaji elementa (vir$ing) j” naujuoju i=i  ir isrenkant i3 likusiy dar neisbraukty langeliy toki
lanka (i, j), kurio svoris Cpmj biity maZiausias, ibraukiant eilute i° ir stulpeli j bei jrasant { langelj (j,

*e

kaip pradinis Hamiltono ciklo

i") begalybés zenkla, o jei liko tik vienas neisbrauktas stulpelis (jo numeris ,,j turi sutapti su pirmosios
pasirinktos vir§iinés numeriu i ), tai paskutinéje neisbrauktoje eilutéje iSsirenkama to neisbraukto
stulpelio c;;, ir algoritmas baigia darba.

Artimiausio kaimyno algoritmo taikyma grafui, kurio tiesioginiy ry$iy matrica pateikta 152 ,,a*
pav., iliustruoja 152 ,,b“ pav., kuriame pirmoji pasirinktoji vir§iiné turi numeri ,,i “=1.

Nagrinédami pirmaja 152 ,,a“ pav. matricos eilutg, randame, jog mjm Cpi = mjm cj=cpp =1.

Tai reiskia, jog vir§iinei i'=1 artimiausias kaimynas yra vir§iné j'=2. Lanka (1—2) 152 ,b* pav.
matricoje i$skiriame rémeliu ir pazymime pirmuoju numeriu, jraSydami ta numerj | langelio (1,2)
virSutinj deSinjji kampa. Kad nesusidaryty nepilny cikly, langeli (2,1) uZStrichuojame (kas reiskia
begalybés Zenklo oo jraS§yma) ir taip pat pasizymime pirmuoju numeriu. 152 _b* pav. matricoje
i¥braukiame eilute, turinéia numerj i =1, ir stulpeli j"=2. Kadangi matricoje dar liko daugiau negu vienas
neiSbrauktas stulpelis, tai kartojame antraji algoritmo zingsnj ir pereiname prie eilutés, turin¢ios numeri
i=j'=2 analizés.
Randame, jog minc,; =c,g =8. ISskiriame rémeliu langeli (2—8) ir pasizymime ji antruoju
.iiz
numeriu. Tuo paciu numeriu pasizymime langeli (8—1) ir uzStrichuojame. ISbraukiame matricoje
antraja eilute ir astuntaji stulpeli. Pereiname i aStuntaja eilute.
Randame, jog mincg; =cg3 =18. ISskiriame remeliu langeli (8—3) ir pasizymime treCiuoju
s
numeriu. Tuo paciu numeriu pasizymime ir uzstrichuojame langeli (3—1). ISbraukiame aStuntaja eilute
ir treCiaji stulpeli. Pereiname i treciaja eilute.
Randame, jog min ¢;; =c¢;, =14. I8skiriame remeliu langelj (3—4) ir paZzymime ji ketvirtuoju
j#2:8;3
numeriu. Tuo paciu numeriu pazymime langelj (4—1) ir uzstrichuojame jji. ISbraukiame treciaja eilutg ir
ketvirtaji stulpeli. Pereiname i ketvirtaja eilute.
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Randame, jog min c4j=c,; =20. ISskiriame rémeliu langeli (4—7) ir pazymime ji
j¢2;J8;3;4
penktuoju numeriu. Tuo paciu numeriu pazymime langeli (7—1) ir ji uZstrichuojame. ISbraukiame
ketvirtaja eilutg ir septintaji stulpelj. Pereiname { septintaja eilute.
Randame, jog min c5; =c;5 =24 . I8skiriame rémeliu langeli (7—5) ir pazymime ji SeStuoju
j:z;sj;s;4;7
numeriu. Tuo paciu numeriu pazymime ir langelj (5—1) ir uzstrichuojame jji. ISbraukiame septintaja
eilute ir penktaji stulpeli. Pereiname i penktaja eilutg.
Randame, jog ~—min cs5;=cs5¢=23. ISskiriame langeli (5—>6) rémeliu ir paZymime ji
j:z;x;_Jz;4;7;5
septintuoju numeriu. Kadangi matricoje liko neiSbrauktas tik vienas stulpelis, tai jau nebereikia
uzdrausti cikly susidarymo, nes tai jau bus pilnas Hamiltono ciklas. ISbraukiame penktaja eilute ir Sestaji
stulpeli. Pereiname | Sestaja eilute.
Ten randame tik viena neiSbraukta langeli c¢;=5, atitinkantj lanka (6—1), uzdaranti pilna
Hamiltono ciklg. ISskiriame ji rémeliu ir pazymime aStuntuoju numeriu. Tuo artimiausiojo kaimyno

algoritmas ir baigia darba, nes jau surastas Hamiltono cikas 2228535457556 .

Belicka apskaiCiuoti jo ilgi: cjptcagtcegsteastcyrterstcs=118+18+14+20+24+23+5=113 vienety.
Surastas Hamiltono ciklas — nebiitinai optimalus (trumpiausias) Hamiltono ciklas, taciau daugelyje
atvejy jis bus ne taip jau tolimas nuo optimalaus.

Artimiausiojo kaimyno algoritmo taikymo rezultatas gali priklausyti nuo to, kuri grafo vir§iné
buvo pasirinkta kaip pirmoji.

Pavyzdziui, jei butume pradéje algoritmo darba nuo antrosios vir§iinés, tai biitume gave

Hamiltono cikla 2221235458556 70 , kurio 1lgis cy1tcj3tc341CagtCgsTCs6TCorTCr=
=1+2+14+19+25+23+27+9=120 vienety.

Kartais pavyksta pagerinti artimiausio kaimyno algoritmo rezultata, naudojantis Kkartotiniu
artimiausio kaimyno algoritmu, kurio esm¢ sudaro artimiausio kaimyno algoritmo taikymas
kiekvienai grafo virStnei, po to iSrenkant i§ gautyjy Hamiltono cikly aibés, sudarytos i§ p cikly, ta (arba
tuos), kuris yra trumpiausias (trumpiausi).

Pradédami 152 ,,a“ matricoje nuo treCiosios virSiinés, bltume gave Hamiltono cikla
'_)3_”_)2_)8_)4_)7_)5_)6_)_',turintiilgi,

lygy 2-+1+8+19+20+24+23+16=113 vienety.
Pradédami nuo ketvirtosios virsiinés, blitume gave Hamiltono cikla

4219258535556 279 g ilgis lygus 3+1+8+18+15+23+27+20=115 vienetu.
Jei  pradétume nuo  penktosios  virSlinés, tai  gautume  Hamiltono cikla
2521529583354 7 56—

, turinti ta pat] ilgi, lygu 4+1+8+18+14+20+27+23=115

vienety.
Pradédami nuo Sestosios virStneés, gauname Hamiltono cikla

2021225823545 75557 144 ilgis yra lygus 5+1+8+18+14+20+24+23=113 vienety,
Kai pradedame nuo  septintosios  virStinés, tai gauname Hamiltono cikla

|—>7—>1—>2—>8—>3—>4—>6—>5—>—|’turintiﬂgi’

lygu 6+1+8+18+14+21+23+24=115 vienety.
Pradéje nuo aStuntosios virSunés, butume gave Hamiltono cikla

2821225723254 565 57 6 lgis yra 7+1+9+17+14+21+23+25=117.

Palyging visus astuonis gautus rezultatus, randame, jog kartotinis artimiausio kaimyno
algoritmas davé ta pati rezultata kaip ir paprastas artimiausio kaimyno algoritmas, kai pradedama nuo
pirmosios ar treciosios duotojo grafo virSiinés. TaCiau, taikydami paprastaji artimiausio kaimyno
algoritma, mes juk galéjome pradéti ir nuo antrosios vir§iinés ir bitume gave Hamiltono cikla, kurio
ilgis 120 vienety, t. y. galéjome gauti rezultata, kuris skiriasi nuo rezultato, gauto naudojantis kartotiniu
artimiausio kaimyno algoritmu, apie puse to, kiek pastarasis skiriasi nuo tikslaus optimalaus sprendinio.

Jei butume pabandg taikyti kartotinj artimiausio kaimyno algoritma grafui, pavaizduotam 144
,—>1—>5—>3—>4—>2—>6—>-|’ turinti

»a" pav., tai biitume gave optimaly sprendini — Hamiltono cikla
ilgi, lygu 18 vienety, kai tuo tarpu paprastas artimiausio kaimyno algoritmas, pritaikytas tam grafui,
pradedant vir§iine i=4, bty davegs Hamiltono cikla, turinti 24 vienety ilgi.
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Kitas Hamiltono cikly, kurie daZnai biina artimi optimaliems, paie$kos algoritmas yra
pigiausios jungties algoritmas. Jis reikalauja maziau darbo negu kartotinis artimiausio kaimyno
algoritmas.

Naudojantis pigiausios jungties algoritmu, pradedama nuo min min ¢;; duotoje matricoje ||c|

1 J
suradimo. Kai tokiy pigiausiy jung€iy yra keletas, tai pasirenkama viena i$ ju.

Tarkime, jog pasirinkome pigiausia lanka, charakterizuojama kaina ci++. Tuomet { Hamiltono
cikla jtraukiamas lankas (i*—>j*), 1 matricos langeli (j*—>i*) iraSomas Zenklas oo ir i§ tiesioginiy rySiy
matricos i§braukiama eiluté ,,i" ir stulpelis ,,j e,

Po to vél ieSskoma pigiausioji jungtis likusioje (po iSbraukymu) matricoje. Tarkime, jog
Ill’ilil;l rjriglg Cij = Cponjon - Tuomet { Hamiltono cikla {jungiamas lankas (i —j"") ir Zidirima, ar jis nesudaro
grandiniy su jau esaniais lankais. Jei, pavyzdziui, j=i", tai Hamiltono cikle egzistuoja grandiné
("—>(G=1")—j"). Tuomet, pries isbraukdami i§ matricos eilute ,i" “ ir stulpeli ,j", { tos matricos
langeli (j"—i") iraSome begalybés Zenkla. Kai j =i, tai Hamiltono cikle atsiranda grandiné
(" —>("=1")—j") ir { matricos langeli j*—i" reikia jradyti begalybés Zenkla co. Jei j'=i ir i, tai
naujasis lankas (i —j ) sudaromame Hamiltono cikle egzistuoja kol kas atskirai, nesudarydamas su
jame jau esan¢iu lanku grandinés. Tuomet begalybés Zenklas jraSomas { matricos langeli (j—i ) ir po
to, i§braukus i§ matricos eilute i ir stulpeli ,j ", kartojama naujos pigiausios jungties paieska. Tas
kartojimas vyksta iki tol, kol matricoje belieka viena neisbraukta jungtis, uzdaranti Hamiltono cikla.
[trauke ta jungtj { minétajj cikla, gauname artutinj $io skyrelio antrojo uzdavinio (t. y. KPU) sprendini.

Naudodamiesi pigiausios jungties algoritmu, rasime artutinj sprendinj tuo atveju, kai duotojo
grafo tiesioginiy rySiy matrica yra 152 ,,a* pav. matrica.

PradZioje nustatome, jog minminc;; =¢yp =cy =1. Pasirenkame (1—2), o { langeli (2—1)

i

13

irasome oo. Eilutg i=1 ir stulpelj j=2 iSbraukiame.
Dabar m¢1}1 rgglcij =cj3; =2. Lanka (3—1) {raSome | Hamiltono cikla, kuriame jis su jau
izl j
anksc¢iau jraSytu lanku (1—2) sudaro granding (3—1—2). Todél i matricos langeli (2—3) iraSome oo ir
i§ matricos iSbraukiame eilutg i=3 ir stulpelj j=1.
Likusioje matricoje 1’;1112 rgn1 cij =cog =8. Lanka (2—8) iraSome i konstruojama Hamiltono
113 j#2;
cikla, kur gaunama grandiné (3—1—2—8). [ matricos langeli (8—3) iraSome o, o antraja eilutg ir
aStuntaji stulpelj iSbraukiame.
Dabar Vgli}nz _gi?gcij =cy3 =14 . | konstruojama Hamiltono cikla jjungiame lanka (4—3),
i#1;3;2 =251
kuris su jau ten esanciais lankais sudaro granding (4—3—1—2—8). | matricos langeli (§8—4) iraSome
o, 0 ketvirtaja eilute ir tre¢iaji stulpeli isbraukiame.
Dabar min min Cjj =C74 =20. Lanka (7—4) itraukiame | konstruojama Hamiltono
i#1;3;2;4 j#2;1;8;3
cikla, kuriame jis su ten jau esanciais lankais sudaro granding (7—4—3—1—>2—8). [ matricos langeli
(8—>7) irasome oo, o septintaja eilute ir ketvirtaji stulpeli isbraukiame.
Likusioje treciosios eilés matricoje = min ~ min  ¢;; =Cg5 =Cs56 =23. Pasirenkame
1#1;3;2;4;7 j#2;1;8;3;4
lanka (5—06) ir jjungiame ji { konstruojama Hamiltono cikla. Ten tas lankas kol kas iSlieka neprijungtas
prie jokios grandinés, todél begalybés Zenkla iraSome | matricos langelj (6—5). Penktaja eilutg ir Sestaji
stulpeli iSbraukiame.
Likusioje antrosios eilés matricoje surandame minimalia jungti cgs=25 ir jjungiame ja i
konstruojama Hamiltono cikla, kuriame gauname granding (7—4—3—>1-52—8—>5—6). IS matricos
iSbraukiame aStuntaja eilutg ir penktaji stulpeli. Belieka tik vienas lankas (6—7) su svoriu cg7=27,

uzdarantis pilng Hamiltono cikla 2724315258556 , kurio ilgis yra cyytcytes+
+CiptCogt +Cg5+C56+C67=20+14+2+1+8+25+23+27=120.

Jei buitume pritaike pigiausios jungties algoritma 144 ,a“ pav. grafui, tai blitume gave
Hamiltono cikla, kurio visy lanky svoriy suma biity 2 vienetais didesné uz optimalaus Hamiltono ciklo
lanky svoriy suma. Tai dar kartg patvirtina teigini, kad kartotinis artimiausio kaimyno algoritmas daznai
leidZia gauti geresni sprendinj negu pigiausios jungties algoritmas.

Egzistuoja visa eilé kity artutiniy Hamiltono optimalaus ciklo paieskos algoritmy.

Vienas tokiy algoritmy — artimiausiojo intarpo algoritmas. Pagrindiné to algoritmo idéja —
pradéti nuo nedidelio grafo, sudarancio duotojo grafo pografi, ciklo sudarymo, po to didinti ta cikla,
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jungiant kiekviename zingsnyje po viena virSiing, tol, kol visos duotojo grafo vir§inés bus jtrauktos i
Hamiltono cikla.

Taikant §j algoritma pradZioje pasirenkama bet kuri duotojo grafo virStiné kaip ,,pradinis
ciklas®, sudarytas i§ vienos vir§iinés ir nulio briauny. Sis ,,pradinis ciklas“ kokiu nors biidu pazymimas.

Antrajame zingsnyje likusioje grafo dalyje surandama virS§iiné, esant arciausiai jau pasirinktos
vir§iinés, ir sudaromas naujas ciklas, susidedantis jau i§ dviejy virstniy. Tas ciklas pazymimas.

Tolesniuose zingsniuose likusioje grafo dalyje ieSkoma virsiiniy, kuriy iterpimas i jau turima
cikla minimaliai padidinty to ciklo ilgi. Sie Zingsniai kartojami iki tol, kol gaunamas pilnas Hamiltono
ciklas.

Pritaikius artimiausiojo intarpo algoritma grafui, kurio tiesioginiy rySiy matrica

pavaizduota 152 ,,a* pav., nesunku surasti Hamiltono cikla 26225754585 15553 9 ,

kurio ilgis yra = 10+9+20+19+7+4+15+16=100 vienety ir net dar trumpesni cikla

2822262355157 4 4 ing jau tik 8+10+16+15+4+6+20+19=98 vienety ilgj, t. y.
15 vienety maZesni, negu taikant kartotini artimiausio kaimyno algoritma.

Yra gana daug gana imantriy apytiksliai optimalaus KPU sprendinio radimo algoritmuy,
garantuojanciy, kad gautojo apytikslio sprendinio paklaida nevirSys i§ anksto nustatyto paklaidos
dydZio. Siuo metu Zinomi geriausi KPU apytikslio sprendinio algoritmai leidzia rasti grafo, turingio
p<100000 virstniy, apytikriai optimaly Hamiltono cikla, kuris skiriasi nuo optimalaus ne daugiau kaip
1%, o grafe, turinCiame apie milijong vir§iiniy, rasti optimaly sprendini, kuris skirtysi nuo optimalaus ne
daugiau kaip 3,5%.

Nuolatiniai tokiy algoritmy pagerinimai ir kompiuterinés technikos bei jos programinés
irangos tobul¢jimas rodo, kad sprendiniy tikslumas ir sprendziamy KPU dydis ateityje dar didés. Kai
kurios ¢ia paminéty algoritmy charakteristikos pateiktos 47-oje lentel¢je, kuri paimta i§ knygos [109].
Pirmajame Sios lentelés stulpelyje nurodomas KPU dydis, antrajame — atsakoma i klausima, ar,
naudojantis Siuolaikine technika, jau galima surasti optimaly sprendini ir, jei taip, tai kiek laiko sugaiSty
superkompiuteris, sprgsdamas $i uzdavini, treCiame, ketvirtame ir penktame stulpeliuose atsakoma i
klausima, ar galima rasti apytikri KPU sprendini, kurio paklaida nevirSyty duotojo dydzio, ir jei taip, tai
per kiek laiko. Atsakymai ,Taip“ ir ,,Ne* kartu informuoja ir apie tai, ar tokie uzdaviniai buvo
sprendziami ir i§spresti.

Nezitrint | tuos ispudingus rezultatus, kurie pateikti 47-joje lenteléje, klausimas, ar
egzistuoja efektyvus KPU tikslaus sprendinio algoritmas, iSlieka aktualus tiek teoriskai, tiek
praktiskai.

47. lentelé
Tikslus Artutm.lo algoritmo Artutinio algoritmo Artutlnlo algorltrpo
. . taikymas, . . . |taikymas, garantuojant,
KPU dydis | optimalus antis. kad taikymas, garantuojantis, kad paklaid e
sprendinys garantuojantis, ka kad paklaida neviréys 1% ad paklaida nevirSys
paklaida nevirsys 3,5% 0,75%
I?lp;. TalP; skalclaylmo Taip; skai¢iavimo Taip; skai¢iavimo
p<3000 skai¢iavimo laikas — kelios . . S .
. X laikas — kelios minutés laikas <1 val.
laikas <1 sav. sekundés
Taip, skaic¢iavimo Taip; skaiciavimo laikas | Taip; skai¢iavimo
p=1000000 Ne laikas — kelios minutés — maziau 2 dieny laikas — apie 7 mén.
Taip; skai¢iavimo Ne, nes skai¢iavimo Ne, nes skai¢iavimo
p~1000000 Ne laikas <3 val. laikas — Simtai mety | laikas — milijonai mety

Lygindami Oilerio ir Hamiltono cikly paieskos uzdavinius, matome, jog jie Zymiai skiriasi
savo sudétingumu, nors juy formuluotés, atrodo, labai panasios. Pasirodo, jog Oilerio ir Hamiltono cikly
egzistavimo salygos yra nepriklausomos, t. y. galimi visi keturi ty cikly egzistavimo ir neegzistavimo
atvejai. Si teigini iliustruoja 153 pav.

a) b) ¢) d)
1 2 3 4 2 3
5
1 4
8 7 6 5
153 pav.
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153 ,,a* pav. grafas turi ir Oilerio ir Hamiltono ciklus, kuriy radima palieku skaitytojui.
153 ,,b pav. grafas turi keleta Oilerio cikly, ta¢iau neturi né vieno Hamiltono ciklo.
153 ,,c* pav. grafas neturi Oilerio ciklo, ta¢iau turi Hamiltono cikla.

153 ,,d*“ pav. grafas neturi nei Oilerio, nei Hamiltono ciklo.

1.9.2.16. Tinkliniy grafiky pervedimo is virsuninés formos | briaunine
ir is briauninés j virSanine forma operacijos

Tinkliniais grafikais (TG) vadinami darby kompleksy, kuriy vykdyme dalyvauja keletas (gali
buti ir labai daug) atskiry vykdytojuy, grafiniai modeliai. Tokie modeliai priklauso paciy paprasciausiy
vidiniy modeliy klasei, nes ty modeliy elementy iSoriniai modeliai yra labai paprasti: juos sudaro
elementy charakteristiky vidutiniy reik§miy rinkiniai, susidedantys i vieno, dviejy (retkar€iais — trijy ir
daugiau) pastoviy skaiciy — konstanty.

Nezitrint | savo paprastuma (o gal kaip tik dél jo), tinkliniai grafikai praktikoje taikomi labai
placiai. Visy pirma, TG — tai sudétingu kompleksy, sudaryty i§ daugelio darby, turiniy skirtingus
vykdytojus, planavimo (tame tarpe ir — optimalaus) instrumentas. Naudojantis TG, suderinami darby
pradzios ir baigimo terminai taip, kad darbai kuo maziau laukty vienas kito ir kad bendras viso darby
komplekso ivykdymo laikas biity kuo trumpesnis. TG taikymas leidzia racionaliau paskirstyti resursus,
iSlyginti vykdytoju apkrovima, padidinti darby jvykdymo laiku tikimybes, iSskirti darbus, vadinamus
kritiniais, kuriems vadovai privaléty skirti daugiausia démesio ir resursy.

Tinklinis planavimas patogus dar ir tuo, jog, naudojantis juo, Zymiai sumazgja tikimybé, kad
koks nors darbas, reikalingas numatytam tikslui pasiekti, bus praleistas (t. y. nebus uzplanuotas, nebus
numatyti jo ivykdymui reikalingi resursai ir pan.) arba bus suplanuotas tokiu laiku ir tokiomis
salygomis, kad to darbo ivykdyti tuo metu biity neimanoma.

TG yra ne tik planavimo, bet ir operatyvios darby vykdymo proceso kontrolés, to proceso
operatyvaus valdymo instrumentas. TG leidzia sudétingy sistemy ir procesy vadovams koncentruoti
savo démesi kaip tik ,,siaurose” valdymo proceso vietose, laiku pastebéti, kurie i§ darby tampa kritiniais,
ir imtis reikalingy priemoniu, tikslingai paskirstyti bei perskirstyti turimus resursus.

Todél sudétingy procesy valdymo metodologijoje susikiiré net speciali kryptis — tinklinis
planavimas ir valdymas (TPV). Apie visa tai bus gana placiai kalbama antrojoje Sios mokymo
priemonés dalyje.

Tinkliniai grafikai gali turéti vir§aninge forma ir tuomet vadinami virStniniais TG (VTG), o
taip pat ir briauning¢ formg ir tuomet vadinami briauniniais TG (BTG).

Virsininj TG sudaro dviejy tipy elementai:

1) darbai 1, 2, 3, ..., n, charakterizuojami savo trukmémis ti, t,, t3, ..., t, (kartais dar ir kainomis
C1, €2, C3, .., Cy, VYkdytoju skaiiumi ir pan.); 2) loginiai rySiai tarp darby.

VTG darbai vaizduojami staciakampiais, o loginiai rySiai — orientuotais lankais, rodanciais
loging priklausomybe tarp darbo, i$ kurio tas lankas iSeina, pabaigos ir darbo, | kurj tas lankas jeina,
pradzios (zitr. 154 ,,a“ pav.).

a) b) [ dltg| ¢ |[dd|1][2]3]4]5
=5 =6 115 1 111
(=8 2 | 4 2 1
2 2 3/6 3 1
- f=9 4]0 4 1
518 5
154 pav.

Pavyzdziui (zitr. 154 ,,a* pav.), loginis rySys (1—3) rodo, jog darbas d=3 gali prasidéti tik
darbui d=1 pasibaigus, o tam, kad biity galima pradéti darba d=4, reikia, kad bty baigti d=1 ir d=2.
Darbai d=1 ir d=2 gali buti pradéti nepriklausomai vienas nuo kito, o darbo d=5 pradzia priklauso nuo
darby d=3 ir d=4.

Darby 1, 2“3, ..., n sarasas su nurodytomis ty darby charakteristikomis ty, t, ts, ..., t, (kartais dar
ir ¢y, Cy, ..., C, bei kitomis) apraso VTG sudétj (ziiir. 154 ,,b* pav.), o loginiai rySiai, (pavyzdziui, ty
ry$iy matrica, ar rySiy operatorius) — VI'G struktiirg (zitr. 154 ,,c pav.).

Briauninis TG taip pat turi dviejy raSiy pagrindinius elementus: 1) darbus, vaizduojamus
orientuotais lankais, vir§ kuriy raSomos ty darby charakteristikos, ir 2) jvykius, vaizduojamus
skrituliukais ir iSreiskian¢ius momentus, kada, pasibaigus vieniems darbams, prasideda kiti darbai, t. y.
darby vykdymo kalendoriaus ypatingus taskus.
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Ivykiai numeruojami, t. y. ivykiams priskiriami skirtingi numeriai, kurie kartu identifikuoja ir
darbus, nurodydami, kokiu jvykiu tas ar kitas darbas prasideda, kokiu — baigiasi: kiekvienas darbas
zymimas {vykiy numeriy pora — darbo pradzios ir darbo pabaigos jvykiy numeriais. Tie numeriai leidzia
nustatyti loginius rySius tarp darby, todél dauguma loginiy rySiy, kurie VTG buvo vaizduojami
orientuotais lankais, BTG tiesiogiai nevaizduojami, o iSplaukia i§ {vykiy numeriy. Tik kai kuriais
atvejais visy loginiy rySiy netiesiogiai atvaizduoti nepavyksta ir tuomet tenka kai kuriuos tokius rysius
vaizduoti ,.fiktyviais darbais®, turinciais trukme, lygia 0. ,,Fiktyvus darbas“ jokio darbo nereiskia, o
orientuotu lanku, sudarytu i$ $trichy, rodo tik logini rysi tarp vieno darbo pabaigos ir kito pradzios.

BTG, sutampantis su VTG, pavaizduotu 154 ,,a* pav., pateiktas 155 ,,a“ pav.

Cm

1

W (N = = O D [~
AW W N[N [— -
0 |\O [N [© [+ |

155 pav.

BTG lentelinéje formoje (zitr. 155 ,,b* pav.) apraso iSkart ir BTG sudétj ir struktira, t.y.
155 ,,b pav. lentelé yra kartu ir darby sarasas su ju charakteristikomis (nagrinéjamu atveju — darby
trukmeémis t;;) ir ry$iy tarp darby apraSymas, nes kiekvieno darbo numeris yra to darbo pradzia ir pabaiga
vaizduojanciy ir su kitais darbais riSanéiy ivykiy numeriy (i,j) pora.

Taciau, kaip jau buvo minéta, kartais atsitinka taip, kad rySiy tarp vieny darby pabaigos ir kity
darby pradzios vienareikSmiskam atvaizdavimui nebepakanka vien tik jvykiy. PavyzdZziui, norint
parodyti, kad darbas d=4 gali prasidéti tik pasibaigus kiekvienam i§ darby d=1 ir d=2 (zitr. 154 ,,a“
pav.), briauniniame TG jau nebepakanka vien tik ivykiy ,, 1% ir ,,2%.

Darba d=1 briauniniame TG vaizduoja lankas, zymimas ivykiy ,,0* ir ,,1* pora (0, 1). To darbo
pabaiga — {vykis ,,1* — sutampa su darbo d=3 pradzia, kurj briauniniame TG vaizduoja {vykiy ,,1* ir ,,3°
pora (1; 3) (zidr. 155 ,,a“ ir ,,b“ pav.). Darbo d=2, kurj briauniniame TG vaizduoja lankas (0—2), (jis
155 ,,b* pav. lenteléje Zymimas (0; 2)), pabaiga sutampa su darbo d=4, vaizduojamo lanku (2—3),
pradzia. Sie visi darbai ir ry$iai tarp ju, egzistave virdiininiame TG, vienareik$miskai atvaizduoti
briauniniame TG.

Taciau iSkyla sunkumuy, atvaizduojant darbo d=4 pradzios priklausomybg nuo darbo d=1
pabaigos, nes tie jvykiai 155 ,,a“ pav. vaizduojami skirtingais numeriais ,,2 ir ,,1*. Sujungti du tuos
ivykius i viena negalima dél dviejuy priezas¢iy: 1) sujungg tuos ivykius gautume, jog ir darbo d=3
pradzia priklauso nuo darbo d=2 pabaigos, ko i§ tikryjy néra (zitr. VTG, pavaizduota 154 ,,a* pav.),
2) lenteliniame BTG modelyje (155 ,,b“ pav.) nebegalétume atskirti darbo d=1 nuo darbo d=2, nes
abiejy ty darby pradziy ir pabaigy ivykiai tapty vienodi: abu darbai prasidéty jvykiu ,,0“ ir baigtysi
ivykiu ,,1* ir abu darbai biity Zymimi vienodai, t. y. (0, 1).

Todél tokiais atvejais logini rysi tarp darby d=1 ir d=4 tenka perkelti i§ VTG ir i BTG,
vaizduojant ji ,,Strichine” rodykle (kad bty galima atskirti nuo realiy darby), pavadinant ta rodykle
»fktyviu darbu®, t. y. darbu, neturinéiu trukmés, o vaizduojanciu tik logini rysi.

Zinoma, pereinant i§ VTG i BTG, buvo galima perkelti ne tik darbus d=1, d=2, d=3, ..., bet ir
visus loginius rySius tarp ju, vaizduojant darbus orientuotais lankais su skrituliukais ty lanky pradzioje ir
pabaigoje, o rySius — Strichiniais“ orientuotais lankais, jungianciais vieny darby pabaigas su kity
pradziomis, kartais jvedant dar ir darby komplekso pradzios bei pabaigos jvykius, bei ty jvykiy rysius su
realiais darbais, kaip tai parodyta 156 pav.

Taciau toks VTG pervedimas | BTG, koks parodytas 156 pav., Zymiai padidinty BTG
informacini modelj, ir tokiu biidu biity bereikalingai apkraunama kompiuterio atmintis. Todél, pervedant
VTG i BTG, stengiamasi jvedinéti kuo maziau fiktyviy darby, kaip tai buvo padaryta 155 pav.

Pervedimo i§ VTG i BTG algoritmas, minimizuojantis ivedamy i BTG fiktyviy darby skaiciy,
yra Zymiai sudétingesnis uz ta, kuriuo naudodamiesi i§ VTG, pavaizduoto 154 pav., gavome 156 pav.
briauninj TG. Sis algoritmas bus apradytas antrojoje mokymo priemonés dalyje, kai bus nagrinéjami
tipiniai vidiniai modeliai bei tipinés ju struktiiros, o dabar siiily¢iau skaitytojui paciam pabandyti surasti
tas situacijas, kada pervedant VTG i BTG neiSvengiamai tenka ivedinéti fiktyvius darbus, o po to,
atsizvelgiant | tokias situacijas, sukonstruoti algoritma, pervedantj VTG | BTG taip, kad { BTG bty
ivedinéjama kiek galima maziau fiktyviy darby.
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Antrojoje mokymo priemonés dalyje bus detaliai aprasytas bei pademonstruotas ir atvirkstinis —
pervedimo i§ BTG i VTG forma — algoritmas. Sis algoritmas Zymiai paprastesnis uz algoritma,
pervedantj VTG | BTG, minimizuojant fiktyviy darby skaic¢iy. Pervedimo i§ BTG | VTG algoritmas
kiekviena realy darba (iy, ji) briauniniame TG pakeicia darbu, turiniu eilés tvarka priskiriama numerj
»k“ virStininiame TG, o ,(fiktyviems darbams®“ (t.y., tiems darbams, kuriy t;=0), jokio numerio
nepriskiria ir { VTG darby sarasa ty ,,darby” neitraukia.

Pirmajame pervedimo i§ BTG i VTG etape gaunamas realiy darby saraSas — VTG sudéties
modelis, kuriame kiekvienas realus darbas turi du ,,numerius“: naujaji numeri ,,k“, kuri jis ir turés
vir§tniniame TG, ir senaji — (ix, jx), t.y. ,,numeri®, turétaji briauniniame TG. Atskirai sudaromas
fiktyviyjy ,,darby” sarasas, kuriame tie ,,darbai“ neturi naujy numeriy, o tik senuosius, t.y. ivykiy
numeriy poras (i,).

Antrajame pervedimo i§ BTG { VTG etape sudaromas VTG struktiros modelis. Tuo tikslu
sudaroma kvadratiné matrica, turinti tiek eiluciy ir stulpeliy, kiek VTG sudéties modelyje — realiy darby
sarase — yra realiy darby.

Kiekvienam darbui ,,k“ i§ to saraSo priskiriama tos matricos k-ji eiluté ir k-asis stulpelis, o po
to, pasizitiréjus i to darbo senaji ,,numeri“ (iy, ji), darby saraso senuosiuose numeriuose ieSkoma tokiy
poru (i,j), kuriy pabaigos jvykio numeris ,,j* sutapty su darbo ,.k* senojo ,,numerio* pradinio jvykio
numeriu ,,i,“. Tarkime, kad m-jo darbo senojo ,,numerio® (i, j) pabaigos jvykio numeris j,=i,. Tai
reiskia, jog egzistuoja loginis rySys tarp m-jo darbo pabaigos ir k-jo darbo pradzios. Tokiu atveju loginiy
ry$iy matricos m-sios eilutés k-jame stulpelyje iraSomas ,,1*, paZzymintis ta loginj rysi. Kai darbo ,,k*
pradzia (ivykis ,,i,”) surista su keliy darby pabaiga, tai matricos k-jo stulpelio atitinkamose eilutése
analogiskai jraSomi vienetai, vaizduojantys k-jo darbo pradzios loginius rySius su atitinkamy darby
pabaigomis.

Perzitréjus visus realiy darby saraso darbus ir jrasius i tiesioginiy rySiy matricos k-jo stulpelio
atitinkamas eilutes vienetukus (arba neiraSius né vieno, kas biina, kai darbas ,,k* priklauso paciy pirmyjy
darby grupei), pereinama prie fiktyviyjy darby saraSo perziiiros. leSkoma tokiy fiktyviuyjy darby (i),
kuriy ,,j* sutapty su ,,i,”“. Suradus toki fiktyvuji darba, iSskiriamas to ,,darbo* pradinis ivykis ,,i* ir
perzitirimi realiy fiktyviy darby sarasai, ieskant juose tokiy darbuy, kuriy ,,j* sutapty su iSskirtuoju ,,i*". Jei
realiyjy darby sarasuose surandami tokie darbai, tai tiesioginiy rySiy matricos k-jo stulpelio eilutése,
turiniose numerius ty realiyjy draby, kuriy senyjy ,,numeriy“ ,,j* sutapo su isskirtuoju ,,i*, jraSomi
vienetukai. Jei iSskirtasis fiktyviojo darbo ,,i sutampa su kito fiktyvaus darbo ,,j, tai tame darbe
i$skiriamas pradinio ivykio numeris ,,i“, su kuriuo vykdoma ta pati procediira, kaip ir su seniau
i8skirtuoju ,,i. Taip surandami visi k-jo darbo pradzios ivykio ,,i* loginiai ry$iai su visy kity darby
pabaigomis ir uzplldomas tiesioginiy ry$iy matricos k-sis stulpelis.

Uzpildzius k-ji stulpelj, pildoma k-ji tiesioginiy rySiy matricos eiluté. Tuo tikslu perzitirimas
realiyjy darby sarasas ir ieSkoma realiy darby, kuriy pradinis ivykis ,,i* sutapty su k-jo darbo pabaigos
tvykiu ,,j . Tarkime, kad suradome toki realy darbg ir jo numeris yra ,,r*. Tuomet i k-sios eilutés r-taji
stulpeli iraSomas vienetas. Perziliréjus visa realiy darby sara$a ir irasius i k-sios eilutés kai kuriuos
stulpelius vienetukus (arba nejrasius né vieno, kai k-sis darbas priklauso paskutiniyjy darby grupei ir po
jo jau jokiy kitq darbq nevyksta), pereinama prie fiktyviyjy darby saraso. Jei surandamas toks fiktyvusis
darbas, kurio ,,i* sutampa su ,,jk , tai i§skiriamas to ﬁktyvaus darbo pabaigos jvykis ,,j“ ir realiy darby
saraSe ieSkoma darby, kuriy ,,i* sutaptu su iSskirtuoju ,,j*“. Suradus tokius realius darbus ir nustacius
tokiy darbu naujuosius numerius, | tiesioginiy ry$iy matricos k-sios eilutés atitinkamus stulpelius
iraSomi vienetukai. Tokiu biidu uZpildoma matricos k-ji eiluté.
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Aprasytoji procediira su k-ju darbu kartojama su visais realiy darby saraso darbais ir tokiu badu
uzpildoma visa tiesioginiy rySiy matrica.

Kadangi kiekvienas loginis rySys jungia du realius darbus, tai | kai kuriuos tiesioginiy rySiy
matricos langelius vienetukai bus jraSin¢jami du kartus. Vienetuko jraSyma galima laikyti jo disjunkcija
su senuoju langelio turiniu, kurios rezultatas vis vien bus ,,1* nepriklausomai nuo to, ar anks¢iau tame
langelyje buvo ,,1 ar ,,0.

Uzbaigus tiesioginiy rySiy matricos stulpeliy ir eiluciy pildyma, baigiama ir BTG pervedimo i
VTG procediira.

Skaitytojui visai pagristai gali iskilti klausimas: ,,Kam reikalingos dvi TG formos: VTG ir
BTG? Kodél neuztenka vienos i$ ty formy ir kodél reikalingi pervedimo i§ VTG { BTG ir i§ BTG { VTG
algoritmai?*

Vienareik$misko atsakymo i Siuos klausimus $iy eilu¢iy autorius duoti nesiryzty, taciau kai
kurias priezastis, salygojancias tai, kad egzistuoja dvi TG formos, nurodyti galima.

Pagrindiné priezastis, galbiit, glidi tame, kad sudarinéti darby kompleksy tinklinius
modelius paprasciau yra virSiininéje formoje, vaizduojant kiekvieng atskira darba staciakampiu
ir jungiant tuos staciakampius loginiais rySiais, nusakanciais darby vykdymo eiliSkuma, o
apdoroti informacija apie TG, nustatant jvykiy jvykimo ankstyvuosius ir vélyvuosius laikus,
ivykiy ir darby rezervus, iSskiriant kritinius darbus ir i§ jy susidedancius kritinius kelius, yra
patogiau, kai TG turi briaunine forma, jungiancia savyje ir TG sudéties ir struktiiros modelius.
Taciau TG sudarymas iskart briauninéje formoje irgi néra toks jau sunkus, kad bty tikslinga pradzioje
sudaryti VTG, o po to ji transformuoti { BTG, naudojantis jau minétuoju gana sudétingu algoritmu. Be
to informaciniu VTG modeliu taip pat galima naudotis ir tiesiogiai, ne biitinai pervedant ji | briauning
forma.

Todél dvieju TG formy egzistavimas, $iy eiluéiy autoriaus nuomone, matyt, grei¢iau iSplaukia
ne tiek i§ vidiniy VTG ir BTG savybiy, kiek i§ istoriskai susiklos¢iusiy aplinkybiy: vieniems TG teorijos
kiiréjams labiau ,,prie Sirdies* virSiininé, kitiems — briauniné TG forma.

Praktiniuose TG taikymuose dél informacijos apdorojimo patogumo labiau paplito BTG, todél
ir Sioje mokymo priemongje (taip pat ir jos antrojoje dalyje) daugiau démesio skiriama operacijoms su
BTG.

Apdorojant TG kompiuteriais, naudinga turéti pervedimo i§ vienos formos i kita programas,
kad vartotojai galéty naudotis TG informacijos apdorojimo programine iranga nepriklausomai nuo to,
kokioje formoje (BTG ar VTG) pateikta pradiné informacija.

1.9.2.17. Briauniniy tinkliniy grafiky charakteristiky
apskaic¢iavimo operacijos

Sudarius kokio nors sudétingo darby komplekso briauninj TG, apskaiciuojamos to komplekso
valdymui reikalingos BTG charakteristikos.
Viena tokiy charakteristiky grupe sudaro jvykiy charakteristikos: jvykiu ,j“ ivykimo

ankstyvicji laikai (jvykimo momentai) t*), jvykio .j* ivykimo leistini vélyvieji laikai t{" ir jvykiy
rezervai Rj= tgv) —tga) .

Antraja charakteristiky grupe sudaro darby charakteristikos: darby (i,j) pilnieji (bendrieji)

rezervai R'P, darby (i,j) laisvieji Rg) ir daliniai Rj; bei R rezervai.

1) >
Zinant jvykiy ir darby rezervus, galima rasti TG kritinius Kelius, jiems priklausancius
kritinius darbus ir racionaliau paskirstyti turimus resursus.

Apskaiciuojant tga) , pradiniam jvykiui, kuriuo prasideda nagrin¢gjamojo darbu komplekso

vykdymas, ankstyvasis to {vykio ivykimo laikas dazniausiai priimamas lygus 0, t.y. laikoma, kad

t(a)

praa =0- Taip daroma tuo tikslu, kad TG charakteristiky apskai¢iavimo rezultatus biity lengviau ,,priristi*

prie bet kurio pradinio momento t,, pridedant prie apskaiciuoty visiems TG ivykiams terminy tga) bei

_ v v . (a)
=to, taCiau, keiCiantis t .

t™ pastovy dydi t,. Zinoma, galima ir iSkart priimti t® =ty, TG

prad

charakteristiky perskaiciavimas biity Siek tiek sudétingesnis nei tuo atveju, kai t;i;d =0.
Visy kity jvykiy ankstyvieji laikai apskaitiuojami, naudojantis formule t{* = m_ax(tga) + tij) ir

slenkant tinkliniu grafiku nuo pradinio ivykio iki baigiamojo. Si formulé iplaukia i§ tos aplinkybés, kad
nauja darba, prasidedanti ivykiu ,,j*, galima pradéti tik tada, kada bus baigti visi darbai, besibaigiantys
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tuo jvykiu. Tie darbai gali prasidéti ivairiais jvykiais ,,i ir todél reikia nustatyti, kuris i$ visy ty darby
(i,)), kur ,,j* — fiksuotas, o ,,i* — kintantis numeris, baigsis véliausiai.

Apdorojant BTG informacija ,,rankiniu budu®, ankstyvieji ivykiy ivykimo laikai jrasomi {
ivykius vaizduojanciy skrituliuky kairiuosius sektorius (zitr. 157 ,,a“ pav., kuriame apskaiciuotos
t!* reikimés briauniniam TG, pateiktam 155 ,,a“ pav.).

157 pav.

Apdorojant BTG kompiuteriu, tﬁa) apskai¢iavime naudojamasi lenteliniu BTG modeliu (zitr.
155 ,)b* pav.) ir jau minétaja formule. Kad apskai¢iavimy metu biity iSvengta ,,Sokinéjimy“ po visa
darby sarasa, kuris gali buti ir gana ilgas, tikslinga darbus tame sarase i$ anksto iSrikiuoti taip, kad visi
darbai (i,j), turintys vienoda ,,j ir skirtingus ,,i“, blity i$sidést¢ tame saraSe vienas po kito vienoje
grupéje ir tokiy darby jau nebebiity kitose darby saraSo vietose. Toki darby iSrikiavima vadina
»isrikiavimu nuo galo®.

v g . . < . . (a) e . . . .

»I8rikiavimo nuo galo® algoritmas, o taip pat t;” apskaiCiavimo kompiuteriu algoritmas
aprasSyti antrojoje Sios mokymo priemonés dalyje.

Apskaiciavus TG {vykiy ankstyvuosius laikus tg"‘) ir suradus paskutiniojo komplekse

t(a)

(baigiamojo) jvykio jvykimo ankstyvaji laika t,;;, (musu nagrin¢gjamu atveju, pavaizduotu 157 ,,a* pav.,

t(a)

baig = t{) =22), galima priimti (taip daZniausiai ir daroma, nes tai supaprastina kritinio kelio radimo ir

vidiniy rezervy ivertinimo algoritmus), kad baigiamojo ivykio leistinas vélyvasis ivykimo laikas tgzg yra

(a)

baig » - Y- galima priimti, kad ) =@

lygus to jvykio jvykimo ankstyvajam laikui t baig = Cbaig -

Tuomet, zinodami t(b‘;i)g , galime apskaiciuoti visy kity {vykiu leistinus vélyvuosius laikus t{*,
slinkdami tinkliniu grafiku atgal (nuo baigiamojo jvykio link pradinio) ir naudodamiesi formule

£ =min(t®" —t, ). $i formule iSplaukia i tos aplinkybés, jog t" yra toks ivykio i ivykimo laiko
J

momentas, nuo kurio pradéjus vykdyti darba (i,j) ir visus kitus po jo sekancius darbus, dar biity galima
.y v . . .. . vqe )

suspéti uzbaigti paskutinj duotojo komplekso darba ne véliau momento tgig .

Apdorojant BTG informacija ,,rankiniu biidu, vélyvieji ivykiu ,,i** jvykimo laikai t' jrasomi i
ivykius vaizduojanciy skrituliuky desiniuosius sektorius, kaip tai parodyta 157 ,,b* pav.

Apdorojant BTG informacija kompiuteriu, dydziy t* apskai¢iavimas vykdomas, naudojantis
lenteliniu BTG modeliu ir jau minétaja formule t{* = m_in(tﬁv) —tij). Kad apskai¢iavimy metu biity

J

iSvengta ,,Sokinéjimo* po visa darby sarasa, tikslinga visus darbus iSrikiuoti saraSe taip, kad visi darbai,
turintys vienodus ,,i ir skirtingus ,,j, blity iSsidéstg tiesiogiai vienas po kito. Toki darby saraso
iSrikiavima vadiname ,,iSrikiavimu nuo pradzios*.

,JI&rikiavimo nuo pradzios“ algoritmas, o taip pat ir t*) apskai¢iavimo kompiuteriu algoritmas
apraSyti antrojoje $ios mokymo priemonés dalyje.

Suradus t* ir t!), apskai¢iuojami jvykiy rezervai R=t!"—t'*, kurie {rafomi i Zemutinj
skrituliuky, vaizduojanéiy ivykius, sektoriy (zitir. 157 ,,b* pav.).

Uzbaigus jvykiu charakteristiky apskaiciavima, pereinama prie darby charakteristiky. Darby
(i,)) pilnieji rezervai Ri(f}) apskaiCiuojami, naudojantis formule Rff}) =t§v)—tfa) ~t;. Sie rezervai
vadinami pilnaisiais, todél, kad, juos apskai¢iuojant, laikoma, jog darba (i,j) leista baigti véliausiu
leistinu laiku t{"”, o pradéti — anksciausiu galimu laiku t{*’, ir, jei tokiu atveju skirtumas (" —t(* yra
didesnis uz t;;, tai likgs rezervinis laikas ir sudaro patj didZiausia (pilnaji) rezerva, kokj tas darbas gali
turéti tame TG. Sis rezervas daznai vadinamas bendruoju, nes jis priklauso ne tik darbui (i,j), bet ir
visai darby grandinei, jungianciai pradini ivyki su baigiamuoju, i kurios sudéti jeina tas darbas (i,j).

698



Tokia granding vadiname TG keliu, ir Ri(i) yra ne tik darbo (i,j), bet ir kelio, i kuri ieina darbas (i,j)
charakteristika.
Galima jrodyti (palieku tai skaitytojui), kad jei darbo (i,j) bendrasis (pilnasis) rezervas Ri(f}) =0,

tai tinkliniame grafike biitinai egzistuoja kelias, kurj sudaranciu visy darby pilnieji rezervai yra lygis 0.
Toki kelia vadina TG kritiniu keliu, ir jis tinkliniame grafe gali buti ne vienas. Taip pat galima jrodyti,
kad bent vienas kritinis kelias kiekviename TG butinai egzistuoja.

Nesunku jrodyti, kad kritinis kelias — tai ilgiausias kelias tinkliniame grafike. Sia kritinio
kelio savybe galima laikyti jo apibrézimu ir toks apibrézimas yra net gi bendresnis uz apibrézima, kad
TG kritiniu keliu vadinasi toks jo kelias, kuriame kiekvieno darbo pilnasis rezervas yra lygus 0. Taip yra
todél, kad apibrézimas, jog TG Kkritinis kelias yra ilgiausias TG kelias, tinka visais atvejais, o

W _ @

antrasis apibréZimas — tik tada, kada, apskaiciuojant tgv) , buvo naudojamasi lygybe thaig = haig -

Taip pat galima jrodyti, jog tuo atveju, kai tenkinama lygybé ti,) =t

tai visu ivykiy ,,i%,
priklausangiy kritiniam keliui, rezervai R=0. Sis pozymis palengvina kritiniy keliy tinkliniame grafe
radima, taciau jis dar neleidzia visais atvejais vienareikSmiSkai nusprgsti, ar darbas, jungiantis du
ivykius, kuriy rezervai lygis 0, priklauso ar nepriklauso kritiniams keliui.

Pavyzdziui, darbas (0,1), priklausantis BTG, pavaizduotame 157 ,,b* pav., priklauso kritiniam
keliui, nes jo pilnasis rezervas R{) =t{" —t{"’ —t,;, =5-0-5=0. O tuo tarpu darbas (1,3), nors ir
jungia ivykius ,,1¢ ir ,,3% turin¢ius nulinius rezervus R;=5-5=0, R3=14-14=0, nepriklauso kritiniam

keliui, nes R{Y) =t{" —t{" —t,, =14-5-6=3>0. Analogiskai randame, kad R{) =1, R{?) =0,
R =0, R =0, t.y. kad 157 pav. TG turi tik viena kritinj kelia, kurj sudaro darbai (0,1), (1,2), (2,3)
ir (3,4). To kritinio kelio ilgis A lygus 5+0+9+8=22, kai tuo tarpu kity dvieju keliy ilgiai yra 5+6+8=21
ir 4+9+8=21, t. y. trumpesnis uz A.

Kita svarbi darbu (i,j) charakteristika yra jy laisvieji rezervai R’ =t{* —t{" —t;;. Kaip matyti
i§ Sios formulés, darbo (i,j) laisvuoju rezervu vadinamas toks laiko rezervas, kuris iSlieka net tada, kada
darbas pradedamas véliausiu leistinu laiku ir turi biiti baigtas anks¢iausiu jmanomu laiku. Jeigu toks
laiko rezervas vis délto kartais biina didesnis uz 0, tai reiskia, jog toki rezerva turincio darbo rezervus
galima panaudoti kituose darbuose, pavyzdziui, permetant dalj darbo jégos, vykdancios darba, turintj
teigiama laisvaji rezerva, darbo, priklausancio kritiniam keliui, vykdymui. Net ir tuo atveju, kai kokio
nors darbo laisvasis rezervas yra neigiamas, ne biitinai tam darbui reikalingi papildomi resursai, nes gali
buti, kad tuo paciu metu to darbo pilnasis rezervas yra teigiamas dydis. Nesunku irodyti, kad darby,
priklausanciy kritiniam keliui, laisvieji rezervai visada lygiis 0, o taip pat tai, kad jei kurio nors darbo
laisvasis rezervas yra neigiamas, tai jo pilnasis rezervas — teigiamas dydis.

Apskaiciave darby, priklausanciy TG, pavaizduotam 157 pav., laisvuosius rezervus, gauname
R{ =0, RY, =1, R{ =0, RY) =3, RY =0, RV 0.

Kartais apskai¢iuojami ir TG darby daliniai rezervai R{’j:tgv)—ti(v)—tij ir R, =t{" -

—t{* —t; . Kaip matyti i§ §iy rezervy apskaiGiavimo formuliu, daliniai rezervai (kaip ir R{") negali
tapti neigiamais dydziais, taciau negali vir§yti R{?).

Nesunku jrodyti, jog kritinio kelio darbams (i,j) galioja lygybés R{?’ =R{? =R}, =R/, =0.
Palieku $io teiginio bei eilés kity Siame skyrelyje suformuluoty teiginiy irodyma skaitytojui, o taip pat ir
formuliy, iSreiskian¢iy priklausomybes tarp darby ir {vykiy rezervy (pavyzdziui, R{?’ -R{)=
=R;+R;, R +R{) =R, + R/, irt. t), ivedima.

Pilnesng informacija apie TG charakteristikas ir ju apskai¢iavimo metodus skaitytojas gali rasti
antrojoje Sios mokymo priemonés dalyje.

1.9.2.18. TG optimizavimo operacijos

TG optimizavimu vadinamas toks i§ iSorés gaunamy ir viduje turimy resursy (rezervy)
perskirstymas, kurio déka gaunamas naujas TG, turintis geresnes charakteristikas.

Optimizuojant TG, gali keistis $ios jo charakteristikos:

1) gali buti trumpinamas TG kritinio kelio ilgis A, t.y. gali biiti trumpinama viso darby
komplekso jvykdymo trukmé;

699



2) gali buti mazinama islaidy, reikalingy darby komplekso ivykdymui, suma, nepabloginant
kity TG charakteristiky;

3) gali buti didinamos tikimybés pj, kad numatyti darbai t;; bus ivykdyti ne véliau TG
nustatyty terminy, t. y. gali biiti didinama tikimybé, kad visas darby kompleksas bus jvykdytas ne véliau
nustatyto (direktyvinio) termino.

Egzistuoja gana daug TG optimizavimo sistemy. Vienos ju leidzia pagerinti kuria nors viena i§
¢ia i§vardinty charakteristiky (A, C, py, P), iSlaikant kitas charakteristikas tam tikrose ribose, taciau
egzistuoja ir tokios sistemos, kuriomis naudojantis galima palaipsniui gerinti ne tik kuria nors viena, bet
ir kelias TG charakteristikas.

Su sistemy ir procesy optimizavimo metodais skaitytojas bus supazindintas Sios mokymo
priemonés 1.15. skyriuje, o antrojoje jos dalyje bus nagrinéjamos ir specialiai TG optimizavimui skirtos
sistemos CPM ir PERT.

PERT metodas taikomas informacijos apdorojimui tokiuose TG, kuriy darby trukmés t; yra

atsitiktiniai dydziai. Sis metodas, ekspertams nustacius (i,j) trukmiy t; optimistines tgjp‘) =aj;,

(tik)

pesimistines tf‘}“) =bj; ir labiausiai tikétinas reikSmes t; ' =my, leidZia apskaiciuoti vidutines darby

ivykdymo trukmes G, ju dispersijas, darbuy jvykdymo nustatytais terminais tikimybes ir po to,

perskirstant turimus resursus, didinti tas tikimybes bei trumpinti viso darby komplekso kritinio kelio ilgi
A.

CPM (,,kritinio kelio metodas“) taikomas determinuotiems TG, kai zinomos darby (i,))
ivykdymo kainy c;; priklausomybés nuo darby t;; trukmiy, o taip pat Zinomos tuy trukmiy ribinés
reikSmés ajj ir bi’j, kur ai’jSti,iji,j.

Naudojantis CPM ir Zinant duotaja i$laidy suma C (arba papildoma islaidy suma AC), galima
apskaiciuoti minimaly kritinio kelio ilgi A, kurj galima pasiekti uz ta suma C (arba maksimaly to kelio
sutrumpinimg AX, kainuojantj lygiai AC), o taip pat iSspresti ir atvirkStini uzdavini: zinant norima
kritinio kelio ilgj A, apskai¢iuoti minimalias i§laidas C, reikalingas viso komplekso darby jvykdymui per
duotaji laika (arba minimalia papildomy islaidy suma AC, reikalinga kritinio kelio sutrumpinimui
duotuoju dydziu AL).

Optimizuojant TG, gali buiti perskirstomos ne tik darby vykdymui skirtos 1éSos, bet ir darbo
jéga bei darby vykdymui i$skirtos techninés priemonés.

Konkretiis tokio optimizavimo pavyzdziai (pavyzdziui, kepyklos cecho rekonstrukcijos TG),
variacinio skai¢iavimo metody taikymai ir pan., bus iSnagrinéti antrojoje $ios mokymo priemonés
dalyje, kuria studijuodami studentai ne tik susipazins su CPM ir PERT metodais, bet ir privalés sukurti
taikomyju programy paketus, sprendziancius visus 1.9.2.16., 1.9.2.17. ir 1.9.2.18. skyreliuose
iSvardintus uzdavinius.

1.9.2.19. Struktiros dekompozicijos operacija

Sios operacijos reikiamybé salygojama tuo, jog sistemos, turintios daug elementy, gali tapti
neapzvelgiamomis, ir mes galime susidurti su pirmuoju informaciniu barjeru (zitir. 1.6.4.13. skyrelj).
ISeit] i$ tokios padéties gali duoti sistemos dekompozicija | maZesnius posistemius, iSskirty posistemiy
iSoriniy modeliy sudarymas ir po to visos sistemos vidinio modelio sudarymas posistemiy, traktuojamuy
kaip sistemos elementai, lygyje. Tokiu budu, vietoje vienaeSeloninés sunkiai apzvelgiamos sudétingos
sistemos struktiiros S modelio, gauname dvieSeloninj tos struktiiros modelj, kuris pritaikytas tam, kad
struktiira apZvelgtume dalimis ir dviem pakopomis. Jei sistemos struktiira tokia sudétinga, jog ir
i§skirti posistemiai — sudétingos, sunkiai apzvelgiamos sistemos (o daryti daug smulkiy posistemiy
netikslinga, nes tuomet sistemos modelis posistemiy lygyje taps neapzvelgiamu), tai iSskirtieji pirmojo
lygio posistemiai dekomponuojami i smulkesnius antrojo lygio posistemius, Sie savo ruoztu gali buti
dekomponuoti | treciojo lygio posistemius ir t.t., kol bus pasiekti tokie posistemiai, kuriuos bus
galima aprasyti jy iSoriniais modeliais ir traktuoti kaip elementus. Tokiu biidu mes gausime
daugiaeSeloninj sudétingos sistemos struktiiros modelj, apzvelgiama dalimis ir pakopomis. Kad
sugebétume sudaryti daugiaeselonini sistemos struktiiros modeli, pakanka iSmokti sudaryti dvieselonini
modelj, nes daugiaeSeloninio modelio sudarymo procesas dekomponuojasi j dvieSeloniniy modeliy
sudarymo procesus.

Sistemos vienaeSeloninés struktiiros dekompozicija ir tos struktiiros dvieseloninio modelio
sudarymas gali buti vykdomi grafinéje, matricinéje, operatorinéje ir analizinéje formose (stratose
[18]). Pailiustruosiu tokia dekompozicija konkreciais pavyzdziais.

Tarkime, jog turime sistemos struktiira S, susidedancia i§ 4 elementy ir pavaizduota 158 ,,a*
pav. Dekomponuosime §ig sistema | du posistemius S; ir S, taip, kad | posistemj S; patekty pirmasis ir
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antrasis elementai, o i posistemi S, — tre€iasis ir ketvirtasis. (zitr. 158 ,,b* pav.). Gausime dvieSeloning
sistema S™, susidedancia i§ ,.elementy” — posistemiy SEI) ir Sg) , kurie patys yra sistemos,
susidedancios i§ elementy 1 ir 2 bei 3 ir 4 (zidr. 158 ,,c* ir 158 ,,b* pav.)

158 pav.

Pavaizduota 158 pav. grafing sistemos S dekompozicija bei dviejy pirmojo lygio ir vienos
antrojo lygio struktiiry Sil), Sgl), S sudaryma galima iSreikti ir matricinéje formoje (Zidr. 159
pav., kur numeriais ,,0, ,,(01)“ ir ,,(02)* pazyméta sistemos S ir posistemiy S; ir S, iSoriné aplinka).

0l1]2]3]4 12 [oD 3] 4 |02 S, [S,]0
ojolt]ol1]o o o] o, B o]t ]o s"=[s o |11
so=l1]olo 1 o] T2l o *Tlalolo|1 s,[ofo]1
210000 o I T [1 0 ol1]1]0
3o o oot
410000
159 pav.

Kaip jau buvo minéta 1.7.7. skyrelyje, dideliy sistemy struktiiry apraS§ymas matricinéje formoje
daznai néra efektyvus, nes matricoje daugumoje atveju daug vietos uzima tusti (,,nuliniai*) langeliai.
Efektyvesné apraSymo priemoné — agregaty jungimo operatoriai (rySiy operatoriai), taip pat aprasyti
1.7.7. skyrelyje.

Ivykdysime sistemos struktiiros dekompozicija operatorinéje formoje, iliustruodami ta
dekompozicija grafinéje formoje.

Tarkime, jog mums reikia dekomponuoti struktira S, pavaizduota 160 pav. grafinéje ir
operatorinéje formose, kur Ay ir Ay, — agregatai, imituojantys sistemos iSoring aplinka, 0 Aj, Ay, Az, Ay
ir As — vidiniai sistemos S agregatai, turintys j¢jimo kontaktus k.

i, g P 1
2 v B —02 Ay op 02
AOI A02

’A5 1np—-3
3 {1 A 1 1 ]
ab— s[2 2 1q 2 A4 20 4
O 2 3 4 5 | 02

1 o1 013 | 14 1.3 1.3 ] 81

[00)

R =| 2| onz| o14| 12 21| 41| 32
s | =] =118 = | =8
4 | = | = - — | = | 22

160 pav.

Tarkime, kad struktiira S” reikia dekomponuoti i du posistemius. [ pirmaji posistemi, kurio
struktiirag pazymésime identifikatoriumi Sfl), jungsime agregatus A; ir Aj, | antrajj — S(ZI) — agregatus
Az, A4 ir A5.
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Gautus posistemius Sfl) ir S(zl) traktuosime dvejopai: 1) kaip naujas savarankiskas sistemas,
susidedancias i§ agregaty A;; 2) kaip sistemos S (ir sistemos S"", kas yra tas pats) antrojo lygio
elementus, sudaran¢ius sistema S™.

Sudarysime pirmojo posistemio agregaty jungimo operatoriy Rgl), ziurédami { ji kaip {
sistema, susidedancia i§ agregaty A, ir As. Visa, kas nejeina | §j posistemj, vadinsim jo aplinka A ).

Ivesime $io posistemio saveikos su jo aplinka A, fiktyvius dvigubus kontaktus (Zitir. 161 pav.) —
»muitiniy postus®.

1
2
AI]]
P i
sph— [}
] 1
I{Q .

161 pav.

Siuos kontaktus vadinsime fiktyviais todé¢l, kad ju néra bei nebuvo dekomponuojamoje
pradinéje sistemoje S ir jie sukuriami tik dekompozicijos metu. Juos taip pat vadinsime dvigubais, nes
kiekvienas i§ ju yra kartu ir iéjimo ir i$éjimo kontaktas. Fiktyvius dvigubus kontaktus zymésime
raidémis X ir Y su ,,stogeliais®.

Pavyzdziui, kontaktai )A(gl) ir )2(22) yra pirmojo posistemio, kaip sistemos S™ antrojo lygio

elemento, jéjimo kontaktai. Tuo paciu metu Sie kontaktai, pazyméti kaip 91(01) ir {{2(01) yra pirmojo

posistemio aplinkos A ;) iS¢jimo kontaktai, nuo kuriy i$ aplinkos A, poveikiai patenka j pirmajj
posistemj, traktuojama kaip savarankiska sistema, susidedanti i§ agregaty A, ir A;.

Analogiskai gauname, kad kontaktai S}'l(l) R 3?2(1) , ?3(1) , S?il) yra pirmojo posistemio — sistemos
S™ antrojo lygio elemento — i$¢jimo kontaktai. Tuo padiu metu $ie kontaktai, kaip kontaktai )A(gm),
5((201) , )A(gm) , 5(20]) , yra pirmojo posistemio aplinkos A ;) i€jimo kontaktai.

Pirmojo posistemio agregaty jungimo operatorius Rfl) turés tris stulpelius ir keturias eilutes

Z1UT. entelg). Analogiskal gausime ir operatoriy Z1Ur. entele).
(ziur. 48 lentelg). AnalogiSkai gausime ir op iy R (zidr. 49 lentelg)

48. lentelé 49. lentelé

1 3 [ 01 2 4 5 (02)

1| on1 117 3,1 RY = [1]02).1 [ 023024 ] 5.1

R 2l on2 127 32 2022 ] 2.1 41 | 42
3 — 131 13
4 - — 113
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Zitrédami { dekompozicijos metu iSskirtus posistemius kaip i sistemos S™ antrojo lygio
elementus S?) ir S(zl), sudarysime jy jungimo { sistema S™ operatoriu, t.y. operatoriy R™ (zidr. 50

lentelg):
50. lentele

S, S, 02
1| o1 | 01,3 | s

rR=| 2 | 012 | or4 | sV2

3 - sV3 | s

@ @
41 - [ sa|sP2

Dekomponuoti sistema i posistemius galima ir neturint struktiiros S grafo. Tereikia tik turéti
operatoriy R? ir posistemiy sudétj.
Tarkime, turime toki R® (ziar. 51 lentelg).

51. lentelé
" Al 2 3 4 5 6 7 8 | 02
1 01,1 | 1,1 |21 (3,1 (41]013]62]12]5.1
2 012 | 12223242014 63| 71]52
3 01361238143 - — 72143
4 - — | =82 - - - 163182

Tarkime, kad i pirmaji sistemos posistemi jungiami agregatai A; ir A,, { antraji — Az, Ay, As 1
treéléul - AG’ A7 ir Ag.
Tuomet gausime tokius jungimo operatorius R{", R, R{", R" (Zitr. 52+55 lenteles).

52. lentele R, 53. lentelé R,V
Aj Aj
K, 1 2 |(01) " 3 4 | 5102
1 [ona] 1,1 [21 1 2),1] 31 [41]5,1
2 Jon2] 12 [22 2 |©02)2] 32 [42]52
3 Jonz[ona4]23 3 [02),3]02)4]43]43
4 — - |12 4 | - los] -] -
54. lentelé R;" 55. lentelé R"
. (D)
K Al 6 7 8 (03) L S 50 | 5,0 80 | 02
I 1
1 03),1 | 62 | (03),3 | 62 1 01,1 [s",1] 01,3 |sP,1
2 032 | 63| 701 | 81 2 01,2 |s"2| o1,4 [sP2
3 - - | 72 | 82 3 01,3 [ s3] sV ,4]|sP3
4 - - 6,3 8,3 4 sP|sP2| - [sP4
o
5 N -

Aprasysiu dekompozicijos algoritma operatorinéje formoje.

Operatoriy R?), Rg), R(sl) ir R" gavimo algoritmas i§ operatoriaus R®

1) Kadangi { pirmaji posistemj patenka agregatai A, ir A,, tai Zilirime i operatoriaus R
stulpelius 1 ir 2 ir sudarome operatoriaus R'" stulpelius 1 ir 2. Siuos stulpelius uzpildome taip: jei
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operatoriaus R stulpeliy 1 ir 2 langeliuose uZradyti vidiniai posistemio S%I) adresai, tai tuos adresus

perkeliame | atitinkamus operatoriaus R{" stulpeliy 1 ir 2 langelius, jei operatoriaus R stulpeliy
langeliuose uzraSyti iSoriniai posistemiui S, adresai, tai tuos adresus eilés tvarka pakeiciame posistemio
iSorinés aplinkos Ay kontakty adresais: (01),1; (01),2 ir t. t.

2) Operatoriaus R{" stulpeli (01), atitinkantj posistemio S!" iSorinés aplinkos A, i¢jima
uzpildome taip: likusiuose operatoriaus R” stulpeliuose (t.y. stulpelivose 3, 4, 5, 6, 7, 8, 02) ie§kome
agregaty 1 ir 2 i8é¢jimo kontakty adresy ir juos eilés tvarka surasome i operatoriaus R{" stulpeli (01).

3) Kartojame algoritmo etapus 1 ir 2, sudarydami operatoriy R\", t. y. i§skiriame operatoriuje
RY stulpelius 3, 4, 5 ir sudarome operatoriaus R{" stulpelius 3, 4, 5, (02) ir t. t.

y . . I
4) Analogigkai sudarome operatoriy R{" .

5) Sudarome operatoriaus R™ stulpelius, atitinkangius sistemos posistemius Sgl), S(zl), Sgl) ir
jos iSorinés aplinkos 02 jéjima.

Stulpelj Sil) uzpildome taip: ie§kome operatoriuje R!" langeliy, atitinkan¢iy posistemio S!"
iéjimus i3 jo aplinkos, (01) ir Zitirime, ka jie atitinka operatoriuje R”. Jei jie atitinka sistemos S aplinkos
01 i8¢jimus, tai perraSome ju adresus i stulpeli S%I), o0 jei jie atitinka kokiy nors sistemos S agregaty

i$¢jimus, tai zilrime, kokiam posistemiui tas agregatas priklauso, ir to posistemio operatoriuje
surandame, koki to posistemio i$¢jima i jo aplinka tas agregato i$é¢jimas atitinka. To i$¢jimo adresq ir

uzrasome stulpelyje Sfl).
Analogiskai uzpildome stulpelius S(ZI) ir SgD.

Operatoriaus R"™ stulpelj 02 uZpildome, Zitiréedami { operatoriaus R stulpeli 02 ir tik
pakeisdami agregaty i$é¢jimo kontakty adresus | atitinkamy posistemiy atitinkamy i§éjimo kontakty
adresus.

Rekomenduojame skaitytojui, naudojantis §iuo algoritmu, savarankiskai gauti 52+55 lenteles.

ISnagrinésime analizinés matricinés dekompozicijos pavyzdj, paimta i$ knygos [112].

Tarkime, kad loginés schemos S i8¢jimo funkcija yra y=1(X4,X3,X5,X])=X4X,X,V
VX4X3X) VX4X3X0X | VX4X3X0X | VXXX VXyX3X,.

Kadangi funkcija turi 4 argumentus, tai jos maksimalus galimas sudétingumas lygus 16 (tai
galima gauti ir vertinant sudétinguma maksimaliu argumenty galimy reik§miuy kombinacijy skai¢iumi
2M=2*=16, ir maksimaliu galimy vienpusiy rysiy tarp elementy skai¢iumi ~m’=4’=16).

Tarkime, kad toks sudétingumas mums atrodo didelis (zZinoma, tikrovéje toks sudétingumas dar
néra didelis, taciau tam, kad paaiSkintume analizinés matricinés dekompozicijos metoda, nebiitina
nagrinéti sudétingg sistema, kas uzimty daug vietos ir laiko; todél ir pavartotas posakis ,,Tarkime, kad
toks sudétingumas mums atrodo didelis®). Pabandysime sumazinti sistemos modelio sudétinguma,
dekomponuodami ji.

Suskaidysime funkcijos argumenty aibg | poaibius. Pavyzdziui, sudarysime du poaibius (x4, X»)
ir (X3, X;). Ir pirmame ir antrame poaibiuose galimos 4 skirtingos argumenty reik§miy kombinacijos:
(0, 0); (0, 1); (1, 0); (1, 1). Sunumeruosime jas: 0, 1, 2, 3. Sudarysime funkcijos f(x4, X3, X, X;) reikSmiy
priklausomybés nuo Siy numeriy matrica (zilir. 56. lentele), iraSydami | matricos langelius funkcijos
f(x4, X3, Xp, X1) reikSmes, atitinkandias tas jos argumenty reikSmes, kurias nurodo ty reikSmiy
kombinacijos numeriai.

56. lentele
X3 X; reik§miy kombinacijy numeriai n,
X4 X, reikSmiy kombinacijy Dlolil2]3
numeriai n, | 2
0 10|11
1 0O[1[]0]0
2 0O[1[]0]0
3 1{O0|1]1

Kiekviena Sios matricos stulpelj atitinka pastovios argumenty X3 ir x; reikSmes, o kiekviena jos
eilutg — pastovios argumenty x4 ir X, reikSmeés.
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Kadangi matricoje randame tik dviejy skirtingy tipy stulpelius, tai juos galime aprasyti viena
argumenty x; ir x; logine funkcija @(x3, x;)=@;(n;), kurios reik§mé visam stulpeliui bus pastovi, nes
stulpelyje nesikeiCia argumenty x; ir x; reikSmes.

Tarkime, kad ¢1(0)=¢1(2)=¢:(3)=0, o i(1)=1, t.y. ¢,(X3,X|) =0, (x3,X;) =9;(x3,X,) =0, 0
¢ (X5,%x,) =1.

I§ ¢ia gauname, kad funkcijos @;(x3, x;) TDNF yra ¢,(x;,x,) =X;X, .

Analogiskai randame, kad matricos eilutes galima aprasyti viena funkcija @x(X4, X2)=0(15).
Pasirinkg @, taip, kad @2(0)=¢2(3)=0, 0 ¢2(1)=02(2)=1, gausime, jog funkcijos ¢,(Xs, x,) TDNF yra
P, (Xy5X,) = XX, VX X,

Jei nevienody eiluéiy ar stulpeliuy risiy bity daugiau negu po 2, tai ju apraSymui reikéty
daugiau loginiy funkciju ;. Pavyzdziui, jei stulpeliy rtsiuy skaicius biity lygus k, tai stulpeliy apraSymui
reikty r=log,k funkcijy, kai log,k — sveikas skaicius, ir r=E(log,k)+1 funkcijy, kai logk — skaicius,
turintis kokia nors sveikaja dali E(logyk) ir nelygia nuliui trupmening dalj (logok —E(log,k)).

Sudare posistemiy funkcijas @1(x3, X1) ir @a(X4, X;), sudarysime funkcijos y=f(xy, X3, X2, X1)
struktiira S™ naujy argumenty @, — ir @, — lygyje, t. y. rasime funkcija o(@;, ©,)=f(X4, X3, X2, X1).

Nagrinédami funkcijos f(x4, X3, Xp, X;) reikSmiy matrica, pavaizduota 56-ojoje lenteléje, ir
prisimindami pasirinktas funkcijy (X3, X;) ir ¢x(X4, X,) reikSmes tos matricos stulpeliams ir eilutéms,
gauname, jog ¢O(@1, P2)=1, kai @=@,, ir @(¢;, ¢,)=0, kai ¢, =¢,. I§ ¢ia iSvedame, kad funkcijos
©(¢1, ;) TDNF yra o(¢,,¢,)=¢,0, v @,p,. Tikrai, kai ¢=¢,=0, tai gauname 56-osios lentelés
nulinio, antrojo ir tre¢iojo stulpeliy nulinés ir treciosios eiluciy elementus, lygius 1. Tokias pacias
elementy reikSmes gauname ir kai ¢;=p,=1, t. y. pirmojo stulpelio pirmojoje ir antrojoje eilutése. Visi
kiti 56-osios lentelés elementai lygis 0.

Palyging §i dekompozicijos metoda su agregatu jungimo operatoriaus R dekompozicija,
matome, kad funkcija f(x4, X3, X5, X;) atitinka visos sistemos pirmojo lygio operatoriy R”, funkcijos
01(X3, X1) ir @a(x4, X;) — sistemos posistemiy pirmojo lygio operatorius Rﬁl) ir Rg), funkcija
@((1, ¢,) — visos sistemos antrojo lygio operatoriy R,

Funkcija y=f(x4, X3, X, X1) ir jos dekompozicijos rezultatai grafiskai pavaizduoti 162 pav.

T NS f(x, ,Xa,XZ,XJ

| Nz
] [}
| =1 —— |
L~ [~ [alla] [~] [~]
i A i,
X E
S ]
X, ?
Xy
Xy
Xz
X
yz=-.|:2x4,x2)
y1='f1(x3’x1)
VAN PAN
i 5
X, X, y1="|’1
X3 > X4 Y=F.

162 pav.

Analizuodami ir lygindami 162 pav. schemas, matome, kad dekompozicijos rezultatai
paprastesni ir lengviau apzvelgiami negu nedekomponuota schema. Tai patvirtina ir sudétingumo
iveriai: vietoj vienos 4 argumenty funkcijos gavome 3 dvieju argumenty funkcijas, kuriy bendras
maksimalus sudétingumas 3-2°=12<16.

Dekompozicijos operacija duoda vienareik§mj rezultata tik tuomet, kai nurodoma
posistemiy sudétis. Pavyzdziui, vienareik§mé yra struktiros S, pavaizduotos 160 ir 161 pav.,
dekompozicija, kuria formaliai galima uZra$yti taip:
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I ~ () g I
D[S (A1, A2 Az, AL A9I=ST (S (A)A5).85 (Ar, A4 AS))
kur D — dekompozicijos operacijos Zenklas, S® ir S — sistemos S vienaeseloniné ir jos antrojo eselono
struktiira, S ir S{ — sistemos S posistemiy vienaesaloninés struktiiros.

Jei, pries dekomponuojant sistema S, jos blisimy posistemiy skaicius ir ju sudétis néra uzduoti,
tai galima gauti jvairius dekompozicijos D[S] rezultatus. Tokios dekompozicijos uzdavini galima
padaryti labiau apibrézta, pareikalavus, kad dekompozicija bty kokiu tai atzvilgiu optimali:
maksimaliai sumazinty sudétinguma, nutraukty minimaly tarpelementiniy rySiy skaiéiy, skaidant
sistema i posistemius, t. y. gauty operatoriy R™ su minimaliu tarpposisteminiy rysiy skai¢iumi ir pan.
Tokia dekompozicijos operacija zymésime D™ [S], kur k — dekompozicijos efektyvumo rodiklis, kurio
reik§me¢ dekompozicijos metu mes stengiamés optimizuoti. Nagrinéjant sudétingas sistemas, kuriant ju
vidinius modelius, projektuojant tokiy sistemy valdymo sistemas, dekompozicijos ir tos dekompozicijos
optimizavimo uzdavinius tenka sprgsti gana daznai. Su tokiais uzdaviniais susipazinsime antrojoje Sios
mokymo priemonés dalyje, kai blisime susipazing su optimizaciniais modeliais (zidir. 1.15. skyriy).

1.9.2.20. Struktdros papildymo (,,neigimo*) operacija

Si operacija yra monariné ir Zymima Zenklu S . Jei struktiira S yra paprastas grafas arba
orgrafas, tai S yra struktiros S papildymas iki pilno grafo, turindio tiek pat vir§iiniy, kaip ir
grafas S. Vykdant operacija S, matricoje S visy langeliy turinys, i§§kyrus langelius, priklausancius
pagrindinei teigiamai istrizainei, kei¢iamas i ju loginius neiginius. Sios operacijos ir jos rezultaty
pavyzdziai parodyti 163 pav.

Jei struktiiros S grafas turi p virsiiniy ir q briauny (arba orgrafas ¢ lanky), tai struktiiros S= S,

. o -1 .
grafas turés p,;=p virSliniy ir q =p(p2 )—q briauny (arba orgrafas ¢,=p(p—1) — ¢ lanku).

___ 5 1234 1234
n & 1[EATEN 1[@[a[A[E
~ . - 2o [o] ~ z[o]o]o[1] .
C4— =><=BUP2; sfofafola] = spafojole] °
: 4 a[i]o[io alo[1]o]o
2 123
y 3 2 123
2 P - 1[0Ta]1 1(0]0fo
K,* = & KUK\UK, ; 2[1]o[1] = 2[o[u]u] s
L EIN 3000
1 2 1 3
s 8 o . 1234 1234
Y i sn R L FI KAl
P= = =P 2[1fo[1]o] . z[ofofo[7] .
4 4 3o o] < a[a]ojofn] °
‘ . alofo[i]o a[i[1]o]o
123456 123456
9 % o[1]o]1Jol1] 1[0]o[1]o][i]0
. 1o of1]o] 2[o]o]o]1]o]n
K..= o Jolijolq] ~ 3[afelofola]a] .
33 - 1lo[1o[1]o] = a0 o]o]of1] °
o[1Jo[1Jo]1] s[1Jo]1]o o]0
1o]1]of1Jo] s[o]a]o]a o]0
123456 123456
1o 1[0[oli]i]0]o
3 = 21 o1 oo]1 2[o]Jofo11]0
. = e NN =CUK, : a[@onof] ~ s[ilefolo[ilo] .
‘ alo[o[i]o[i[1] = a[a]1 olo o]0
’ s[1]ofo]1]o]1] s[oli 1[0 o]0
sp i1 ]a]  s[o]o]o]o]o]e
3
3 12345 12345
6) 1[0]1]o]o]1 1[oJo1 Ao
= ~ ~ 2o o]0 HOORAE
C; = =2 «Cy s Shfoliel & sl
alo]oi]ofn a[1]1]o]o]o
i H 1 : s[1]ofo]1]n s[0]1]1]o]n
T 2 2 123 123
=, - ”T(r)- 10[A[0]  1[O[0
T3= = =43 5 elofon] = 2[7]o]o
3[1]uo]o s[o]1]0
1 3 1 3
163 pav.
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Operacija S gimininga struktiry atimties operacijai Si=S;. Jei i§ struktiros S elementy
sudarytume pilng grafa K,, kur p — struktiiros S elementy skaicius, ir rastume skirtuma K,—S, tai
nesunkiai pastebétume, kad K —S=S . §i désninguma iliustruoja 164 pav.

3 3 3
— 2 = 1,
L 1 > 1 5
123456 12345 12345
Tjof1[1[1n 1[ojajojoh 1[0]Jol1]1]o
211]0)1]1]1 2l1joj1]ojo 2iojojoj1f1
siafafo1]a] — apojajojifo] = 3{1jojojoji
q[1]1]1]0]1 4]0]0)1]0]1 4|1]1]o]j0of0
511]1]1]1]0 5]1]0j0]1}0 hl0j1]1]0]0
164 pav.

Galima jrodyti, kad lygybe K -S=S galioja bet kokiems p ir bet kokioms struktiiroms S,
vaizduojamoms paprastais grafais ar orgrafais.

Kaip jau buvo minéta, operacija S taikoma tik paprastiems grafams ir orgrafams, tagiau
netaikoma pseudografams ir multigrafams. Tai reikia, kad operacija S nepriklauso bendryju operacijuy
klasei, t. y. §i operacija yra speciali.

Pseudografams galima jvesti analogiSka operacija 5, kuri keidia visy struktiros S
matricos langeliy turinj j ju loginj neiginj. Operacija S galima taikyti ir paprastiems grafams ir

orgrafams. Tuomet jos rezultatas bus bitinai pseudografas. Operacijos S pavyzdziai parodyti 165 pav.

123 123
3 1[0]i]o 1] |
& 5 2lofol1] & 2[1]1]o] ¢}
MK 3[alo]o
2 i 2 1
. e
2 3 Q 123 123
" 2 s 10N 1[OJo]o
- 2l1]o]1] £ 2|of1]o] *
3alifo N E
0
1 2 O 3
165 pav.

Operacijos S ir S turi vieng bendra savybe, biidinga loginiam neigimui: S=Sir S=S.
Nors operacijos S taikymo sritis ir platesné, taCiau ir $i operacija dar néra bendroji, nes ji néra
apibrézta, kai S — multigrafas.
m n
Multigrafams galima jvesti operacijas S ir S, kur papildymas m suprantamas, kaip

papildymas iki pilno m—multigrafo (taciau ne pseudografo), o papildymas m suprantamas, kaip
papildymas iki m—multipseudografo.

Operacijos S pavyzdys, kai m=2, parodytas 166 pav.

S 2
1 4
1 1 12314 12314
1[0T2]o[1 1[0To]2]1
&= : 2l2]of1]o|l ~ 2[of0]1]2
s[of2]of2] — s[2]o]n]o
alofo]z2]o al2[2]ofo
2 3 2 3
166 pav.
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O operacija S vaizduoja 167 pav.

2

——

12314 1234
1[1]1]0]n 1Tz]z
; 2fofi]2]2] ~ 2{2[1]o]o
sfof2Jol2] — 3|2]o]2]o
4lo]1]1]2 al2]1]1]0

Vykdant operacija S, gauname matrica, kuri papildo visus matricos S langelius (iSskyrus

m

langelius, priklausancius pagrindinei teigiamajai jstrizainei) iki skaiiaus m. Matrica S — visy matricos

S langeliy turinio papildymas iki skai¢iaus m. Jei operacija S dar negalima pavadinti bendraja, nes jos
m

negalima taikyti pseudografams, tai operacija S, jei m pakankamai didelis skaicius, priklauso

struktiiry algebros bendryjy monariniy operacijy klasei, nes $i operacija gali buti taikoma ir

paprastiems grafams, ir orgrafams, ir pseudografams, ir multigrafams.

m

nBE

m
Operacijos m ir m taip pat turi loginio neigimo savybg: S=S, S=S.

Jei dvejetainéje logikoje nuli (0) pakeistume neigiamu vienetu (—1), tai loginio neigimo
operacija galétume interpretuoti, kaip skaiCiaus zenklo keitimo operacija, t.y. galétume teigti, jog
r=-r.

Tokiu blidu gautume aritmeting Bulio algebros interpretacija, kurioje (anb)=min(a, b),
(avb)=max(a, b), a =a. Sioje interpretacijoje galioty visi Bulio algebros désniai.

Naudojantis tokia loginio neigimo operacijos traktuote, galima bty ja taikyti visiskai vienodai
ir paprastiems grafams, ir orgrafams, ir pseudografams, ir net multigrafams. Jei struktiiroje S koks nors
ry8ys r1,,,=a, tai struktiroje S ji atitinkantis rySys 15, tapty lygus (-a). Tokioje traktuotéje désnis

S =S likty galiojanciu.
1.9.2.21. Struktiry jungimo operacijos

Iki Siol nagrinéjome algebrines operacijas vienoje struktiroje: operacijas su struktiiros
elementais bei rySiais tarp ju, struktiiros charakteristiky apskaic¢iavimo bei optimizavimo operacijas, o
taip pat monarines struktiiry algebros operacijas, kuriose buvo operuojama su pacia struktiira kaip
operacijos operandu.

Dabar pereisiu prie struktiiry algebros binariniy operacijy, kuriy operandai yra dvi duotosios
struktiiros, o operacijos rezultatas — nauja struktiira, gauta i§ operacijos operandy.

Kadangi tokiuy operacijy operandais gali biti ir elementariosios struktiiros, susidedancios i§
vieno elemento, tai Siai operacijy grupei galéty biiti priskirtos ir operacijos, aprasytos ankstesniuose $io
skyriaus skyreliuose. Mes tokiomis operacijomis galésime naudotis, nagrinédami sudétingesnes
operacijas, ju pakartotinai neaprasinédami.

Siai operaciju grupei priklauso ir Simbelo matricy daugybos operacija, i§ kurios, kaip tos
operacijos dalinis atvejis, i$plaukia tiesioginiy ry$iy matricos kélimo Simbelo laipsniu operacija,
naudojama ieSkant tinkle trumpiausiy marsSruty, jungianciy du duotojo tinklo mazgus. Tos operacijos ¢ia
irgi nenagrinésime, nes ji jau aprasyta 1.9.2.11. skyrelyje.

Kai kurios binarinés operacijos yra asociatyvios, todél i§ tokiy binariniy operaciju gali biiti
sukonstruotos n—arinés operacijos su struktiiromis. Kai tokios binarinés operacijos yra dar ir
komutatyvios, tuomet ir atitinkamos n-arinés operacijos irgi yra komutatyvios ir, jas vykdant, tampa
nebesvarbi operandy tvarka.

Kai kurios binarinés operacijos su struktiiromis turi neutralius elementus ir, naudojantis
tokiomis operacijomis, i§ struktiry galima sudaryti algebrines struktiiras — monoidus. Kai tokios
algebrinés operacijos su struktiromis turi dar ir atvirkStines operacijas, tai, naudojantis tokiomis
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struktiiry algebros operacijomis, gali biiti sudarytos algebrinés struktiiros, vadinamos grupémis. Apie
grupiy svarba jau buvo rasyta 1.9.1.5. skyrelyje, todél ¢ia nebesikartosiu.

Struktiiry algebros binariniy operacijuy apraSyma pradésiu nuo paprasty ir tik véliau pereisiu
prie generuojanciy operacijy, o paprasty binariniy operaciju apraSyma — nuo dazniausiai sutinkamy ir
sistemotyrai labai svarbiy operacijuy vadinamy struktiiry jungimo operacijomis, apzvalgos.

Siai operaciju $eimai priklauso struktiiry sasajos, struktiiry kompozicijos, struktiiry
grafinés sumos operacijos ir ivairios tarpinés struktiiry jungimo operacijos modifikacijos. Prijunge
prie Siy operacijy dar ir generuojancias struktiiry jungimo(si) operacijas gauname operacijy aibe,
leidZiancia aprasyti jvairias chemines reakcijas.

1.9.2.21.1. Struktiiry sasajos operacija

Struktiiry jungimas yra procesas, atvirkStinis struktiros dekompozicijai, ir turi eilg
modifikacijy, kurios skiriasi viena nuo kitos atsirandan¢iy jungimo metu naujy rySiy iSsidéstymu ir
skai¢iumi. Pati paprasCiausia modifikacija Zymima Zenklu ,,lJ“. Ji vadinama struktiiry sgsajos
operacija.” Si operacija sutampa su struktiry paprastos disjunkcijos operacija, t.y.
S,US, =S, vS, . Vykdant struktiiry sasajos operacija, dvi sistemos (ir jy struktiiros) jungiamos i sistema
S taip, kad jokiy naujy rySiy neatsiranda. Tai reiskia, jog §i operacija vaizduoja tokj sistemy jungimo
procesa, kuris yra tiesinis, dél ko jo emerdzZentiSkumas lygus 0. Tokj sistemy sujungima vadinsime
pasyviuoju sujungimu.

Operacijos S, US, ir jos rezultaty pavyzdys, kai jungiamos sistemos ir ju struktiros S; ir S,
yra uzdaros (t. y. neturi rysiy su aplinka), parodytas 168 pav.

2
2 5 4 5
skucs /\U/\ XK
1 3
1 3 4 i 6
123456
1011 o]o]o
123 SOk 2[1 o1 ]ofo]o
1[0 afol11] . s[a[a]o[o[ofo
o] U spdolal = sfofolefoi
31141]0 611110 sloofoli1]o]1
s[ofoJol1]1]o
168 pav.

Jei uzdaros struktiiros S; ir S; neturi bendry elementy, tai strukttiros S=S; US; matrica gaunama

taip, kaip parodyta 169 pav., kur T — | nuliné matrica®, t. y. matrica, kurios visuose langeliuose irasyti
nuliai.

1R

sUS=| S | Ul s s
+ + + + i

169 pav.

Struktiros S=S, US i virSuniy ir lanky skaiciai p ir /¢, kai uzdaros struktliros S; ir S; neturi
bendry elementy, lygas: p=pitp;; (=0;+/;.

Operacija U asociatyvi ir komutatyvi, todél $ia operacija galima vartoti ne tik Kaip
binarineg, bet ir kaip n—arine.
m
Jei uzdary struktiiry Sy, S,, ..., S, poros neturi bendry elementy, tai operacijos USi rezultato
i=l

matrica gaunama analogiskai (zitr. 170 pav.).

" Gana daznai sasajos operacija ,,J“ vadina sajungos operacija. Interpretuodami struktiiry jungima
pladiau (ne tik kaip sasaja ,,U*, bet ir kaip grafing sumg ,,0* bei ivairias kitas struktiiry jungimo
modifikacijas), mes operacija ,, U “ vadinsime ,,sasaja“.
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170 pav.

m m m
Struktiiros USi vir§oiniy ir lanky skaiciai: p =Zpi; l =Z€i .
i=l1 i=1 i=

Kaip matome, struktiiry S, S,, S;, ... aibé, paimta kartu su struktiiry sasajos operacija U,
sudaro algebrine struktiira, vadinama pusgrupiu. Kadangi struktiiry sasajos operacijos atzvilgiu
egzistuoja ,,neutralusis elementas™ — , struktiira®, vaizduojama ,,nuline matrica“ (t. y. matrica, kurios
visy langeliy turinys yra lygus 0), tai minétajj pusgrupij galima laikyti monoidu.

Jei uzdaros struktiiros S; ir S; turi bendry elementy, tai vykdant operacija U, bendri elementai
ir bendri rySiai sutapatinami, kaip tai parodyta 171 pav.

12345
2 3 2 5 2 3 12314 2345 ymloi]o
- ' t 1] 2000 »RTehTl
o ,z1u1uU31uuu£30101u

U = sfoo | Yaghoo ] =
5 oJe] shfelio] ARHHeH
1 43 A1 i s[o[1[0]1]o

171 pav.

Tai reiskia, kad vykdant operacija S; US i» strukturos S; ir S; ir jy matricos ,,uzsideda® viena ant
kitos ir su matricy elementais rj,, ir Tj,, vykdoma loginés sudéties (disjunkcijos V) operacija:
I'u,v:ri,u,vvvrj,u,v-

Sis tvirtinimas ir formulé galioja ir atvejui, kai struktiros S; ir S; neturi bendry elementy ir
bendry rysiy.

Jei paZymétume dvieju struktiiry S; ir S; bendry elementy (grafo vir§tniy) skai¢iy Zenklu
[pi Np;], o bendry rysiy skaiciy — zenklu [¢; 1 /;] (t. y. dviejy matricy bendry vienetuky skaiciy), tai
struktiiros S=S; US; elementy skai¢iy p galima bity iSreiksti formule p=p; +p;—[p;(1p;]. o jo
vienpusiy rysiy skai¢iy ¢ — formule /=/¢;+/,~[¢;(1¢;], kas asocijuojasi su tikimybinés logikos
formule AvB=A+B-AAB bei aibiy teorijos formule |AUB= A|+|B|-|ANB].

Struktiiros S; US; elementy skaiCiaus p ir joje egzistuojan¢iy vienpusiy rySiy skaiciaus /

apskaiGiavimo formules, naudojantis ivestais Zyméjimais [p,1p,(1p;(...], galima apibendrinti ir

operacijai S = USi :
i=1
m

\/ i,u,v I-l,u,v Vv I-2,u,v V...V I.m,u,v 5
i=1

m-1 m m-2m-1 m

p= Zpl ZlZl[plﬂpJ] lezlkzl[plﬂpjﬂpk]—
1= =+ i=l j=i+lk=j+
m-3 m—/ m
DIDIDY L S l)m“{ﬂp}
i=1 k=j+1
(= Zf —Z Z[é Ne; ]+ H(= 1)““{04}

(=k+1
i=l j=i+l

m-—

2
j=i+l

Rekomenduodiau skaltytOJm pabandyti iSvesti ar bent jau patikrinti Sias formules. Jos tinka ir

m m
tam atvejui, kai strukttiros Sy, S,, ..., S;, neturi bendry elementy ir ry$iy. Tuomet p:Zpi ir ¢ =Z€i .
=l i=1
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Kai struktiiros Sy, S, ..., Si, ..., Sy yra tik skirtingi paprasti elementai, tai visi p;=1 ir visi ¢;=0.
Tuomet gauname, jog m elementy sasajos virsiniy skaicius p=m, o lanky skaicius ¢ =0, ka ir turéjome
gauti, atsizvelgdami i struktiiry sasajos operacijos apibrézima.

Kai struktiiros Sy, S, ..., S;, ..., Sy, yra izomorfiskos ir né viena jy pora neturi bendry elementy,

tai US galima uzrasyti kaip mS, kur S yra struktiira, izomorfiska bet kuriai i§ S;, t. y. S=S;=S,=.
i=1

o mS reiskia struktira S, pakartota sasajos operacijos operandu m karty, t.y. mS=S, US, U...US,,
Kitaip tariant, mS — tai sutrumpintas aibés, susidedancios i§ m izomorfisky struktiiry Zzyméjimas.

Struktiiry sasajos operacija galima taikyti ne tik paprastiems grafams ir orgrafams (loginéms
matricoms), bet ir multigrafams (aritmetinéms matricoms) bei pseudografams. Tik multigrafy atveju
disjunkcijos operacija Vv reikia apibendrinti: avb=max(a, b). Operacijos |J taikyma multigrafams
vaizduoja 172 pav.

m»>

123456
2 3 6 5 1234 3456 1[0[Z[1[1]0]o
1oz saafo] 2|3{ojz2jojojo
] ;z[3[o]2]o], a1 ]o]2]1]  3|011 1{2]001
30102”50102—4102121
1 A 5 ’ a[iTolz]1] s[of1]2]o] s|ojojof1]o]2
6lofofo]1]2]0

172 pav.

Tokia apibendrinta disjunkcijos v interpretacija galima taikyti tiek loginéms, tiek
skaitmeninéms, tiek turincioms bendry elementy, tiek neturinfioms jy matricoms, o taip pat
negrieZtai apibréZtoms aibéms (1.16 skyrelj) todél, jvedus minéta disjunkcijos apibendrinima,
struktiiry algebros operacija U galima priskirti prie bendryjy operacijy klasés. Sia operacija
galima bty taikyti ne tik struktiiry jungimui, jungiant kelias sistemas | viena, kai tarp jungiamy sistemy
neatsiranda naujy rys$iy, bet ir dekomponuojant sudétingg sistema | paprastesnes (zitir. 173 pav., o taip
pat 170, 171 ir 172 pav., Jel lygybes skaltytume 1§ deSinés 1ka1rQ)

Y\ VAVAVAN

173 pav.

Ta patj struktiiry sasajos S= S; US; operacijos jvykdymo algoritma galima taikyti ir atviroms
struktiiroms, jei tos struktiiros per savo iSorines aplinkas neturi tarpusavio tiesioginiy ry$iy (zitr. 174
pav.).

Zinoma, struktiiry sasajos operacija S= S, US ; (o taip pat apibendrinta n—aring struktiry

m
$3sajos operacija USi ) galima taikyti ir atviroms struktiiroms, turin¢ioms bendras iSorines aplinkas ir
i=1
kai kuriuos bendrus rySius su iSorine aplinka. Tuomet bendros iSorinés aplinkos ir bendri rysiai
sutapatinami, uzdedant bendrasias iSorines ir vidines susiejamy strukttiry dalis viena ant kitos, kaip tai
buvo padaryta 171, 172 ir 173 pav., o taip pat 174 pav.
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