Taigi, {rodéme, jog bet kokiam ploks¢io objekto standZiam perkélimui plok§tumoje, jo
neapverciant, pakanka dviejy standZiyjy judesiy: posiikio ir lygiagretaus postiimio.

Kadangi, isivedg lygiagretaus postimio standyji judesi, mes galime stumdyti ir pacius
piesinélius 111 pav. ir 112 pav. kaip standzias konstrukcijas, tai juos galima lygiagreciai perkelti taip,
kad posiikio centrai O sutapty. Todél galima teigti, kad bet koki ploksCio objekto perkélima
plokstumoje, jo neapverciant, galima ivykdyti, naudojantis dviems standziais judesiais (dviejy standziy
judesiy kompozicija): lygiagreciu postimiu ir posiikiu aplink duotaji pastovy centra O kampu ne
didesniu uz 360°. Posiikis, lygus 360°, sutapatins bet kuri ploks¢ia objekta pati su savimi.

Siy dvieju ploki&iuju judesiy kompozicija yra komutatyvi (tai nesunkiai gali jrodyti pats
skaitytojas), todél nesvarbu, kuris i$ ty judesiy daromas pirmiau.

Galima plokscia objekta transportuoti plokstuma, naudojantis postiimiais ir posikiais ,,mazais
zingsneliai“ ir jrodyti, kad visy ty postkiy ir postiimiy kompozicija yra asociatyvi ir komutatyvi, o taip
pat irodyti, kad ta pati rezultata, kuris buvo pasiektas daugeliu posiikiy ir postimiy, visuomet galima
pasiekti tik vienu postiimiu, lygiu visy posttimiy vektoriy sumai, ir tik vienu postkiu, lygiu visy posiikiy
algebrinei sumai. Taigi galima kalbéti apie standZiyjy judesiy kompozicijos algebra.

Pridésime dar plokscio objekto apvertimo plokStumoje operacija. Tuo tikslu jsivesime dar viena
standyji judesi — plokscio objekto veidrodinj atspindj kokios nors atspindZio aSies, esancios toje
plokstumoje, atzvilgiu.

Plokscio objekto veidrodinj atspindj galima apibrézti kaip simetriSka to objekto perkélima i
kita atspindZio aSies pusg taip, kad plokscio objekto tasky atstumai nuo atspindzio asies iSlikty tie patys
ir pats plokscias objektas nebtity deformuotas. Tokio perkélimo metu plokscias objektas apsivercia kita
puse ir orientacija jame keiciasi: jei apeidami kokius nors to objekto taskus mes judéjome laikrodzio
rodyklés kryptimi, tai apverstame objekte (atspindétame objekto vaizde), apeidami atitinkamus taskus,
mes turésime judéti jau prie$ laikrodzio rodykle.

Taigi, jei plokscias objektas perkeltas plokStumoje taip, kad jame orientacija pasikeité i
priesinga, tai reiSkia, jog buvo ivykdyta atspindZio operacija (ar nelyginis atspindzio operaciju
skai¢ius), nes nei lygiagretus postiimis, nei posiikis objekto orientacijos nekeicia.

Tarkime, jog trikampis A;B;C; perkeltas plokStumoje taip, kad jo orientacija pasikeité {
priesinga, t. y. tapo jam lygiu trikampiu A,B,C,, orientuotu priesinga kryptimi (zitir. 114 pav.).

Sujungiame po dvi atitinkamas trikampiy A;B,C, ir A,B,C, virStines, pasirinkdami jas taip, kad
tas vir§iines jungiancios atkarpos nesikirsty. Dél prieSingos trikampiy AB,C; ir A,B,C, orientacijos taip
padaryti visuomet galima. Miisy nagrinéjamu atveju (zilr. 114 pav.) tokiomis jungianciomis
nesikertan¢iomis atkarpomis bus atkarpos A;A,; ir C;C,.

B,

114 pav.

Randame ty atkarpy vidurio taskus A ir C ir, sujungdami juos tiese, pravedame ties¢ AC.

[rodysime, jog, pasirinkg ta ties¢ atspindzio aSimi, o taip pat ir postimio kryptimi, mes
galésime, pastimg trikampi A;B;C, lygiagreciai tai aSiai taip, kad taSkas A, pereity | padétj A;, o taskas
Cy 1 padéti C;, gauti trikampi A3;C;B;3, o po to atspindéje ta trikampi asies AC atzvilgiu, gausime
trikampi A,B,C,.

Taskus A; ir C; randame taip: 1) i$ taSky A, ir C, pravedame statmenis i{ AC ir prat¢siame juos
uz tiesés AC; 2) i$ tasky A, ir C, pravedame tieses, lygiagrecias AC, iki susikirtimo su jau pravestais
minétais statmenimis i ties¢ AC; 3) susikirtimo taskai ir bus mums reikalingi taskai A; ir Cs.

Atkarpy A,A; ir C,C;, statmeny AC, susikirtimo su ta tiese taskus pazymésime A4Cj.

Nuleisime i§ tasky A, ir C; statmenis { AC ir pazymésime statmeny susikirtimo taskus As ir Cs.

Kadangi A|A=AA, ir ZA|AAs=ZLA,AA,, tai statieji trikampiai AA;AAs ir AAyAA, yra lygis ir
A1A5:A2A4.
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Kadangi AjA;||AC ir AjAsLAC, A,A3LAC, tai keturkampis AsA;A3A4 — staciakampis, todél
A1A3=A5A4 ir A1A5:A4A3. Todél A2A4=A4A3.

Analogiskai jrodome, jog C,C,=C4Cs. Taigi, taskai Az ir C; asSies AC atzvilgiu atsispindi {
taskus A, ir C,. Tuo paciu gausime, jog A3;C;=A,C,. Bet AyC)=A,Cy, todél A;Cs=A,C; ir todél
keturkampis A;C,C;A; yra lygiagretainis. Gauname, jog A;A;=C,C;s, t. y. taskai A, ir C, pastumti ne tik
lygiagreciai AC, bet ir vienodu atstumu — postiimio atstumu.

Analogiskai galima jrodyti, jog taskas B, pasistiméjo lygiagreciai AC ir tuo paciu atstumu kaip
ir taskai A, ir C; 1 padéti Bs, o po to atspindéjo i padéti B,.

Taigi, pervesti trikampi A;B;C; i jo apversta padéti bet kurioje plok§tumos vietoje galima,
ivykdZzius atitinkama lygiagrety postimyj ir po to — atspindj (arba pradzioje atspindi aSies AC atzvilgiu, o
po to — lygiagrety postimi, kas tas pats, nes ir $iy standziyju judesiy kompozicija komutatyvi ir
asociatyvi).

Kartais gali atsitikti taip, kad postimio ir neprireiks, t.y. uzteks ,,nulinio postimio®. Taip
atsitiks tuomet, kai atkarpos A A,, BB, ir C,C, bus statmenos atspindzio asiai, einanciai per ty atkarpy
vidurio taskus (zitr. 115 pav.)

Ci C C2

Al Ao

115 pav.

Taigi, bet kokiam ploksc¢io objekto perkélimui j bet kuria plokStumos vietg ir j bet kurig
to objekto padétj, nedeformuojant to objekto, pakanka triju standZiyjy judesiy: posikio,
postiimio ir atspindZio.

Taciau, kaip jau buvo parodyta 1.9.1.6. skyrelyje, Sie trys pagrindiniai standieji judesiai dar
nesudaro grupés tu judesiy kompozicijos atzvilgiu. PapildZius tuos tris judesius slenkamuoju atspindZiu
ir ,tapaCiuoju judesiu“ gaunama standZiyjy judesiy grupé plokStumoje. Palicku skaitytojui
i$siaiskinti, ar $i grupé yra Abelio grupé.

Ivede, kaip jau buvo minéta 1.9.1.6. skyrelyje, dar du papildomus standziuosius judesius —
sukamajj atspindj ir sraigtinj perkélima — gausime standZiyjuy judesiy grupe tuy judesiy
kompozicijos atZvilgiu trimatéje erdvéje, susidedancia i$ septyniy standziyjy judesiy.

Galima, panasiai, kaip tai buvo padaryta naudojantis 111, 112, 113, 114, 115 pav., irodyti, jog
$iy judesiy pilnai pakanka, kad biity jvykdytas bet koks standusis objekto perkélimas trimatéje erdvéje, o
taip pat, kad tie judesiai sudaro grupg su neutraliuoju elementu — ,.tapaciuoju judesiu®, taciau Cia to
nedarysiu, nes brézinéliai trimatéje erdvéje tampa tokie sudétingi ir gremézdiski, kad juos geriau
isivaizduoti mintyse trimatéje erdvéje, negu piesti popieriaus lape.

Zinoma, galima vietoj brézinéliy ir stereometriniy jrodymy naudotis analizinés geometrijos
algebriniais metodais, sudarant standZiyjy judesiy trimatéje erdvéje algebrinius modelius,
vaizduojancius perkeliamo objekto kokiy nors trijy fiksuoty tasky, negulinciy vienoje tieséje,
koordinadiy Xy, y1, Z15 X2, Y2, 725 X3, Y3, Z3 pasikeitimus kokios nors fiksuotos koordinaciy sistemos
atzvilgiu, kai objektas yra perkeliamas trimatéje erdvéje, naudojantis tuo ar kitu pagrindiniu standziuoju
judesiu.

Kaip besikeisty minétosios koordinatés, objekta stumiant lygiagreciai sau, sukant aplink koki
nors centra, atspindint kokios nors plokStumos atzvilgiu, transportuojant kokia nors sraigtine linija
erdvéje ir pan., atstumai tarp ty tasky, iSreiskiami formulémis

di, :\/(Xl _X2)2 +(Y1 _Y2)2 +(Z1 _22)2 d; :\/(Xl —X3)2 +(Y1 _Y3)2 +(Zl _Z3)2 ir

dy; = \/(x2 —X3 )2 + (y2 -y )2 + (22 —Z4 )2 , i8liks pastovis kaip bet kokiy objekto perkélimy

invariantés.
Pavyzdziui, lygiagreciai stumdami objekta vektoriaus v=(a, b, c¢) kryptimi atstumu

d=|v|=+va’+b’>+c*, gausime naujas minétyju trijy tasky koordinates: x{" =x{"+a,
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vy =y® +b, 2™ =z" +c, kuri=1, 2, 3, o virSutiniai indeksai ,,n* ir ,,s* reiskia ZodZius ,,naujas* ir

,senas®. Siuo atveju atstumai d;,, d;3, d,; nepasikeis todél, kad nepasikeis skirtumai tarp ty tasky

atitinkamy ~ koordinagiu:  x{" —x{" =x +a—x® —a=x{" —x\?, analogiskai y\" _ygn) =

= Yi(S) _ygs) , 7" —zgn) =z —zj.s) visoms i=1, 2, 3 ir j=1, 2, 3 reik§méms.

Objekta sukant aplink asj ar posiikio centra, ji perkeliant sraigtine linija, atspindint kokios nors
plokstumos atzvilgiu ir pan., formulés, pervedancios tasky 1, 2, 3 (ir visy kity perkeliamo objekto tasky)
sengsias koordinaciy reikSmes | naujgsias bus sudétingesnés (sifilyCiau skaitytojui pabandyti iSvesti
koordinaciy transformacijos formules, vaizduojancias objekto perkélima, naudojantis kokiu nors
standziuoju judesiu plokStumoje, o po to ir trimatéje erdvéje), taciau atstumai d, ,, d; 3, da3 tarp tasky 1,
2, 3 (arba A, B, C) nepasikeis, kaip nepasikeis ir kampai tarp tiesiy, kertanciy tuos taskus.

Formulés — invariantés leis mums nustatyti kokie tasky 1, 2, 3 (arba A, B, C) judesiai yra
leistini, kokie — ne.

Pavyzdziui, tasko ,,1 perkélimui trimatéje erdvéje néra jokiuy apribojimy, todél jo koordinatés
X1, Y1, 1 gali turéti bet kokias realias reikSmes. Perkélus taska ,,1, tasky ,,2° ir ,,3* koordinatés gali buti
pasirinktos gana jvairiai, taciau jau nevisiSkai laisvai: taskas ,,2° gali atsidurti bet kuriame sferos,
turinCios centra taske ,,1“ ir spindulj d;,, taske, bet niekur kitur, o taSkas ,,3“ tik tokiuose sferos su
centru taske ,,1 ir su spinduliu d,; taskuose, kuriy atstumas nuo pasirinkto tasko ,,2“ padéties biity
lygus d,;. Kitaip tariant, laisvai pasirinke tasko ,,1¢ koordinates, o po to jau minétoje sferoje su
spinduliu d,, pasirinke tasko ,,2° padéti, bréziame dvi sferas: sfera su centru taske ,,1* ir su spinduliu
d, 3 ir sfera su centru taske ,,2 ir su spinduliu d, ;. Siy dvieju sfery susikirtimo linija yra apskritimas,
apraSomas lygéiy sistema

(X_X1)2 +(Y—Y1)2 +(Z_Zl)2 = d12,3»

v) 2 2

(X_Xz) +(Y‘Y2)Z +(Z—Zz) =d33,
kurioje skaiciai d, ; ir d, 3 yra duoti, koordinatés x,, y, z; — laisvai pasirinkti skaiciai, o koordinatés x,,
V2, Zp — bet kurie skaiciai, tenkinantys lygybe (x2 -X, )2 +(y2 -y, )2 +(z2 -z, )2 = d12,2 , kurioje x4, y,

z, — tie patys laisvai pasirinktieji skaiciai, o skaicius d, , — duotasis skaiCius. Tas apskritimas ir bus tasky
»3°, turinCiy koordinates x, y, z, geometriné vieta trimatéje erdvéje.

Naudojantis Siuo modeliu, galima gauti bet kokj nagrinéjamo objekto perkélima trimatéje
erdvéje (visas galimas jo padétis) ir analiziSkai nagrinéti, kokiu pagrindiniu standziuoju judesiu ar kokia
ju kompozicija (,algebriskai kalbant, kokiomis koordinaciy transformacijos formulémis,
modeliuojanéiomis tuos judesius) galima tg perkélima realizuoti.

Analiziniu metodu taip pat galima jsitikinti, jog minétyjy pagrindiniy standziyju judesiu pilnai
pakanka, kad biity jvykdytas bet koks objekto perkélimas trimatéje erdvéje, o taip pat tuo, kad minétieji
judesiai sudaro grupg.

Analizinis metodas irgi gana gremézdiSkas budas, taciau jis daugeliui skaitytojy gali
pasirodyti paprastesnis, nes nereikalauja erdvinés vaizduotés, o tik formuliy pertvarkymy bei
lygéiy sistemy sprendimo, nors tai kartais irgi reikalauja nemazai darbo ir atidumo.

Galima naudotis ir kombinuotu metodu, t.y., ir analizinés geometrijos metodais, ir erdvine
vaizduote bei stereometrijos désniais.

1.9.2.2. Struktidry vaizdavimo | save ir jy izomorfisko bei homomorfiSko
modeliavimo operacijos

Ka tik aprasytieji standieji judesiai plokStumoje ir trimatéje erdvéje leidzia atvaizduoti kai
kurias simetris$kas struktiiras | pacias save, tu struktiiry nedeformuojant. Visy galimy tokio struktiiry
atvaizdavimo | pacia save nagrinéjimas, leidZia nagrinéti struktiiros simetriSkuma, nustatyti jos
simetrijos elementus ir priskirti struktiirg tai ar kitai struktiiry simetrijos klasei, kaip tai buvo daroma
1.9.1.4. skyrelyje su kristaly struktiromis. Kadangi apie tai jau buvo kalbéta 1.9.1.4. ir 1.9.1.6.
skyreliuose, tai ¢ia nebesikartosiu.

Siai operaciju su struktiiromis klasei priklauso ir struktiiry modeliavimo operacijos. Tas
modeliavimas gali buti izomorfiSkas (zitr. 1.8.1., 1.8.2. ir 1.9.1.5. skyrelius), taciau gana daznai biina
tik homomorfiskas (zitr. 1.8.3. ir 1.9.1.5. skyrelius).

Strukttry perkélimo operacijas, kurios buvo ka tik aprasytos 1.9.2.1. skyrelyje, taip pat
galima priskirti prie izomorfisko struktiiry modeliavimo masteliu 1:1 operacijy, nes perkelta | kita
vieta duotosios sistemos struktiira, galima laikyti izomorfisku tos struktiiros modeliu, turinéiu tuos
pacius matmenis kaip ir pirmavaizdis.
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Bendrai gi struktiiry vaizdavimo ir modeliavimo operacijos gali vartoti bet kokj mastelj,
kartais net nevienoda jvairioms struktiros dalims, t.y. modeliuojant struktiiras, jas galima ir
deformuoti. Tam dabartiniu metu taikomi specialiis kompiuteriniy programy paketai.

Sistemos struktiiros jvairios projekcijos, o taip pat sistemos struktiiros modelio pervedimo i
vienos vaizdavimo kalbos (pavyzdziui, i§ grafinés i analizing ir atvirksc¢iai, i§ vienos koordinaciy
sistemos i kita ir pan.) | kita vaizdavimo kalba operacijos taip pat priklauso S$iai operacijy su
struktiiromis (ir ju modeliais) klasei. Sios klasés operacijos taip pat kompiuterizuojamos ir ju atlikimui
galio biti taikomi specialis programy paketai.

1.9.2.3. Elementy perstatymo (transpozicijos) operacija

Si operacija gali turéti jvairiy modifikacijy, priklausomai nuo to, kiek elementy ir kokia tvarka
keiciami. Taciau visos tos modifikacijos gali biiti jvykdytos, naudojantis viena elementaria operacija —
dviejy elementy i ir j sukeitimu vietomis (elementaria i, j transpozicija). Todél mes ir apsiribosime
kaip tik Sia elementaria operacija, priklausancia bendryju paprasty monariniy — struktiry lygyje — ir
binariniy — elementy lygyje — operacijy klasei. Elementarios transpozicijos operacija ir jos rezultata

!/
Fymésime Zenklu (S) ue>v , reiskianéiu, kad struktiiroje S elementai u ir v sukei¢iami vietomis. Tokios

operacijos pavyzdys parodytas 116 pav. (grafinéje ir matricinéje formose).
3
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Nesunku pastebéti, kad §ig operacija matricinéje formoje atitinka u-osios eilutés sukeitimas
vietomis su v-gja eilute bei u-ojo stulpelio sukeitimas su v-uoju stulpeliu, ir nepriklauso nuo to, ka
keisime pradzZioje: eilutes ar stulpelius. Perstatinéjimy matricos viduje galima ir nedaryti, pakeiciant
juos matricos eiluciy ir stulpeliy pernumeravimu, kaip tai parodyta 117 pav., nes elementy
transpozicija yra ne kas kita, kaip elementy pernumeravimas (kitaip sakant, jei du pareigiinai keiciasi
savo pareigomis, tai ne visada biitina keistis kabinetais, nes galima pakeisti kabinety iSkabas, palickant
pareigiinus savo vietose).
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Elementy transpozicijos operacijos rezultatas — struktara S’ — yra izomorfi§ka operacijos
operandui — struktiirai S. Tafiau sistemos, atitinkancios struktaras S ir S', kai sistemos S sudéties
elementai, uZimantys vietas u ir v, néra vienodi, gali biiti netapacios.

Jei struktiiroje S reikia sukeisti vietomis ne viena pora, o daugiau elementy, elementari dviejy
elementy transpozicija kartojama keleta karty.

Vykdant kelias elementarias elementy perstatymo operacijas viena po Kkitos, t. y. atlickant tokiy
operacijy seka, gaunamas rezultatas kartais priklauso ne tik nuo to, kokie elementai buvo persta-
tomi, bet ir nuo ty perstatymy tvarkos sekoje. Keiciant ta tvarka, gali pasikeisti ir galutinis rezultatas.
Kitaip tariant, seka (S),.,,, (S")\w ne visada duoda ta patj rezultata kaip ir seka (S), . > (S) iy -
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Tuo nesunku jsitikinti, jvykdzius su struktiira S, pavaizduota 117 pav., elementariy perstatymy
sekas (S)io4 (8)463 I (91635 ($)los-

Pirmuoju atveju buvusia pirmojo elemento vieta uzims buvegs trecias elementas, buvusia
treciojo elemento vieta — buves ketvirtasis, o buvusia ketvirtojo elemento vieta — buves pirmasis.

Antruoju atveju buvusio pirmojo elemento vieta uzims buves ketvirtasis elementas, buvusio
tre¢iojo elemento vieta — buvegs pirmasis, o buvusio ketvirtojo elemento vieta — buves treciasis
elementas.

Taip atsitinka todél, kad pirmuoju atveju treciasis elementas eina { pirmojo vieta, iSstumtasis
pirmasis elementas uzima ketvirtojo vieta, o pastarasis — treCiojo vieta. Antruoju atveju pirmasis
elementas eina i treCiojo vieta, iSstumtasis treCiasis elementas uzima ketvirtojo vieta, o pastarasis —
pirmojo vieta. ISstimimo sekos, einancios per tarpinj — ketvirtaji — elementa, eina atvirkstine tvarka ir
todél gaunami skirtingi rezultatai.

Sia savybe kartais naudojamasi personalo keitimo ,,politikoje*, prastumiant ,savus® i
aukStesnius ar ,,reikalingus® postus.

Nesunku jsitikinti, kad nepriklausomy operacijy sekos (S);n,> ($Dewd I (Sewd> $Daob

duos vienodus rezultatus, kai (cza)A(c#b)Aa(d#a)Aa(d=D).

’ ’
Elementari elementy perstatymo operacija yra komutatyvi, nes (S) uey =(S) vou , taciau

elementy perstatymo operacijy seka bendruoju atveju, kai kai kurie perstatymai yra priklausomi, néra
nei komutatyvi, nei asociatyvi.

Kitaip tariant struktiiros elementy perstatymo operacijy kompozicijos operacija néra nei
komutatyvi, nei asociatyvi.

Sistemos elementy perstatymo operacija, ja atitinkamai modifikavus, galima panaudoti ir
elektrony ,,perSokimy‘ i$ vienos orbitalés i kita (zidir. 1.9.1.2. skyreli) modeliavimui (imitavimui).

Tuo tikslu { sistemos struktiira S, vaizduojanéia atomo struktiira, reikéty ivesti ,,tuséius®
elementus, vaizduojancius toje struktiiroje neuzimtas vietas — neuzimtas orbitales, t. y. iSplésti strukttira
S vaizduojancia matrica, jvedant tuos ,tus¢ius“ elementus vaizduojancias ,,tus¢ias (uzpildytas tik
nuliais) eilutes ir ,,tus¢ius* stulpelius.

Norédami, kad atomo struktiiros modelis vaizduoty jo elementy saveikavimo jéga (ar energija),
nenuliniuose saveikavimo matricos langeliuose turétume jraSyti atitinkamus skaicius (panasiai, kaip 117
pav. vaizduojamoje matricoje).

Kadangi, keiCiantis atomo struktiiros elementy padéciai (pavyzdziui, elektronui perSokant i§
vienos orbitalés i kitg), keiCiasi ir jy saveikavimo jéga bei energija, tai kiekvieng galima elektrony
konfigtiracija (zitr. 1.9.1.2. skyrelj) vaizduoty atitinkama strukttiriné matrica, kurios ,,tus¢ios“ (t.y.
nulings) eilutés ir stulpeliai vaizduoty neuzimtas orbitales. Visose tokiose matricose turéty biiti ir
»tuscia“ eiluté bei ,tuscias™ stulpelis, vaizduojantys ,,orbitalg, atitinkancia situacija, kada elektrona
galima laikyti praktiSkai atitriikusiu nuo atomo ir tapusio ,laisvu“ elektronu, turinéiu lygia nuliui
potencing energija.

Elektrono perSokima i§ orbitalés u i orbitalg v modeliuoty jau ne atitinkanciy tas orbitales
eiluciy ir stulpeliy vienoje matricoje sukeitimas vietomis, kaip tai buvo vaizduojama 116 ir 117 pav., o
vienos struktiirinés matricos, vaizduojancios elektrony konfigiiracija, buvusia prie§ perSokima (toje
matricoje v-sios eilutés ir v-tojo stulpelio visuose langeliuose buvo tik nuliai) pakeitima kita matrica,
vaizduojancia ta elektrony konfigiiracija, kuri atsirado po elektrono perSokimo (toje matricoje u-sios
eilutés ir u-tojo stulpelio langeliuose bus tik nuliai).

Lygindami naujaja ir senaja elektrony konfigiiracijas atitinkancias matricas, galétume jvertinti
pokyc¢ius (tame tarpe — ir energetinius), ivykusius atome elektrono perSokimo metu.

Nebitina visy galimy konfigliraciju matricas turéti i$ anksto, i§ anksto jvykdZius atitinkamus
(gana sudétingus ir daugiaelektroniniuose atomuose — tik artutinius) paskai¢iavimus. Galima turéti tik ty
paskaic¢iavimy tipinius algoritmus ir, jais naudojantis, perskaiciuoti senaja elektrony konfigtiracija
atitinkancia matrica i nauja.

Taigi, jvede ,tuSfigju” elementy savokas ir iSpléte elementy perstatymo operacijos
taikymo sritj, mes gauname, jog tos operacijos rezultatas galéty biiti struktiira, jau ne biitinai
izomorfiSka buvusiajai, ir tokios operacijos modeliavimui jau buty reikalingas gana sudétingas
imitacinis modelis.

Sudétingas imitacinis modelis reikalingas ir modeliuojant pareigtiny sukeitima vietomis realioje
sistemoje, nes realiis pareigiinai (kaip sistemos ne tik struktiiros, bet ir sudéties elementai) néra
tapatis ir gali turéti sistemoje ne tik formalius, bet ir neformalius rySius.
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1.9.2.4. RysSiy perkélimo ir perstatymo operacijos

Sios operacijos taip pat priklauso bendruju paprastujy monariniy — struktiiry lygyje — operaciju
klasei ir gali turéti keleta modifikacijy. Taciau visos tos modifikacijos gali buti sukonstruotos,
naudojantis elementaria rySio perkélimo operacija, zymima zenklu (S)(,_,y)_(w-) - reiSkian¢iu, jog

rySys i§ elemento u | elementa v struktiiroje S perkeliamas ir tampa strukttiroje (S)(,_yv) 5wz NAWU

ry$iu i§ elemento w i elementa z.
Jei reikia sukeisti (perstatyti) struktiiroje S rysius tarp elementy u ir v su rySiais tarp elementy w
ir z, tai tokia elementari rySiy perstatymo operacija Zymima (S){,_y)cs(w—) if r€alizuojama, vykdant

vienu metu dvi rySiy perkelimo operacijas: (S)(y_sv)5wosz) 1T (S){wosz)>(uv) -

Rysiy perkélimo ir perstatymo operacijas galima vartoti, perkeliant ir perstatant ne tik
orientuotus vienpusius rysius (u—v) ir (w—z), bet ir abipusius rysius (u<>v) ir (w<>z). Tai reiskia, jog
yra galimos OperaCijOS (S)Euev)»(wez) > (S)Eu<—>v)<—>(w<—>z) > (S)Eu»v)a(waz) > (S)Euevy—)(w%z) irt.t.

Rysiy perkélimo ir perstatymo operacijos formaliai galimos ir tuomet, kai vienas (ar net abu) i§
perkeliamy bei perstatomy rySiy neegzistuoja, t. y., kai (r,,=0)v(r,,,=0) arba (1, ,=0)A (1, ,=0).

Rysiy perkélimo ir perstatymo operacijos gali biiti taikomos ir multigrafams. Tuomet
zyméjimas (u=v) reiSkia visus rySius, iSeinanCius i§ elemento u ir jeinancius i elementa v, t.y.
struktiiros S elementy rysiu matricos langelio (u, v) turinji. Zyméjimas (u<v) reiskia visus abipusius
elementy u ir v rysius, t. y. ry$iy matricos dviejy langeliy — langelio (u, v) ir langelio (v, u) — turini.

Galimos dvi rySiy perkélimo multigrafuose modifikacijos: S’ ir S”. Vykdant operacija

(S){umv)>(wz) » TySiu matricos langelio (u, v) turinys paimamas i to langelio ir aritmetiSkai

pridedamas prie langelio (w, z) turinio, o vykdant operacija (S){y=y)>(w=z — langelio (u, v) turinys
logiSkai pridedamas prie langelio (w, z) turinio, t. y. strukttiroje S” rySys 1y, , tampa lygus T, oz

o struktiiroje S’ rySys r tampa lygus Vs w~Max(Tsuy, Tswo)- RySys 1o, struktiroje S" ir rySys

s'\w,z

Iy, Struktiroje S” tampa lygas 0.

Jei Vykdome operacijas (S)Eucv)ﬂ(wez) ir (S)’('LI@V)*)(W@Z); tai gauname. I.s’,w,z =I.s,u,v v

Vrs,w,z - maX(rs,u,v s rs,W,z) > I-s”,w,z - I.s,u,v + I.s,w,z > rs’,z,w - rs,v,u Vv I-s,z,w - max(rs,v,u 7rs,z,w ) > I.s",z,w -
- rs,V,u +rs,z,w > 1"s',u,v - I.s",u,v - I.s',v,u

Vykdant operacijas (S)(yovyoweoz 1T (S){usviomwez langeliv (u, v) ir (w, z) turiniai

. Jaon . . X - . — ’ - "
pasikeiCia vietomis, t.y. Ty, =Ty, =Ty, » Ty, =gy, =Ty - SiU0 atveju struktiros (S)" ir (S)

=lyve T 0.

nesiskiria viena nuo kitos, nesiskiria ir operacijos (S)(yeovyomwez I (S)uevower) » PO kuriy
LVykdyl’l’lO gauname, kad I's’,u,v = rs",u,v :rs,w,z > rs’,w,z :rs",w,z = I.s,u,v’ 1"s',v,u = rs",v,u = 1ns,z,w > I.s’,z,w =
= rs",z,w = Ils,v,u .

Elementariy rySiy perkélimo operacijy pavyzdziai grafinéje ir matricinéje formose parodyti
118 pav.

| 12314 12314
2 3 1[0lo]a1 1[oJo1a 2 3
= 2[1Jo[1]0 = e[iJofof0] =
- 3[0[Z[o]o s[o[z o]0
1 (2-3-4-2) N S iouq459 40N 1
. 1234 4 123
10la[i[3 Tofoh
o~ e[1[o]1]0 = 2111010
= s[0[z[o]o 323'1]
111 4
(2-3-14-2) (2+3-4-2)
118 pav.

" Galima turéti bei nagrinéti ir tokias rysiy perkélimo operacijos modifikacijas, kuriose rysiai Ts.uv> JUOS
perkeliant, neiSnyksta, t.y., kai perkeliamos tik rySiu kopijos, o patys rySiai 1y, , =ty =1, iSlieka

15k "
nepasikeite. Tokias operacijas zymésime (S)  ir (S)
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Elementariosios rySiy perstatymo operacijos pavyzdys grafinéje ir matricingje formose
parodytas 119 pav.

/ 1234 / 12314 >
2 3 10011 o1 3
T ~ 2[1]o]1]o o~ 211101110} o~
3[o[z]o]o = 3[o[2]0]0
1Jo[h 1 4]1]0j1]0
1 (1-2)e(4-4) \* (1-2]14-4) 1 4
119 pav.

Rysiy perkélimo ir perstatymo operacijy rezultatas paprastai néra izomorfiskas operando S
struktiirai, taciau kartais gali likti ir izomorfiSkas, pavyzdZiui, jei operacijose (S){y_yv)>(w—z) IT

(S){ussv)>(w—sz) turime 1, =0, arba jei operacijoje (S)(y_yv)es(w-sz) UIIME, JOZ Iy y=Ty .

Sarysis tarp elementy rysiy ir rySiy matricos langelio turinio keitimo leidzia atsakyti i klausima,
kokie pasikeitimai ivyks sistemos struktiiroje, jei jos matricoje sukeisime dvi eilutes u ir w, t.y.
ivykdysime keleta transpoziciju (S){y=y)cr(w=v)» Kur v =1, 2, ..., p. Po iy transpozicijy visi rySiai,

iSeinantys i§ elemento u, taps ry$iais, iSeinanciais i§ elemento w, o visi rySiai, iSeinantys i§ elemento w,
taps rysiais, iSeinanciais i§ elemento u.

Matricos S stulpeliu v ir z sukeitimas vietomis taip pat tolygus eilei transpozicijy
(S)'(u:wy_,(uéz) , kuru =1, 2,..., p. Po Siy transpozicijy visi rysiai, ieinantys i elementa v, taps rysiais,

jeinanciais | elementa z, o visi rySiai, jeinantys | elementa z, taps ry$iais, jeinanciais | elementa v.

I§ cia iSplaukia, jog matricos eilu¢iy u ir w bei jos stulpeliy u ir w sukeitimas vietomis
tolygus elementy u ir w sukeitimui vietomis, ka mes pastebéjome jau anksciau, nagrinédami elementy
transpozicijos operacija. Tai reiskia, kad elementy transpozicijos operacija galéty biiti nelaikoma
pirmine ir elementaria, nes jos rezultata galima gauti, ivykdzius eilg struktiiros tarpelementiniy rySiy

p
transpoziciju: (S), oy = V/;[(S)QU:V)Q(W:V) /\(S){V:U)H(v:w)].

Jei elementy perstatymo operacijos iliustracija galéty biuti pareiginy pasikeitimas
uZimamomis struktiiroje vietomis — pareigybémis, tai rySio perkélimo operacija galima iliustruoti
kokios nors vienos kokio nors pareigiino pareigos perdavimu kitam pareigiinui. Dviejy elementy
apsikeitimas visais juy rySiais tolygus dviejy pareigiiny apsikeitimui visomis pareigomis, t.y.
pasikeitimui uzimamos sistemos struktiiroje vietomis, kas ir iliustruoja teiginj, jog elementy
perstatymo operacija gali biiti suvesta i jy rySiy perstatymo operacijas.

Kai viena po kitos jvykdomos kelios rySiuy perkélimo ar perstatymo operacijos, tai rezultatas
gali priklausyti ne tik nuo to, tarp kokiy elementy vyko tos operacijos, bet ir nuo to, kokia tvarka tos
operacijos buvo vykdomos. Pavyzdziui, jei struktiroje, pavaizduotoje 119 pav., ivykdytume rySiy
perkélimo operaciju sekas (S)(2,3) 53540 (82535052 T Osnsesys §)asnoseoe. tai

gautume skirtingus rezultatus. Taciau gali biiti ir atvejy, kai keiciant rySiy perkélimo bei perstatymo
operacijy tvarka, rezultatas nesikeicia.

I8 to kas buvo pasakyta 1.9.2.3. ir 1.9.2.4. skyreliuose iSplaukia, jog ivairiy reformy rezultatas
gali priklausyti ne tik nuo ty reformuy turinio, bet ir nuo to, kokia tvarka tos reformos buvo
vykdomos.

1.9.2.5. Struktdros elemento eliminavimo operacijos

Pirmaja struktiiros S elemento eliminavimo operacija Zymésime S/u, kur ,,/* — eliminavimo
zenklas, ,,S/u“ — elemento u eliminavimo proceso ir jo rezultato zyméjimas, t.y. struktiira, gauta i$
struktiiros S, eliminavus elementa u, perduodant jo rysius likusiems struktiiroje elementams.

Jei struktiira S — paprastas grafas, orgrafas ar pseudografas su loginiais rys$iais s, tarp jos
elementy v ir w, tai aukS¢iau minéta rysiy atitekima elementams ,,v** ir ,,w*’, eliminavus elementa ,,u
nusako rySiy tarp elementy struktiiroje S/u formulé rsyyw=TsywV(IsyvuAlsuw), Kuri rodo, jog
netiesioginis rySys tarp elementy v ir w, éjgs struktiiroje S per elementa u (jei toks rySys buvo, t. y., jei
IsyuN\Isuw=1), tampa tiesioginiu rySiu tarp struktiiros S/u elementy v ir w. Struktiros elemento
eliminavimo pavyzdziai parodyti 120 pav.
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Matricinéje formoje operacija S/u vykdoma taip:

1) matricoje S iSbraukiama eiluté u ir stulpelis u;

2) i8S bet kurio likusio neiSbraukto matricos S langelio (v, w) nuleidziamas vertikalus statmuo {
iSbraukta eilute ir horizontalus statmuo { iSbraukta stulpeli;

3) tarp tokiu biidu surasty iSbrauktos eilutés langelio (u, w) ir iSbraukto stulpelio langelio (v, u)
turiniy rg , i I'sy, sudaroma konjunkcija rsy yATs yws

4) §i konjunkcija logiSkai pridedama prie matricos S langelio (v, w) turinio ir gaunamas
matricos S/u langelio (v, W) turinys sy yw=rs.y.wV(LsyuALs uw)-

5) procediiros 2, 3 ir 4 pakartojamos kiekvienam neiSbrauktam matricos S langeliui ir tokiu
biidu gaunama matrica S/u.

Struktiiros S elemento u eliminavimo operacija S/u galima interpretuoti kaip kokios nors
pareigybés, atitinkancios struktiiros elementg u, likvidavima sistemos struktiiroje S, perduodant
to elemento pareigas (funkcijas) kitiems struktiiros S elementams.

Kita operacijos S/u interpretacija — tarpinio transporto, rySiy, prekybos, tinklo mazgo
likvidavimas, paverciant rySius tarp kity mazgy, éjusius per mazga u, betarpiskais rysiais.

Struktiiros elemento eliminavimo operacija galima interpretuoti ir kaip ventilinés schemos
mazgy eliminavimo operacija (ziur. 1.16.1.3.2 skyrelj), kuri vartojama, norint rasti pilno rysio tarp
kokiy nors schemos mazgy formulg, pavyzdziui, ventilinés schemos i$¢jimo funkcija. 121 pav. parodyta,
kaip gaunama ventilinés schemos, turinCios tiesioginiy rySiy matricg S, i§éjimo funkcijos formulé,
eliminuojant mazgus 2 ir 3 ir paliekant tik i€¢jimo mazga 1, neturinti vidiniy i¢jimy, ir i§é¢jimo mazgg 4,
neturintj i$¢jimy i vidy.

1

2

e

4 1 3 4 1 3 1
X X — — = —

1] 1] %V5 X, 13 1| 1| Epvs iR vyl 1] 1 |RWE| X0V
Sﬂz ol 1 | %)X, ;S/gs 0 1 5 =3]o0| 1 R
L I ] % 4o 0 1 afo] o 1

alol o fofa
1 4 4
g o 1| 1|ERWEIIVEGERVRY| _ 1|1 [%VE,
43 4o 1 4 1
121 pav.

Gavome, kad ventilinés schemos i$¢jimo funkcija (pilno rysio tarp pirmojo ir ketvirtojo mazgo
funkeija) yra y =Ry 4 =X3(X; V X5) VX,[X) Vv X5(X) VX,)] = X5(X) VX)) VX, (X VX3)=XX5 V

VX,X3 VX Xy VX X3 =X XX3 VX X5X3 VX X0X3 VX XX3 VX X5X3 VX [XX3 VX (XpX3 V

VX(X,X3 =X, VX3.

Struktiiros elemento eliminavimo operacija galima apibendrinti ir multigrafams, formulg
Tsmvw=TsvwV(IsvuAlsyyw) pakeiCiant formule repyw=TsywtTsyuTsuw), t- Y. loginés daugybos ir loginés
sudéties operacijas pakeiciant aritmetinés daugybos ir aritmetinés sudéties operacijomis (zidir. 122 pav.).
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Multigrafo elemento eliminavimo operacija, kai multigrafas — orientuotas ,,medis®, vaizduojas
sudétingo gaminio struktiira, t.y. rodantis, kiek Zemesnio lygio elementy iecina i aukstesnio lygio
elementa, galima interpretuoti kaip kokio nors to gaminio tarpinio mazgo atskiros gamybos
panaikinimo operacija. Kaip matyti i§ 122 pav., panaikinus mazga ,.c“, detalés ,f ir ,,g* tampa
betarpiskai jeinanciomis i gamini ,,a“ detalémis: 17 detaliy ,,f* ir 6 detalés ,,g*.

Analogiskai, kaip buvo jvesta struktiiros elemento eliminavimo operacija, galima buvo jvesti
ir tarpelementinio rySio struktiiroje S eliminavimo operacija. Taciau tokig operacija galima
ivykdyti, struktiiry atimties operacija, kuri bus ivesta veéliau (zitr. 1.9.2.23. skyreli) ir kuri gali
eliminuoti ne tik viena, bet ir keleta rySiy struktiiroje. Todél néra reikalo turéti specialia tik vieno rysio
eliminavimo operacija.

Struktiiry atimties operacija galima modifikuoti taip, kad ji tikty ne tik rySiy, bet ir struktiiros
elementy eliminavimo tikslams. Pavyzdziui, galima jvesti tokia struktiiry atimties operacija S; ~S i kuri

skirtysi nuo 1.9.2.23. skyrelyje apraSytos operacijos Si—S; tuo, jog i§ struktiiros S; biity atimami ne tik
ry$iai, priklausantys struktiirai S; (kaip operacijoje Si—S;), bet ir struktiiros S; elementai kartu su visais ju
rySiais, kuriuos jie turéjo ne tik strukttiroje S;, bet ir strukttiroje S;. Tokia struktiiry atimties operacija
realizuoty antraja struktiiros elementy eliminavimo operacija, kuri skirtysi nuo pirmosios tuo, jog
eliminuojamy elementy rysiai neperduodami kitiems struktiiros S; elementams, o dingsta (Ziista)
kartu su eliminuojamais elementais.

Operacija S;=S; galima buty interpretuoti kaip struktiros S; dalies, atitinkancios struktirg S;,
zuvima (i$€jima i§ rikiuotés avarijos metu ir pan.), kaip elektrono atémima i§ atomo (zidr. 1.9.1.3.
skyreli ir jame apraSyta oksidacijos reakcijg). Operacija S; =S; ir jos rezultata vaizduoja 123 pav.

Vykdant operacija S;=S; matricin¢je formoje, struktiros S; matricoje iSnyksta eilutes ir
stulpeliai, atitinkantys struktiros S; elementus, t.y. tie elementai eliminuojami su visais savo rysSiais,

neperduodant ty rysiy kitiems elementams. Tokiu biidu, antroji elemento eliminavimo operacija
matricinéje formoje atitinka eliminuojamo elemento stulpelio ir eilutés iSbraukima.

. 1 2 3 4 5
1joj1]of1]1 2 3 5
2 4 4 3 212 o] LRI I W
= | = s s[ofofo[1]o] =1]"]! = 3|lofo]o
) s 1 SINNNNE LU ST oo
s|1fo]o]1]o
123 pav.

Operacija S; =S; galima apibendrinti taip, kad ja buty galima taikyti bet kokioms struktiroms,

pavyzdziui, bet kuriems multigrafams, taciau tuomet reikéty ivesti ne tik neigiamy rysiy, bet ir neigiamy
elementy savokas, interpretuojant neigiama elemento reikSme kaip tokio elemento triikuma, kaip jo
nebuvimga toje vietoje, kur jis privaléty biiti. Tada struktiira S; galéty biiti bet kokia struktiira, o ne tik
struktiiros S; dalimi.
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1.9.2.6. Naujo elemento jvedimo j struktiira operacijos

Sios operacijos yra atvirkitinés struktiiros elemento eliminavimo operacijoms. Todél jos
gali biiti interpretuojamos ir kaip eliminuoto elemento atstatymo operacijos. Jei atstatome anksciau
eliminuota elementa, nejvesdami papildomy rySiy, t.y. tik atstatydami senus eliminuoto elemento
rysius, tai reikia jvykdyti procediira, atvirkSting procedurai, aprasytai formule rsj .y w=Is.y.wV(I'syuAlsuw)
(arba formule rgyyw=TsyvwiTsyuTsuw), t.y. reikia, Zinant rsy., reikSmes, rasti rsyw, Isyu II Tsuw
reikSmes. Kadangi trys ieSkomi kintamieji rsy., Isyu If I'syy suriti tik viena lygybe, tai jie ja gali
tenkinti nebiitinai tik vienu biidu. Pavyzdziui, jei rs,, v w=1, tai galimi tokie lygties rsywV(I's.yuAlsuw)=1
sprendiniai:

1) (tsyw=0; Tsyu=1; Tsuw=1);

2) (rsyw=1; syu=0; I5u,=0);

3) (rsyw=1; 15,yu=0; rsuw=1);

4) (rsyw=1; rsyu=1; I5u0=0);

5) (rS,v,wzl; I.S,v,uzl; I'S,u,wzl)'

Todél eliminuoto elemento atstatymo operacija néra vienareik§miSkai apibrézta ir jos
rezultatu gali buiti skirtingos struktiiros. Pavyzdziui, jei, turédami matrica, atitinkanc¢ia ventilinés
schemos i$éjimo funkcija (zidir. 121 pav., o taip pat 1.16.1.3.2. skyrelj Sioje mokymo priemongje),
pabandysime atstatyti eliminuotus tre€iaji ir antraji tos schemos mazgus, tai gausime ne viena, o kelias
izomorfiSkai skirtingas, tafiau funkcionaliai ekvivalencias schemas (zidir. 124 pav., kuriame
pavaizduotos kai kurios tokios schemos).
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Dar daugiau jvairiy rezultaty galima gauti, atstatant eliminuota multigrafo elementa, t.y.
sprendZziant lygti rsywtTsvuTsuw=a, kur a — duota rs, v reikSme.

Taciau jei i struktiira S jvedamas naujas elementas, nurodant jo rySius su kitais struktiiros S
elementais, tai tos operacijos rezultatas randamas vienareik§miSkai: prie struktiros S matricos
pridedama papildoma eiluté ir papildomas stulpelis, | kuriy atitinkamus langelius iraSomos i§ naujo
elemento iSeinanciy ir i ji ieinanc¢iy ry$iy reik§més (ziur. 125 pav.).

ol o
rplp|le|lw| =
ra|lw]w|r] e
=] w]| e

[ =S B - -

648



Nesunku pastebéti, jog tokia naujo elemento jvedimo j struktiira S operacija yra tik dalinis
iSpléstinés struktiiry aritmetinés sudéties operacijos, kuri bus aprasyta 1.9.2.22. skyrelyje atvejis.
Todél Zenklelj ,,«— 125 pav. galima pakeisti i Zenkla ,,+*.

Pirmoji naujo elemento jvedimo operacija, atitinkanti (nors ir nevienareikSmiskai) pirmaja
elemento eliminavimo operacija, gali biti interpretuojama kaip jau egzistuojanciy sistemoje elementy
rySiy (ju funkcijy, pareigy) dekompozicijos operacija, nejvedant | struktiira naujuy rySiy, o tik
dekomponuojant jau esamus rysius ir perskirstant juos taip, kad dalis ty rysiy tekty ivedamam naujam
elementui. Tokiu biidu, jei elemento eliminavimo pirmoji operacija atitinka kokios nors pareigybés
likvidavima, uZkraunant jos funkcijas kitiems elementams, tai naujo elemento jvedimo pirmoji
operacija atitinka naujos pareigybés jvedimag, norint palengvinti kity pareiginy darba, t.y.
perduodant naujam elementui dalj ju funkcijy.

Antroji naujo elemento jvedimo operacija, atitinkanti elemento eliminavimo antraja
operacija, gali biiti interpretuojama kaip naujos pareigybés struktiiroje atsiradimas, kai atsiranda
naujy darby (naujy funkcijy, naujy rysiy). Tokiu biidu atsiradgs naujas elementas neperima jau
esanéiy sistemoje ry$iy bei funkcijy, o ateina | sistema su naujais rySiais bei funkcijomis, t.y.
nedekomponuodamas jau esancios struktiiros, {veda { ja naujus rysius. Antroji naujo elemento jvedimo
operacija gali buti panaudota ir vaizduojant iSorinio elektrono jjungima i elektroninj apvalkala cheminés
reakcijos metu (zitr. 1.9.1.3. skyrelj ir jame aprasyta redukcijos reakcija).

Kaip jau buvo minéta, tokia naujo elemento jvedimo operacija matricin¢je formoje galima
realizuoti, pasinaudojant struktiiry aritmetinés sudéties operacija, sudedant struktiiros S matrica su
ivedamo naujo elemento rySiy matrica, t. y. priraSant struktiiros S matricoje nauja stulpelj ir nauja eilute,
kaip tai buvo parodyta 125 pav.

1.9.2.7. Elementy jungimo (stambinimo) operacijos

Elementy jungimo operacijos yra giminingos elemento eliminavimo pirmajai operacijai ir
skiriasi nuo jos tik tuo, kad, jungiant du elementus j viena, juy rySiai nepasiskirsto tarp Kkity
elementy, o susijungia ir tampa naujo (jungtinio) elemento rySiais. Pavyzdziui, jungiant du
elementus z ir w { viena, ju vietoje atsiranda naujas elementas (z, w), kuriam atitenka visi elementy z ir
w rysiai, t. y. Vu{[ry cvw=Cuw VI w) I o) =Tz VT ] - Sitokia operacija elementy z ir w struktiiroje S
Zymeésime Zenklu (S),,,,, . Jos pavyzdys parodytas 126 pav.

!

Vykdant operacija (S)},, , matricinéje formoje struktiiros S matricoje stulpeliai ir eilutés,

atitinkancios elementus z ir w iSnyksta ir vietoj juy atsiranda stulpelis ir eiluté¢ (zvw), kuriy langeliy
turinys gaunamas kaip atitinkamy langeliy i§ eilu¢iy a ir stulpeliy z ir w turiniy disjunkcija:

I'u,(sz):ru.z\/ru,w; I'(va),u:rz,uvrw,u-

1 2 3 4
/ / 12V
2 3 1fo[1]o]1
1 [of1]1
HAEIRE
o ; 1 zovn|[1]1]1
3lof1]o
g [1[1]o
. ) af1]ol1]o
v 1 4 2v3
126 pav.

Operacija (S),., galima buty taikyti ir multigrafams, jei apibendrintume disjunkcijos
operacija: (I, yVryy)=max(r,y; Iy.u)-
Galima ir Kkita elementy jungimo operacijos modifikacija (S),,,, Kkuria vykdant

sutampantys rySiai ne susilieja, o aritmeti§kai sudedami Vu[(ry,+wy=Tu A Tu WA zow)u=Czutwu)]-
Tokios operacijos pavyzdys parodytas 127 pav.

2
2 3N/ @ 1234 / 12+9 4
’ 1lol1lo1 1|I]11
2[Tlo1 0 = p1]2]1
= 1 3 JMHOE a[o]1]o
alo]of1]o
2+3
1 4 f2+43 1 4
127 pav.
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Tokiu biidu pirmoji elementy jungimo operacija (S),,, gimininga struktiiry sasajos

operacijai SiUS j» 0 antroji — (S),., — struktiiry aritmetinés sudéties operacijai S;+S; (ziur.
1.9.2.21.1.ir 1.9.2.22. skyrelius).
Galimos ir tokios elementy jungimo operacijy modifikacijos (S);, ., ir (S);.., kada rySiai

tarp jungiamy elementy z ir w, buve struktiiroje S, elementy jungimo metu iSnyksta, t. y. kada
grafas negali pavirsti pseudografu. Vienos i§ tokiy modifikaciju pavyzdys parodytas 128 pav.

Modifikacijos (S)” atitinka tuos atvejus, kai ryS$iai r,,, ir r,,, tarp jungiamy elementy z ir
w — tarpusavio informavimo ry$iai. Sie ry§iai, sujungus elementus z ir w, i$nyksta.

] (2+3) 1234\ 1p+3 4
1[o]2]1]2 1]0]3]2
o3 1.1 2[d]0[3[o = p3[1[0]2
= 3[o]4]o]2 a[2]4]0
a[2[1]3]0
pag | 4 243
128 pav.

Modifikacijos (S)’ atitinka atvejus, kai rySiai r,, ir r,, yra darby, kuriy rezultatai
reikalingi visai sistemai, vykdymo etapai, duodantys tarpinius rezultatus. Jungiant elementus, darby
vykdymo etapai neisnyksta, ir todél juos turi jvykdyti ,,jungtinis elementas.

Galima kalbéti ir apie operacijas, atvirkStines elementy jungimo operacijoms, t.y. apie
elemento dekompozicijos operacijas. Taciau tokias operacijas galima ivykdyti, naudojantis jau
apraSytomis naujo elemento ivedimo operacijomis, todél elementy dekompozicijai specialiy operacijy
nejvedinésime.

1.9.2.8. RySiy jungimo operacijos

Jei tarp elementy v ir w yra keletas juos jungianciy elementariy rysiy, tai tuos rySius galima
sujungti | viena sudétinga rySi. Pavyzdziui, keleta laidy, jungianc¢iy du elektrinés ar elektroninés
sistemos mazgus, galima sujungti j viena bendra kabelj, jungiantj tuos mazgus, o ty laidy jéjimo ir
iSéjimo kontaktus — j bendrus jéjimo ir i§éjimo Stekerius. Tokia elementariy ry$iy jungimo operacija
apraSyta [32]. Ji vartojama, pereinant nuo sistemos struktiiros apraSymo kanoninés formos prie
natiiraliosios apraSymo formos.

Kanoniné forma vaizduoja elementarius tarpusavio rySius tarp sistemos agregaty
kontakty, o taip pat tarp ty agregaty ir sistemos iSorinés aplinkos kontakty. Kanoniné forma
atitinka principing sistemos (pavyzdZiui, kokio nors elektrinio, elektroninio, radioelektroninio
prietaiso) schema. Sistemos struktiiros pavaizdavimo kanoninéje formoje pavyzdys parodytas 129 pav.,
kur duotas tos struktiiros rysiy operatorius R” (jo lentelé, esanti to operatoriaus informaciniu modeliu).

L] P— ) ¥ A 11— A 13 >{]1
2f———s]2 1 g:l ? Eg 3 21 12
Ao Aoz

1
A5 1b——-13
Ed e —— L A 1 1—12
s 2 f——->]2 A4 201 4
" Al 2 3 4 5 02

1 01,1 01,3 1.1 1.3 1,3 ] 8.1

R =| 2| o12| o1 12 21| a1]| 32
3 — - 1.3 - O 5.1
1 - - = = — | a2

129 pav.

Natiiralioji struktiiry apraSymo forma vaizduoja jungtinius tarpusavio rySius tarp
sistemos agregaty ir jy rySius su aplinkoes jéjimy ir iSéjimy rozetémis, atitinkanciomis agregatus
jungianciy Kkabeliy Stekerius. Natiraliojoje formoje daznai vaizduojamos jvairios montaZinés
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schemos. Natiiraliosios formos pavyzdys, atitinkantis kanoning forma, pavaizduota 129 pav., parodytas
130 pav. Ten pat pavaizduota ir natiiraliosios formos jungimo operatoriaus S lentelé.

i 1
- A, A, 1
A, Ag,
T 1 1:2 A5 ) ’
— A, 4 A, 3
|§_\&|A1 |Az A [Aq |As Aoy
1 o1 n2f1,2]30
2 |—|—|—|z1|41]42
3|=[=]=]=[—]51
130 pav.

Rysiy jungimo operacija galima jvykdyti ne tik grafingje, bet ir iSkart lentelinéje formoje, t. y.,
turint operatoriaus R® lentele, pavaizduota 129 pav., iskart galima gauti operatoriaus SO lentele,
pavaizduota 130 pav. Tam uztenka visus elementarius rysius tarp dvieju agregaty sujungti | viena kabelj
(kabelj gali sudaryti ir vienas elementarus rysys, jeigu daugiau rysiy tarp ty agregaty néra), o visus
kontaktus, atitinkancius vieng kabeli, — i Stekerius ir rozetes. RySiy jungimo operacija yra visiSkai
apibrézta ir duoda viena apibrézta rezultata — nauja struktiira, homomorfing tos operacijos
operandui. Jei norime, kad bty galima vienareikSmé atvirk$tiné operacija, graZinanti struktiiros
aprasymg iS$ natiiraliosios | pradine kanoning jos forma, reikia, pereinant i§ kanoninés | natiiraliaja
forma, pasizyméti, kaip elementariis rySiai, jungiami | sudétingus (t. y. i kabelius) arba (o tai yra tas
pats) — kaip elementariis kontaktai jungiami | Stekerius. Kitaip tariant, reikia sudaryti agregaty Stekeriy
(rozefiy) sudéties lentele. Tokios lentelés pavyzdys — 46 lentelé, kurioje parodyta, kokie struktiiros,
pavaizduotos 129 pav., agregaty ir aplinkos i¢jimo kontaktai p ir kokie i$¢jimo kontaktai q priklauso
atitinkamiems strukttiros, pavaizduotos 130 pav., Stekeriams.

46. lentelé

\ Agregatail A, A A, A, A As A
Stekerﬁ\ Kontaktai| q P | q P q P q P q p
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 212 2 — 2 2 — — - - 2
_ _ 3] = _ 3 _ _ _ _ _ _
) 3 -1 371 - - - - 2 2 2 - 4
4 _| -1 _ _ _ _ _ _ _ _
3 - - 31 - — - - — — - - 3

v

Turédami Stekeriy lentelg, mes galime vienareik§miskai isSifruoti kiekvieno Stekerio bei ji
atitinkan¢io kabelio turinj ir, naudodamiesi operatoriaus S” lentele, galime griZti nuo natiraliosios
struktiiros apra§ymo formos prie kanoninés.

Pavyzdziui, 130 pav. pirmaji aplinkos Ay, i$¢jimo Stekeri pakei¢iame tos pacios aplinkos
i8¢jimo kontaktais 1 ir 2 ir tuo paciu kabelyje, jungianciame $i Stekerj su agregatu A;, iSskiriame du
elementarius kanalus. Agregato A, pirmaji i§é¢jimo Stekerj pakei¢iame i$¢jimo kontaktais 1, 2 ir 3, o
antraji — i8¢jimo kontaktu 3. Analogiskai antraji aplinkos Ay, i$¢jimo Steker| pakeiciame tos aplinkos
i8¢jimo kontaktais 3 ir 4 ir t. t., kol galy gale gauname kanoning forma, pavaizduota 129 pav. bei rysiy
operatoriaus R lenteléje. Lentelése reikia laikytis vienodos §tekeriy numeravimo tvarkos.

Galima ir tokia struktiiros elementy rySiy jungimo operacijos modifikacija, kai elementariis
ry$iai sujungiami taip, kad vietoj dvieju (ar daugiau) elementariy ry$iu gaunamas vienas elementarus
rysys, o vietoj dvieju (ar daugiau) kontakty gaunamas vienas kontaktas.

Tokios rysiy jungimo operacijos algoritmas formaliai niekuo nesiskiria nuo jau aprasyto rysiy
jungimo i kabelius, o kontakty — i Stekerius algoritmo. Skirtumas ¢ia tik toks: rezultate atsiranda
struktiira, kurioje vietoj Stekeriy ir kabeliy gauname kontaktus ir elementarius kanalus. Pirmoji rySiy
jungimo operacijos modifikacija ,fiziSkai“ nesupaprastina sistemos struktiiros, o tik perveda
vieng tos struktiiros atvaizdavimo forma j paprastesne, vaizduojanCia elementarius rySius tarp
agregaty Stekeriy, ir dar — kiekvieno jungtinio rysio ir kiekvieno $tekerio sudéti. Antroji rySiy jungimo
operacijos modifikacija supaprastina ,.fizine* sistemos struktiira, nes vietoj keliy rysiy tarp vieno
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elemento i$éjimo ir kito elemento i€¢jimo atsiranda tik vienas rySys. Tokiu biidu i§ multigrafy gali buti
gauti paprasti grafai ir orgrafai, t. y. i§ aritmetiniy matricy — loginés.

Jei tarp struktiiros elementy yra po keleta rySiy ir tie rySiai — homogeniniai, tai, norint
supaprastinti tokios struktiiros apraSyma, galima pasinaudoti antraja rySiy jungimo operacijos
modifikacija su tokiu papildymu, kad jungiami rySiai aritmetiSkai sumuojami (sudedami), nustatant
tokiu bidu jungtiniy rysiy ,,sverius®, iSreikstus elementariy rysiy ,,svorio* vienetais.

1.9.2.9. Elementy jungimo j struktiira T, operacija

n

Elementy i jungimo j medZius T, operacija Zymésime €1, kur n — elementy skaicius.
i=1
n

Operacija €1 néra vienareik§mé net tuo atveju, kai visi elementai i yra visiskai vienodi,
i=1

nes, kai n>3, gali biiti gautas jau ne vienas, o keli neizomorfiski medziai T,, kuriy skaicius sparciai
didéja, didinant n (zitr. 1.9.1.1. skyrely).
n

Tuo labiau nevienareikimiskas operacijos €1 rezultatas, kai jungiamieji elementai i néra
i=1

vienodi.
Kai visi elementai i yra skirtingi (individualis), tai, kaip jau buvo minéta 1.9.1.1. skyrelyje,
medZiy T,, besiskirianc¢iy vienas nuo kito save briauny (Zymimy jungiamy elementy numeriy

n

poromis) aibémis, skaiius yra lygus n"?, ir operacija €1 yra vienareik$miskai apibrézta tik kai n=2,
i=1

nes tuomet gaunamas tik vienas medis Tr=P,=K,=A .

Kai n=3, tai gaunami jau trys izomorfiski medziai T;, priklausantys grandiniy P; klasei. Juos
galima laikyti ir Zvaigzdémis A,.

Kadangi medziy T; virsiinés jau turi nevienodus laipsnius, tai, prijungdami ketvirtaja vir§tng
prie skirtingus laipsnius turin¢io medzio T; virSiiniy, gausime jau neizomorfiskus medzius. Kai n=4,

gauname 16 medziy T,, priklausanc¢iy dviems neizomorfiskoms klaséms. Pirmaja klasg sudaro 4
. . . 4! . ..
izomorfiskos Zvaigzdés A, o antraja — B} =12 izomorfisky grandiniy P,.

Struktiiros Ts priklauso jau trims neizomorfiskoms klaséms (zidir. 54 pav.). Pirmaja sudaro
!
%: 60 izomorfisky grandiniy Ps, antraja — 5 izomorfiskos Zvaigzdés A, o treCiaja — struktiiros,
gaunamos 1§ Zvaigzdziy Aj, pridedant prie kurio nors vieno ju spinduliy po vieng briaung ir ja
atitinkancia vir§ing. Tokiy struktiiry klas¢ sudaro 5-4-3=60 izomorfisky medziy Ts. IS viso gauname
5+60+60=125=5=5""* medziy Ts, kas patvirtina teorema, kad i§ n>2 skirtingy elementy galima sudaryti
n"? skirtingy medziy T,,.

Lo . C .. . . ...
Bendrai, kai nevienody elementy skaiCius n>2, i skirtingy medziy T, aib¢ biitinai ieina 5

izomorfisky grandiniy P, prie kuriy, kai n>4, prisideda dar po n izomorfisky zvaigzdziy A, i, o kai n>5
— dar po n(n—1)(n-2) tokio tipo izomorfisky medziy, kurie gaunami, konstruojant i§ duoty skirtingy n
elementy zvaigzdes A, ,, kuriy skaifius yra Cﬁ -P,=n(n-1), ir prijungiant prie kiekvienos tokios
zvaigzdés bet kurio i§ n—2 ,,spinduliy® dar po viena briauna ir vir§iing. Kai n>6, atsiranda ir kitokiy
neizomorfisky medziy T,.

Pavyzdziui, kai n=6, tai gauname jau 1296 medzius, priklausancius 6 neizomorfiSkoms

struktiiry klaséms (zidir. 54 pav.). Pirmaja klasg sudaro izomorfiskos grandinés Pg, kuriy skai¢ius —
!

%: 360 . Antroji klasé — 6 izomorfiskos zvaigzdés As. Treciaja klasg sudaro struktiiros, gautos jau
apraSytu budu i§ zvaigzdziy A4, prijungiant prie kurio nors ju ,,spindulio® po briaung ir vir§ting. Tokiy
T skaiius yra lygus 6-5-4=120. Ketvirtoji klasé gaunama i§ zZvaigzdziy A;, prijungiant prie kurio nors
jos ,.,spindulio® po atvira granding, susidedancia i$ dvieju grandziy ir dviejy vir§iiniy. Tos klasés medziy
skaicius lygus Cé 4.3-21=6-5-4-3=360. Ir bendrai, kai n>6, medziy T, aibéje, susidedancioje i§ n™*
n!

medziy, bitinai atsiras Cﬁ’z -(n—2)-(n-3)-2!=n(n-1)-(n-2)-(n-3)= tokio tipo medziy, sudaryty i$

n-4
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zvaigzdziy A, _;, pridedant prie bet kurio nors bet kurios tokios zvaigzdés ,,spindulio® po atvira granding,
sudaryta i$ dvieju grandziy ir dviejy virStniy. Penktaja izomorfiskai skirtinga izomorfisky medziy Ty
klasg sudaro medziai, gauti i§ Zvaigzdziy Aj, pridedant prie dvieju kuriy nors i$ trijy zvaigzdés spinduliy
po briaung ir vir§iing. Tos klasés izomorfisky medziy skaicius lygus Cg -4.3-2=6-5-4-3=360. Ir bendrai,
kai n>6, tai { medziy T, aibés sudétj jeina Cﬁ_z (n—2)(n-3)-2=n(n—1)(n—2)(n-3) tokio tipo izomorfiski
medziai, sudaryti i§ A, ; zZvaigzdziy, pridedant prie bet kuriy dvieju (i§ n—3) zvaigzdés A, 3 ,,spinduliy*
po atvira atkarpa ir virSing. SeStaja neizomorfiska izomorfisky medziy klase sudaro medziai Ty,
gaunami, sujungiant dvieju grandiniy P;, sudaryty i$ visiSkai skirtingy elementy, vidurines virsiines.
Tuos medzius galima gauti ir i§ Zvaigzdziy Aj, prijungiant prie kurio nors jos ,,spindulio® galo iskart po
dvi likusias virsiines. Kadangi prijungiamyjy virstiniy prijungimo tvarka $iuo atveju neturi reikSmés, tai
Ce-4-3 6:5-4-3

tokiy medziy skaiCius turi biiti lygus 1.2.2

=90. Nesunku jsitikinti, jog 6+360+120+

+360+360+90=1296=6".

Skaitytojui gali kilti klausimas, kaip nustatyti neizomorfisky struktiiry skaiciy medziy T, aibéje
ir kaip rasti pacias tas strukttiras. Sprendziant §ia problema, galima pasinaudoti 1.9.1.1. skyrelyje
iSvardintomis salygomis, kurias turi tenkinti medzio T, vir§lniy laipsniai, ir ten pat apras§ytu metodu
surandant visas galimas ty laipsniy d; reikSmiy kombinacijas bei analizuojant visus skirtingus virstiniy
su skirtingais laipsniais sujungimo baidus.

Priéme, kad d,=d,=1, mes buvome gave tokias galimas likusiyju n—2 virStiniy laipsniy d;
reik§miy kombinacijas:

kai n=4:

1)(2;2);2) 3; 1);

kai n=5:

1)(2:2;2);2)(3;2;1);3) (4 15 1);

kai n=6;

1)(2:2;2;2);2)(3;2;2,1);3) (3; 35 15 1);4) (4,2, 1, 1);5) (55 1; 15 1),

Kadangi antroji d; reik§miy kombinacija (3; 2; 2; 1) gali biti realizuota dviem neizomorfiskais
virsinés, turincios laipsni d; = 3, jjungimo biidais:

ayl—3_-2_2__1lirb)l—2_-3__2 1,

| |
1 1
tai medziy T, aibéje susidaro 6 neizomorfiskos izomorfisky struktiiry klasés, kas ir pavaizduota 54 pav.

Analogiskai samprotaudami, kai n=7, gauname n—2=5 sveikaskaitiniy nezinomyju Y,, Y3, Yy,
Ys, Yo lygti Yot Ys+Y,+Ys+Ye=5, kurig sprgsdami gauname tokias simetriniy nezinomyjy Y; galimy
reik§miy kombinacijas:

1) (5; 05 0; 0 0); 2) (4; 1; 0; 0; 0); 3) (35 2; 0; 0; 0); 4) (3; 1; 1; 0; 0);

5)(2;2;1;0;0);6) (2, 1; 15 1, 0); 7) (1; 15 15 1;1).

I8 ju gauname tokias d,, ds, ds, ds, d¢ reik§miy kombinacijas:

D6 L 11:1),2) (52 5 15 1):3) (453, 1, 15 1)4) (45,2525 15 1);
5) (3532, 151);6) (3: 2,2, 2, 1), 7) (25 2525 23 2).
Pirmoji, antroji, trecioji ir septintoji kombinacijos turi tik po vieng realizacija, nes tose
kombinacijose, perstatinédami gautas d; reikSmes, gautume tik izomorfiskas struktiiras.

Ketvirtojoje kombinacijoje galimos dvi neizomorfiskos realizacijos:

| |
ay—4__2_2_ ir b)—2__4_2__.

| |
Penktojoje kombinacijoje taip pat galimos dvi neizomorfiskos realizacijos:
ay—3—3—2— ir b)—3—2—3—.

. | |
Sestojoje kombinacijoje galimos trys neizomorfiskos realizacijos:
a—3—-2_-2_2_; b—2-3_2_2_; ¢)—2-3_2__.

2

Kaip matome, neizomorfisky struktiry skaiCius medziy T, aibée yra lygus
1+1+1+2+2+3+1=11, kaip ir buvo pazymeta 1.9.1. skyrelyje.
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Panasiu metodu galima nustatyti, kad medziy T aibé turi 23 neizomorfiskas strukttiras bei rasti
visas tas struktiiras ir t. t. (zitr. [98]).
Analogiskai, kaip buvo daroma nagrin¢jant medzius Ts ir Ts, galima apskaiciuoti izomorfisky
medziy skai¢iy kiekvienoje neizomorfiskoje klaséje.
n

Kadangi operacija €1 néra apibrézta, kai duotas tik medzio vir$iiniy skaiéius, tai, norint gauti
i=1

konkrety medi T,, tenka nurodyti jo struktira. Kai visi elementai vienodi, pakanka nurodyti, kuriai i$
neizomorfisky klasiy tas T, priklauso, o kai elementai nevienodi, tai reikia dar ir sunumeruoti medzio
vir§iines toje struktiiroje.

Kai kurie elementy jungimo i medZius operacijos taikymai bus aprasyti 1.9.2.27. skyrelyje.
Cia pazymésiu tik tai, kad, naudojantis $ia operacija, galima aprasyti polimerizacijos procesus (Ziir.
1.9.1.3. skyrely).

1.9.2.10. Sistemy struktiry sudétingumo charakteristiky
apskaiciavimo operacijos

Nors sistemos ir jos struktiiros sudétingumo savokos, kaip jau buvo minéta 1.6.4.13. skyrelyje,
pacios yra gana sudétingos ir ($iy eiluéiy autoriaus nuomone) yra reliatyvios, taciau tai dar nereiskia, jog
i§ viso negali biiti objektyviy kiekybiniy rodikliy vienaip ar kitaip (vienpusiskai ar beveik pilnai,
daugiau ar maziau tiksliai) charakterizuojanciy sistemos struktiiros sudétinguma.

Tokiy charakteristiky reikSmiy apskaic¢iavimui ir skiriamos matematinés operacijos, kurias
nagrinésime Siame skyrelyje, pratgsdami 1.6.4.13. skyrelyje pradéta nagringjima. Jos priklauso struktiiry
algebros elementiniy operacijy klasés struktiiry charakteristiky apskai¢iavimo operacijy poklasiui,
apie kurj jau buvo kalbéta 1.9.2. skyrelyje.

Sistemos struktiiros sudétinguma visy pirma charakterizuoja jos elementy skaicius n. Kai kurie
autoriai ji laiko pagrindine sistemos struktiiros sudétingumo charakteristika ir bando ta charakteristika
naudotis, skirstydami sistemy struktiiras | paprastas, sudétingas ir labai sudétingas.

Pavyzdziui, teigiama, jog gamybinio proceso operatyvinio valdymo (operatyvinio planavimo)
sistemos struktiira galima priskirti prie paprasty, kai valdomuyju (planuojamy) rodikliy skaidius yra
artimas 10 (t.y. mazesnis arba nedaug virSijantis ta skaiiy), o gaminamy gaminiy nomenklatiira
(gaminiy tipy skai€ius) yra mazesné uz 100 arba artima tam skaicCiui. Kai minétieji dydziai Zymiai virsija
Siuos skaiCius ir yra artimi, atitinkamai, 100 ir 1000, tai gamybos proceso operatyvinio planavimo ir to
proceso operatyvinio valdymo sistemos strukttira priskiriama prie sudétingy, o tiems dydziams vir$ijant
100 ir 10000 — prie labai sudétingy operatyvinio planavimo sistemy struktary.

Analogiskai, apskaitos sistemy imongje struktiira laikoma paprasta, kai imonéje dirba
nedaugiau 1000 darbuotojy, imongje naudojamy ivairiy zaliavy nomenklatiira nevirsija 100 ir gaminamy
gaminiy nomenklatiira taip pat nevirSija 100. Kai Sie skaiciai yra vir§ijami, tac¢iau nevirSijami skaiciai,
atitinkamai, 10000, 1000 ir 1000, tai apskaitos sistemos struktiira priskiriama prie sudétingy, o virsijant
ir Siuos skaicius — prie labai sudétingy struktiiry.

Optimalaus gamybos valdymo sistemos struktiira priskiriama prie paprasty, kai valdomyju
kintamyjy ir apribojimy skaiciai nevirsija 100 ir 100, prie sudétingy, kai tie skaiciai nevirsija 1000 ir
1000, ir prie labai sudétingy, kai valdomyju kintamyju ir apribojimy skai¢iai matuojami deSimtimis
tukstandéiy.

Charakteristikos n nustatymui jokiy ypatingy matematiniy operacijy nereikia, reikia tik jvykdyti
sistemos ,,inventorizacija“ ir suskaiciuoti (bei uzregistruoti) jos elementus.

Vaizduojant sistemos viding struktiira matrica, $i sistemos struktiros charakteristika
charakterizuoja tos matricos dydi — jos eiluciy ir stulpeliy skai¢iy, taciau ji dar nieko nesako apie tos
matricos turini. O tai ir reiSkia, jog Si kiekybiné sistemos struktiiros sudétingumo charakteristika
apibiidina sistemos struktiros sudétinguma tik dalinai, ir todél reikalingos dar ir kitos kiekybinés
charakteristikos, papildancios pastaraja.

Viena tokiy papildomy charakteristiky yra vienetuky skaiCius vidiniy rySiy matricoje,
vaizduojancioje viding struktiira loginéje stratoje (zitr. 1.7.7.1. skyrelj), arba, kitaip tariant,
tarpelementiniy vienpusiy rysiy skaicius S(n) sistemos vidinéje struktiiroje, kurj 1.9.1.1. skyrelyje
zyméjome ¢ ir esame ten apskaifiave eilei tipiniy struktiry. Ten pateiktos ir charakteristikos S,=/
bei jai giminingos charakteristikos q apskaifiavimo formulés — Siy charakteristiky apskai¢iavimo
operacijy matematiniai modeliai.

Naudodamiesi jau jvestomis absoliutinémis charakteristikomis n ir S(n), galime jvesti santyking
charakteristika — tarpelementiniy rySiy vidutinj tankj struktiiroje, kurj apibréSime formule
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S(m) . . . . . - U .
uzﬁ. Si charakteristika rodo, kiek vienpusiy tarpelementiniy rySiy vidutiniskai tenka vienam
n
struktiiros elementui, ir charakterizuoja vidutinj struktiiros vidinj sudétinguma, nepriklausanti nuo
sistemos dydzio, kai tuo tarpu charakteristikos n ir S(n) labiau atspindi sistemos struktiiros
sudétinguma, iSplaukiantj i$ sistemos dydZio ir augantj kartu su juo (zitr. 1.6.4.13. skyrelj).
Nesunku apskaiciuoti p kai kurioms tipinéms struktiiroms ir palyginti jy vidini sudétinguma.

- . . . 2(n—1
Pavyzdziui, struktiros P, ir T, turi vienodas p reikSmes: pp :M: 2—E
n
2(n—1 2 N . .
Up = (HT) =2 e artéjancias prie 2, kai n—oo.

Todél galima teigti, jog grandiniy P, ir medziy T, vidutiniai rySiy tankiai p, kai n — didelis
skaiCius, yra praktiskai pastovis ir beveik lygiis 2, arba, kitaip tariant, grandiniy ir medziy vidinis
struktiiry sudétingumas bei jy elementy apkrovimas tarpusavio bendravimo rysiais, kai n — pakankamai
didelis skaicius, augant sistemos dydziui (jos elementy skaiciui n), praktiskai nesikeicia.

.. " . . . 2n
Strukttirose C, visiems elementams rySiy tankis yra vienodas ir pastovus: o =—=2.
n

Struktiirose Pr(lo) ir T1§°) vidutiniai rySiy tankiai p taip pat yra praktiskai pastoviis, o struktiiroje
Cflo) — pastovis, tik dvigubai mazesni negu struktiirose Py, T, ir C,,.

4(n-1) _

Kadangi struktiiroje W, charakteristika S(n)=4(n-1), tai py = 4—i — taip pat
n

praktiskai pastovus dydis, tik dvigubai didesnis negu struktiirose P, ir T,. Sios struktiiros elementams,
priklausantiems ,,rato ,,lankui, rySiy tankis p visa laika yra visiems vienodas ir pastovus dydis, lygus
3, o centriniam elementui ry$iy tankis p=n—1 neribotai didéja, didéjant n.
Kube Q,, rysiy tankis p kiekvienam elementui vienodas ir lygus kubo matavimy skai¢iui m, nes
m
Bo = f)—m = mzi =m. Didé¢jant struktiros Q, matavimy skaiiui m, rySiy tankis joje didéja
m
proporcingai matavimy skaiciui, t. y. struktiiros Q,, sudétingumas, didéjant m, didéja ne tik ,,iSoriskai®,
nes eksponentiSkai didéja elementy skaiéius n=p,=2", bet ir todél, kad tiesi¥kai didéja p=m, t.y. auga
vidinis struktiiros sudétingumas.
Bigrafinése struktirose K,, vidutinis rySiy tankis p, priklauso nuo to, kaip keiciasi
charakteristikos n ir m, ir gali keistis gana jvairiai.

. . 2nm  2n? . . . . _
Kai n=m—o, tai p= :2—:n artéja prie begalybés, t.y. sistemos struktiiros
m+n n

sudétingumas, did¢jant elementy skaiciui, auga ir ,,iSoriskai* ir ,,vidiniai.
Kai vienas i§ dydziy n ar m (pavyzdziui, n) iSlieka pastovus, o kitas (pavyzdziui, m) keiciasi, tai
. .. e . 2nm 2 L
gauname, jog tokioje struktiiroje vidutinis rysiy tankis p = =T 1 didéjant m, artéja prie 2n.
m+n

m n
Pavyzdziui, zvaigzdése K, ,,, vidutinis rySiy tankis p, didéjant zvaigzdés ,,spinduliy® skaiciui
m, artéja prie 2, kai visiems elementams, priklausantiems zvaigzdés ,,spinduliams®, ry$iy tankis p visa
laika iSlieka vienodas ir pastovus, o centrinio Zvaigzdés elemento rysiy tankis, didéjant m, neribotai
didgja.
2nm 2

Bendruoju atveju gauname, jog struktiiroje K, vidutinis ry$iy tankis p=——-= 1 kai
n+m

n m
abu dydziai m ir n didéja, neribotai auga, o kai didéja tik vienas i§ ju, — artéja prie pastovaus dydzio,
lygaus dvigubai pastoviosios charakteristikos (n ar m) reikSmei.

Sistemy, turin¢iy pilno grafo K, struktiira, visiems elementams rySiy tankis yra vienodas ir

-1 . IR o e .
lygus uzwzn—l. Jis neribotai didéja, didéjant struktiiros elementy skaiCiui, todél tokiy

struktiiry vidinis sudétingumas, didéjant elementy skaiCiui, neribotai didéja, kartu didéjant ir iSoriniam
struktiiros sudétingumui.
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Analogiskai gali buiti apskaiciuoti vidutiniSki rySiy tankiai ir visoms kitoms struktiiroms.
Priklausomai nuo struktiiros tipo dydis p, kai n>2, gali svyruoti nuo 3 struktiiroje Péo) iki n pilno

pseudografo struktiiroje, kurioje kiekvienas elementas suristas su visais kitais struktiiros elementais, o
taip pat ir su padiu savimi. Tokios struktiiros matriciniame modelyje visi n langeliy uZpildyti vienetais.
Ivesime dar vieng struktiros vidinio sudétingumo charakteristika, kuria pavadinsime
struktiiros vidutiniu santykiniu riSlumu (struktiiros vidutiniu santykiniu riSlumo koeficientu)
_ Sm) S
Sk, (M nn-1)

Si charakteristika lygi struktiiroje esanéiu vienpusiy rysiy skai¢iaus S(n) santykiui su tiek pat
elementy turinio pilno grafo vienpusiu rySiy skaic¢iumi, o taip pat struktiiros rysiu vidutinio tankio
santykiui su pilno grafo ry$iy vidutiniu tankiu.

Apskaiciuosime p kai kurioms tipinéms struktiiroms.

Paprastose grandinése P, ir medziuose T, vidutinis strukttiros santykinio rislumo koeficientas

2(n-1)

2 . s . .
=—, did¢jant n, mazéja artédamas prie 0.

- n(n-) n
Analogiskai gauname, jog struktiiroje C, vidutinis santykinis ri§lumo koeficientas yra lygus
2 2 . . . .
pc = " 1 D =7 struktiirose P¥, T(? | C'9 tas koeficientas dvigubai maZesnis negu struktiirose
n(n- n—
P, T, ir C, atitinkamai. Didéjant n, visose tose struktiirose p artéja prie 0.
. S S . 4n-1) 4
Struktiiroje W, vidutinis santykinis ri§lumo koeficientas yra lygus py = En 3 =—,ty.
n(n-— n

dvigubai didesnis negu struktiirose P,, ir T,,.

Visose tokiose struktirose, didéjant n, vidutinis santykinis riSlumo koeficientas,
charakterizuojantis visy galimy rySiuy santykini panaudojima struktiiroje, proporcingai arba beveik
proporcingai mazgéja, artédamas prie 0.

m-2"
2m.2m -1 2M-1
artédamas prie 0. Didziausia reikSme jis turi, kai m=1, t. y., kai Q,,=P,=K,. Tuomet Pq = 1.

Strukturoje Qn tas koeficientas pq = taip pat mazé¢ja, augant m,

_ . 2mn 2
Struktiiroje K, ,, gauname p = = =
(m+n)(m+n-1) n ) m 1
I+— | —+1-—
m )\ n n

2

(e

Kai m ir n dideli skaiciai (arba bent vienas i$ jy — didelis skaicius), tai p =

2

2 20 m . . . n ..
= = = kur o=—. Jei priimtuméme, jog o=—, gautume ta pacia formule
1) (i+0) n m
(I+o)1+—
c
.20
(1+G)2 .

Kai o =1, tai struktiros K,,, santykinis vidutinis ri§lumas p pasiekia didZiausia reik§meg, lygia

1 1 _— S . . . . . .
173 kuria jis gali pasiekti esant dideléms m ir n reik§Sméms, nes kai m#n ir ¢ >1 arba ¢ <1, tai
2——

n
2 1 12 *+2c+1-4 -1)°
pz—02<—,kadangl—— GZ:G il G+2 G:(G )2>O.
(1+c)> 2 2 (1+0) 2(1+0) 2(c+1)
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Y. y . S e o1 S .
Zinoma, esant mazoms n ir m reikSméms, p gali biiti didesnis uz 3 ir net pasiekti maksimaly

galima dydi p=1.
2mn

Pavyzdziui, kai m=n=1, tai gauname struktiira K, ;=P,=K, ir p = =1
(m+n)(m+n-1)

Akivaizdu, kad struktiiros K, turi maksimalig paprastiems grafams bei orgrafams galima p
reikSme, lygia 1.

Taigi, visiems grafams ir orgrafams p gali keistis ribose 0<p<l1 ir tik tokio tipo struktiirose kaip
K, bei K, gali nemazéti, didéjant strukttiros elementy skaiciui.

Daugumoje struktiiry, didéjant elementy skaiciui jose, p mazéja, artédamas prie 0. Tai reiskia,
jog daugumoje struktiiry, didéjant elementy skaiciui, maZéja panaudojamy galimy rySiy dalis.

Sunumeruosime visus galimus rySius tarp struktiiros elementy, suteikdami jiems numerius j=1,
2,3,...,n(n-1)."

Tarkime, jog tarpelementinis rySys j gali turéti k; buseny, t.y. tuo ar kitu momentu biiti
vienoje i$ k; bliseny.

Paprasciausiu atveju k=2. Tuomet viena i§ biiseny, reiSkianciy rySio nebuvima, galima
pazymeéti 0, o antraja biisena, reiskiancia rysio buvima, 1. Tokiu biidu gautume tarpelementiniy rysiy
loginéje stratoje kokybinj sistemos struktiiros modelj, vaizduojantj tik rySiy buvima ar nebuvima ir
nevaizduojanti ty rySiy intensyvumo bei kity galimy ty rysiy charakteristiky.

Norédami atvaizduoti ne tik atitinkamy rySiy buvima ar nebuvima, bet ir ju intensyvuma bei
kitas ty rySiy charakteristikas, galime priimti, jog tokiy buseny skaicius k; gali biiti didesnis uz 2.

Prisimindami, kad mikropasaulyje suriSty vienas su kitu elementy charakteristikos keiciasi
ne tolydZiai, o diskreciai — kvantais (zitr. 1.9.1.2. skyrelj), mes galime teigti, jog modeliuodami
procesus mikrolygyje, mes visuomet galime pasirinkti tokias baigtines sveikas dydZiy k; reikSmes,
kad jy pakakty visy galimy situacijy atvaizdavimui.

Pavadinsime situacija, charakterizuojama kokia nors ry$iy tarp strukttiros S elementy biiseny
kombinacija, struktiiros biisena.

Apskaiciuosime visy galimy struktiiros S, kuria charakterizuoja elementy skaicius n, vienpusiy
tarpelementiniy rySiy skai¢ius S(n)=np=n(n-1)p ir tarpelementiniy rySiy biiseny skaiciai k;, biiseny
skaic¢iy W(n).

Akivaizdu, kad tas skaic¢ius W(n) negali virSyti maksimalaus tai struktiirai biseny skaiCiaus

(max) S(n) ny n(n-1)p (max)
W(n)=[]k;=]]k;= []k;.Dazniausiai skai¢ius W(n) bina maZesnis uz W(n), nes daZniausiai
=1 =1 =1
ne kiekviena tarpelementiniy rySiy biiseny kombinacija gali biiti realizuojama.

Gali egzistuoti tam tikri apribojimai, neleidZiantys realizuotis kai kurioms rySiy biiseny
kombinacijoms, ir kuo daugiau ty apribojimuy, tuo mazesné struktiiros biiseny ivairove, tuo lengviau
prognozuoti tokios sistemos reakcija i ta ar kita poveiki.

p-n(n-1)
W W \g\l}laX) ij
Todél santykiai n, = (mgl)) =3 (n)(n) irm, = - (n_(ll)l ) =— (iz_ll) , irgi gali biiti panaudoti kaip

W) [Tk, [T TTk;
=1 =1 j=1
kiekybinés strukttiros S sudétingumo charakteristikos.
Pavadinsime tas charakteristikas struktiiros biiseny rinkinio pilnumo pirmuoju ir antruoju
koeficientais.
Paprastumo délei, priimsime, jog visi k; yra vienodi ir lygiis k. Tuomet gausime, jog
S(n)
[Tk

i kS(n) k p-n(n-1)

_ W(n) _ W(l’l) _ -np _ —p-n(n-1) _ _
M =5m = 1S = W) k™" =W(n)-k M =10y T =D qen(=D)
[Tk; k;
j=1 =1

_ K (P-Dn(=1) _ 1 ~(=p)n(n-1)_

ApskaiCiuosime 1), kai kurioms strukttiroms.

" Cia nenagrinésime pseudografy ir multigrafy, o tik paprastus grafus bei orgrafus, kuriuose maksimalus
ry$iy skaicius tarp n elementy lygus n(n—1) arba mazesnis.
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Struktiiroms K, mes jau esame gave, jog p=1. Todél tokioms struktiiroms 1,=1.

. e g . . . 1
Struktiiroms K, 1, kai n ir m yra dideli skaiciai, mes buvome gavg, jog, kai n=m, tai p~ > o

. . 1 . .. . . ~ _
kai nzm, tai p<5. Todél atvejui, kai n=m, gauname, jog m, ~k >

, o tai reiskia, jog
koeficientas 1,, didéjant struktiiros elementy skaiciui n, mazéja, artédamas prie 0.

Taigi, didéjant sistemy, turinciy struktira K, ,,, elementy skaiciui, toje strukttroje visy galimy
buseny dalis, lyginant ja su visomis galimomis biisenomis pilnuose grafuose, turiniuose ta pati

. . . . . . .. . 1
elementy skaiciy, mazés, artédama prie 0. Tuo labiau ta dalis mazés atvejais, kai n#m, nes tuomet p < 3

ir 1— >l
p 3

Kadangi visy kity miisy nagrinétyjy struktiiry p, didéjant n, artéja prie 0, tai visy ty struktiiry
12, didéjant n, artés prie 0 dar greiciau, negu struktiiry K, ,,, kai n=m.

Koeficiento n; reik§més negali biiti apskaiéiuotos, zinant vien tik struktiiros elementy skai¢iy n,
tarpelementiniy rysiy skaiciuy S(n) ir ry$iy buiseny skaiéiy k, nes visi tie skai¢iai neduoda informacijos,
kokios rysiy biseny kombinacijos gali biti realizuotos, kokios — ne.

Taciau galime teigti, jog visiems paprastiems grafams ir orgrafams 0<n;<I, nes realus
struktiiros biiseny skaiCius negali virSyti maksimalaus galimo.

Koeficienta n; galima apytikriai jvertinti, renkant statisting informacija apie struktiiroje
S realizuojamas biisenas. Stebédami struktiira S pakankamai ilga laika ir registruodami tas biisenas, i
kurias patenka sistema, mes galime apytikriai ivertinti struktiiros biiseny, i kurias ta struktiira patenka,
daznius ir nustatyti realizuoty struktiiros biiseny skai¢iy. Lygindami ta skai¢iy su maksimaliu

max S(n)
\§V(n)) = Hk i » galime apskaiCiuoti ju santyki ir teigti, jog reali n; reikSme yra apytikriai lygi tam
j=1
santykiui, biidama, galbt, Siek tick didesné uz ji.

Dar viena kiekybing struktiiros sudétingumo charakteristika galima gauti, nagrinéjant strukttiros
busenos kitima laike, t.y. nagrinéjant jos fazines trajektorijas ir lyginant realizuojamy faziniy
trajektorijy pradiniy atkarpy, turinciy ilgj r Zingsniy, skai¢iy v(r) su tokio pat ilgio visy galimy
faziniy trajektorijy pradiniy atkarpy skaic¢iumi.

Pazyméje visy realizuojamy pradiniy fazinés trajektorijos atkarpy, turinéiy ilgj r, skaiciy v(r),

v(r) v(r) v(r)

galime {vesti charakteristikas f,(r) = = = ir

[W(n)]r sm ' nn-1) )
m ij nin2 ij
j=1 =1

n(n-1) r
[W ]r Nz ij
fy(r)= ) o= = . =(nmz)r~
n(n-1) n(n-1)

[Tk [Tk
i1 i1

Sias charakteristikas vadinsime fazinés trajektorijos realizuojamy ir galimy pradiniy
atkarpy rinkinio pilnumo charakteristikomis (pirmaja ir antraja). Jos rodo, kurig dalj faziniy
trajektoriju, kurios logiskai galéty biti leistinos, struktiira realizuoja i$ tikryju.

I8 ty charakteristiky apskaic¢iavimo formuliy matome, jog, didéjant struktiiros elementy skaiéiui
n, tik struktiiros K, charakteristika f,(r) gali neartéti prie 0.

Visy kity struktiiry charakteristika f5(r), didéjant n ir r, gana sparciai artéja prie 0.

Tai reiskia, jog, nors didéjant erdvés ir laiko mastams (didéjant n ir r), realizuojama
ivairoveé (realizuojamy jvairiy situacijy skaicius) auga milZiniSkais tempais (ta augima apibudina
kombinatorinés formulés), taciau esant bent menkiausiems apribojimams, realizuojamos jvairoveés
dalis, lyginant ja su visa logiSkai galima jvairove, didéjant erdvés ir laiko mastams, sparciai
mazéja, artédama prie 0. Ar ne i$ ¢ia iSplaukia didZiyjy skai¢iy désniai?

Charakteristika f;(r) (kaip ir jau anksCiau minétaja charakteristika 1;) galima apytikriai
nustatyti, renkant statisting¢ informacija apie struktiiros funkcionavima, t.y. registruojant visus
struktiiros S biisenos poky¢ius laike ir atrenkant, kokie tos strukttiros peréjimai i§ vienos biisenos i

658



kita pasitaiko (ir todél yra realizuojami), o kokie — niekad nepasitaiko ir, matyt, dél kokiy nors
priezaséiy néra realizuojami.

Placiau apie sistemy ir ju struktiiry sudétingumo charakteristikas skaitytojas gali pasiskaityti Siy
eiluciy autoriaus preprinte ,,CHCTEMBI M MX CIOXHOCTB™, apie kuri jau buvo uzsiminta §ios mokymo
priemonés ,,[vade®.

Pereisime prie struktiiry algebros operacijy, skirty struktiiry kity charakteristiky (ne tik
sudétingumo) apskai¢iavimui: ,atstumy tarp elementy nustatymui, pilny trumpiausiy cikly radimui
bei ju ilgiy apskaiciavimui ir pan.

1.9.2.11. Simbelo daugybos operacija

Si operacija vartojama, norint surasti trumpiausius (arba ilgiausius) marirutus tarp
transporto tinklo mazgy ir nustatyti jy ilgj.

Tarkime, jog turime transporto tinkla, pavaizduota 131 pav. Sudarome tam tinklui tiesioginiy
rysiy Simbelo matrica, nurodydami jos langeliuose tiesioginiy rysiu tarp atitinkamy mazgy ilgj. Jei
kokie nors transporto mazgai u ir v nesusij¢ tiesioginiu ryS$iu, tai langelyje (u, v) raSome begalybés
7enkla oo (ziar. 131 pav.). [vesime operacija, vadinama Simbelo daugybos operacija SiSjssg, kuri
taikoma kvadratinéms vienody matavimy matricoms ir apibréziama formule r, | = mtin(ri wt TTey) -

a b cd e f
al0]|lo]oc| 2 |o0|oc
blae|d|ae|l2]| 3 |
clec| 5|0 |ec| 8|1,
s Sgdoooollloooo’
glec| 22| 0|3
floc|oe| 2|4 1|0
ab c de f ab cde f a b c de f
alo]lo]3]2|13|ee al0]8&]3]2]|5]4 al0]7]3]12]|5]4
bleclo|s|12|3]s blec|0|5]10|3]6 blec|0 |5 0|3 ]d
@c°°5I1521_S@Nc°°4l1521_s®gc°°4l1521
Sgdooﬁlngz, Taleels 032 dleels]1]o]3]2
glocl2| 27|03 eloel2|2)T7]|0]3 eloc|2|2]T]0]3
flee|l ¥ 2)4]1]0 fleel3|2]4]1]0 flee|¥|2)4]1]0
131 pav.

Naudojantis §ia operacija, ivedama Simbelo laipsnio savoka:
s@s-8” w5 2, sPrg g
m — O W)
Nesunku jrodyti, kad &GI8 =8 ([rodykite!)
Kadangi tiesioginiy ry$iy Simbelo matricose Vu(r,,=0), tai formulé¢ min(r,, +1, )=
S ,

=min(ry, 1+ v, T2 2, «oos TuuTTuys oo Tuy Ty, -oos TunTTny), aprépdama visus ,,dvieju Zingsniy®, o taip pat
ir ,,vieno zingsnio* (tiesioginius) rysius, duoda trumpiausio vieno ir dviejy zingsniy kelio tarp mazgy u

2
ir v ilgi. Todél matricos S elementai — trumpiausiy vieno ar dvieju Zingsniy rysiy tarp tinklo mazgu
K
ilgiai, matricos & elementai — trumpiausiy vieno, dviejuy ar triju Zingsniy ry$iy tarp mazgy ilgiai ir t. t.

i
Jei transporto tinklas turi n mazgy ir yra P, tai aisku, kad % =5 =8 = .. ([rodykite!).
Jei transporto tinklas — ne paprasta grandiné P, tai tinkle galima rasti keleta paprasty grandiniy
ir jose grandziy skaicius negali biiti nei didesnis, nei lygus n—1.
Jei didziausia grandziy skaiciy turinéioje grandinéje grandziy skaicius lygus k, tai gausime, kad
0 B2
5 =3 =3 =
IS to iSplaukia trumpiausiy atstumy tarp transporto tinklo mazgy radimo algoritmas:
1. Sudarome tiesioginiy rysiy ilgiy matrica S.
« @
2. Naudodamiesi Simbelo daugybos operacija apskai¢iuojame % , 5 , .., 5 , 5
skai¢iuodami iki tol, kol nebus patenkinta viena i$ salygu:
r-A of
a) 5 =~ 5

= arba
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b) 2" >n-1.

Matrica B ir bus trumpiausiy atstumy matrica (Zidr. 131 pav.). Grizdami nuo matricos %
prie matricos 3, o po to — prie matricos 5 ir t. t., mes galime surasti trumpiausius marsrutus,

atitinkancius trumpiausius atstumus, gautus matricoje ® . Trumpiausio mar§ruto radimo algoritma
pailiustruosiu konkrec¢iu pavyzdziu.
Pavyzdziui, jei mums reikia nustatyti trumpiausia marsruta nuo mazgo a iki mazgo b transporto

]
tinkle, pavaizduotame 131 pav., tai, zifirédami | matrica % (kur 8>(n—1=5)), randame, kad tokio

[
marSruto ilgis lygus 7. Lygindami matricose % ir & langeliu (a, b) reikSmes, randame, kad

]

(t425=8)>(r3..5=7). Tai reiskia, kad marsrutas a, b — sudétingas ir, pereinant nuo & prie B , jis keitési.
Randame marsruto (a, b) sudétines dalis struktiiroje S , i§ kuriu buvo sudarytas marsrutas (a, b)

struktiiroje 3 : (a,b)=(ac)+(cb), nes Iy ,y=T4qctTacr=3+4=7.

Lygindami r4,}, ir 15, matricose 3 ir 3 , randame, kad 1p.,>T4p, i$ kur darome i$vada, kad
marSrutas (c, b) — sudétingas ir 14 ¢ y=ts ¢ ¢F12e =212 arba 14 =T ¢ (12 £p=1+3.

AnalogiSkai nustatome, kad Iy, 20 TT1adtTicds T2eeTleftTiefs T2eb™Tiebs T2efTict
T2 ep=T1£eHT1ep, 1S kur gauname, kad (a, b)=(a, d, c, f, e, b).

1.9.2.12. MaZiausiojo jungianc¢io medzio (MJM) radimo operacija

Maziausiuoju jungian¢iu medziu (MJM) vadinamas jungusis grafas, jungiantis i tinkla visas
grafo virStnes taip, kad visy to grafo briauny ilgiy suma biity maziausia.

Akivaizdu, kad MJM priklauso medziy T, tipui, nes, kaip zinome, medziai T, (o tame tarpe
ir juy atmaina — grandinés P,) yra jungieji grafai, turintys maziausia briauny skaiciy, lygy n—1. Todél bet
kuriame jungiajame grafe, turiniame n virSiiniy ir nesan¢iame T,, visuomet galima sumazinti
briauny skaiciy bent viena briauna ir tuo paciu sumazinti briauny ilgiy suma, nepaZzeidziant grafo
jungumo.

MJM radimo uZdaviniai turi praktinj taikyma, nes leidzia rasti minimalius tinklus,
jungiancius tos ar kitos paslaugos vartotojus.

Tarkime, jog turime gyvenvietes A, B, C, D, E, F ir G, sujungtas keliy tinklu, pavaizduotu 132
pav. To Kkeliy tinklo matriciniu modeliu gali biti tiesioginiy rysiy matrica (TRM), kuri sudaroma
analogiskai kaip ir Simbelo matrica, tik { pagrindinés teigiamos istrizainés langelius jra§ome ne nulius, o
begalybés zenklus.

C
38 E

37 \|A|B|[C|D|E|F |G
A oo [38]0 |33 ] |51
B 38| 0 |37]30] o [0 ]|
C| oo [37] 00 [35]38]54]56
B D [33]30]35] @ | o | o |31
F E |00 | |38 [0]w]|36]wx
38 F || ]|54 [0 [36] |31
G |51 |0 |[56]|31 |0 |31

51

A G
132 pav.

Tarkime, jog nutarta tas gyvenvietes A, B, C, D, E, F ir G sujungti telefono linijomis, tiesiant
jas 8alia jau esanciy keliy. Kaip reikia tempti tas telefono linijas, kad bendras ju ilgis biity trumpiausias
(ir ju tiesimo islaidos blity maziausios)?

Taigi, reikia rasti turimame keliy tinkle MJM. Minimaly jungianti medi, duotajame tinkle
galima rasti, naudojantis labai paprastu ir efektyviu Kruskalo (J.Kruskal) algoritmu.

Kai keliy tinklas vaizduojamas grafiskai, tai tas algoritmas toks:

1) surandame duotajame tinkle trumpiausiaja briaung ir ja kaip nors pazymime, jog zino-
tume, kad ji priklauso MJM, ir nepasirinktume dar karta, ieSkodami kity briauny, priklausanciy MJM;
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2) tarp likusiy (dar nepazZyméty) briauny, nesudaranciy su jau paZymétomis uZdary cikly,
vél surandame pacia trumpiausia briauna ir ja pazymime;

3) tikriname, ar paZymétos briaunos jau jungia visas duotojo grafo virSiines; jei sujungtos
dar ne visos grafo virstinés, tai vél kartojame antraji algoritmo zingsnj iki tol, kol visos vir§iinés tampa
sujungtos; jei visos grafo vir§inés sujungtos, tai apskaic¢iuojame pazZymeétyjy briauny ,,ilgiy*“ suma ir
algoritmas baigia darba.

Pritaikysime Kruskalo algoritma grafo, pavaizduoto 132 pav., MJM paieskai.

1. Surandame trumpiausiaja briauna. Tokia briauna pasirodo besanti BD=30. Pazymime ta
briauna, priskirdami ja MIM.

2. Tarp likusiyjy (nepazymétyjy) briauny vél ieskome trumpiausios. Tokiy briauny, pasirodo,
yra dvi: DG=31 ir GF=31. Pasirenkame bet kuria i$ ju, pavyzdziui DG. Pasirinktosios briaunos sudaro
granding BDG, jungianéia jau tris virStnes. Kadangi dar liko nesujungty virS§iniy, kartojame antraji
Kruskalo algoritmo Zingsni.

3. Tarp likusiyjy briauny susirandame trumpiausiaja. Kadangi briauna GF=31 nesudaro ciklo
su jau pasirinktomis briaunomis, tai pasirenkame ir pazymime ta briauna. Gauname granding BDGF,
jungiancia jau 4 (i$ 7) virStnes. Kartojame antraji Kruskalo algoritmo zingsni.

4. I8sirenkame briaung AD=33, nes ji yra trumpiausia tarp likusiyjy ir nesudaro ciklo su jau
pasirinktomis. Gauname medj, jungiantj jau 5 vir§iines (i§ 7).

5. Dabar jau negalétume rinktis briauny AB ir AG, net jei jos biity trumpiausios, nes gautume
su jau pasirinktomis briaunomis uzdarus ciklus. Pasirodo, jog trumpiausioji tarp likusiyjy briauny,
kurios nesudaro ciklo, yra briauna CD=35. Pasirenkame ir paZymime ja. Dabar jau turime medj,
jungiantj 6 virstines (i§ 7). Tgsiame algoritmo darba, zinodami, jog nebus galima rinktis ne tik briauny
AB ir AG, bet ir briauny BC, CG ir CF.

6. Pasirenkame trumpiausiaja briaung tarp likusiyju. Tai briauna FE=36, nesudaranti cikly su
auksciau pasirinktomis. Pazymejg briaung FE, matome, jog jau turime medj, jungiantj visas 7 virstines.
Tai ir yra ieSkomasis MJM. Jis parodytas 133 pav. MIM ilgis=30+31+31+33+35+36=196.

Dydis 196 gali reiksti minimaly MJM ilgi, minimalia telefono linijy ar elektros tinkly jrengimo
kaina, minimaly laika, reikalinga pasto i§veziojimui i gyvenvietes ir pan. Taigi, MJM radimo algoritmas
gali biiti taikomas gana placiai.

Kruskalo algoritma galima taikyti ne tik grafiniam, bet ir matriciniam keliy tinklo modeliui,
kas yra net patogiau, kai tinklas yra didelis ir MJM radimui tikslinga panaudoti kompiuterius, sudarius
atitinkama programa.

MJM taip pat galima ieskoti matricingje formoje, jrasant { MJM matricos langelius pasirinktyjy
lanky bei briauny ilgius.

C
E
35
B
36
30
D F
33 31 31
A
G
133 pav.

Tiesioginiy ry$iy matricoje (TRM) pasirinktuosius lankus bei briaunas Zymésime, pakeisdami
tos matricos atitinkamuose langeliuose esancius skaiCius, vaizduojancius briauny ilgius, begalybés
zenklais co. Tai leis iSvengti pakartotino jau karta pasirinkty lanky bei briauny pasirinkimo.

Panasiu bidu, t. y. iraSydami i atitinkamus TRM langelius begalybés zenklus oo, mes galésime
iSvengti ir tokiy lanky bei briauny pasirinkimo, kurie galéty sujungti konstruojamame MJM jau esanciy
grandiniy galus { ciklus.

Pailiustruosiu matricinj Kruskalo algoritma, sudarydamas MJM matrica tam tinklui, kurio
TRM buvo duota 132 pav.

1. Nagrinéjame duotaja TRM, ieSkodami trumpiausiyju briauny bei lanky. Randame, jog
trumpiausi lankai yra BD=DB=30, sudarantys briauna, jungiancia virsiines B ir D.
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2. | busimojo MJM matrica (kuri dar tuséia), turincia tiek pat eiluéiy ir stulpeliu, kiek ir
TRM, jjungiame briauna BD, t. y. { MJM matricos langelius (B, D) ir (D, B) irasome skaic¢ius 30.

3. Pasirinktaja briauna ,,eliminuojame* i§ TRM. Tuo tikslu { TRM langelius (B, D) ir (D, B)
iraSome begalybés Zenklus oo, taip uzkirsdami kelig pakartotinam briaunos BD pasirinkimui.

4. Kadangi turimoji MJM matrica kol kas jungia tik du duotojo tinklo mazgus (B ir D) i
turimy septyniy, tai pereiname prie Kruskalo algoritmo sekancio zingsnio. ISsirenkame tiesioginiy rysiy
matricoje trumpiausia lanka. Tokiy lanky yra 4: DG=GD=GF=FG=31. Jie atitinka dvi briaunas.
Pasirenkame viena i$ ju, pavyzdziui, ta, kuri jungia mazgus D ir G. ,,Eliminuojame* ta briaung TRM,
iraSydami { jos langelius (D, G) ir (G, D), vaizduojancius lanky DG ir GD ilgius, begalybés zenklus. |
MIM langelius (D, G) ir (G, D) iraSome skaicius 31.

Kadangi briauna DG su auks€iau irasytaja i MJM matrica briauna BD sudaro granding BDG,
tai, norédami iSvengti ciklo sudarymo, i§ TRM ,eliminuojame* briauna GB, jra§ydami { jos langelius
(G, B) ir (B, G) begalybés zenklus oo.

5. Dabar MJM matricoje jau yra 3 duotojo grafo vir§inés (B, D ir G) i§ turimy 7. Tgsiame
Kruskalo algoritma ir TRM ieSkome trumpiausiyjy lanky. Tokiy lanky randame du: GF=FG=31. Jie
vaizduoja briauna, jungian¢ig mazgus G ir F. ,,Eliminuojame* tg briaung TRM, jra§ydami { jos langelius
(G, F) ir (F, G) vietoj skaiiy 31 begalybés zenklus. | MJM matricos langelius (G, F) ir (F, G) iraSome
skai¢iy 31. Dabar | MJM matrica iraSytos trys briaunos sudaro granding BDGF. Norédami i§vengti cikly
susidarymo, TRM turime ,,eliminuoti* briaunas BF ir DF, jraSydami { jos langelius (B, F), (F, B), (D, F)
ir (F, D) begalybés Zenklus. Kai kuriuose i§ ty langeliy gal¢jo ir anksCiau biiti begalybés zenklai, nes
duotasis grafas nebuvo pilnas grafas K;, todél naudojantis Kruskalo matriciniu algoritmu ,,rankiniu‘
budu i tokius langelius nieko jraSinéti nebereikia (kaip, pavyzdziui, $iuo atveju), taciau, naudojantis
kompiuteriu, paprasciau yra pakartotinai iraSyti begalybés zenkla, neanalizuojant TRM langeliy turinio.

6. Kadangi MJM matrica jungia dar tik 4 duotojo grafo virSines (B, D, G ir F) i§ 7, tai
tesiame Kruskalo algoritmo darbg. Analizuojame TRM ir randame, jog trumpiausi lankai yra
AD=DA=33. [ MJM matricos langelius (A, D) ir (D, A) iraSome skaicius 33, o TRM langeliy (A, D) ir
(D, A) turinj pakeic¢iame | begalybés Zenklus . Dabar MJM matricoje Salia jau auks¢iau buvusios
grandinés BDGF atsiranda dar dvi grandinés ADGF, kurios kartu sudaro medi, turinti jau 5 virsiines.
Norédami i§vengti cikly susidarymo ,,eliminuojame® i§ TRM briaunas AB, AG ir AF, jra§ydami { TRM
langelius (A, B), (B, A), (A, G), (G, A), (A, F), (F, A) begalybés Zenklus oo.

7. Tesdami Kruskalo algoritmo darba, analizuojame TRM ir randame, jog trumpiausi tarp
likusiyjy yra lankai DC=CD=35, sudarantys briaung, jungiancig virStines D ir C. I MJM matricos
langelius (D, C) ir (C, D) irasome skaicius 35, o { TRM tuos pacius langelius — begalybés zenklus.
Dabar MJM modelyje atsiranda dar keturios naujos grandys CDA, CDB, CDG ir CDGF. Norédami
iSvengti cikly susidarymo i§ TRM ,.eliminuojame* briaunas AC, BC ir FC, jraSydami i tos matricos
langelius (A, C), (C, A), (B, ), (C, G), (G, C), (F, C), (C, F) begalybés Zenklus.

8. Dabar MJM jau jungia 6 virSiines i§ septyniy ir belicka padaryti paskutini algoritmo
zingsni. TRM iSsirenkame trumpiausius lankus EF=FE=36, jungiancius vir$tines E ir F. | MJM matricos
langelius (E, F) ir (F, E) iraSome skaicius 36, o TRM jau galime ir nebekeisti, nes jos analizuoti daugiau
nebereikés. Norédami suzinoti MJM ilgi, turime sudéti ji sudaranciy briauny ilgius. Gauname
BC+CD+DG+GF+FE+AB=30+31+31+33+35+36=196, t. y. lygiai pus¢ visu uzpildyty MJM matricos
langeliy sumos.

Matricini MJM radimo algoritma galima modifikuoti, norint surasti trumpiausia turnyra,
jungianti visas grafo virSiines, kai grafo rySiy matrica yra ne biitinai simetriné, t. y. kai lanky (i, j) ir (j, 1)
ilgiai ne biitinai vienodi.

Nesunku sudaryti ir programa kompiuteriui, realizuojanc¢ia matricinj Kruskalo algoritma,
nes jis yra gana paprastas. Galbiit, nepatyrusiems programuotojams pradzioje bus Siek tiek keblokas
TRM briauny ,,eliminavimas®, uzkertant kelia cikly susidarymui. Taciau ir jie gana greitai pastebés, kad
Sig procediira galima supaprastinti, sudarant visas galimas poras su jau jraSyty | MJM matrica grafo
vir§liniy zyméjimais ir su dabar iraSomos | MJM briaunos dviejy vir§iiniy Zyméjimais. Tai supaprastina
programavima, tiesa, Siek tiek padidinant { TRM jrasomy begalybés Zzenkly skaiciy.

1.9.2.13. Steinerio medziy sudarymo operacija
Jungianciojo medzio ilgj kartais pavyksta sutrumpinti, jvedant j grafa papildomas
virSiines — tarpinius tinklo mazgus. Pavyzdziui, keturias kvadrato, turinio krasting, lygia a, vir§ines

galima sujungti medziu, turinéiu bendra briauny ilgj, trumpesnj negu to kvadrato MIM ilgis, lygus 3a
(zitr. 134 ,,a* pav.)
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134 pav.

Pavyzdziui, jei jvestume papildoma mazga O kvadrato centre, tai gautume medj, turintj
»zvaigzdés® struktiira (zitr. 134 ,,b“ pav.), kurios visy keturiy ,,spinduliy bendras ilgis buty lygus
2a4/2 ~28a<3a.

Taciau pasirodo, jog ir §is medis dar néra pats trumpiausias. Pavyzdziui, isived¢ du papildomus
mazgus E ir F (zitr. 134 ,c¢“ pav.) taip, kad ZAEB=/AEF=/BEF=/CFD=/DFE= =/DFE=120°,

3 5
3

gautume, jog |AE|=BE|=|DF|=|CF|= , /EF/=a—aT. Bendras viso tokio medzio ilgis bty

a(l + \/E )z 2,73a . Sis medis trumpesnis uZ anks&iau gautus, nes a(l +\/§ ) yra maziau ne tik uz 3a, bet ir

uz Za\/E .

Ta pati rezultata gautume, isivede du papildomus mazgus G ir H (zidr. 134 ,,d“ pav.) taip, kad
ZAHD=/AHG=/DHG=/BGC=/BGH=/CGH=120°.

Tinklo taSkai, i§ kuriy trys iSeinancios atkarpos sudaro kampus, lygius 120°, vadinami
Steinerio taskais (J.Steiner, XIX a. Berlyno universiteto matematikas), o medziai, kuriy visi vidiniai
mazgai yra Steinerio taikai — Steinerio medziais. Taskai E, F, G ir H 134 pav. yra Steinerio taskai, o
134 ¢ ir ,,d* pav. pavaizduoti medziai — Steinerio medziai.

Kaip matyti i§ 134 pav., kvadratui galima sudaryti du vienodus Steinerio medzius, kuriy ilgio
[SM] santykis su MIM ilgiu [MIM] yra [SM] = a(l +\/§) ~0,91, t. y. kvadrato SM ilgis sudaro apie

[MIM] 3a
91% kvadrato MJM ilgio. Tai reiskia, jog tiesiant komunikacinius (telefono, elektros, kanalizacijos,
$iluminius ir pan.) tinklus, peréjimas nuo MJM prie SM gali sutaupyti apie 9% ty tinklo ilgio (o kartu —
ir ty tinkly tiesimui reikalingy 1é8y). Net palyginus su 134 ,b* pav. pavaizduota ,zvaigzde®, Steinerio

. . . . . . . 1++/3
medis yra juntamai ekonomiskesnis: sutaupoma apie 3,5% ilgio, nes [

242

Dar daugiau sutaupoma, pereinant nuo MIM prie SM lygiakras¢iame trikampyje (Zidir. 135 ,,a“

-100 %~96,59%.

pav.). Jame SM ir MIM ilgiy santykis tampa lygus azﬁ- 100%~86,6%, ir sutaupoma apie 13,4% ilgio.
a

135 pav.

Kitokios formos trikampiuose ekonomija jau mazesné. Pavyzdziui, staciakampio lygiasonio

2445 avs
4

trikampio (zidr. 135 ,,b* pav.) SM ilgis sudaro -100%~96,56% MIM ilgio, nes |OD|=T,

av6 aﬁ_ax/g:%/?—\/ga v V2 +46
2 6

3 |AO[=[AD|-|OD|= c , [SM]:|OB|+|OC|+|OA|:Ta,

|OB|=|OC|=

[MIM]=2a.
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Dar padidinus trikampio ABC kampa A, santykis [SM]
[MIM]

, dar labiau priartéty prie 1. Kai tas

kampas tapty lygus 120°, Steinerio taskas sutapty su trikampio virsine A ir SM ilgis [SM] tapty lygus
MIM ilgiui [MIM].

Kai trikampio ABC kampas A>120°, trumpiausiu medZziu, jungianciu visas tris trikampio
virstines, tampa MJM. Jo ilgis [MIM] yra lygus bukaji kampa sudaranCiy krastiniy ilgiy sumai.
Trikampiai, turintys kampa, didesnj arba lygu 120°, negali turéti savo viduje nei Steinerio tasko, nei
Steinerio medzio.

Sta¢iakampiai gali turéti po viena (Zidir. 135 ,,c“ pav.), o kartais — ir po du Steinerio medZius

(zitir. 135 ,,d* pav.). Tai priklauso nuo santykio k 2% tarp staciakampio plocio (aukscio) h ir jo ilgio b.

Kad sumazintume nagrinétiny situacijy skaiciy, priimsime, kad visada b>h, t. y., kad k<1, nes atvejus,
kai b<h ir k>1, visada galima suvesti i atitinkamus atvejus b>h, sukei¢iant b ir h vietomis, t. y., pasukant
staciakampi 90° kampu aplink savo centra.

Steinerio medj, kurj sudaro atkarpos, jungianios Steinerio tagkus G ir H (ziar. 135 ,,¢* pav.)
tarpusavyje ir su sta¢iakampio virsiinémis, vadinsime ,,horizontaliuoju* Steinerio medziu (HSM), o
Steinerio medj, kurj sudaro atkarpos, jungian¢ios Steinerio taskus E ir F (Zifir. 135 ,,d“ pav.) tarpusavyje
ir su stagiakampio vir§inémis, vadinsime ,,vertikaliuoju Steinerio medziu (VSM).

Kai b>h, tai staiakampis visada turi HSM ir jo ilgis [HSM]=2(|AG|+|BG|)+|GH|=

[ 5 IJ 5

2h— Zh? +b- 2h?—b+h\/_ . Vertikalusis“ SM sta¢iakampyje, kai b>h, egzistuoja ne

BB

visada, o tik tada, kai [ME|+|FK|<h (zitr. 135 ,,d“ pav.), t. y. kai b—+ b— <h, i§ kur gauname VSM

VR

egzistavimo salyga h =k >—=—" Taigi, kai ke(0;

b T3 % 7

medj HSM, kurio ilgis [HgM]ZbJr h\/g = (1 + kx/_) o kai ke {

), tai stadiakampis turi tik viena Steinerio

} tai stadiakampis turi du Steinerio

NED

medzius:  HSM  ir  VSM.  ,Vertikaliojo* SM  ilgis  [VSM]=2(/AF+/FD|)+EF|=

[b*/_ b*/_J */_ —h+by3 =blk+43).

Kadangi, kai h>0 visada b+h\/§ <b+2h, tai visada [HSM]<[MIM]:

k3 k-vB) 0268

= ~1- < 1. Didziausia ekonomija, lygia ~9%, gauname, kai k=1, t. y., kai
142k 142k 1 a I3, YBla =770, 8 Y
2+ m

[HSM] b+hy3
[MIM]  b+2h

staciakampis tampa kvadratu. Mazéjant k, ekonomija mazéja, artédama prie 0, kai k—0.

CIVEM]_ k3 kleaiok3 L (Bl
C[HSM]  1+4k43 1+ky3 1+ky3 '
Kai k=+3 -1, tai [VSM]=[MIM], o kai k<+3-1, tai [VSM]J>[MIM]. Tik kai ke(s3-1; 1),
[VSM]<[MJIM]. Todél stadiakampiuose neapsimokavieékoti ,wvertikaliyjy“ SM, nes jie, jei ir egzistuoja,
nickada nebina trumpesni uZ ,horizontalivosius® SM, o kartais net buna ilgesni uz MJM. Pakanka
surasti ,.horizontalyji* SM kuris visada egzistuoja, niekada nebiina ilgesnis uz ,,vertikalyji SM ir visada
Siek tiek trumpesnis uz MIM. 5

ISnagrinésime, kada ir kiek Steinerio medziy turi lygiaSoné trapecija. 5

Kad lygiasoné trapecija, turinti pagrindus b>a ir aukstj h, turéty horizontalyjj Steinerio medi

—2 3<h< b%\/? . Irodysime tai (Zidir. 136

Kai b>h, tai [VSM]>[HSM]

(HSM), bittina ir pakanka, kad bity tenkinama salyga b

»a' pav.)
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Tarkime, jog lygiasoné trapecija ABCD turi HSM. Tuomet #DAB turi biiti ne mazesnis uz 60°.

Todél h > ﬁ , 1§ kur gauname, jog h > b _a V3.Beto atkarpos EF ilgis |EF| turi biiti ne mazesnis
—-a
uz 0. Todél a;b :00 >0, i8 kur h< anrb\/— Kai h= a+b\/— tai taskai E ir F susilieja su
tg

—4 \/5 <h< a+h \/5 butinumas, kad

krastinémis AB ir CD ir HSM tampa MJM. Taigi, salygos b

lygiasoné trapecija turéty HSM, jrodytas.

Tarkime dabar, kad salyga b_;a\/g <h< a;b V3 yra tenkinama. Tuomet

2h e . . .
tgZ/BAD= b > \/E , t.y. ZBAD>60°. Tai reiskia, jog tiesés AE ir DF, sudaran¢ios su AD kampus,
-a

lygius 60°, eis trapecijos viduje ir bitinai susikirs su tiesémis BE ir CF, sudaranciomis su tiese BC
kampus, lygius 60°, kokiuose tai taskuose E ir F, esandiuose trapecijos ABCD viduje. Kadangi

h<?

b V3 , tai taSkas E bus kairiau tasko F (arba sutaps su juo, kai h :%\E ). Gavome, jog

_a\/g<h£a

Apskai¢iuosime to HSM ilgi [HSM]=2(|AE[+[BE|)+|EF| (zidr. 136 ,,a“ pav.)

b ﬁ pilnai pakanka, kad egzistuotu HSM.

b
salygos

a+b

Kadangi ZAER=/BEP=30°, tai |AE|=2|AR| ir [BE|=2|BP|, o |EF|=b-2|AR|=a—2|BP|=

a+b a+b
—(|AR[+BP[)=

& & 5 F o2

=|ER|tg30°=|RE|- = ; [BP|=[PE| = ; |AR[+|BP|= (|RE|+|EP|)——h— tai [HSM]=

_aﬁ<hsa

~(JAR[+[BP)). Todél [HSM]=4(|AR[+/BP|)+

+3(JAR|+|BP|). Kadangi |AR|=

Taigi, kai lygiaSonés trapecijos aukstiné tenkina salygas b NE) , tai ji turi

HSM ir to HSM ilgis [HSM]= 2 ; b hi3.

Surasime biiting ir pakankama ,,vertikalaus® Steinerio medzio (VSM) lygiasonéje trapecijoje
egzistavimo salyga.
Tarkime, jog lygiaSoné trapecija turi VSM (zidr. 136 ,,b* pav.). Tuomet ZBAD>/HAD ir

kampo BAD tangentas yra didesnis uz 3 t.y. b ,arba h >
—-a

Be to atkarpos GH ilgis |GH| turi buti ne mazesnis uz 0, i$ kur iSplaukia, jog |MN|-|HN|-

b\/_ a\/_ . . e . . azbﬁ.

-/GM/20,artba h————-— > 0. Todél trapecijos aukstiné h turi tenkinti salyga h >

Kadangi kai a>0, visuomet b+a>b—a, tai i$ salygos h > bta 3 bitinai iSplaukia ir salyga

b-a
3.
o V3
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Nesunku jrodyti, jog salyga h 2%\5 yra biitina ir pakankama VSM egzistavimo
lygiasonéje trapecijoje salyga. Si irodyma palieku skaitytojui.

Apskai¢ivosime [VSM]=2(|AH[+|BG|)}+|GH| (zidr. 136 ,b“ pav.). Kadangi |[AH|=2|HN],
IBG|=2]MG|, |GH|=h—(HN[+|MG|), tai [VSM]=4([HN+MG|)+h—(JHN+MG|)=3(JHN+|MG|)+h=

=3~{bf+aﬁJ+h: b;ax/g+h.

6

b+a
6

Taigi, kai lygiasonés trapecijos aukstiné h tenkina salyga h > V3 , tai toje trapecijoje

egzistuoja VSM ir jo ilgis [VSM]= b J2r a ﬁ+ h.

Palyginsime [HSM] ir [VSM] ir i§vesime salyga, kada jie lygiis ar trumpesni vienas uz kita.

Kad [HSM] bity ne ilgesnis uz [VSM], turi biiti tenkinama salyga b+a +hy3 < ath V3 +h ,

2 2
arba h(\/g—l)ﬁ b;a(\/g—l).

+a b+a

, tai [HSM]=[VSM]; kai h< , tai

. . . . b
Kadangi \/5 —1>0, tai gauname, jog, kai h=

b+a

[HSM]<[VSM], o kai h > , tai [HSM]>[VSM].

Kadangi lygiaSonéje trapecijoje (net ir tuo atveju, kai ji ,,iSsigimsta* i staciakampi, kvadrata,
trikampi ir net atkarpa) b>a, tai galime {sivesti kintamajj koeficienta 0<p<l1 ir iSreiksti a per b: a=pb.
Priimsime, kad visais atvejais b>0.

b . et .
a; ﬁ galima iSreik$ti nelygybémis

« L b-
Tuomet [HSM] egzistavimo salyga Ta 3<h<

1- 1 y “
Tp \/3 < % < % \/3 , jo ilgi — lygybe [HSM]=b 1+Tp + h\/g , 0 VSM egzistavimo salyga — nelygybe

1 N 1
%z%ﬁ jo ilgi— lygybe [VSM]:b%\/Lh.

. .. X . % h +1
Nesunku i$vesti ir [HSM] ir [VSM] lygybés salyga — lygybe 3 = pT .
Norédami visas tas salygas pavaizduoti grafiskai, turime i$siaiSkinti santykius tarp ju.

oy o . . N & L Lo 1= .
Aisku, kad visais atvejais, kai p>0, Zemutiné HSM egzistavimo riba Tp\/g yra mazesné uz

viruting HSM egzistavimo riba HTP\E . Tai reiskia, jog intervalas (I—Tp ﬁ ’HTpﬁ j yra netuscéias
ir egzistuoja lygiasonés trapecijos, turinéios HSM.
Aisku taip pat, kad Zemutiné VSM egzistavimo riba HTP\E yra mazesné uz vir§uting HSM
egzistavimo riba. Tai reiskia, jog egzistuoja trapecijos, turin¢ios du SM: ir HSM ir VSM.
Ne visai aiskus santykis tarp zemutiniy HSM ir VSM egzistavimo riby I_Tp\/g ir HTP\/E .
Keiciantis p, jos gali tapti lygios bei susikeisti vietomis. Rasime tokia p reikSmg, prie kurios tos ribos
1-

1
tampa lygios: Tpx/_:%\/g , 3(1-p)=1+p, 2=4p p:%.

. 1= 1+ . 1= 1+
Ka1p<%,ta1 pr/g>Tpx/§,okalp>%,tal pr/g<Tpx/§.

- y 1
I8siaiskinsime santyki tarp [HSM] ir [VSM] lygybés salygos %: P ir jau minétyjy riby.
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Aisku, kad 1+6pJ§ <1;p<1+2p£ , ty., kad [HSM] ir [VSM] lygybés linija (tiesé

h 1 . % S . . h 1 S &
g:%) yra tarp zemutinés VSM egzistavimo ribos (tiesés g:%\g ) ir virSutinés HSM

S . . h 1+ . e gt e h 1+ . . &
egzistavimo ribos (tiesés 5 = Tpx/g ). Belieka iSsiaiskinti tiesés b = Tp santyki su Zemutine HSM

S . . h 1- Sx v . h 1 .
egzistavimo riba — tiese 5 :Tp\/g . Kad [HSM] ir [VSM] lygybés tiesé b =% biity ne Zemiau

& S . o . 1 1- .
zemutinés HSM egzistavimo ribos, reikia, kad biity tenkinama nelygybé % > Tp\/g . Spresdami

Sig nelygybe, gauname p(l +x/§)2 x/g—l , 18 kur, kadangi 1+4/3 >0, iSplaukia, jog p > ﬁj_l = 2—\5 .
1++/3
I+p

L . 1- . . . .
Reiskia, tiesés %: 5 ir %:Tp\/g kertasi taske p:2—\/§ ~0,268 ir, kai p>2—\/§ , tiesé

%: H—Tp’ btudama auksciau tiesés %: I—Tpﬁ , dalija dvieju SM egzistavimo sritj (zidir. 137 pav.) i
dvi dalis: Zemutine, kurioje [HSM]<[VSM)], ir vir§utine, kurioje [HSM]>[VSM].

Kaip matyti i§ 137 pav., lygiaSonés trapecijos gali neturéti né vieno SM (sritis OKMN), turéti
tik HSM (sritis MPN), turéti tik VSM (sritis KMS ir sritis vir§ tiesés ST), turéti ir [VSM] ir [HSM]
(sritis PMST). Tuo atveju, kai lygia§oné trapecija turi du SM, gali biti atveju, kai [HSM]=[VSM]
(atkarpa RU), o taip pat, kai [HSM]<[VSM] (sritis PMRU), ir kai [HSM]>[VSM] (sritis URST).

Tiesé¢ p=1, einanti per taskus N, P, U, T,... yra staciakampiy sritis, nes ji atitinka lygiaSones
Htrapecijas®, kuriy virSutinis pagrindas a lygus apatiniam pagrindui b.

Ties¢ p=0, einanti per taskus O, K, V, S,... yra lygiaSoniy trikampiy sritis, nes ji atitinka
lygiaSones ,trapecijas®, kuriy virSutinis pagrindas a=0.

Kadangi staciakampyje pagal minétaji susitarimg aukstiné h<b ir ESI’ tai i§ 137 pav.

N

iSplaukia, jog staciakampiai visada turi HSM, o nuo k = b > 5 - turi dar ir VSM, taciau tuomet, kai

egzistuoja VSM ir HSM, sta¢iakampio [HSM] yra mazesnis uz jo [VSM] ir tik taske U, kuriame
h iy & & . C

k :g =1, nes atitinka kvadrata, gauname lygybe [HSM]=[VSM]. Visa tai atitinka rezultatus, gautus

anksciau, nagrinéjant kvadrata ir sta¢iakampi. 137 pav. vaizduoja ir ta atveji, kai stadiakampio aukstinés

h ir pagrindo b santykis nebiity ribojamas 1, t.y., kada biity nagrin¢jami visi galimi atvejai,

neapsiribojant ju aibés puse ir neatmetant kitos (simetriskos jai) atvejy aibés pusés. Tuomet gautume,

jog staciakampyje, kol k =—=< g (zitr. atkarpa NP 137 pav.) egzistuoja tik vienas SM ir tas SM yra

c | B

y . . h . x . . . h . . .
HSM. Toliau didinant k:g’ atsiranda VSM, kuris egzistuoja visoms kzg reikSméms, tenkinan¢ioms
salyga k>§. Kai k>3 , staCiakampis tampa toks aukstas ir ,siauras”, kad jame jau nebegali

egzistuoti HSM ir belieka tik VSM, kuris i§lieka visoms k>T3 reikSméms.
Reikéty pazyméti, kad lygiasonés trapecijos HSM ir VSM ilgiy apskai¢iavimo formulés

1+p 1+p

[HSM]= T+h\/§ ir [VSM]=b ﬁ +h, kai p—1, pereina { statiakampio formules [HSM]=

=b+h ﬁ ir [VSM]=b /3 +h, sutampangias su miisy jau auki&iau gautomis formulémis (Zitr. 135 pav.).
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T AGNNN NN
A V3~1732 Egzistuoja HSM

[H8M]> [Vém]

b 1ep s

k=— Egzistuoja VSM

0000000000000
Ribiniai taskai priklauso
vidinei sriciai

0000000000000
Ribiniai taskai nepriklauso
vidinei sriciai

2-+/3~0,286

137 pav.

Kai kz%—)l, tai gauname kvadrata, ir [HSM] bei [VSM] formulés pereina i kvadrato [SM]

formule b(1++/3 )=a(1++/3). Taigi, stadiakampiy (ir tame tarpe kvadrato, buvo galima nenagrinéti
atskirai, o gauti visas reikalingas formules, laikant staciakampius daliniais lygiaSonés trapecijos
atvejais).

Nagrinédami 137 pav. ties¢ p=0, vaizduojancia lygiasoniy trikampiy sriti, pastebime, kad
. h 3 . C . Lo v . o .
intervale O£g<? lygiaSoniai trikampiai neturi né vieno SM. Tai sutampa su auks$Ciau gautais

rezultatais, kad trikampiai, turintys kampa, didesni negu 120°, negali turéti SM. Kai lygiaonio

. L . . . b3 . .
trikampio vir$iinés kampas tampa lygus 120°, jo aukstiné h tampa lygi 6 kur b — to trikampio

V3 h

S . h . 3. . . N .
pagrindo ilgis, kas sutampa su tasko K ordinate 5 = I Kai 5 > % , trikampyje atsiranda SM, kuris

yra gaunamas i3 trapecijos VSM, kai a—0, o kartu ir p=% —0. Bet kurio lygiasonio trikampio SM ilgj
galima apskai¢iuoti, naudojantis lygiaSonés trapecijos [VSM] formule, istatius joje vietoj p nulj ir

pakeitus h dydziu kb, kur kz% .

Pavyzdziui, taske S, kurio ordinaté EZT’ vaizduojanciame lygiakrast] trikampi, turintj

. . . . . x 1
krastines, lygias b, ir auksting h, lygia b% , gauname: [VSM]= b%x@ +h= %\/E + b% = b\/g ,
kas sutampa su ankséiau i$vesta lygiakrai¢io trikampio SM ilgio formule (Zidr. 135 ,,a“ pav.).

Jei paimtume lygiasSoni trikampi, pavaizduota 135 ,b* pav., kuriame b=a2 ir th%, 18 kur
oy L h 1 . . . . . . &g o
i§plaukia, jog k:g =5 tai gautume, kad ta trikampj 137 pav. vaizduoja taskas V. To trikampio SM ilgj

. v 1 . .. . 1
gautume i§ formulés [VSM]=b%\/§+h, istate i ja p=0, hzg ir bzax/E: b%ﬁ+h:
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5 , kas sutampa su anksc¢iau gauta formule.

:2\/§+E:b(£+ 1]:&(\/54_1): aM
2 2 2 2 2
Kad lygiasonio trikampio SM galima gauti i§ lygiaSonés trapecijos VSM, mazinant trapecijos
pagrinda a ir jos auksting h bei nekeiciant b, palieku jsitikinti skaitytojui, modeliuojant tokj procesa, o
kartu ir isitikinti, jog lygiaSonio trikampio SM negalima gauti i§ lygiaSonés trapecijos HSM, nes
mazinant krastinés BC ilgj |BC|=a (zitr. 136 ,,a* pav.), taskai E ir F turés susilieti | vieng taska anksciau
negu taskai B ir C. Kitaip tariant, lygiasonés trapecijos HSM i$nyks anks¢iau, negu mes, mazindami a,
i3 jos gausime lygiasoni trikampi. Tuo tarpu VSM isliks, tik jo taskai H ir G (Zidr. 136 ,,b* pav.) susilies
su taskais B ir C | vieng taska — lygiasSonio trikampio virSing.
V3

Nagrinédami 137 pav., galime pastebéti, kad taSkas S, turintis ordinatg k:—:T ir

vaizduojantis lygiakraSti trikampj, yra ypatingas: jis priklauso ne tik sriciai, kurioje egzistuoja
lygiaoniy trapeciju VSM, bet ir yra srities NST, kurioje egzistuoja lygiasoniy trapecijy HSM, ribinis
taskas, priklausantis atkarpai SN, vaizduojanciai lygiaSones trapecijas, kuriy Soniniai kampai prie
apatinio pagrindo yra lygis 60° ir todél ju HSM yra i$sigime § MIM, nes jose taskai E ir F (ziar. 136 ,,a°
pav.) yra tapg atkarpy AB ir CD taskais. Todél Siuo atveju, mazinant a iki 0, lygiaSonés trapecijos
issigimes HSM nei$nyks, o atitinkamai sutrumpins b ir lygiagre¢iai pa¢ioms sau suartinus atkarpas AB
ir DC taip, kad taskai B ir C susiliety | viena taska, taps lygiakras¢io trikampio MJM. Tuo nesunku

isitikinti ir formaliai (analiziskai): jstacius | formule [HgM]:bHTerh\/g vietoj p nuli, o vietoj h —

V3

1
sandauga kb, kur kzg , gausime b % + h\/_ = g+ > b\/_ = %(1 +3)=2b, kas sutampa su

lygiakrascio trikampio [MJM].

Panasiai samprotaudami, galétume padaryti iSvada, kad taske R (zitr. 137 pav.), turétume gauti
lygybe [VSM]=[HSM]=[MIM]. Kitaip tariant, taskas R turéty vaizduoti trapecija, kuri privaléty tenkinti
Sia lygybe.

o . . . . h 1-
Patikrinsime Sia hipotezg. Tasko R abscisé p=2—\/§ , 0 ordinaté sz:Tp\/_ =

[1\/—3\/_

. Lygia$onés trapecijos VSM ilgis tame taske yra [VSM]= 1+p\5 +h=

:bﬂ@ bﬂ[:b

— (3\/5 -3+3- \/E): bx/g . Tos trapecijos i$sigimusio HSM ilgis

[HSM l+p x/_h b1+2 [ «/_1 2+\/_bx/_— (—«/5—3+3\/§)=b\/§. Rasime  tos

, 2
trapecijos [MIJM]. PradZioje apskaitiuosime jos Soninés krastinés ilgi ¢=.|h? +( . a] =

:\/(b.l_Tp\/g]Z +( I—Tp)z :@\/ﬁ:b(l—p):b(ﬁ—l). Kadangi \/5—1<1, tai /<b ir

[MIM]=a+2 ¢ =pb+2b (ﬁ —1)=b(2—\/§ +2\/§ —2)=b\/§ . Taigi, tikrai taske R gauname lygybeg
[VSM]=[HSM]=[MIM]. ) )
Kad galétume palyginti [HSM] ir [VSM] su [MJM] kituose 137 pav. taskuose, t.y. kitose

lygiaSonése trapecijose, isivesime pagalbini dydi Szé, kur ¢ — trapecijos Soninés krastinés ilgis

- Vak? +p? —2p+1
/= h2+(b a]:g\/4k2+(l—p)2:g\/4k2+p2—2p+1. Tuomet s = P 7P70 g

, kur
2 2

h a

k—b,p—b.

Kai 7 <b, t. y., kai 0<s<1, tai lygiaSonés trapecijos [MIM]=a+2 ¢ =b(p+2s), o kai ¢ =b, t. y., kai

s>1, tai tos trapecijos [MIM]=a+ ¢ +b=b(1+p+s). Kai ¢ =b, tai s=1, ir abi [MIM] formulés sutampa:
[MIM]=b(2+p).
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Panagrinésime atveji s€[0;1] ir palyginsime [MJM] ir [HSM], t.y. rasime ju skirtuma ir
i$siaiskinsime, kada tas skirtumas [MJM]-[HSM] yra lygus 0, kada jis yra teigiamas, kada — neigiamas.

\/27_2 \/ﬁ v
_ M(%(lp) %p) Todél [H'SM]=ler

Rl
2
+hﬁ=b(”7p+kﬁj=%(1+p+2kﬁ)=%(1+p+ 1252 —3(l—p)2j.

IS formulés s gauname k=

[MJM]f[HgM]zb(p+2s)f%(l+p+ 1252 =3(1-p)’ ) :%(p+4s—l— 1252 =3(1-p)’ )

Kai p+ds—1=4/12s> =3(1-p)’, tai [MIM]=[HSM], kai p+ds—1>412s> -3(1-p)’, tai
[MIM]>[HSM], o kai p+4s—1<4/12s> =3(1-p)’ , tai [MIM]<[HSM].

Pradzioje iSspresime nelygybe p+ds—1>4/12s’ —3(l—p)2 , t. y. rasime sarys$i tarp s ir p, kuris
tenkinty Sia nelygybg.
Abi Sios nelygybés pusés yra teigiamos. DeSinioji yra teigiama todél, kad ji lygi Zk\/_ =

:2%\/5 , kur h ir b — teigiami dydziai. Kairioji yra teigiama todél, kad p+4s—1 :(%+4-§—1j =

b

nelygybés puses kvadratu, nelygybés zenklas nepasikeis.

Gauname p’+8sp—2p+16s°—8s+1>12s>-3(1—p)*, arba (1—p)*+16s+8sp—8s>12s’-3(1—p)>. I3
Sios nelygybés isplaukia nelygybé 4(1—p)*—8s(1—p)+4s”>0, arba (1—p)*—2s(1—p)+s*>0.

Taigi, gavome, jog [MIM]=[HSM], kai (1—p—s)’=0, t.y., kai s=1—p, o visais kitais atvejais
[MIM]>[HSM]. Atvirk§¢ios nelygybeés intervale se[0;1], pasirodo, biiti negali.

48 —(1-p)* 1-
2( p) = 2p ﬁ , 0 tai reiskia, jog lygiaSonés trapecijos, kuriy

[HSM]=[MJM], priklauso HSM egzistavimo srities NST (zitr. 137 pav.) Zemutinei ribai NS, kurioje,
kaip jau buvo minéta, HSM iSsigimsta { MIM ir todél [HSM] tampa lygus [MIM].
Tai patvirtina ir tiesioginiai paskaiCiavimai: kai s=1—p, tai [MIM]=b(p+2s)=b(2—p)=2b—a, o

[HSM]:%(1+p+2kJ§)=%(1+p+3—3p)=b(2—p)=2b—a.

2
:i(z—b;aj, kur /= (b;aJ +h? >b%a, ir todeél €—¥>O. Taigi, pakélus abi Sios

Kai s=1-p, tai k=

Kai s>1-p, tai, didéjant s, didéja ir [MIM]=b(p+2s) ir [HgM]:%(1+p+1l1252 —3(1—p)2 ),

d[MIM] d[HSM]
ds ds

tadiau [MJM] didéja sparéiau negu [HSM], nes, kai s>1—p, tai . Todél skirtumas

[MIM]-[HSM] tampa teigiamas ir didéja, didéjant s.
Pavyzdziui, kai s=1, tai [MJM]—[HSM]zb(p+2)—%(1 +p+y12-3(1-p)’ j =

= g(p +3—4/9+6p— 3p2 ) = g(p +3- (p + 3)2 - 4p2 j . Gautas rezultatas rodo, jog [MIM]>[HSM],

kai p>0 ir [MIM]=[HSM], kai p=0.

Taigi, kai se[0; 1-p], tai HSM neegzistuoja, kai s=1—p, tai [HSM]=[MJIM], o kai se(1-p; 1],
tai [HSM]<[MJM]. Kitaip tariant, kai 0< ¢ <b—a, tai lygiaSonés trapecijos neturi HSM, kai ¢ =b-a, tai
tos trapecijas turi issigimusi HSM, kuris kartu yra ir ju MJM, o kai b—a< (¢ <b, tai [HSM]<[MIM].

Analogitkai galima issiaiskinti santyki tarp [HSM] ir [MIM], kai s>1 ir [MIM]=b(1+p+s), o
taip pat sary§j tarp [VSM] ir [MIM] jvairiose p ir k reikdmiy srityse (zidr. 137 pav.). Palicku tai
skaitytojui savarankiskam darbui. Toks darbas padés jam geriau jsisavinti sisteminés analizés, apie
kurig bus kalbama antrojoje Sios mokymo priemonés dalyje, esme. Juk lygiaSonés trapecijos
Steinerio medziu egzistavimo salygu nagrinéjimas &ia buvo pateiktas ne todél, kad mums biity taip jau
svarbu Zinoti, kada lygiasoné trapecija kokj Steinerio medj turi ir kada jo ji neturi, bet todél, kad véliau
tuo nagrinéjimu biity galima pasinaudoti kaip iliustracija, aiSkinantis tokias sisteminés analizés
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savybes kaip jos pilnumas (t.y. visy galimy atvejy perziiira) bei 1.9.1.2. skyrelyje jau minéto
atotykio principo taikyma. Si principa 1913 m. suformulavo N.Boras atominés fizikos reiskiniams, ir
i§ to principo iSplaukia, kad Niutono mechanikos désnius galima interpretuoti kaip ribinius
reliatyvistinés kvantinés fizikos désniy atvejus. Tacdiau Siy eiluéiy autoriaus nuomone, atotykio
principa galima laikyti bendrasisteminiu principu ir taikyti ne tik atominéje fizikoje. Tuo tikslu ir
buvo parodyta, kaip i§ lygiasonés trapecijos [HSM] ir [VSM] bei [MIM] apskai¢iavimo formuliy galima
gauti analogiSkas formules staciakampiams bei lygiaSoniams trikampiams, interpretuojant juos kaip
ribinius lygiasoniy trapecijy atvejus. Véliau (1.13. ir 1.16. skyreliuose) mes turésime progos isitikinti,
kad jei kokia nors teorija, hipotezé ar formulé, iSreiSkianti kokj nors désnj, netenkina atotykio
principo reikalavimy, tai ji yra gana abejotina ar net klaidinga. Taigi, sisteminéje analizéje
atotykio principu galima naudotis kaip veiksmingu ,,instrumentu®, tikrinant jvairias hipotezes bei
modelius.

Atsizvelgdamas | sisteminés analizés jgtdziy ugdymo svarba, rekomenduociau skaitytojui
savarankiSkai jrodyti, jog 137 pav. pavaizduotoje srityje OKMN, kuriag apibrézia predikatas

2

[(0<p<0,5)A(0<s< %—%+p— IVI(0,5<p<1)A(0<s<1-p)], trumpiausias medis, jungiantis visas

3
keturias lygiaSonés trapecijos virSiines, yra [MJM]=b(p+2s). Taip pat rekomenduociau jrodyti, kad
2

srityje NRU, kurig apibrézia predikatas (2—\/5 <p<HA(1—p<s< %er?)’ trumpiausias medis,

jungiantis visas keturias lygiaSonés trapecijos virSiines, yra [HSM]:E(1+p+,ll2s2 —3(l—p)2).

Panasia analize¢ buty naudinga pratesti ir visy kity 137 pav. pavaizduoty sri¢iy atzvilgiu.

Mes iki §iol ieskojome Steinerio tasky ir sudarinéjome Steinerio medzius simetriskose figiirose,
kuomet bidavo labai lengva surasti kampus tarp Steinerio medziy Saky ir ty figiiry kratiniy. O Kkaip
surasti Steinerio taika bet kokiame trikampyje, kurio né vienas jo kampy nevirsija 120°, t.y., kai
Steinerio taskas tokiame trikampyje turéty egzistuoti?

Gana paprasta tokio tasko radimo procediira dar XVII a pirmojoje puséje pasitilé Galil¢jaus
mokinys italy fizikas ir matematikas E.Toricelis (E.Torricelli). ApraSysiu §ia procediira, pavadindamas
ja Toricelio procediira.

Tarkime, jog turime trikampj ABC, kurio bet kuris kampas néra didesnis uz 120° (ziar. 138 ,,a*
pav.).

Pasirenkame bet kuria to trikampio krasting (pavyzdziui AC) ir sudarome lygiakrasti trikampi
ADC. Apibréziame apskritima aplink ta trikampi ir sujungiame taskus B ir D tiese. Tos tiesés
susikirtimo taskas S su apskritimo lanku trikampyje ABC ir yra to trikampio Steinerio taskas. [rodysiu
tai.

a) b) ¢) d)
B B
A C Af C A
'\ | / N ! /1 I\ | 7
[N \ VAR \ \ /) [N (R
[N T2 VNS LN LTS
[ T | N [N A |
AN s \ \ N /
N m N,/ /N SRR
Ny N oY
D D D
138 pav.

Tuo tikslu sujungsiu taska S tiesiomis atkarpomis su trikampio ABC vir§inémis (zitr. 138 ,,b*
pav.). ZASD=/ACD, nes abu Sie kampai remiasi i ta pati apskritimo lanka AmD. Kadangi ZACD=60°,
tai ir ZASD=60°. Analogiskai gauname, kad £DSC=60°. Todél LASC=ZASD+ +/DSC=120°.
Kadangi ZASB+ZASD=180°, tai ZASB=120°. Analogiskai gauname, kad ir ZCSB=120°. Taigi, taskas
S — trikampio ABC Steinerio taskas.

Irodysiu dabar, kad Steinerio medzio ilgis yra lygus atkarpos BD ilgiui, t.y. jrodysiu, kad
[BD|=]AS|+BS|+|CS|. Tuo tikslu atkarpoje SD atidésiu atkarpa SK taip, kad |SK|=|SC| (zitir. 138 ,,c*
pav.). Gausime lygiasoni trikampi KSC. Kadangi £KSC=60°, tai lygiaSoniame AKSC kampai
ZSKC=/SCK=60°, t. y. AKSC — lygiakrastis trikampis ir [KC|=|SC|.

Nagrinédami 138 ,c“ pav.,,  gauname: 1) £ZDKC=180°-«ZCKS=120°;  2)
Z/SCA=/SCK--ZACK =60°-ZACK; 3) ZKCD=/ACD-ZACK=60°-ZACK. Todél LSCA=/KCD.
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Kadangi AASC ir ADKS turi po vienoda krasting ir du atitinkamai lygius kampus prie jos, tai tie
trikampiai yra lygas ir |AS|=|DK]. Todél |BD|=|DK|+|KS|+|SB|=|AS|+|SC|+|SB|, ka ir reikéjo irodyti.

Galima buvo ir nebrézti apskritimo, o sudaryti du lygiakras¢ius trikampius AADC ir ABEC
(kaip parodyta 138 ,,d“ pav.) ir sujungti ty trikampiy virStnes D ir E tiesémis su AABC vir§inémis B ir
A. Ty tiesiy susikirtimo taskas S ir bus AABC Steinerio taskas. Sio fakto jrodyma palieku skaitytojui.

Dabar, kai jau i§mokome sudaryti SM bet kokiam trikampiui, neturin¢iam kampu, didesniy uz
120°, belicka atsakyti i viena gana sudétinga klausima: kaip jrodyti, kad Steinerio medis tokiame
trikampyje tikrai yra pats trumpiausias medis, jungiantis visas tris to trikampio virSunes?
Lygiakra$¢iame trikampyje tai jrodyti visai nesunku, taciau tas jrodymas bet kokiame trikampyje,
neturinéiame kampy nemazesniy kaip 120°, yra Zymiai sudétingesnis. Atrodo, jog turéty egzistuoti
paprastesnis (negu ¢ia pateikiamas) jrodymas, taciau man jo rasti kol kas nepavyko. Galbit, tai padaryti
pavyks skaitytojui. [rodyma suskaidysiu i penkiy teoremy irodymus.

Teorema Nr. 1. LygiakrasCio trikampio vir§iinés atstumas iki aplink ta trikampj apibrézto
apskritimo lanko, | kurj remiasi tos vir§iinés kampas, bet kurio tasko yra lygus to taSko atstumy iki kity
trikampio virsiiniy sumai.

a) b) c) d)

Sm Sy

139 pav.

Tarkime, jog turime lygiakrastj trikampi ACD. Aplink ji apibréSime apskritima (zitr. 139 ,,a*
pav.)

Pasirinksime bet kuria to trikampio virsiing (pavyzdziui, D) ir apskritimo lanke, { kurj remiasi
tos virstinés kampas ADC, paimsime bet koki taska (pavyzdziui Sy). Sujungsime ta taska tiesiomis
atkarpomis ASg, CSk ir DSk su visomis trimis to trikampio virSinémis. Teorema Nr.l. teigia, jog
|DSk|=|ASk|+|CSk|. Jos jrodyma pradésime nuo to, kad atkarpoje SkD atidésime taska K taip, kad
|SkK]|=|SkC]|. Panasiai, kaip jau daréme, nagrinédami Toricelio procediira, irodysime, kad ASxKC yra
lygiakrastis ir kad ACKD=ACSA, i$ kur ir iSplaukia lygybé, kuria reikéjo irodyti.

Galima buvo paimti bet kurj lanko ASxC taska, pavyzdziui, taska S,, (zitr. 139 ,,a“ pav.).
Atkarpos |DS,,| ilgis gali biiti jau kitoks negu |[DSk|, taciau tuomet kitokie bus ir atkarpy [SpA| ir |S,C|
ilgiai, o lygybe |DS,,|=[S,A|+|S,,C] isliks.

Teorema Nr. 2. Lanko ASC, kur S yra AABC Steinerio tagkas, bet kurio tasko Sk,
nesutampanéio su Steinerio tasku S, atstumy suma iki AABC virsiniy A, B ir C yra didesné negu
Steinerio tasko S atstumy suma iki ty vir§aniy.

Naudodamiesi Toricelio procediira, surasime AABC Steinerio taska S ir lanke ASC paimsime
taska Sy, nesutampanti su S (zidr. 139 ,,b* pav.). Teorema Nr.2. teigia, jog |ASk|+|BSk|+CSk[>|AS|+
+BS|+|CS|. [rodysime tai.

I$ teoremos Nr.1. iSplaukia, jog |ASk|+|CSk|=/DSk| ir |AS|+|CS|=|DS|. Tuomet |ASg|+|CSk|[+
+BS|=|DSk|+BSk|, o |AS[+|CS|+BS|=|DS|+BS|=|DB|. Kadangi tiesés DB ilgis yra mazesnis negu
lauztinés DSkB, tai i$ to ir iSplaukia nelygybé, kuria reikéjo irodyti.

Irodeg, kad lanke ASC néra taSky, kuriy atstumy suma iki trikampio ABC virStniy bty
trumpesné ar lygi Steinerio tasko S atstumy sumai, pereisime prie skritulio segmento ASC vidiniy tasky
Si nagringjimo.

Teorema Nr. 3. Jei per bet kuri segmento ASC vidinj tagka S; nubréztume elipsg taip, kad tos
elipsés zidiniais buty taskai A ir C (zitr. 139 ,,c“ pav.), tai tos elipsés virSutinio lanko susikirtimo su
apskritimo lanku ASC taskai S, ir S, bus nutolg nuo tasko D toliau negu visi kiti tos elipsés virSutinio

lanko taskai.

Sios teoremos jrodymui pravesime abscisiu x asj, sutampan¢ia su tiese AC. I§ atkarpos AC
vidurio tasko M iskelsime statmenij lanko ASC (kur S —Steinerio taskas) link. Priimsime §j statmeni
teigiamaja ordinaiy y aSimi, o to statmens susikirtimo su abscisiy x asimi taska M — dekartiniy
koordinaciy sistemos centru. Atstuma |[MA|=MC]| priimsime lygy c, t.y. priimsime, jog |AC|=|AD|=
=|DC|=2c.
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Tuomet tasko A koordinatés bus xa=—c, ya=0, tasko C koordinatés xc=c, o yc=0, tasko D

koordinatés xp=0, yD=—c\/§ , apskritimo, apibrézto aplink lygiakrasti AADC, centro O koordinatés

3 e o .. " . L
x0=0, yo=—c——, ordinaciy asies susikirtimo su apskritimo lanku ASC tasko S™ koordinatés X =0,

Y :cg , apskritimo spindulio r ilgis [OA|=|OC|=|OD|=|0OS|=|0S"|=|0S i FIOS |=# .

Rasime elipsés, turincios zidinius taskuose A ir C bei kertancios skritulio segmento ASC vidini
2 2

taska S; (zitr. 139 ,.c pav.), lygties +Z—2:1 koeficienty a ir b reikSmes. I§ elipsés apibrézimo

2
a
iSplaukia, jog [ASi+|CSj|=2a=const bet kuriam elipsés taSkui (S;,S, ,S,,ir tt). Todel
L _AS |+]CS; | |AS [+]CSy | [ASy, [+[CSy, |
2 2 2
charakterizuojanéios lygybés b*=a’—c’.
Apibrézto aplink AACD apskritimo lygti gausime, istate i lygti (x—X,)*+(y—yo)’=r" koordina¢iy

ZC\EJZ _ 4¢°

. Koeficiento b reik§me galime rasti i elipse

2
Xo» Yo i spindulio r reik§mes: x° + (y +%j = (

3 3

Zinodami elipsés ir apskritimo lygtis, galime rasti ir ju susikirtimo tasky koordinates.
e . y e @ . . . a 2 2
Pavyzdziui, tasko Sy, (zitr. 139 ,c* pav.) koordinatés yra tokios: Xsp, :b—x/a —4b~
c
b3

c
Rasime atstumo nuo tasko D iki elipsés virSutinio lanko bet kurio tasko S; priklausomybg nuo

to taSko ordinates g, : IDs;l*=( Xs; —xp)*H( Ys; —yp)’=( Xs; —0)*+( ¥s; +c\/§ )= xgi + ygi + 2cyg, \/5 +

Ysi, = . Tasko S, koordinatés:, Xs, = X, Vs, = Vs, -

2 2 2 2
Xq. . .
+3c2. Kadangi a—j+1_szl:1, tai x2 =32( _1_521}, i§ kur |Dsf’=a’+y; (1——:2} 2cyg V3 +

2
+3c? :_;_2Y§i +2cyg, B+a? 43¢,

d|S;D d|S.D
Diferencijuodami §ia lygybg, galime rasti SiD| Gauname 2|SiD|M:
dysi dYSi
2
c . d|S;D| c c
=-2— .+2cx/§,1§kur it el S A ﬁ__ .
b2 7% dys, |siD|( b2 ys‘j
2 d|s,D d*|s,D 2
Kai yq :b \/5’ tai S; |:0. Kadangi | 2‘ |:— 20 <0, tai taskuose,
l ¢ dysi dYsi b” |S;D|
*J3
kuriuose yg, =———, atstumas [S;D| pasiekia maksimuma.
c

O tokias ordinates, kaip jau esame apskaiciave, turi apskritimo ir elipsés virSiiniy lanky
susikirtimo taskai S, irS, . Tai ir irodo teoremos Nr.3 teigini, jog taskai S, irS, yra labiausiai
nutole nuo tasko D elipsés taskai.

Teorema Nr. 4. Bet kuriam vidinio skritulio segmento ASC taskui S; galioja nelygybé
|ASi[+BS;|+|/CS;>|AS|+|BS|+|CS|, kur S — trikampio ABC Steinerio taskas.

Sios teoremos jrodymas susideda i§ desimties Zingsniy:

1) nubréziame elips¢ per taska S;, turinCia zidinius taskuose A ir C, kaip tai daréme
irodinédami teorema Nr.3 (zitr. 139 ,.c* pav.);

2) randame elipsés ir apskritimo virSuniy lanky susikirtimo taSkus S, irS, ;

3) |AS{HCSi=|AS+|CSy, kadangi taskai S; ir Sy priklauso tai paciai elipsei;

4) |AS+|CSy|=/DSy|, nes taskas Sy priklauso apskritimo lankui ASC ir jam galima taikyti
teorema Nr.1;
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5) |DSi+[S;B[=|DS[+|SBJ, nes lauztiné DS;B turi buti ilgesné uz ties¢ DB; lygybés Zenklas
atsiranda todél, kad vidinis taskas S; gali guléti ir ant tiesés DS, kur S — Steinerio taskas;

6) |DS>|DS;|, nes S; — elipsés taskas, esantis vidiniu segmento ASC tasku, todél negalintis
sutapti su elipsés tasku Sy, priklausanciu apskritimo lankui, o tuomet i§ teoremos Nr.3 iSplaukia
nelygybé |DSy|>|DSj|;

7) ketvirtajame $io jrodymo zingsnyje mes buvome gave, jog |DSy|=|ASy|+|CSy/, o treiajame
zingsnyje, kad |ASy+|CSy|=|AS;|+|CSj|, todél i§ nelygybés, gautos SeStajame zingsnyje, iSplaukia:
|AS;[+|CS;[>[DSil;

8) 18 nelygybés |AS;+|CS;|>|DS;| isplaukia |AS;+|CS;|+BS;>|DS;|+BSi|;

9) kadangi [DS;+|BS;|>|DS|+|SB| (zidir. penktaji zingsnj), tai i§ astuntojo zingsnio nelygybés
gauname |AS;|+|CS;|+BS;>|DS|+|SBJ;

10) kadangi [DS|=|AS|+|CS| (zitir. teorema Nr.1), tai |AS;+|BS;|+|CS;>|AS|+BS[+|SC|, ka ir
reikéjo irodyti.

Taigi, Steinerio medis yra trumpesnis uZz bet kurji kita medi, jungiantj trikampio ABC,
neturin¢io kampuy, didesniy uz 120°, vir§aines bet kuriuo atveju: ir kai medzio centru pasirenkami taskai
segmento ASC viduje, ir kai jie pasirenkami ant jo ribos. Kai taskas S; pasirenkamas ant tiesés AC, tai
elips¢ iSsigimsta | atkarpa AC, o taskais S, ir S, tampa taskai A ir C. Teorema Nr.3 galioja ir Siuo

atveju, kai S; guli ant atkarpos AC ir yra jos vidinis taskas, nes DA=DC=2c>Ds;. Todél galioja ir
teorema Nr.4.

Belieka irodyti, kad bet koks medis trikampyje, jungiantis trikampio virS§tines su trikampio
vidiniu tasku, esanéiu ne tik segmente ASC, bet ir vir$ lanko ASC, yra ilgesnis uz Steinerio medj.

Teorema Nr. 5. Kiekviena taska S;, priklausant] trikampio ABC vidui arba jo krastinei ir
nesutampanti su Steinerio tasku S, galime laikyti nors vieno i§ triju segmenty ASC, ASB ir CSB vidiniu
tasku (zidr. 139 ,,d“ pav.).

Sios teoremos irodymas susideda i$ keturiy Zingsniy:

1) taske S wvisy trijy apskritimy lankai susikerta ir gaunami kampai ZASC=/CSB=
=/BSA=120° bei nepersidengiantys trikampiai ASC, CSB ir BSA, padengiantys visa trikampio ABC
plota;

2) bet koks taskas S;, priklausantis trikampiui ABC (jo krastinéms ar jo vidui), batinai
patenka nors | viena i$ trikampiy ASC, CSB ir BSA,;

3) tarkime, kad taskas S;, nesutampantis su Steinerio tasku S, patenka i trikampj CSB; tuomet
jis biitinai bus segmento CSB vidiniu tasku S; (zior. 139 ,,d* pav.).

4) tuomet i$ teoremos Nr.4 iSplaukia, jog |AS;+BS;+|CS;>|AS|+|BS|+|CS|; panasia nelygybe
gautume ir tuo atveju, kai taskas S; buity patekes i kurj nors kita trikampi (i jo vidy ar krasting).

Taigi, bet kuriam trikampio ABC taskui S;, nesutampanéiam su Steinerio tasku S, teisinga
nelygybé |AS;|+|BS{+/CSi|>|AS|+BS[+CS|, t.y. Steinerio medis bet kuriame trikampyje,
neturin¢iame kampy, nemaZesniy uz 120°, yra trumpiausias medis, jungiantis visas tris trikampio
vir§iines.

Naudodamiesi panasiais metodais, galime jrodyti, kad Steinerio medis kvadrate pavaizduotas
134 ,c*“ ir 134 ,,d“ pav., taip pat yra pats trumpiausias medis i§ visy galimy medziy, jungianciy visas
keturias kvadrato virSiines.

Ieskodami trumpiausiy medziy, jungianciy n mazgy, susiduriame su gana sudétinga problema:
didéjant mazgy (vir§aniy) skai¢iui n, galimy Steinerio medziy skai¢ius labai sparéiai didéja. Pavyzdziui,
kai n=7, galimy jvairiy Steinerio medziy, kuriuos reikéty perziaréti, kad i§sirinktum trumpiausia, gali
buti jau tikstandiai, o kai n=10 — milijonai. Kai n=20, perziarétiny Steinerio medziy skai¢ius
matuojamas jau milijardais, ir net moderniausioji kompiuteriné technika tokioje situacijoje padéti jau
nebegali.

Taciau sprendziant praktinius uzdavinius galima pasitenkinti sprendiniu, pakankamai artimu
optimaliam, ir nebiitina perrinkinéti milijjonus bei milijardus varianty. Pavyzdziui, vietoj to, kad
ieskotume minimalaus Steinerio medzio, galima surasti MJM, ka, naudojantis Kruskalo algoritmu,
galima padaryti gana greitai, net esant gana dideliam mazgy skaiciui n. Tai, Zinoma, dazniausiai bus ne
pats trumpiausias medis, taciau net blogiausiu atveju, kaip 1990 m. jrodé¢ F.Vangas (F.Hwang) ir Ding
Zu Du (Ding — Zhu Du), tokio sprendinio skirtumas, lyginant su pa¢iu trumpiausiu medziu, nickada
nebus didesnis uz 13,4%, o dazniausiai jis nevirSys net 5%. IS kur atsiranda skaiCius 13,4%, mes
nesunkiai suvoksime, prisimine, kad lygiakras¢io trikampio [SM] yra 13,4% trumpesnis uZ to trikampio
[MJIM]. Ir tai yra pati didZiausia ekonomija, kuria galime gauti, pereidami nuo [MJM] prie [SM].

Surade MJM, mes galime gautaji sprendima Siek tiek pagerinti, jvesdami Steinerio taskus kai
kuriy MJM kampy, mazesniy nei 120°, viduje, kaip tai parodyta 140 pav.
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140 pav.

Pradzioje i§ duotojo tinklo (zidr. 140 ,,a* pav.), naudodamiesi Kruskalo algoritmu, gauname to
tinklo MIM (ziar. 140 ,,b* pav.), kurio ilgis 2917 vienety. Po to trikampiuose ADE ir BDC jvedame
Steinerio taskus S, ir S, ir tokiu biidu gauname viena i§ galimy Steinerio medziy, kurio ilgis — 2809
vienety. Pereidami nuo MJM prie SM §iuo atveju sutaupome apie 3,7% medzio ilgio. Sis pavyzdélis
paimtas i§ knygos [109], kurioje pasakyta, kad, pasirodo, §is SM yra pats trumpiausias medis i3 visy
galimy. Tuo buvo isitikinta, atlikus kompiuteriu kelis tikstan¢ius galimy Steinerio medziy palyginima.
TaGiau, kaip matéme, § Steinerio medi mes gavome gana greitai, vadovaudamiesi paprastais
samprotavimais, kad trikampiuose, neturinc¢iuose kampy, didesniy nei 120° bei lygiy 120°, peréjimas
nuo MJM prie SM, leidzia sutrumpinti medzio ilgji ir tuo daugiau, kuo trikampis artimesnis
lygiakras¢iui. Dauguma studenty, kuriems $iy eiluciy autorius buvo uzdavgs §i trumpiausio jungiancio
medzio paieskos uzdavinj, surado kaip tik §i sprendinj, pateikdami ji kaip ,,pakankamai artima
optimaliam®, nezinodami, kad $is sprendinys ir yra optimalus sprendinys. Tukstan¢iy galimy Siuo atveju
Steinerio medziu varianty parinkimas ir palyginimas, jei ji ir biitume jvykde, nebiity leides sutrumpinti
duotasias septynias virStines jungianti medi, o biity suteikes tik zinojima, kad geresniy sprendiniy néra.
Ar visada apsimoka taip brangiai mokéti uz vien tik toki zinojima? Todél praktikoje gana daZnai
apsiribojama pirmuoju gautu pakankamai geru sprendiniu, toliau nebeieskant ,kupetoje Sieno auksinés
adatos*, kurios gal ir i§ viso toje kupetoje néra (kaip Siuo atveju).

Jei nagrinéjamu atveju (zZitir. 140 pav.) biitume apsiriboj¢ MIM ir nebiitume isivede ty dvieju
Steinerio tasky S; ir S,, tai net ir tuo atveju biitume ne taip jau toli nuo optimalaus sprendinio, nes §iuo
atveju optimalus SM skiriasi nuo MIM tik apie 3,7%.

1.9.2.14. Oilerio cikly bei keliy duotoje struktiroje radimo operacija

Si skyreli pradésime nuo uzdavinio, kurio sprendimas davé pradzia grafy teorijai.

XVIII a. pradzioje Karaliau¢iaus miesta Priegliaus upé dalijo i keturias dalis: dvi salas A ir B
bei | desinjji ir kairjji krantus D ir K. Tas miesto dalis jungé septyni tiltai (zitr. 141 ,,a“ pav.).

Miesto gyventojams pariipo surasti tokj pasivaik§¢iojimo marsruta, kuriuo biity galima apeiti
miesta, pereinant kiekvienu jo tiltu lygiai po viena karta, ir sugrizti i ta pacia vieta, i$ kurios prasidéjo
pasivaiks¢iojimas. Kadangi miestelény bandymai rasti toki mars§ruta buvo nesékmingi, tai tas uzdavinys
pasieké viena Zymiausiy ty laiky matematika — Leonardg Oileri (Leonhard Euler, 1701-1783), kuris ir
irodé, kad tokio marSruto buti negali.

Sprgsdamas §i uzdavini L.Oileris suvedé to uzdavinio modeli i grafa, kuriame Karaliauciaus
miesto dalys buvo pavaizduotos neorientuoto grafo vir§inémis, o tiltai — to grafo briaunomis (zitir. 141
D pav.).
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Kad galétume suformuluoti tas teoremas, kurias, spresdamas Karaliaué¢iaus tilty uzdavini, irodé
L.Oileris, jvesime kai kurias savokas.

Kiekvienai grafo virSinei v; priskirsime dydi degv;, vadinama tos vir§iinés laipsniu ir rodanti,
kiek briauny susikerta toje vir§tnéje. Pavyzdziui, grafo, pavaizduoto 141 ,,b“ pav., virStiniy laipsniai:
degA=3, degB=5, degD=3, degK=3.

Granding, jungiancia dvi skirtingas grafo virSiines ir sudaryta i$ visy grafo briauny, paimty po
vieng ir tik po viena karta, vadinsime Oilerio keliu. Ne kiekvienas grafas gali turéti Oilerio kelia.
Pavyzdziui, 141 ,,b* pav. pavaizduotas grafas neturi né vieno Oilerio kelio. Taciau, jei iSmesime briauna
AB, tai tarp vir$tniy K ir D atsirasty Oilerio keliai KBDBKAD, KBDAKBD ir KADBKBD. Oilerio
kelio egzistavimo (ir neegzistavimo) salygos bus suformuluotos Oilerio teoremoje, salyginai pavadintoje
antrgja Oilerio teorema.

Cikla, jungianti bet kuria grafo virsiing su ja pacia ir sudaryta i§ visy grafo briauny, paimty po
viena ir tik po viena karta, vadinsime Oilerio ciklu. Ne visi grafai turi Oilerio ciklus. Pavyzdziui, grafas,
pavaizduotas 141 ,,b* pav., neturi Oilerio ciklo. Taciau, perkélg viena i§ briauny DB { briaunos AK vieta
ir tokiu budu sudar¢ dvi briaunas KA ir vieng briauna BD, biitume gave grafa, turinti Oilerio ciklus
ADBAKBKA, ABDAKBKA, ADBKBAKA, ADBKABKA, AKADBKBA, AKABKBDA,
AKBKADBA ir t. t. Oilerio ciklo egzistavimo (ir neegzistavimo) salygos bus suformuluotos pirmoje
Oilerio teoremoje.

Pirmoji Oilerio teorema. Jei jungiojo grafo visos virSiinés yra lyginiy laipsniy, tai jis turi
bent viena Oilerio cikla (daZniausiai — daugiau negu viena), o jei grafas turi bent vieng nelyginio
laipsnio virSine, tai jis negali turéti Oilerio ciklo.

I§ Sios teoremos kaip tik ir iSplaukia, jog apeiti Karaliauciaus tiltus, pabuvojant ant kiekvieno
tik po vieng karta, nejmanoma.

Antroji Oilerio teorema. Jei jungusis grafas turi lygiai dvi nelyginio laipsnio virSiines, tai
tas grafas turi ir bent vieng Oilerio kelia (daZniausiai — daugiau), ir visi tie keliai prasideda
vienoje i§ nelyginiy virsiiniy ir baigiasi kitoje, o jei grafas turi daugiau nei dvi nelyginio laipsnio
virsiines, tai jis negali turéti Oilerio kelio.

Kaip matome, grafas, kuri sudaro Karaliauciaus tiltai, negali turéti ne tik Oilerio ciklo, bet ir
Oilerio kelio.

Trecioji Oilerio teorema. Viso grafo virSiiniy laipsniy suma yra lygi dvigubam briauny
skaiciui, todél ta suma visuomet yra lyginis skaicius. Dél tos pacios prieZasties bet kurio grafo
nelyginio laipsnio virSaniy skaicius gali buti tik lyginis, ir todél joks grafas negali turéti,
pavyzdZiui, tik vienos nelyginio laipsnio vir§iinés.

Visos trys teoremos jrodomos gana paprastai, todél ju jrodyma palieku skaitytojui, Cia
pateikdamas Oilerio kelio ir Oilerio ciklo radimo algoritmus (Flerio algoritmus), kuriuos zinant,
skaitytojui bus nesunku sukonstruoti Oilerio kelio ir Oilerio ciklo egzistavimo teoremy jrodymus. O
Oilerio ciklo neegzistavimo teorema tiesiogiai iSplaukia i$ teiginio, kad Oilerio cikle | kiekviena grafo
virsiing yra ateinama lygiai tiek pat karty, kiek ir iSeinama, todél grafe, kuriame egzistuoja Oilerio
ciklas, visy vir$iiniy laipsniai bitinai turi buti lyginiai. Panasiai jrodoma ir Oilerio kelio nebuvimo
salyga.

Pries pradédami aprasinéti Flerio algoritmus, ivesiu dar viena savoka — tilto grafe savoka.

Grafo tiltu vadinama tokia jo briauna, kuria eliminavus, grafas tampa nejungiuoju grafu.
Pavyzdziui, grandingje P, bet kuri jos briauna yra tiltas: jei eliminuojame briaunas grandinés galuose, tai
grandiné suskaidoma | granding P, ; ir izoliuota vir§iing K;, o jei eliminuojame briaung grandinés
viduje, tai i§ grandinés P, gauname dvi grandines Py ir P, . Medziai T, taip pat sudaryti vien tik is tilty.
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Ne kiekvienas grafas turi tilta. Pavyzdziui, nei ciklas C,, nei pilnas grafas K,, kai n>2, neturi
tilty.

Flerio algoritmas Oilerio keliui rasti susideda i§ tokiy zingsniy.

1. [Isitikiname, kad duotajame grafe Oilerio kelias egzistuoja, t. y. isitikiname, kad duotasis
grafas turi dvi ir tik dvi nelyginio laipsnio virSiines.

2. Pasirenkame viena iS ty virStiniy kaip Oilerio kelio pradzia. Kita nelyginio laipsnio vir§tiné
bus Oilerio kelio pabaiga.

3. Jei i$ pasirinktosios virsiinés iSeina tik viena briauna, tai pasirenkame ja, o jei tokiy briauny
yra keletas, tai pasirenkame bet kurig i$ ty, kuri néra grafo tiltas. Pasirinktaja briauna pazymime kaip
briaung, priklausancia Oilerio keliui, suteikdami jai eilinj numerj, ir pacia briaung eliminuojame i$
grafo.

4. Jei grafe dar liko neeliminuoty (t. y. neperkelty i Oilerio keliag) briauny, tai griztame i
treciaji algoritmo zingsnj ir tgsiame algoritmo darba. Jei grafe neeliminuoty briauny jau nebeliko, tai
reiskia, jog jau sudarytas Oilerio kelias ir algoritmas baigé darba.

Flerio algoritmas Oilerio ciklui rasti labai panasus { ka tik aprasytaji algoritma ir skiriasi nuo
jo pirmuoju ir antruoju zingsniais.

1. Isitikiname, kad duotasis grafas turi Oilerio cikla, t. y., kad visy jo virStiniy laipsniai yra
lyginiai.

2. Pasirenkame bet kurig grafo briauna, pazymime ja kaip priklausancia Oilerio ciklui ir
eliminuojame i$ grafo, patys pasilikdami vienoje i$ pasirinktosios briaunos virStniy.

3. Toliau kartojame treciaji ir ketvirtaji ka tik apraSytojo algoritmo Oilerio keliui rasti
zingsnius iki tol, kol algoritmas baigia darba.

Oilerio ciklo radimo algoritmas gali biiti gana placiai taikomas praktikoje.

Pavyzdziui, norint sudaryti optimaly Siuk$liy surinkimo masinos marsruta, reikia sudaryti
Oilerio ciklg grafe, kurio briaunos yra miesto gatvés ir gatvelés, vir§tinés — ju sankryzos. Oilerio ciklas
leidzia taupyti laika ir benzing, pravaziuojant kiekviena gatve (ar deSiniaja bei kairiaja jos puse, jei
gatvéje intensyvus judéjimas ir SiukSlés surenkamos atskirai kiekvienoje gatvés puséje) tik po viena
karta. Su panaSiu uzdaviniu susiduria miestelio pastininkas, susidarydamas sau pasto iSne§iojimo
marsrutg, policijos patrulis, apvaziuodamas nakti miesto gatves ir gatveles ir pan. Teigiama, kad taikant
grafy teorija vien tik Niujorko miesto tvarkymo tarnyby transporto marSrutams sudaryti, sutaupoma apie
25 milijonus doleriy per metus.

Sprendziant Oilerio keliy ir Oilerio cikly sudarymo uzdavinius, neretai susiduriama su atvejais,
kai nagrinéjamasis grafas neturi Oilerio cikly bei Oilerio keliy. Tuomet tenka uzsiimti to grafo
oilerizacija, t. y., kai kuriy to grafo briauny papildomu dubliavimu, tuo padidinant kai kuriy grafo
vir§tiniy laipsnius nuo nelyginiy iki lyginiy. RySium su tuo iSkyla optimalios oilerizacijos uzdavinys:
kaip grafa, neturinti Oilerio ciklo, paversti grafu, turinéiu toki cikla, sudubliavus minimaly turimy
briauny skaiciy. Sprendziant optimalios oilerizacijos uzdavinj gali tapti svarbiomis ir tokios briauny
charakteristikos kaip briauny ,,ilgiai* ¢;; (pravaziavimo i§ punkto ,,i* i punkta ,,j* trukmés bei kainos ir
pan.), kas netur¢jo reikSmes sprendziant Oilerio ciklo radimo uzdavini, kai grafas tur¢jo Oilerio cikla ir
nereikéjo oilerizacijos.

Pailiustruosiu, kaip sprendziamas grafo optimalios oilerizacijos uzdavinys, kai visos duotojo
grafo briaunos yra vienodos, t. y. turi vienodus ,,svorius“ ¢;j, ir minimizuojamas tik papildomai jvedamuy
briauny, dubliuojanciy jau esancias, skaicius.

Tarkime, jog turime grafa, pavaizduota 142 ,,a* pav. Dauguma $io grafo vir§tniy turi lyginius
laipsnius, tac¢iau 12 virsiniy (B, C, D, F, G, H, J, K, L, N, O ir P) — nelyginius.

a) b) ¢) d)
A B C D E A B C D E A B C D E A B C_D E
P F P F P F P F
o G O G (6] G (6] G
N H N H N H N H
M L K | 1 M L K J 1 M L K J | M L J |
142 pav.

Galéty pasirodyti, kad optimalios oilerizacijos rezultatas — tai grafas, pavaizduotas 142 ,,b*
pav., nes visos jo vir§inés turi lyginius laipsnius ir tai pasiekta ivedus tik 6 papildomas briaunas PB,
CD, FG, HJ, KL ir NO. Taciau Sis grafas néra oilerizavimo rezultatas, nes papildomos briaunos PB ir HJ
reiSkia ne kokij nors pakartoting pravaziavima jau esancia gatve, o dvieju naujy gatviy atsiradima, kas
nejeina | Oilerio ciklo sudarymo uzdavinio sudéti, ieSkant optimaliy marSruty. Juk naujy gatviy
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pravedimas gali biiti suriStas su daug didesnémis iSlaidomis negu ta ekonomija, kuria gautume
trumpindami marsruta, ir todél gali atsipirkti tik tada, kada planuojamu marsrutu bus naudojamasi labai
intensyviai. Zodziu, uzdavinys, sprendziantis, kada apsimoka tiesti naujas gatves, yra visai kito tipo
uzdavinys, nepriklausantis Oilerio cikly radimo uzdaviniy klasei.

Grafas, pavaizduotas 142 ,,c* pav. yra grafo, pavaizduoto 142 ,,a“ pav., oilerizavimo rezultatas.
Visos to grafo vir§iinés turi lyginius laipsnius ir todél Sis grafas turi Oilerio cikla, kuri galima rasti
naudojantis Flerio algoritmu. Taciau $i oilerizacija néra optimali, nes jai prireiké 10 papildomy briauny,
kai tuo tarpu grafy i§ 142 ,,a* pav. galima oilerizuoti, ivedant mazesni papildomy briauny skaiciy.

142 ,.d“ pav. vaizduojamas optimalios oilerizacijos rezultatas — Oilerio grafas (t.y. grafas,
turintis Oilerio cikla), kuriam gauti reikia tik astuoniy papildomy briauny.

Oilerizuojant grafus, kuriy briaunos turi nevienodus svorius c;;, dubliuojanciy briauny jvedimas
pradedamas nuo ty dublivotiny briauny dubliavimo, kurios turi maziausius svorius, ir parenkamas toks
galutinis oilerizavimo variantas, kuriame papildomai jvesty briauny svoriy suma yra maZiausia.

1.9.2.15. Hamiltono ciklo ir Hamiltono optimalaus ciklo
duotajame tinkle radimo operacijos

Tarkime, jog turime strukttira, kuria sudaro p jos elementy (ta struktiira vaizduojancio grafo
vir§iiniy), Zymimy numeriais 1, 2, ..., i, ..., j, ..., p, ir £ vienpusiy rySiy (to grafo lanky) (i—j),
jungianciy elementa ,,i* su elementu ,,j.

Tarkime, jog ta struktiira vaizduojantis grafas yra svorinis, t.y., jo lankai (i—j) yra
charakterizuojami tam tikrais svoriais cjj, vaizduojanciais arba atstuma nuo mazgo ,,i* iki mazgo .,
arba peréjimo i§ mazgo ,,i* { mazga ,,j’ trukme, arba to peréjimo kaina ir pan. Siame skyrelyje dydzius Cij
laikysime dydziais, kuriy sumas biity pageidautina minimizuoti.

Kai tiesioginis peré¢jimas i§ mazgo ,,i { mazga ,,j* (pavyzdziui, i§ biisenos ,,i | buseng ,,j*) yra
nejmanomas ar neleistinas, tai laikysime, jog tokiais atvejais cj=c0. Kai ViVj(cij=cj), tai toki svorini
grafa vadinsime simetriSku. Simetriskuose grafuose galima vietoj lanky (i—j) ir (j—i) iSkart nagrinéti
briaunas (i<>j).

Siame skyrelyje mes nagrinésime du uzdavinius, suritus su Zymaus airiy matematiko ir
astronomo V. R. Hamiltono (W. R. Hamilton) vardu.

Pirmasis uzdavinys — tai ciklo C, (arba orientuoto ciklo C g‘” ), jungiancio visas duotojo grafo
vir§iines taip, kad kiekviena vir§iiné ieity i ta cikla po vieng ir tik po viena karta, radimo uzdavinys,
sutrumpintai vadinamas Hamiltono ciklo radimo uzdaviniu.

Atrodyty, jog Sis uzdavinys turéty biiti panaSus { Oilerio ciklo radimo uzdavini, nes ju
formuluotés gali biiti gautos viena i§ kitos, sukeitus vir§tinés ir briaunos savokas vietomis, taciau, kaip
neuzilgo pamatysime, §iy uzdaviniy sprendimo algoritmai zymiai skiriasi. Skiriasi ir Oilerio bei
Hamiltono cikly egzistavimo duotajame grafe salygos.

Jei Oilerio ciklo egzistavima ar neegzistavima duotajame grafe nustatyti yra nesunku, tai
Hamiltono cikly atzvilgiu iki Siol dar nesurastas toks pozymis, kuris kartu biity ir bitinas ir pakankamas
tokiy cikly egzistavimo (ar neegzistavimo) pozymis. Suformuluotos ir jrodytos tik kai kurios dar
nepakankamai stiprios teoremos apie atskiras biitinas bei pakankamas Hamiltono ciklo egzistavimo
salygas, dar neleidziancios kiekvienu atveju vienareikSmiskai atsakyti | klausima, ar duotasis grafas turi
(ar neturi) Hamiltono cikla.

Viena tokiy teoremy — jau mums zinomo (zitr. 1.9.1.2. skyrelj) kvantinés fiziko teoretiko
P. Dirako (P. Dirac) teorema, teigianti, jog jei grafo, turin€io ne maziau kaip tris virStnes, kiekviena
vir§iiné sujungta ne maziau kaip su puse visy duotojo grafo vir§iiniy, tai to pilnai pakanka, kad tas grafas

turéty Hamiltono cikla. Kitaip tariant, Dirako teorema galima uZraSyti taip: ,,[Vi(degvizg)/\

A(p>3)|—>grafas turi Hamiltono cikla“. Si implikacija visada yra teisinga, taGiau atvirksting
implikacija ne visada teisinga, todél Dirako poZymis yra pakankamas, bet néra biitinas Hamiltono
grafo egzistavimo poZymis.

Pavyzdziui, bigrafas Kj 3, turintis 6 virSiines, kuriy kiekviena surista su trimis kitomis, tenkina
Dirako teoremos salygas ir todél turi Hamiltono cikla, kuo nesunku isitikinti ir tiesiogiai, taciau toks
ciklas egzistuoja ir struktiiroje Cs, nors joje kiekviena vir§iiné surista tik su dviem kitomis (t. y. maziau

negu su puse vir§tiniy) ir todél netenkina Dirako teoremos salygos Vi(degvizg ).
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