Laikysiu taip pat, kad visi skaitytojai vienodai supranta zymenis €,C, C, @, suvokia, ka reiskia
BcA bei CcA, ka vadina aibés A poaibiu B bei jos tikriniu poaibiu C, Zino, jog aibés gali buti
aprasomos ir apibréziamos dvejopai: 1) iSvardijant visus ju elementus bei nurodant figliriniuose
skliausteliuose ty elementy pavadinimus ar identifikatorius (pavyzdziui, arabisky skaitmeny aibé A={0,
1, 2, 3, 4,5, 6,7, 8, 9}); 2) nurodant apibréziamos aibés visiems elementams budinga savybe,
i$skiriancia juos i$ kity elementy, nepriklausanciy tai aibei (pavyzdziui, sveikyjy skaiciy x, daliy skaiciui
3, aibé B={xeZ/x(mod3)=0}, kur Z — specialus sveikyjy skaiciy aibés Zymuo).

Aibes sutrumpintai zymésime didziosiomis lotyniskomis raidémis (A, B, C, ..., M, N, .., X, Y,
Z) su indeksais ir be jy, aibiy elementus — atitinkamomis mazosiomis lotyniskomis raidémis (su
indeksais ir be juy), elementy skaiCiy baigtinése aibése (ir, bendrai, aibiy galig) — tomis paciomis
didZiosiomis lotyniskomis raidémis, patalpintomis { vertikalius skliaustus (pavyzdziui, |A|, |B| ir t. t.).
Kai kurioms aibiy teorijai svarbioms aibéms suteikiami specialiis Zymenys: N — natiiraliyjy skaiciy 1, 2,
3, .., n, .. aibé, Z — sveikyjy skaiciy aibé, Q — racionaliyjy skaiciy aibé, R — realiyjy skaiéiy aibé, C —
kompleksiniy skaiiy aibé. Mes irgi naudosimés tokiais zyméjimais, kartais dar papildydami juos
papildomais Zenklais (pavyzdziui, Z" — sveikyjy teigiamy skai¢iy aibé, R* — realiyjy skai&iy, nelygiu 0,
aibé ir pan.).

Remdamasis aibés savoka, apibrésiu binarinio sarySio R aibéje A (tarp tos aibés elementy
vienas su kitu) savoka, taCiau pradzioje jsivesiu sarySio savokos apibrézimui reikalingg aibiy
dekartinés sandaugos savoka. Si savoka bus reikalinga ir eiléje kity atveju.

Aibiy A ir B, sudaryty i§ elementy a;eA ir b;eB, kur i=1, 2, 3,..., |A], o j=1, 2, 3,...,, |B|,
dekartine sandauga AxB vadinsime visy galimy pory (a;, b;)) (gaunamy ,,dauginant® kiekvieng
aibés A elementa su kiekvienu aibés B elementu) aibg, turinéia [AxB|=|A|-|B| elementy — pory
(ai’bj)'

Pavyzdziui, aibés A={0, 1, 2}, turinCios |A|=3 elementus ir aibés B={A, [}, turinCios |B|=2
elementus, dekartiné sandauga yra aibé AxB ={(0, A), (0, (1), (1, A), (1, ), (2, A), (2, [))}, turinti
|AxB|=|A||B|=3-2=6 elementus.

Binarinj sarysj R, egzistuojantj kokioje nors aibéje A (t. y. tarp tos aibés elementy), galima
apraSyti (ir tuo paciu — apibrézti) aibiy teorijos terminais, iSskiriant aibéje AxA tokj tos aibés poaibi,
kuri sudaro visos tos ir tik tos aibés A elementy ayeA ir a,, €A poros (ay, a,), kurios yra sarySyje
R. Ta poaibj Zymésime sarySio R Zymeniu R ir vadinsime sarySio R aibéje A algebriniu modeliu,
arba tiesiog sarySiu R, sutapatindami sarySio vienmatéje aibéje A savokas su dvimatés aibés AxA
poaibio savoka: sarySis ‘R aib¢je yra dvimatés aibés AxA poaibis, formaliai apibréziamas formule
{(ax,am)/axeA, aneA, aRa=1}, kurioje a Ra,, =1 reiskia, jog a, yra sarySyje R su a,,}.

Nors binarinis sarySis R, intuityviai suvokiant ta savoka, yra ne esybiy ir jy pory, o
binariniy rySiy tarp esybiy aibé, tac¢iau vaizduodami tuos binarinius rySius elementy, kuriuos tie
rySiai riSa, poromis, kaip tik ir gauname ¢ia ka tik pateiktajj binarinio sarysio R aibéje A formaly
apibréZima, suformuluota aibiy teorijos kalba.

SarySio R buvimg tarp aibés A elementy a, ir a, zymésime formule aRa,<1 (arba,
naudodamiesi 1.5. skyriaus zZymenimis, — teiginiu R(ay, a,)<>1, o jo nebuvima — formule a;Ra,<>0
(t. y. teiginiu R(ay, a,)<0).

Sarysi R tarp aibés A elementy ir pati aibés AxA poaibi R, apibrézianti ta sarysi aibiy teorijos
terminais, galima apraSyti matrica, turinia |A| eiluciy ir tiek pat stulpeliy, atitinkanciy aibés A
elementus. Tos matricos eiluéiy k ir stulpeliy m sankryZose esanciuose langeliuose (¢ia k — matricos
eilutés ir m — matricos stulpelio numeriai, esantys kartu ir aibés A elementy numeriais) jraSomos teiginiy
R(ay, an) loginés reikSmés, vaizduojancios rysio R tarp atitinkamy aibés A elementy buvima ar
nebuvima.

Kaip konkretaus sarySio (ir jo aprasymo, sudarant atitinkama matricg) pavyzdi, pateiksiu
sarysio ,,c, reiSkiancio poaibio priklausomybés aibei sarysj, apraSyma.

Tarkime, jog aibg A, kurioje nagrinésime sarysj ,,=*, sudaro aibés B={0, 1, 2} poaibiai. Visy ty
poaibiy aibe, atsizvelgiant i tai, kad tokiy poaibiy skaicius yra lygus Cjg"+Cpg'+Cjp+...+Cg/*=2", aibiy
teorijjoje priimta Zyméti specialiu zymeniu 2°, i§ kur gauname, jog aibé A yra aibé
2°=2112={g, {0}, {1}, {2}, {0, 1}, {0, 2}, {1, 2}, {0,1,2} }.

Kadangi aibé A turi |A|=25|=2""=2°=8 elementus, tai matrica, aprasanti sary$j CcD, kuriame C
ir D yra aibés B poaibiai ir tuo paciu aibés A elementai, bus 8-sios eilés kvadratiné matrica. Ta matrica
pavaizduota 41-joje lenteléje. Ji sudaryta taip: kai aibé C, atitinkanti tos matricos eilutg, yra aibés D,
atitinkancios tos matricos stulpeli, poaibis, tai matricos langelyje, esan¢iame C eilutés ir D stulpelio
sankirtoje, iraSomas loginis vienetas ,,1“, o tuose langeliuose, kurie atitinka atvejus, kai eilutés aibé C
néra stulpelio aibés D poaibis, iraSomas loginis nulis ,,0%.
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41. lentelé
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Sukeite $ios matricos eilutes ir stulpelius vietomis, t.y. transponave ta matrica, gautume
matrica, vaizduojancia atvirkstinj sarysi (o) '=o.

Sarysi R tarp aibés elementy galima apraSyti ir formulémis, jei priimtume, jog mes jau
suprantame, ka reiskia tose formulése panaudoti Zymenys.

Pavyzdziui, realiyjy skaiciy aibéje R galima apibrézti sarysi ,,daugiau®, kuri Zzymésime zymeniu
»> . Jei laikytume, kad mums Zinoma, ka reiskia atimties operacija ,,—, loginio ekvivalentumo Zenklas
»<> bei bendrumo kvantoriaus Zenklas V, o taip pat yra zinoma, kokia vieta aibéje R uzima jos
elementas ,,0“ ir kokia savybe jis turi, tai sarysi ,,> galétume apibrézti formule

VmeR VneR [(m—n>0)<>(m>n)].

Reikéty atkreipti skaitytojo démesj | tai, kad tokie sarySiy ,,&* ir ,,<* ,,apibrézimai* nesudaro
logiskai nepriestaringos nuoseklios (neturincios savyje ,,ydingojo rato®) ir pilnos apibrézimy sistemos,
apraSytos 1.5.5. skyrelyje, o yra tik tam tikri ivedamy savoky apraS§ymo pavyzdziai, padedantys
skaitytojui aiSkiau, tiksliau ir giliau tas savokas suprasti, naudojantis tuo, kad skaitytojui daugelis tuose
»apibrézimuose™ — apraS§ymuose vartojamy zyméjimy (Zenkly, simboliy bei konstrukciju, sudaryty i$ ju
ir vykdanciy atitinkamy ,,hieroglify” funkcijas) yra Zinomi ir suprantami anksciau jgytos patirties déka.

Kaip nesunku pastebéti, binarinio sarySio R aibéje A savoka sutampa su 1.5. skyriuje jvesta
binarinio santykio sistemoje S tarp ja sudaranciy esybiy savoka. Galima teigti, jog binarinis sarySis
R aibéje A yra algebrinis binarinio santykio R sistemoje S modelis, iSreikStas aibiy teorijos
terminais. I$ Sio teiginio iSplaukia, jog sistemose egzistuojanciy santykiy ir jy struktiros
matematiniam apraSymui galima naudotis aibiy teorijos, algebros ir algebriniy struktiiry teorijos
matematine kalba ir aparatu. Kaip tik dél Sios prieZasties j Sios mokymo priemonés sudétj ir buvo
itrauktas Sis skyrelis, skirtas algebrinéms struktiiroms: Kkuriant struktiiry algebra, tikslinga
pasinaudoti jau egzistuojanciu algebriniy struktiiry teorijos matematine kalba ir matematiniu
aparatu. Néra tikslo antra kartg iSradinéti jau iSrasta dvirati.

Naudojantis aibiy teorijos terminais, galima formaliai aprasyti (o kartu ir apibrézti) ne tik
santykio R, bet ir 1.5. skyriuje jvesta savybeés P savoka.

Tarkime, kad mes, nagrinédami esybes a,, a,, a3, ..., sudarancias visy mums $iuo metu Zinomy
esybiy aibg A, pastebéjome, jog kai kurios esybés ap;, aps, aps ... turi kazka bendro, iSskiriancio jas i§
visy kity mums zinomy esybiy, taciau su tokiu bendrumu susiduriame pirma karta ir net pavadinimo jam
dar neturime. Norédami supazindinti kitus Zzmones su atrasta nauja savybe, budinga esybéms ap j, ap,,
ap3 ..., mes aibéje A iSskiriame specialy jos poaibi P, kurj sudaro tos ir tik tos esybés ap;, aps, ap3 ...,
kurios turi ta nauja, bendra visoms toms esybéms, savybe¢. Pazyméje ta nauja savybg to poaibio Zymeniu
P, mes galime teigti, jog savybé P yra tas bendras visy poaibio P elementy poZymis, kuris juos
iSskiria i§ aibés A, atskirdamas nuo visy kity tos aibés elementy, neturinciy to poZymio ir sudaranciy
kita tos aibés poaibj P . Paveikdami poaibio P elementus apibendrinangio abstrahavimo operacija Y(@p1,
app, aps...) Vp;, apraSyta 1.5.8. skyrelyje, mes tokiu biidu galime suformuoti atrastos naujos savybés
savoka, duoti tai savybei pavadinima ir ijungti ja i jau Zzinomy savybiy sarasa.

Aibiy teorijos terminais apraS¢ esybiy savybes, mes galime, naudodamiesi tais terminais,
formaliai aprasyti ir pacias esybes, vaizduodami jas aibémis, kuriy elementai — ty esybiy savybiy
Zymenys. Pazyméjus tas aibes atitinkamy esybiy Zymenimis (vardais, identifikatoriais), juos galima
panaudoti, aprasant santykius tarp esybiy bei ty esybiy savybiy (tame tarpe ir naujai atrasty savybiy,
esybiy ir santykiuy) apraSymui. Tokie apras§ymai, aisku, nesudarys nuoseklios eksplicitinés (iSreikstinés)
savoky apibrézimy sistemos, ta¢iau i§ juy galima sudaryti rekurenting impliciting apibrézimy sistema,
neturinéia savyje ,,ydingojo rato*. Taigi, aibiy teorija ir jos matematinj aparata galima panaudoti
kaip vieng i§ galimy pagrindy, kuriant formalia sistemy teorija trefiuoju metodu (zitr. Sios
mokymo priemonéms ,,[vado* ketvirtaji skyrelj ,,Sistemotyros mokslo formavimo metodai*). [vesdami {
aibg, kurios elementai vaizduoja esybes, esancias nagrinéjamos sistemos sudéties elementais,
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atitinkamus sarySius, vaizduojan¢ius nagrinéjamoje sistemoje esancius santykius tarp jos elementy, mes
gauname struktiirizuota aibe — algebrinj nagrinéjamos sistemos modelj. Kai mus domina tik tos
sistemos struktiiros modelis, tai aibés elementai, biidami sistemos struktiiros elementy modeliais,
jau gali neturéti individualiy savybiy ir skirtis vienas nuo Kkito tik savo struktiirinémis savybémis,
t.y. tik savo numeriais, nusakanciais elemento vieta bei vaidmenj sistemoje, ir tais sarySiais,
kuriais jie yra suri$ti vienas su kitu, sudarydami sistemos struktiira.

Kadangi santykiy, egzistuojanciy sistemoje, visuma nusako sistemos elementy vieta sistemos
struktiiroje ir ju vaidmeni joje, tai galima sakyti, kad, jvesdami i aibe atitinkamus sarySius, mes
sukuriame sistemos struktiiros modelj.

Sarysiai aibése gali biiti labai jvairis ir skirtis vienas nuo kito savo savybémis.

Vienas paprasciausiy sarySiy yra tapatumo sarysis, Zymimas zymeniu id (nuo lotynisko zodzio
»idem®, reiskiancio ,.tas pats), arba tiesiog I. Sarysis I (arba id) — tai aibés elementy sarysis su savim
paciais: a id a. Ta sary$i vaizduojancios kvadratinés matricos teigiamoji istrizainé sudaryta i§ vienety, o
visuose kituose tos matricos langeliuose jrasyti nuliai. Taigi, sarysj id vaizduojanti matrica yra vienetiné
matrica, Zymima [ (kartais taip pat E). Tai matricai budinga tai, kad jos sandauga su tos pacios eilés
kvadratine matrica A yra komutatyvi ir yra lygi tai paciai matricai A. Kitaip tariant, matrica I yra
matricy matricinés daugybos ,,vienetas* (neutralusis elementas).

Kitas binarinis sarysis, artimas sarysiui id, nes aprépia ji, taiau nesutampa su pastaruoju, yra
ekvivalentumo sarysis. Jis jungia binariniais saryS$iais tuos aibés A elementus, kurie yra kuo nors
ekvivalentiis vienas kitam, t.y. turi kokia nors vienoda savybe, nebiitinai sutapdami visomis
kitomis savybémis. Aisku, jog tapatiis elementai visada bus ir ekvivalentis, taciau ekvivalentiis
elementai nebutinai turi biiti tapatas.

Pavyzdziui, dalumo i§ 2 savybés atzvilgiu visus sveikuosius skaiCius, sudarancius aibg Z,
galima suskirstyti i dvi ekvivalentumo klases K,(0) ir Ky(1). Klasei K;,(0) bus priskirti visi lyginiai
skai¢iai m=2k, kur keZ, nes visi tos klasés elementai — skaiCiai m — bus ekvivalentus vienas kitam
dalumo i§ 2 atzvilgiu, kadangi visiems m galios lygybé m(mod 2)=0. Klasei K,(1) bus priskirti visi
likusieji sveikieji skaiciai r, vadinami nelyginiais, ir visiems jiems bus budinga vienoda savybé
r(mod2)=lI.

Analogiskas ekvivalentumo klases aibéje Z galima iSskirti ne tik tada, kada n=2, bet ir bet
kuriam n, tenkinanciam salyga (neN)A(n>1). Tokiu biidu aibé Z bus suskaidyta | n ekvivalentumo
klasiy K,(a), kur a=0, 1, 2,..., n—1. Kai skaiCius n yra jau i§ anksto apibréztas ir zinomas, ekvivalentumo
klasés dalumo i§ n atzvilgiu, vadinamas likiniy moduliu n klasémis, galima Zyméti ir trumpiau, rasant
vietoj K,(a) Zymenj a, t. y. zymint likiniy klases Zymenimis 0,1,2,...,n—1.

Sveikyjy skaiciy ekvivalentumo dalumo i$ n atzvilgiu sarysi kartais Zymi =(mod n): kai skaiciai
beZ ir ceZ, dalijant juos i§ n, duoda vienoda liekana, tai raSoma b(mod n)=c(mod n) ir skaiciai b ir ¢
priskiriami vienai ir tai paciai likiniy moduliu n klasei, kaip ekvivalentiis tarpusavyje.

Aibe {0,1,2,...,n—1}, sudaryta i§ aibiy (aibés Z poaibi)

0= {..—kn,—(k-D)n,..., — 2n, — n, 0, n, 2n,..., kn...},

T={.—kn+1,~(k—-Dn+1,.,—2n+1,—n+1, I,n+1,2n+1,.., kn+1,...},

2={.—kn+2, —~(k —1)n+2,..,—2n+2, - n+2,2,n +2, 2n+2,..., kn +2....},

vadinti ekvivalentumo sarysio =(mod n) faktoraibe.

Kai aibiy elementai gali turéti ne viena, o kelias savybes, kurios gali baiti bendros keliems tos
aibés elementams, aibéje galima sudaryti ne viena, o kelis skirtingus ekvivalentumo sarysius.

Nesunku pastebéti, kad visi ekvivalentumo sarySiai turi bendry savybiu: 1) kiekvienas
elementas, bidamas pats sau tapatus, yra kartu ir ekvivalentus bet kurios savo savybés atzvilgiu; 2) jei
elementas a ekvivalentus elementui b kurios nors savybés atzvilgiu, tai ir elementas b yra ekvivalentus
elementui a tos pacios savybés atzvilgiu; 3) jei elementai a ir b yra ekvivalentiis ir elementas b yra
ekvivalentus elementui ¢ tos pacios savybés atzvilgiu, tai ir elementai a ir ¢ turi biiti ekvivalentiis tos
savybés atzvilgiu, nesvarbu kuo ta savybé bebiity: Tigis, svoris, turtingumas, darbS$tumas, dalumas,
diferencijuojamumas ir t. t.

Todél, abstrahuojantis nuo tos savybés, kurios atzvilgiu aibés A elementai laikomi
ekvivalenciais, galima kalbéti apie apibendrinta ekvivalentumo sarysj.

Pazymésime toki sarysi zymeniu E ir vadinsime tiesiog ekvivalentumo sarysiu.

Toki apibendrinta ekvivalentumo sarysi E apibréSime kaip sarysi, turinti Sias tris pagrindines
savybes:

1) refleksyvuma: V acA (aEac1),

590



2) simetriskuma: V a;eA V ajeA (aEaj=a;Ea)),

3) tranzityvuma: V aicA V ajeA V areA [(aEa)A(aEa=)=(aEa=1)].

I8 ekvivalentumo sarySio E apibrézimo iSplaukia, jog ta sarysi vaizduojanti matrica biitinai turi
buti simetriné, o jos pagrinding istrizaing turi sudaryti vienetukai. Visiems kitiems tos matricos
langeliams turi biiti biidinga tai, kad jei langeliuose (i, k) ir (k, j) stovi vienetukai ir i=k#j, tai langelyje
(1, j) taip pat turi stovéti vienetukas, o taip pat ir langeliuose (j, 1), (k, 1) ir (j, k).

I§ ekvivalentumo sarysio E apibrézimo taip pat, pavyzdziui, iSplaukia, jog sarysis ,,> aib&je R
néra E, nes sarysis ,,> néra nei refleksyvus, nei simetriskas, o tik tranzityvus.

Netenkina ekvivalentumo sarySio reikalavimy ir sarysis ,,myli“, egzistuojantis Zmoniy aibéje,
nes jis ne visuomet tranzityvus (pavyzdziui, i§ to, kad Petras myli savo Zmona, o ta Zmona myli savo
pazistama Antana, ne butinai iSplaukia, jog Petras myli Antang), ne visada simetriskas (dél ko ivyksta
nemazai dramy ir tragedijy), o kartais biina net ir nerefleksyvus (biina juk kartais taip, kad zmogus pats
sau tampa nemielas).

Stai sarysis ,,lygu®, zymimas Zenklu ,.=", yra ekvivalentumo sarysis aibéje R, nes: 1) a=a, 2) i3
a=b iSplaukia b=a, 3) i§ a=b ir b=c iSplaukia a=c.

Miisy jau nagrinétas sarySis =(mod n) bet kuriam neN taip pat yra ekvivalentumo sarysis,
skaidantis aibg Z i ekvivalentumo klases K;(a), kur a=0, 1, 2, ..., n—1, jungiancias kiekvienoje i$ klasiy
Ku(a) ekvivalentumo rySiu =(mod n) kiekviena tos klasés elementa tarpusavyje su kitais tos klasés
elementais (tame tarpe ir su tos klasés elementu a), kadangi kiekvieng klasés K,(a) elementa galima
isreiksti bendra formule a+kn, kur keZ, neN, aeZ'. Klaséms K,(a) bidinga tai, kad: 1) jos néra
tuscios, t. y. Va (K,(a)%0); 2) ju sankirtos yra tuscios, t. y. kai a;€ {0, 1, 2,..., n-1}, ;e {0, 1, 2,...,n -1},

n-1
ai#a;, tai Ky(a;))"K(a)=; 3) aibiy K,(i) sajunga padengia visa aibg Z, t. y. U K, (@0 =Z.
i=0

Nesunku irodyti, kad ne tik ekvivalentumo sarySis =(mod n), bet ir bet kuris kitas
ekvivalentumo sarysis E, suskaido aibg A | netuscius, nesikertancius ir ta aibg pilnai padengiancius
poaibius A;. Ty aibés A poaibiy A; aibg, zymima mg (A), kai tie poaibiai tenkina salygas: 1) jei

|mg (A)
Ajemng(A), tai Azd; 2) jei Aiemg(A), Ajene(A) ir 17, tai AnA=D; 3) UAi =A, vadina aibés A
i=1
skaidiniu ekvivalentumo sarysio E, atZvilgiu, arba aibés A skaidiniu j ekvivalentumo sarySio E,
ekvivalentumo klases Kg (a;) = A;.
| (A) |me(A)
I skaidinio apibrézimo i$plaukia, jog Z'Ai| = |A|, ty., |A| = Z|KE(ai] , kur ajeA; ajeA,
i=1 i=1
ir a;Ea;=0, kai i#].
Galima jrodyti ir atvirkstini teigini: jei aib¢ pavyko kokiu tai biidu suskaidyti i poaibius A,
kurie sudaro skaidinj m(A)={Ai, A,, ..., Az (a)}, tenkinanti salygas:
|n(a)
1) jei Ajen(A), tai AzJ; 2) jei Ajem(A), Ajen(A) ir i#j, tai AinA=D; 3) UAi =A, tai aibéje
i=1
A egzistuoja toks ekvivalentumo sarysis E, kurio ekvivalentumo klasés Kg(a;) sutampa su aibés A
poaibiais A;, sudaranciais ta skaidini, t. y. aibg m(A).

Palieku skaitytojui savarankiSkai jrodyti abu Siuos teiginius, rodancius, kad tarp ekvivalentumo
sarySio E klasiy Kg(a) ir skaidinio mw(A) elementy — aibés A poaibiy A; — taip pat egzistuoja
ekvivalentumo sarysis.

Aibés A skaidini i ekvivalentumo sarysio E ekvivalentumo klases Kg(a;))=A;, t. y. aibe ng(A)=
={A,, Ay,..., A‘n( A) } vadina aibés A faktoraibe ekvivalentumo sarySio E atZvilgiu ir Zymi A/E.

Mes jau esame susidirg su faktoraibiy pavyzdziais. Tai sveikyjy skaiCiy aibés Z faktoraibés
Z,= {6, T,...,n—l}, kurias sudaro aibés Z poaibiai, esantys ekvivalentumo klasémis K;(0), K,(1),...,
Ku(n—1) ekvivalentumo sary$io =(mod n) atzvilgiu. Keisdami n, galime gauti jvairias aibés Z
faktoraibes Z, turincias po n elementy — aibés Z poaibiy, kuriy kiekvienas jungia sveikuosius skaicius,
ekvivalencius vienas kitam tuo, kad tie skaiciai, dalinant juos i§ n, duoda vienodas lickanas. Pavyzdziui,
kai n=2, aibés Z faktoraib¢ Z, sudaro du elementai (du aibés Z poaibiai) — lyginiy ir nelyginiy sveikyju
skaiciy aibés.

Bet kuriai netusc€iai aibei A, atsizvelgiant i bet kuria budinga jos elementams savybe P, galima
sudaryti faktoraibg tos savybés pasireiskimo lygio ekvivalentumo atzvilgiu. Kai savybé P turi tik du
pasireiSkimo lygius (0, kai koks nors a;e A tos savybés neturi, 1, kai koks nors a;eA ta savybe turi), tai
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aibés A faktoraib¢ A/Ep sudarys tik du elementai: aibé ApcA, jungianti visus aibés A elementus,
neturinéius savybés P, ir aibé A|CA, jungianti visus aibés A elementus, turinéius ta savybe. Zinoma, kai
kuriy savybiy P atzvilgiu gali atsitikti ir taip, jog vienas i§ poaibiu (A ar A;) bus tuséias. Tuomet aibés
A faktoraibé turés tik viena eclementa — pacia aib¢ A, nes faktoraibg¢ sudarantys poaibiai pagal
apibrézima turi biiti netusti.

Kai kurios savybés P aibés A elementuose gali pasireikSti ne vienu, o keliais lygiais
(pavyzdziui, zmones pagal ju Gigi galima suskirstyti { kelias klases). Tuomet ir ekvivalentumo klasiy
savybés P atzvilgiu bus tiek, kiek ta savybé turi pasireiskimo lygiy (savybés P reikSmiu py, pa,..., Pn)> O
aibés A faktoraibe A/Ep savybés P pasireiskimo lygiy ekvivalentumo atzvilgiu sudarys aibés A poaibiai
Ay, A,,..., Ay, jungiantys aibés A elementus, turincius vienoda savybés P pasireiskimo lygi.

Akivaizdu, kad vienai ir tai paciai aibei A pagal kita jos elementy savybe galima sudaryti kita
faktoraibg, o taip pat aibés A ekvivalentumo klases, gautas skaidant aibg pagal vienos savybés
pasireiskimo lygj, galima suskaidyti | smulkesnes ekvivalentumo klases pagal kitos savybés
pasireiskimo lygi, gaunant tokiu bidu aibés A poaibius Aj;, kuriuos sudaro aibés A elementai, turintys
vienodus dvieju savybiy pasireiskimo lygius. Toki aibiu, ju poaibiy ir ty poaibiy faktoraibiy sudarymo
procesa galima testi iki tol, kol Zemutinio lygio poaibiuose, sudaranéivose aukstesnio lygio skaidini,
beliks tik po vieng aibés A elementa. Tuo ir grindziamas objekty klasifikavimo sistemy pagal objekty
pozymius sudarymo algoritmas. Klasifikuodami objektus pagal jy poZymius ir kurdami antrojo tipo
sistemas, mes kaip tik ir sudarinéjame aibiy faktoraibes: pradzioje pagal koki nors pozymi P, aib¢ A
suskaidome i netuscius nesikertancius poaibius A;, padengiancius visa aibg A ir jungiancius savyje aibés
A elementus, turin¢ius vienoda pozymio P; pasireiskimo lygi; po to pirmojo lygio faktoraibés elementus
— poaibius A; — pagal kitus poZymius (faktorius) skaidome { poaibius Aj;, sudarydami antrojo lygio
faktoraibes ir t.t., kol gauname faktoraibes, sudarytas i§ aibés A elementy. Tuo ir baigiamas
hierarchinés klasifikavimo sistemos sudarymas, kurioje kiekvienas aibés A elementas patenka i
atitinkama (tik jam vienam skirtg) vieta tos sistemos struktiiroje. Taip atsiranda aibés elementy klasés,
poklasiai, skyriai, poskyriai, blriai, riSys ir t. t., visiems aibés A ivairiy lygiy poaibiams ir patiems jos
elementams sudaromi ir priskiriami klasifikaciniai kodai.

Tokios klasifikavimo procediiros déka aibéje A sudaroma tam tikra struktira ir aibé A
tampa antrojo tipo sistema (arba antrojo tipo sistemos modeliu, kai aibés A elementai — realios
sistemos S elementy modeliai).

Binariniai sarysiai gali egzistuoti ne tik vienoje aibéje, bet ir tarp dviejy aibiy A ir B elementy.
Tokie sarysSiai (panaSiai kaip ir sarySiai vienoje aibéje A) gali buti apibrézti kaip aibés AxB poaibiai.
Kadangi aibé AxB turi |[AxB|=|A|:|B| elementy — pory (a;, b;), tai ji turi 2Bl poaibiy (iskaitant ir tusciaji
poaibi &), o tai reiskia, jog tuo atveju, kai aibés A ir B yra didelés, gali egzistuoti daug ivairiy binariniy
sarysiy tarp ty aibiy elementy.

IS ty sarysiy aibés iSskirsime ir nagrinésime toki ju poaibi, kurio elementams — binariniams
sarySiams FCAxB — buidinga, kad i§ kiekvieno aibés A elemento a; gali eiti tik vienas rysys | aibe B,
sujungiantis ta elementg a; tik su vienu aibés B elementu (zitr. 101 ,,a* pav.).

a) b) c) d

a b; 4
32>le — .'% —
ai . J (N
a .
ap by .
at?b ] % ]
a, r S
a
w ¢

f:A; > By f:A— B f:A—>B f:A—>B

A« By B;=B A<«B
101 pav.

Tokie binariniai sarySiai FCAxB (o ju taip pat gali biiti daug) apraso ir apibrézia ivairias
galimas vienareikSmes aibés A elementy (o kartu ir pacios aibés A) projekcijas i aibe B (t. y. j aibés
B elementus), Zymimas A—B ir vadinamas vieno argumento funkcijomis f: A—B.

Funkcija f: A—>B elementui ac A, vadinamam tos funkcijos argumentu, priskiria viena ir tik
viena elementa beB, vadinama funkcijos reikSme ir Zymima f(a), todél funkcija f galima vaizduoti ir
uzrasu f(a)=b, ac A, beB.
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Kad binarinis sarysis FCAxB, kuriame A= ir B#J, apibrézty vieno argumento funkcija
f: A—>B (arba f(a)=b), jis turi tenkinti tos funkcijos vienareikSmiSkumo salyga Va [(ac A)A(b,eB)A
A(beB)A(FCAXB)A((a, b)) eF)A((a, by)eF)=(b;=b,)], reiskiancia, jog vienam ir tam paciam elementui
aeA funkcija f(a) gali turéti tik viena reikSme beB.

Si salyga patenkinama visiems elementams a, pavaizduotiems 101 ,,a“ pav., nes kiekvienas
aibés A elementas projektuojasi tik | viena aibés B elementa. [ viena aibés B elementa gali projektuotis
ne tik vienas, bet ir keli aibés A elementai, t. y. gali buti, kad f(a,)=f(a,)=f(a,)=b, kai aza,#a,, taciau
joks aibés A elementas negali tenkinti salygos f(a)=b;#b,=f(a), t. y. funkcija, esant vienai ir tai paciai
argumento reik§mei, negali buti nelygi paciai sau.

Funkcijos f vienareik§Smiskumo salyga tenkinama ir tuo atveju, kai aibéje A egzistuoja vienas ar
keli (tagiau ne visi) elementai a*, kurie nepriklauso né vienam poaibio F elementui, t. y. né vienai porai
(aj, bj)eF. Tuomet aibéje A egzistuoja elementai a’, kuriems funkcija f(a)=b neapibréZta, nes ji neturés
jokios reik§més — elemento b, sarysiu F priskirto elementui a* (zidir. 101 ,,a* pav.). Pavyzdziui, funkcija

f(x):l neturés jokios baigtinés reikSmés, kai jos argumentas x lygus 0; taip pat funkcija f(x)=arcsinx
X

néra apibrézta visoms toms x reik§méms, kuriy absoliutus dydis [x[>1, nes funkcija ¢(x)=sinx negali
turéti reikSmés, didesnés uz 1 bei mazesnés uz —1.

Kai elementui ae A funkcija f: A—>B yra apibrézta, t. y., kai egzistuoja toks beB, kad f(a)=b,
tuomet tas elementas b vadinamas elemento a vaizdu, kas uZraSoma b=f(a), o eclementas a vadinamas
elemento b pirmavaizdZiu, kas uZrasoma a=f"'(b).

Visi tie aibés A elementai a, kurie turi savo vaizdus f(a) aibéje B, sudaro aibg¢ A;cA, vadinama
funkcijos f(a) apibrézimo sritimi, o taip pat dar ir funkcijos f(a) reik§miy pirmavaizdziu.

Dazniausiai aibé A apibréziama taip, kad ji sutapty su aibe Ay Tuomet visa aibé a tampa
funkcijos f: A—>B apibrézimo sritimi, kas atitinka uzrasa A—B, reiskianti aibés A projekcija i aibg B.

Pavyzdziui, funkcijai b=

! 2 aibé A apibréziama taip: A=A={acR/(a<2)v(a>2)}, t.y. kaip
aibé R, i§ kurios eliminuotas elementas a=2, nes §is elementas negali turéti baigtinio vaizdo f(a),
priklausancio aibei B=B={beR/b=0}.

Apibrézus aibg A taip, kad A={acR/-1<a<1}, §i aibé sutaps su funkcijos b=arcsina apibrézimo
sritimi Ay.

Funkcijos b=f(a) apibrézimo srities A visy elementy acA¢ vaizdy f(a) aibé f(Ay)cB, vadinama
funkcijos f: A—>B vaizdu. Funkcijos f: A—>B vaizdas daznai zymimas tiesiog f(A), laikant, kad A=A.
Funkcijos f vaizdas f(A)cB, taciau ne bitinai turi sutapti su visa aibe B. Jis gali buti ir tikriniu jos
poaibiu B=f(A), kur B/cB.

Formaliai funkcijos f: A—B (tiksliau f: Ar—>By) vaizdas f(Ay) apibréZiamas taip: B=f(A()=
=Imf={f(a)/acA.

Kiekvienas aibés B=Im f elementas b bitinai turi pirmavaizdi ir ne bitinai tik vieng (Zitir. 91
,»a" pav., kuriame elementai b; ir by turi po vieng pirmavaizdi, elementas b; — du pirmavaizdZius, o
elementas b, — net tris pirmavaizdzius). Tod¢l aibés By galia |Bf negali biti didesné uz aibés |A4 galia:
visada |Ad>|By.

Kai beBq turi tik viena pirmavaizdj a=f"'(b)e A, tai sakoma, jog aibés A elementui a egzistuoja
ne tik tiesioginé funkcija f, vienareik§miSkai projektuojanti ta elementa a i aibés B elementa b, bet ir tai
funkcijai f atvirk§tiné funkcija £, vienareikimiskai projektuojanti elemento a vaizda f(a), t. y. aibés
Arelementa b, | jo pirmavaizdi — aibés A; elementa a.

Kartais atvirkstinémis vadinamos ne tik vienareik§més, bet ir daugiareik§més funkcijos.

Pavyzdziui, funkcija y=cos x projektuoja aibés X=R elementus — skaiCius xeR — { aibés
Y={yeR/-1<y<1} elementus yeY. Kiekvienas aibés X elementas x turi viena ir tik vieng vaizda y=cos
x, priklausanti aibei Y. Taciau ta pati vaizda gali turéti be galo daug aibés X elementy, kuriuos biity
galima sugrupuoti i ekvivalentumo klases pagal pozymi: visi vienos ekvivalentumo klasés elementai x
turi vienoda funkcijos cosx reik§mg. Aibés X poaibyje Xo={xo€R/0<x,<n} visi aibés X, elementai x,
turi tik po vieng vaizda aibéje Y={yeR/-1<y<1}, todél kiekvienam tos aibés elementui y, butinai
esan¢iam kokio nors elemento xoeX, vaizdu, aibéje X, biitinai egzistuoja vienas ir tik vienas to vaizdo
y=cos X, pirmavaizdis x,. Todé¢l egzistuoja funkcijos f, vadinamos y=cos X, atvirkstiné¢ funkcija
!, vadinama x,=arccos y. Sios funkcijos apibrézimo sritis yra aibé Y={yeR/-1<y<1}, o jos vaizdas —
aibé X¢={xoeR/0<x<mt}.

Taciau kiekvienas aibés Y elementas funkcijos y=cos x atzvilgiu, kaip jau buvo minéta, aibéje
X=R turi be galo daug pirmavaizdziy 2kntx,=2kntarccos y, kur k=0, £1, £2, t. y. ke Z. Visi $ie vaizdy
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y=cos X pirmavaizdziai x=2kmtarccos y gaunami, projektuojant aibe Y={yeR/-1<y<l} i aibeg
Xo={xoeR/0<x,<n} taip, kad kiekvienas yeY vienareikSmiskai projektuojasi i xg=arccos y, priklausanti
aibei Xy, o po to ta projekcija kartojant i aibes X;, X, Xp, X, X X, Kur
Xi={xeR/2kn<x<2(k+1)n}, t. y. kiekvienam pirmavaizdziui x, sudarant po vieng ekvivalentumo klas¢
{xeR/x=2kntx,, keZ}, i kurias vienareikSmiSkai projektuojasi aibés Y elementai y=cos x.

Funkcija, vienareik$miskai projektuojancia kiekviena y i§ funkcijos y=cos x reik$§miy srities
Y={yeR/-1<y<1} i aibés X=R ekvivalentumo klas¢ {xeR/x=2kntarccos y, keZ}, sudaryta i$ skaiciy
X, turin¢iy vienoda vaizda y=cos X, Zymi x=Arccos y. Ji yra normali vienareik§mé funkcija aibés X
ekvivalentumo klasiy K.(x)={xeR/x=2kntarccos y, keZ} atzvilgiu, nes kiekviena y projektuoja tik {
viena aibés X faktoraibés elementa — aibés X elementu ekvivalentumo klas¢ K.(x), taciau aibés X=R
elementy — skaiCiy x — atzvilgiu ji yra daugiareik§mé ,,funkcija®, atvirkstiné funkcijai y=cos x. Taigi
funkcijos y=cos x pirmavaizdi sudaro ne vienas skai¢ius xeR, o begaliné skaiciy xeR aib¢, sudaranti
ekvivalentumo klase K(x¢)={xeR/x=2kntarccos y, ke Z}, kur xj=Arccos y. Abi funkcijas — x=arccos y
ir x=Arccos y — vadina funkcijomis, atvirkstinémis funkcijai y=cos x, nors funkcija x=Arccos y galima
vadinti funkcija tikraja to zodzio prasme tik laikant jos reikSme ne koki nors skaiciy xeR, o aibés R
faktoraibés R/E elementg — jau minétaja ekvivalentumo klas¢ K.(x), sudaryta i§ tokiy skai¢iy xeR,
kuriems funkcijos y=cos x reik§més yra vienodos.

Ir vienareik§miy vieno argumento funkcijy aibéje pasitaiko funkcijuy, kuriy vaizdai (o kartais —
ir apibrézimo sritys) atrodo gana imantriai. Funkcijos, turin¢ios gana paprasta apibréZimo sritj ir gana
imantriai sudarytg reikSmiy sriti bei dar imantresng sarysio tarp funkcijos argumenty reik§miy ir pacios
funkcijos reik§miy struktira, pavyzdziu galéty biti Oilerio (L.Euler) funkcija @(). Si funkcija
iSreiskia sary$i tarp natiraliyjy skaiciy pradinés sekos ilgio n ir toje sekoje esanciy skaiCiy, turinciy
savybg neturéti su skai¢iumi n didesniy uz 1 bendry dalikliy, skai¢iaus, Zymimo ¢(n), ir apibréZiama
formule @(n)=|{keN/(1< k< n)A(DBD(k,n)=1)}|, kurioje DBD (k, n) reiskia didziausia bendraji skaiciy
k ir n daliklj.

I$ Sio apibrézimo iSplaukia, jog funkcijos @(n) reikSmé yra lygi skaiCiui tokiy natiiraliyjy
skaiciy k<n, kurie neturi su skai¢iumi n bendryjy dalikliy, didesniy uz 1, t. y. skaiciui tokiy keN, k<n,
kuriy bendrasis didziausias daliklis su skai¢iumi n yra lygus 1.

Paskai¢iuosime kai kurias funkcijos @(n) reikSmes.

Kai n=1, tai k gali turéti tik viena reikSmg k=1. Tuomet DBD(k,n)=DBD(1,1)=1, i§ kur
iSplaukia, jog naturaliyjy skaiciy sekoje, sudarytoje i§ vieno skaiCiaus, yra vienas skaifius turintis
DBD(k,n) lygu 1. Todél o(1)=1.

Kai n=2, skaicius k gali turéti dvi reikSmes: 1 ir 2. Kadangi DBD(1,2)=1, DBD(2,2)=2, tai
0(2)=1.

Analogiskai gauname, jog ¢(3)=2, nes DBD(1,3)=1, DBD(2,3)=1, DBD(3,3)=3.

Tesdami skai¢iavimus, gauname, jog ©(4)=2, ¢(5)=4, ¢(6)=2, ¢(7)=6, ¢(8)=4, ¢(9)=6, ¢(10)=4
irt. t.

Nesunku pastebéti ir jrodyti, kad kai n=p, kur p — koks nors pirminis skaicius (pavyzdziui, 2, 3,
5,7,11, 13, 17, 19, 23 ir t. t.), tai @(p)=p—1, nes tik tuo atveju, kai k=p, DBD(k,p)=D(p,p)=p, 0 visais
kitais atvejais, kai k<p, DBD(k,p)=1.

Rasime dviejy pirminiy skai¢iy p; ir p, sandaugos p;-p, Oilerio funkcijos @(n)=@(p;-p>)
reikSme. IS dviejy skirtingy pirminiy skaiéiy p; ir p, vienas bus didesnis uz kita. Tarkime, jog p,>p;.
Tuomet natiiraliyjy skaiciy seka nuo 1 iki n=p,-p, sudarys skaiciai 1, 2,..., pi—1, p1, p1tL...., po—1L, p2s--.»
(p1=Dp2y-es (P2=Dpise--, P1P2- §i0je sekoje bus p, skaiCiy, daliy i§ p; (tai skaiCiai p;, 2pi, 3pi,---,
(p=D)p1, pip2) ir p; skaiciy, daliy i§ p; (tai skaiCiai p,, 2p,, 3pa,..., (P1—1)p2, P1P2), tarp kuriy skaicius
pip2 pasikartos. Taigi, sekoje 1, 2,..., pip> tik p;+p,—1 skaiciy turés su skai¢iumi n=p;p, didesnius uz 1
DBD. Todél ¢(p;-p2)=pip>—p1—p2t1=p2(p1i—1)—(p1—1)=(p1—1)-(p2—1)=0(p1)-¢(p2)-

Analogiskai galima jrodyti, jog §i formulé galioja ne tik pirminiams skai¢iams, bet ir bet
kuriems skai¢iams m ir n, neturintiems didesniy uz 1 bendry dalikliy, t. y. galima irodyti teorema,
jog, jei DBD(m,n)=1, tai @(m-n)=p(m)-@(n). Formulé (pi=p.)=[¢(p1-p2)=¢(p1)-9(p>)] yra dalinis
formulés [DBD(m,n)=1]=[¢(m-n)=p(m)-¢(n)] atvejis.

Kadangi daugybos operacija ,,* yra asociatyvi operacija, tai o(p;p2p3)=0(p:(p2p3)=

r r T
=0(p1)-Q(P2-p3)=¢(p1)-¢(p2)-@(p), ir, bendrai, ¢ (H P; ] =[Te) =[]0 -1).
=1 =1 i=1
Remiantis lygybe ¢(p")=p"—|{keN/(1<k<p)A(DBD(k,p)=p)}|, nesunku jrodyti, jog ¢(p")=

n-—1

=p"—p
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Pavyzdziui, aibéje {1, 2, 3,..., p, p+1,..., 2p,..., 3p,..., p2 } tik skaiciai p, 2p, 3p,..., pp turi su
skai¢iumi p bendraji didZiausia daliklj didesni uz 1. Todél |{keN/(1<k<p*)A(DBD(k,p)=p)}|=p, i3 kur
igplaukia @(p?)=p’—p. Analogiskai gauname, jog aibéje {1, 2, 3,..., p° } yra p’ skaiiu p, 2p...., p*, p>+p,
p*2p,..., p°, daliy skai¢iui p, i§ kur @(p*)=p’—p?ir t. t.

Kai skaiCius n=p|'-p5%-p3’ -....p;*, tai i§ funkcijos ¢(n) multiplikatyvumo i3plaukia, jog

@m=(p;" )-@(P3* ) @(P5* ) @(Pr )=(P}" =Py )(P3 =P J(P =P )Py =P ).

giq Oilerio funkcijos savybiy, t.y. Sios tas savybes apibendrinancios formulés, pilnai
pakanka, kad bet kuriai n reikSmei biity galima apskaiciuoti funkcijos ¢(n) reikSme.

Pavyzdziui, o@(5)=5-1=4, ka jau esame rade tiesiogiai; @(6)=p(2-3)=(2—1)-(3—1)=2;
O(T)=T-1=6; @(8)=p(2)=2"-2=4; ¢(9)=0(3)=3"-3=6; ¢(10)=0(2-5)=2-1)-(5-1)=4; o(11)=11-1=
=10; @(12)=(2%:3)=(2’-2)-3-1)=4; @(13)=13-1=12; ¢(14)=2-7=(2-1)-(7-1)=6; @(15)=3-5=8; @(16)=
=p(2%H)=2'-2’=8 irt. t.

Taigi, Oilerio funkcijos apibrézimo sritis yra aibé N, nes kiekvienam natiiraliam skaiciui n
egzistuoja apibrézta funkcijos ¢(n) reikSmé. Nors ¢(n) taip pat priklauso N, tac¢iau ¢(n) reikSmiy aibé
nesutampa su N ir ja apraSyti néra lengva, nors apskaiciuoti ¢(n) reikSmg kiekvienam n néra sunku.

Pavyzdziui, @(720)=¢(2*3%5)=(2*-2%)-(3%-3)-(5-1)=8-6-4=192;  @(721)=¢(7-103)=(7 -1 )x
x(103-1)=612; o(719)=(719-1)=718.

Taigi, @(n) reikSme, keiCiantis n, gali gana stipriai ,,Sokinéti“, ,,perSokdama‘ kai kurias
reikSmes, priklausancias N, ir net nickada nepatekdama { jas. Palieku skaitytojui pagalvoti, kaip atrodo
Oilerio funkcijos vaizdas ir ar priklauso jam skaiciai 3, 5 ir 7, o taip pat, ar egzistuoja tokie to vaizdo
taskai, kurie turi tik po viena pirmavaizdi.

Dar ,,imantresni“ sary$i vaizduoja Dirichlé (P.Dirichlet) funkcija, nors jos apibrézimo ir
funkcijos reikSmiy sritys atrodo labai paprastai: X=R, Y={0, 1}.

Dirichlé funkcija galima apibrézti taip:

¢ 1, kaixeQ,t.y., kai x — racionalus skaicius,
() = {0, kai (x e R)A(x ¢ Q), t. y., kai x — iracionalus skai&ius.

Sia funkcija galima apibrézti ir formule f(x)= lim lim (cos(m!nx))zn , rodancia, jog Dirichlé
m—o0 n—o0

funkcija priklauso antrajai Bero klasifikacijos funkcijy klasei.

Sialy¢iau skaitytojui pabandyti jsivaizduoti Dirichlé funkcijos ,,grafika”. Juk $i funkcija yra
triki kiekviename savo apibrézimo srities taske!

Vélesniuose Sios mokymo priemonés skyreliuose mums teks susidurti ne tik su realaus, bet ir
su kompleksinio kintamojo funkcijomis, turin¢iomis ne tik po viena, bet ir po kelis argumentus, o taip
pat ir su nepilnai apibréztomis funkcijomis.

Su realaus kintamojo keliy argumenty funkcijomis mes jau esame susidiirg, sudarydami objekto
iSorinio modelio i§¢jimy ir peréjimy funkcijas, o taip pat 1.9.1.4. skyrelyje, nagrinédami bégancias ir
stovincias bangas.

Kai sudarant funkcija f: A—>B, aibé A yra projektuojama | aibg B taip, kad kiekvieno funkcijos
f apibrézimo srities elemento ac A vaizdas f(a)=b turi tik viena pirmavaizdj f ~'(b) (zidr. 101 ,)b* pav.),
tai tokia funkcija f vadina injektyvigja funkcija, arba tiesiog injekcija. Injekcija f(a)=b formaliai
apibréZiama taip: jei funkcija f(a) yra injekcija, tai formulé Vaje A VajeA Vyuep[(f(a))=b)A(f(ar)=
=b)=(a;=a,)] yra teisinga formulé.

Sio apibrézimo kvadratiniuose skliausteliuose esan¢ia implikacija (f(a;)=f(a,))=(a;=a),
reiSkiancia, jog i§ funkcijos, esancCios injekcijos reik§miy lygybés iSplaukia jos argumenty lygybé,
galima pakeisti jai ekvivalencia implikacija (a;#a,)=>(f(a;)#f(a,)), reiskiancia, jog i§ argumenty
nelygybés iSplaukia injekcijy nelygybé.

Kai funkcijos f: A—B apibrézimo sritis A projektuojasi i aibe B taip, kad funkcijos vaizdas
f(A) sutampa su visa aibe B (t. y. kai B=B) ir todél kiekvienam aibés B elementui b aib¢je A visada
galima surasti bent viena tokj elementa acA, kad f(a)=b, tai tokia funkcija vadina siurjektyvigja
funkcija, arba tiesiog siurjekeija (zitor. 101 ,,c* pav.).

Kai funkcija f: A—B yra kartu ir injekcija ir siurjekcija, tai tokia funkcija vadina bijektyviaja
funkcija, arba tiesiog bijekcija (zitr. 101 ,,d“ pav.).

Kai funkcija yra injekcija, tai kiekvienam aibés By, sudarytos i$ aibés Ay elementy a vaizdy
f(a)=b, elementui b egzistuoja funkcijos f(a) atzvilgiu atvirkstiné funkcija ' (b)=a.

Kai funkcija f: A—»>B yra bijekcija, tai atvirkstiné funkcijai f(a)=b funkcija f (b)=a
egzistuoja kiekvienam aibés B elementui b.
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Bijekcijos pavyzdziu gali bati tapatumo funkcija ida: A—A, kuri apibréziama taip: VaeA
(ida(a)=a).

Bet kuri tiesiné funkcija f: X—Y, iSreiSkiama formule y=kx+b, kurioje xeX=R, yeY=R,
k=const, keR, b=const, beR, taip pat yra bijekcija.

Funkcija y,: Z—Z,, y,(a)=K,(a), kurioje Z — sveikyjy skaiciy aibé, Z,, — jau miisy nagrinétoji
likiniy klasiy moduliu n aibé (sveikyjuy skaiciy aibés Z faktoraibé ekvivalentumo sarySio =(mod n)
atzvilgiu), K,(a) — elemento aeZ ekvivalentumo klasé ekvivalentumo sarysio =(mod n) atzvilgiu (t. y.
Ku(a)={atnk/keZ}), yra siurjekcija, nes bet koks sveikasis skai¢ius a, priklausantis aibei Z, priklauso ir
a, t.y. funkcijos reikSmiy sriciai. Taciau funkcija y,(a) néra bijekcija, nes ji néra injekcija, kadangi
yy(a)=y,(atn), nors a#a+n.

Ka tik nagrinétoji Oilerio funkcija y(n): N->N, skaifiuojanti aibéje {1, 2,... n} esanéiy
natiiraliyjy skaiCiy k, neturin€iy su skai¢iumi n bendry dalikliy, didesniy uz 1, skaiciy, néra nei injekcija
(nes, pavyzdziui, @(1)=0(2), ¢(3)=¢(4)), nei siurjekcija, nes tos funkcijos vaizdas yra tik tikrinis aibés N
poaibis ir egzistuoja skaiciai beN, neturintys pirmavaizdziy (pavyzdziui ¢ ~'(3)=02).

Funkcija fp: N—N, priskirianti kiekvienam neN atitinkama Fibonacdio skai¢iy F,=F, +F,_,
néra pilnai injektyvi, nes F\=F, (t. y. fg(1)=fr(2)=1, kai 1#2), nors toliau, kai n>2, §i funkcija tenkina
injektyvumo salyga. Taigi, funkcija fr(n)=F, yra beveik injekcija, bet vis délto ne injekcija.

Si funkcija néra siurjekcija, nes, pavyzdziui, skaiciai 4, 6, 7, 9, 11, 12, 14, 15 ir t.t. néra
Fibonacio skaiciai, t. y. Sie aibés B=N elementai neturi pirmavaizdziy aibéje A=N.

Teorinéje (aksiomatinéje) aritmetikoje gana svarby vaidmenj vaidina funkcija succ: NN,
kuri apibréziama formule succ(n)=n+1. Si funkcija ,Zinodama“ sekos, sunumeruotos natiiriniais
skaiCiais, eilinio nario numeri n, ,,iSrenka“ kita, esanti tuoj pat po jo tos sekos nari, turinti numeri n+1.
Funkcija succ(n) yra injektyvi, nes kiekvienam skaiCiui n ji ,.iSrenka vieng ir tik vieng skai¢iy n+1.
Taciau §i funkcija néra bijekcija, nes ji nevisiskai tenkina reikalavimus, keliamas siurjekcijoms. Tiesa, ji
skiriasi nuo funkcijos, generuojancios Fibonacio skaicius, kuri taip pat néra siurjekcija todél, kad jos
vaizdy aibéje B=N egzistuoja be galo daug skaiciy, neturin¢iy pirmavaizdziy aibéje A=N, kai tuo tarpu
funkcijos succ(n) reik§miy aibéje By triksta tik vieno skaiCiaus, biitent skaiciaus 1, kad By sutapty su
B=N. Kitaip tariant, funkcija succ(n)=n+1 yra beveik siurjekcija, bet vis délto ne siurjekcija, nes skaicius
1eN neturi pirmavaizdzio, priklausanéio N: succ ™' (1)=(.

Su funkcijomis galima atlikti gana daug jvairiy operacijy. Tarp ju gana dazna yra funkcijuy
kompozicijos (superpozicijos) operacija, kartais vadinama dar ir funkcijy ,,sandaugos® operacija.
Apibrésime Sig operacija.

Tarkime, jog turime dvi funkcijas: f: A—>B ir ¢: B—C. Siy funkciju kompozicija ¢f
(superpozicija ¢(f(a))=c) vadinsime funkcija ef=¢(f(a)): A—>C, projektuojancia aibés A elementus per
tarping aib¢ B | aibés C elementus. Kitaip tariant, funkcijos ¢f reik§més (aibés C elemento c),
atitinkancios duotaji argumenta acA, nustatymas yra dvietapé procediira: 1) pradzioje funkcija
f: A>B ,suranda“ aib¢je B elementa b=f(a), atitinkantj duotaji funkcijos f argumenta acA; 2) po to
funkcija ¢: B—>C, pasinaudodama aibés B elementu b=f(a) kaip argumentu, aibéje C suranda elementg
c=p(b)=¢(f(a)) — funkcijy f ir ¢ kompozicijos pf=@(f(a)) rezultata.

Taigi, jei f: A—>B ir ¢: B—>C, tai of=¢(f(a)): A—>C.

I§ funkcijy vienareik§miSkumo savybés ir funkciju kompozicijos operacijos apibrézimo
iSplaukia funkcijy kompozicijos (superpozicijos) asociatyvumas: jei f: A—>B, ¢: B—>C ir y: C—D,
tai (yo)f=y(pH=yof.

I8 tikryjy, juk visiskai tas pats:

1) ar mes pradZzioje nustatysime sarysj tarp aibiy B ir D elementy b ir d, pasinaudodami aibés C
elementais ¢ kaip tarpiniais, o po to, pasinaudodami aibés B elementais b kaip tarpiniais, nustatysime
sarysj tarp aibés A elementy a ir aibés D elementy d, t. y. gausime funkcijg (yo)f: A—>D;

2) ar mes pradzioje, pasinaudodami aibés B elementais b kaip tarpiniais, nustatysime sarysi tarp
aibés A elementy a ir aibés C elementy ¢, o po to, pasinaudodami aibés C elementais ¢ kaip tarpiniais,
surasime, kokie aibés D elementai d atitinka aibés A elementus a, t. y. gausime funkcija y(of): A—D.

Funkcijos (wo)f ir y(of) dél funkcijy f, @ ir ¢ vienareikSmiSkumo bus vienareik§miskos ir
lygios, todél galima uzrasyti: (wo)f=y(ef)=yof, o taip pat y(o(f(a)))=d.

Vienos ir tos pacios funkcijos yof gavimo procediira, naudojantis kompozicijomis (yo)f ir
y(of), vaizduoja 102 pav., kuriame parodyti funkciju kompozicijos (superpozicijos) taikymo etapai
abiems variantams.
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(yo)t (ol

(C>D)(B—C)(A—B)  (CoD)(B—>C)(A—B))
(B>D)(A—B) (C—»D)(A—C)

A-D A—-D
102 pav.

Funkcijy kompozicijos asociatyvumo savybeg pailiustruosiu, lygindamas kompoziciju (OS)F ir
O(SF) rezultatus, kai O — jau nagrinétoji Oilerio funkcija O: NN, Zymima ¢(n); S — taip pat jau
nagrinétoji funkcija succ(n)=n+1; F — irgi nagrinéta funkcija fr: NN, pervedanti Fibonacio skaiciaus
numerj n | to skaiciaus reik§meg F,, kurig galima apibrézti Siomis formulémis: 1) F\=F,=1; 2) kai n>3, tai

Fo=F,_+F,,.

I8 aibés A=N paémg pirmuosius desimt elementy, apskaic¢iuosime funkcijy O, S ir F reikSmes, o
po to ir ju kompoziciju reik§mes. Skai¢iavimo rezultatus suvesime | 42-ja lentelg.

42. lentelé

n (0] S F oS SF (OS)F O(SF) (OS)F-O(SF)
1 1 2 1 1 2 1 1 0
2 1 3 1 2 2 1 1 0
3 2 4 2 2 3 2 2 0
4 2 5 3 4 4 2 2 0
5 4 6 5 2 6 2 2 0
6 2 7 8 6 9 6 6 0
7 6 8 13 4 14 6 6 0
8 4 9 21 6 22 10 10 0
9 6 10 34 4 35 24 24 0
10 4 11 55 10 56 24 24 0
11 10 12 89 4

12 4 13 144 12

13 12 14 233 6

14 6 15 377 8

15 8 16 610 8

16 8 17 987 16

17 16 18 1597 6

18 6 19 2584 18

19 18 20 4181 8

20 8 21 6765 12

21 12 22 10946 10

42-sios lentelés analizé patvirtina teigini apie funkciju kompozicijos (superpozicijos)
asociatyvuma.

Nesunku irodyti, kad funkcijy kompozicija ne visada komutatyvi. Tam pakanka vieno
pavyzdzio. Tokiu pavyzdziu galéty biiti jau minéty dviejy funkcijy O ir F kompozicijos OF ir FO, kuriy
reik§miy apskaiciavimo rezultatus vaizduoja 43-oji lentelé.

43. lentelé
n | O|F [OF|FO|OF-FO
L] 1[1f{1]1 0
2111 f{1]1 0
31212111 0
42131211 1
5141514 1(3 1
61218411 3
716 |13|12] 8 4
8142112 3 9
916 |34|16] 8 8
10| 4 55140 3 37

Kaip matyti i§ 43-osios lentelés, OF#FO, kas ir irodo
funkcijy kompozicijos nekomutatyvuma.

Naudodamiesi funkcijy kompozicija, galime sukonstruoti
tokj funkcijos, atvirkstinés duotajai funkcijai f, apibrézima, kuris,
atitikdamas, misy jau naudota intuityviai suvokiama atvirkStinés
funkcijos savoka, yra gana bendras, t.y. atitinkantis bet kokio
atvirkstinio elemento (t. y. ne tik funkcijos) apibrézima.

Priminsime, kad funkcija idy yra tapatumo funkcija,
projektuojanti kiekviena aibés A elementa i pati save, t.y.
Vi (ida(aj)=4a;), o funkcija idg yra tapatumo funkcija, projektuojanti
kiekviena aibés B elementa i patj save, t. y. V; (idg(b;)=b;).

Tarkime, kad duota funkcija f: A—>B, kuri yra tokia, jog
egzistuoja funkcija g: B—A ir ty funkcijy kompozicijos fg=idp ir
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gf=id,. Tuomet funkcija g vadinama funkcija, atvirkstine funkcijai f, ir Zymima g=f"'.

I8 funkcijy vienareik§miskumo iSplaukia, kad, jei kokia nors funkcija f turi atvirksting funkcija
£, tai tokia funkcija f ' gali biti tik viena.

Taciau ne kiekviena funkcija turi atvirksting funkcija. Pavyzdziui, Oilerio funkcija ¢(n)
neturi atvirkstinés funkcijos, nes, zinodami funkcijos ¢(n) reik§me, mes negalime vienareik$miskai
nustatyti tos reikSmés pirmavaizdi (pavyzdziui, kai ¢(n;)=1, tai n; gali bati lygus ir 1, ir 2, kai @(n,)=2,
tai n, gali bati lygus ir 3, ir 4, ir 6). Neturi atvirkstinés funkcijos ir Dirichlé funkcija, nes kai Dirichlé
funkcijos reik§Smé yra lygi 0, tai pirmavaizdZziu gali buiti be galo daug iracionaliy skaiciy, priklausanciy
R, o kai Dirichlé funkcija lygi 1, tai pirmavaizdziu gali biti be galo daug racionaliy skaiCiy,
priklausanciy aibei Q.

Nesunku irodyti, kad funkcija f: A—>B turi atvirksting funkcija f': B—>A visuose aibés B
taskuose tada ir tiktai tada, kada funkcija f: A—>B yra bijekcija. Sio beveik akivaizdaus teiginio
irodyma palieku skaitytojui.

Skaitytojui palieku ir iy teiginiy jrodyma:

1) jei kokios nors funkcijos yra injekcijos, tai ir ju kompozicija yra injekcija;

2) jei kokios nors funkcijos yra siurjekcijos, tai ir ju kompozicija yra siurjekcija;

3) jei kokios nors funkcijos yra bijekcijos, tai ir ju kompozicija yra bijekcija.

Galima taip pat jrodyti teorema, kad jei funkcijos f:A—B ir ¢: B—>C yra bijekcijos, tai
galioja lygybeé (of) '=f o',

[rodysiu $ia teorema, remdamasis funkcijy kompozicijos asociatyvumu, teorema apie tai, kad
bijekcija visada turi atvirkSting funkcija, o taip pat atvirkStinés funkcijos apibrézimu bei tapatumo
funkcijy savybémis.

Kadangi funkcijos f:A—>B ir ¢: B—>C yra bijekcijos, tai jos turi atvirkstines funkcijas
f': B—>A ir ¢ ': C—B, kurios tenkina lygybes: ff '=idg, f'f=ida, o '=idc, ¢ 'p=idp.

Sudarysime kompozicijas (pf)(f ¢ ') ir (f '¢ ")(of) ir apskaitiuosime jy rezultatus:

1) (eD(f "o ™H=0(f ™) ¢ '=0idsp "'=(¢ id)o ~'=0¢ ~'=idc;

2) (' Yoh=f"(¢ ' o)f=f idpf=(f 'idg)f=f ' f=id,.

I§ (1) ir (2) iplaukia, kad funkcijos fp: A—C ir f ' ~': C—A yra atvirkstinés viena kitai, todél
(N '=f "¢ ', ka ir reikéjo jrodyti.

Yra gana daug funkcijy, kurios, nebiidamos bijekcijomis, turi atvirkstines funkcijas, taciau ne
visoms savo reikSmiy srities reikSméms. Pavyzdziui, jau minétoji funkcija fr: N—N, generuojanti
Fibonacio skaiius, neturi atvirkstinés funkcijos, kai fr(n)=F,=1, nes tuomet n gali biiti ir 1 ir 2. Visoms
kitoms F, reikSméms egzistuoja vienas ir tik vienas funkcijos fr(n)=F, pirmavaizdis — Fibonacio
skaiCiaus numeris n — ir todél egzistuoja atvirkstiné funkcija F. Taciau, nors visos funkcijos fr(n)=F,
reik§més priklauso N, ne kiekvienas skaiCius i§ N yra Fibonacio skaiCius. Todél lygtis fg(n)=m, kur
meN, ne visada turi sprendinj ir todél sakoma, jog tokiame taske m funkcija fr(n)=F, neturi atvirkstinés
funkcijos. Pavyzdziui, lygtis fp(n)=12 neturi sprendinio, kai tuo tarpu lygtys fr(n;)=8 ir fp(ny)=13 turi
sprendinius n,=6 ir n,=7. Todeél fy '(12)=, f; '(8)=6 ir £y '(13)=7.

1 ) . 1 o
Neturi baigtinio sprendinio ir lygtis —=0, todél funkcija y=— neturi baigtinio pirmavaizdzio,
X X
kai y=0. Be to ji néra apibrézta taSke x=0, nes tame taske ji neturi baigtinio vaizdo. Visoms kitoms xeR

reik§méms, iSskyrus x=0, funkcija y:l egzistuoja ir turi atvirksting funkcija f': Y—X, t. y. funkcija
X
x=l , kuri yra apibrézta visoms y€R reikSméms, iSskyrus y=0. Taigi skaic¢iai x=0 ir y=0 nepriklauso nei
y
funkcijos y:l, nei jai atvirkstinés funkcijos x:l, nei apibrézimo, nei reikSmiy sritims X; ir Yy. Kitaip
X y

tariant, vaizduojant sarySius tarp aibiy X=R ir Y=R elementy, atitinkan¢ius funkcijas y=l ir x=l,
X y

tokio tipo paveiksléliais, kokie pateikti 101 pav., visi aibiy X ir Y elementai, i§skyrus elementus x=0 ir
y=0, biity suristi abipusiais vienareikSmiais rySiais, o elementai x=0 ir y=0 neturéty né vieno (nei
iSeinancio, nei ateinancio) rysio.

Naudojantis funkcijos savoka, i algebriniy struktiiry teorijos leksikona galima jvesti labai
svarbig tai teorijai binarinés algebrinés operacijos savoka.

Binarine algebrine operacija, apibréZta aibée A ir Zymima apka;, kur ai€A, aj€A,
ajka=a €A, o simbolis ,*“ reiSkia bet kokios algebrinés operacijos su aibés A elementais Zenkla
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(pavyzdziui, algebrinés skaiCiy ar vektoriy sudéties zenkla ,,+*,algebrinés skai¢iy ar matricy daugybos
zenkla ,,-“,vektoriy vektorinés daugybos zenkla ,x“, teiginiy disjunkcijos Zenkla ,,v*, keitiniy
kompozicijos zenkla ,,0“, aibiy sankirtos zenklg ,, N ir pan.), vadinsime funkcija f:: AxA—A,
projektuojancia aibés A elementy, vadinamy operacijos * operandais, pora | vieng aibés A
elementa, vadinama operacijos rezultatu. Algebriné operacija ,,**, kuri, operuodama su operandais
aj€A ir aje A, duoda rezultata a, €A — atitinkama poros aibés A elementy a; ir a; projekcija | viena aibés
A elementa, paprastai yra vaizduojama lygybe aj*aj=a,. Kartais ta lygybé uzraSoma operatorinéje
formoje: *(a;,a;))=a.. Tuomet operacijos zenkla ,,*“ vadina operatorium (binariniu operatorium). Kai
operacija ,,*“ yra asociatyvi, t. y., kai galioja lygybé (a;*a;)*a,=a;*(a;*a,), tai binarinis operatorius
»*“ gali tapti n-ariniu. Tuomet algebring operacija, susidedancia i§ eilés besikartojanciy binariniy
operaciju ,,*“, galima pavaizduoti paprasCiau: vietoj (...((a;*ay)*az)*...*a,) raSyti a *ay*az*...*ka,=
n
B

Binariniy algebriniy operaciju pavyzdziai:

1) algebrinés skaiCiy a;cR ir a;eR sudéties ,,+* operacija aita=a,€R yra funkcija f;: RxR—>R,
projektuojanti operacijos ,,+* operanduy a; ir a;, vadinamy démenimis, porg | operacijos rezultata a;+a=a,
vadinama ty operandy suma;

2) skaic¢iu ajeR ir ajeR algebrinés daugybos ,“ operacija yra funkcija f.: RxR—R,
projektuojanti operandy a; ir a;, vadinamy dauginamaisiais, reikSmiuy pora i operacijos rezultatq
ara=ar€R, vadinama sandauga.

Dabar jau galima ivesti viena svarbiausiy Sio skyrelio savoky — algebrinés struktiiros savoka.

Kaip jau matéme Sio skyrelio pradzioje, aibé A su joje egzistuojanciu apibréztu binariniu
sarySiu R gali biiti kokios nors sistemos S vidinés struktiiros modeliu. Todél aibe A su joje apibréztais
vienu ar keliais binariniais sarysiais R, R,, ..., Ry buity galima vadinti algebrine struktiira, ir mes
ja vadinsime algebrine struktiira plac¢iaja prasme.

Taciau algebriniy struktiiry teorijoje priimta vadinti algebrinémis struktiiromis siauresng
ju klase — aibes su jose apibréZtomis viena ar keliomis algebrinémis operacijomis.

Sitaip apibrézta algebriniy struktiiry aibé yra algebriniu struktiiry pladiaja prasme tikrinis
poaibis, nes:

1) kiekviena algebriné operacija pagal apibrézima yra funkcija, o kiekvieng funkcija galima
laikyti sarySiu, todél kiekviena algebriné struktiira siauraja prasme yra algebriné struktiira
pladiagja prasme;

2) ne kiekvienas binarinis sarysis, apibréztas aibéje A, yra tos aibés elementy funkcija, kadangi
sarySyje dalyvaujantys aibés A elementai a gali biiti suristi taip, kad kiekvienas elementas biity suristas
ne su vienu, o su keliais tos aibés elementais, todél ne kiekviena algebriné struktiira pla¢iaja prasme
yra algebriné struktiira siaurgja prasme.

Taciau bet kuri binarinj sarySi, tame tarpe ir sarySi, nesanti funkcija, galima apraSyti
naudojantis funkcijomis.

Pavyzdziui, kiekviena binarini sarysi R aibéje A, nepriklausomai nuo to, su keliais elementais
bty suristas kiekvienas aibés A elementas (ar aibiy A ir B elementai), galima vienareikSmiskai apraSyti
logine funkcija fy: AxA—{0, 1} (arba logine funkcija fy: AxB—{0, 1}), nes, kaip jau buvo parodyta
Sio skyrelio pradzioje, kiekviena binarini sarySi R galima apraSyti matrica, jraSant i tos matricos
langelius vieneta arba nuli, Zymincius orientuoto rySio nuo elemento, atitinkancio to langelio eilute, i
elementa, atitinkantj to langelio stulpeli, buvima ar nebuvima. Tiesa, funkcija fi nebus tokio tipo
funkcija, kuri projektuoty aibés A elementy poras | tos pacios aibés elementus, nes funkcijos fy reikSmes
yra loginés reikSmés, nesancios aibés A elementais, taciau bendrame vieno argumento funkcijos f: A—>B
apibrézime néra reikalavimo, kad aibiy A ir B elementai turéty ta pacia prigimtj ir priklausyty tai paciai
aibei, sudarydami jos poaibius. Taigi, i aib¢ A, struktiirizuota sarysiu R, visuomet galima ivesti loging
funkcija fy, aprasancia ta sarysi, ir tokiu biidu transformuoti aib¢ A su sarysSiu ‘R tarp jos elementy i
teiginiy a;Ra; aibg, turiniaq |A||]A|=|A%lelementy, i§ kuriy tiek teiginiy bus lygis 1, kiek aibéje A su
sarysiu R yra orientuoty vienpusiy rys$iy tarp tos aibés elementy.

Gautoje teiginiy a;Ra; aibéje bus apibréZta bet kuri klasikinés teiginiy algebros operacija ir
todél ty teiginiy aibg bus galima laikyti algebrine struktiira siauraja prasme. IS kitos gi pusés, abi aibés:
aibé A su sarySiu R ir teiginiy a;Ra; aibé yra vienos ir tos pacios struktliros S (vieno ir to paties sarysio
R) izomorfiski modeliai. Todél galima sakyti, jog, pereidami nuo struktiiros S modelio, kurj sudaro aibé
A su binariniu sary$iu ‘R, prie jos modelio, kurj sudaro teiginiy a;Ra; aibé su ju loginémis reikSmémis,
vaizduojanciomis rySiy tarp aibés A elementy sarySyje 91 buvima bei nebuvima, mes algebring
struktiira placiaja prasme transformuojame j izomorfiska algebring struktiira siauraja prasme. O
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tai reiSkia, jog visas algebrines struktiras placigja prasme galima nagrinéti kaip algebrines struktiiras
siauraja prasme: vienos i§ ju iSkart gali biti pripazintos esancios algebrinémis struktiiromis siaurgja
prasme, kitos gali biiti { jas suvestos ka tik aprasytu budu.

Kiekviena binarinj sary$i SRcAxB galima aprasyti funkcijomis ir Siek tiek kitu biidu. Galima
sudaryti visy aibés A poaibiy aibg 2" ir visy aibés B poaibiy aibg 28, Nepriklausomai nuo to, kokie
orientuoti vienpusiai rySiai eity sarySyje R i§ aibés A elementy | aibés B elementus, juos visus
vienareik§miskai galima aprasyti funkcija fya_,5: A—2", nes kiekvienam ac A aibéje 2° visuomet atsiras
vienas ir tik vienas jos elementas — aibés B poaibis, kuris sutaps su tais aibés B elementais, | kuriuos
sarysis ‘R ,,projektuoja‘“ ta aibés A elementa a. Taip pat nepriklausomai nuo to, kaip aibés B elementai b
,.projektuotysi“ i aibés A elementus sarySyje R, visuomet galima sudaryti tokia funkcija fyp_,: B—2",
kuri vienareik§miskai aprasyty visus aibés B elementy orientuotus vienpusius rySius su aibés A
elementais, t. y. su tos aibés poaibiais, esanciais aibés 2* elementais. Kadangi aibés A elementai a gali
buti interpretuojami kaip tos aibés poaibiai, turintys savo sudétyje tik po viena aibés A elementa, tai ir
aibés A elementus a galima laikyti aibés 2* elementais. Analogiskai, aibés B elementus taip pat galima
laikyti aibés 2 elementais. Pakeite sarysio R ryius tarp elementy acA ir elementy beB atitinkamais
ryS$iais tarp aibiy 2% ir 28 kai kuriy elementy, mes gausime tg pacia struktiira S vaizduojantj modelj,
kuris jau priklausys algebriniy struktiiry siauraja prasme aibei.

Kadangi egzistuoja budai (ir ne vienas), leidziantys bet kokios algebrinés struktiiros placiaja
prasme nagringjima suvesti | algebrinés struktiiros siauraja prasme nagringjima, kurio metu galima
taikyti turtingesnj ir galingesni matematinj aparata, tai mes toliau Siame skyrelyje nagrinésime
pagrindinai tik algebrines struktiiras siauraja prasme.

Sitaip susiauring algebrinés struktiiros savoka, algebrine struktiira vadinsime bet kurig
netuscia aibe A su joje apibrézty algebriniy operacijy f;, f;, f3,..., f, netuséia baigtine aibe,
sutrumpintai Zymédami tokia algebring struktiira Zymeniu (A, fi, f,, f3, ..., f,), kuriame A#J, n>1, fj,
f,, ..., f, — funkcijos, apibréziancios algebrines operacijas aibéje A.

Pradésime nuo paciy papraséiausiu algebriniy struktiiry (A, *) su viena binarine algebrine
operacija ,,**, apibréziama kaip kokia nors funkcija f;: AxA—A.

Algebrinés struktiiros su viena binarine operacija pavyzdziu gali biiti algebriné struktiira (Z,+),
t. y. sveikyjy skaiCiy aibé Z su joje apibrézta sveikujy skaiciy algebrinés sudéties operacija: bet kurie
aeZ ir beZ gali buti operacijos ,,+* operandais. Ir ta operacija visada duoda rezultata a+b, priklausantj
aibei Z.

Kitos panasios algebrinés struktiiros pavyzdys — algebriné struktiira (Z, ), kurioje operacija
,,®* — sveikyju skaiciy daugybos operacija.

Taciau struktiira (Z,:), kurioje operacija ,,:* yra skai¢iy dalybos operacija, jau negalime priskirti
algebrinéms struktiiroms su apibrézta algebrine operacija. Si operacija galéty tapti apibrézta racionaliyjy
skaiciy aibéje Q, o taip pat realiyjy skaiCiy aibéje, kai i§ juy eliminuotume skaiciy 0. Pazyméje tokias
aibes zymenimis Q*; R*, gautume algebrines strukttiras (Q*,:), (R*,:).

Algebrinés struktiiros (A,*) su viena binarine operacija pagal tam tikry savybiy turéjima
bei neturéjima skirstomos j algebrines struktiiras, esancias ar nesancias grupoidais; grupoidus,
esanfius ar nesancius pusgrupémis; pusgrupes, esanfias ar nesancias monoidais; monoidus,
esancius ar nesancius grupémis; grupes, esancias ar nesancias Abelio grupémis ir t. t.

IS algebrinés struktiiros apibrézimo iSplaukia, jog algebriné strukttira (A, *) turéty biiti uzdara
operacijos ,,* atzvilgiu.

Kadangi kartais nagrinéjamos ir tokios struktiiros, kurios néra uzdaros kokios nors operacijos
su jos elementais atzvilgiu, nes operacijos rezultatas jau nebepriklauso struktiiros elementy aibei A, tai
struktiroms (A, *), uzdaroms operacijos ,** atzvilgiu, suteikiamas specialus pavadinimas. Jos
vadinamos grupoidais, t.y. struktiiromis, i§ kuriy, ivedus papildomus reikalavimus, galima iSskirti
algebriniy struktiiry teorijoje (o taip pat ir eilégje kity moksly: kristalografijoje, atominéje fizikoje,
chemijoje ir, Zzinoma, pacioje matematikoje: algebroje, geometrijoje, topologijoje) gana svarbia
algebriniy struktiiry klase — algebrines struktiiras, vadinamas grupémis.

Grupoido pavyzdys — algebriné struktiira (Z", *), kurioje Z" — teigiamy sveikyju skai¢iy aib¢, o
L —kelimo laipsniu operacija a*b=a’, kai acZ" ir beZ", nes sveikojo teigiamo skai&iaus a laipsnis a”,
kai b — sveikas teigiamas skaiCius, taip pat yra sveikasis teigiamas skai¢ius.

O stai struktiira (Q, *), kurioje Q — racionaliyjy skaiciy aibé, o ,,** — minétoji kélimo laipsniu

1
operacija, jau néra grupoidas, nes, pavyzdziui, kai skaiciai a=3,5 ir bzé priklauso Q, skai¢ius 3,52 jau

néra racionalusis skai¢ius.
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Antra svarbi algebriniy struktiiry savybé — asociatyvumas operacijos ,,** atzvilgiu. Algebriné
struktiira (A, *) yra asociatyvi operacijos ,,** atZvilgiu, jei visiems aibés A elementams a, b, c
teisinga lygybé (a*b)*c=a*(b%*c).

Tai galima uZzra$yti taip:

VavbVc[(acA)A(beA)A(ce A)A[(axb)*c=a*(b*c)]]<>[(A,*)e {asociatyviosios algebrinés
struktiiros}].

Si formulé reidkia ne tik asociatyvios algebrinés struktiiros apibréZima, bet ir atvirkstini
teigini: jei algebriné struktiira (A,*) yra asociatyvi, tai visiems aibés A elementams galioja lygybé
(axb)xc=a*(b*c).

Asociatyviose algebrinése struktiirose (A,*) formulése (a*b)*c=a*(b*c) skliausteliy () galima ir
nebevartoti, o rasyti (a*b)*c=a*(b*c)=a*b*c. Tai reiskia, jog tokiose algebrinése struktiirose binarine

n
operacija ,,*“ galima vartoti kaip n-arine, t. y. galima vartoti formule *a vietoj aj*aykaz®...*a, *a,.
-

Tokiy formuliy pavyzdziai: Y a, , [a;.
i=1 i=1

Algebrinés struktiiros (A,*), kurios operacijos ,,*“ atzvilgiu yra uzdaros ir asociatyvios,
vadinamos pusgrupémis.

Pusgrupés pavyzdys — algebriné struktiira (M,(R), ®), kurioje M,(R) — n-sios eilés kvadratiniy
matricy su realiais elementais aibg, o ,,e“ — matricy daugybos operacija.

Si algebriné struktiira yra pusgrupé todél, kad ji, visy pirma, yra uzdara operacijos ,e
atzvilgiu, nes, sudauginus dvi n-osios eilés kvadratines matricas, sudarytas i§ realiy skaiciy, gaunama
n-sios eilés kvadratine matrica, sudaryta i§ realiy skaiiy; antra, kaip Zinoma i§ matricy algebros,
matricy daugyba yra asociatyvi operacija.

O Stai ka tik minétoji algebriné struktiira (Z°, *), kurioje operacija ,,** yra kélimo laipsniu
operacija, yra tik grupoidas, bet néra pusgrupé, nes, pavyzdziui, (2*3)*4=2#(3%4), kadangi

(2#3)x4=(2%)*=2'2, 0 2+(3%4)=20"=2%" 22! it tai yra 2% karto daugiau uz 2'%

Kai kuriose algebrinése struktirose (A, *) gali egzistuoti taip vadinamas neutralusis

elementas, kuris Zymimas specialiu Zymeniu e ir apibréziamas formule:
{be AAVa[(acA)A(a*b=b*a=a)]} —>(b=e).

IS Sio apibrézimo iSplaukia, jog jei algebrinéje struktiiroje (a, *) egzistuoja neutralusis
elementas e, tai kiekvienam aibés A elementui a galioja formulé a*e=e*a=a.

Neutraliyjy elementy pavyzdziai: 1) adicinéje (adityviojoje) algebrinéje struktiiroje (R, +),
kurioje aibé A yra realiyjy skaiciy aibé R, o operacija ,,** yra realiyju skaiciy sudéties operacija ,,+,
neutraliuoju elementu yra skaiius 0, nes bet kuriam aeR galioja formulé a+0=0+a=a;
2) multiplikacinéje (multiplikatyviojoje) algebrinéje strukturoje (R, o), kur ,,e“ yra realiyjy skaiciy
daugybos operacija, neutraliuoju elementu yra skaicius 1, nes bet kuriam aeR yra teisinga formulé
a-1=1-a=a; 3) jau minétoji pusgrupé (M,(R), e) taip pat turi neutralyji elementg — vieneting matrica E
(arba I), kurios teigiamos jstrizainés elementai yra vienetai, o visi kiti elementai nuliai.

Nesunku jrodyti teorema: jei algebrinéje struktiiroje (A,*) egzistuoja neutralusis
elementas e, tai jis yra vienintelis neutralusis elementas aibéje A operacijos ,,** atzvilgiu.

[rodinédami Sia teorema, tarkime, jog algebringje struktiroje (a, *), turinCioje neutralyji
elementa e, egzistuoja dar ir kitas neutralusis elementas ¢'€A. Tuomet kiekvienam a€A bus teisinga
formulé axe'=e'*a=a, i§ kurios, priémg, jog a=e, gausime formulg e*e'=e’+e=e. Kadangi e — algebrinés
struktiiros (A, *) neutralusis elementas operacijos ,,** atzvilgiu, tai kiekvienam a*e=e*a=a. Pri¢émg, jog
a=¢', gauname formulg e'*e=e*e'=e’. I§ formuliy exe'=e'*e=e ir e'*e=e*e'=e’ i§plaukia, jog e=¢’, t.y.,
kad tas ,kitas* neutralusis elementas ¢’ blitinai turi sutapti su neutraliuoju elementu e.

UZdaros asociatyvios algebrinés struktiiros, turincios neutralyjji elementa e, vadinamos
monoidais. Kai algebriné struktiira (A,*) yra monoidas, kartais ja Zymime (A, *, e), t.y.
nurodoma ne tik aibé A, operacija ,,*“, bet ir neutralusis elementas e.

Monoido pavyzdys — jau minétoji algebriné struktiira (R, +), nes i algebriné strukttira yra
uzdara ir asociatyvi realiyjy skaiciy sudéties operacijos ,,+* atzvilgiu ir turi neutralyji elementa e=0.
Todél sig algebring struktiira galima zyméti ir Zymeniu (R, +, 0). Kitas monoido pavyzdys — algebriné
struktiira (Z, ), kur Z — sveikyjy skai¢iy aibé, operacija ,,0“ — skai¢iy daugybos operacija. Si struktiira
yra uzdara ir asociatyvi skai¢iu daugybos operacijos ,, atzvilgiu ir turi neutralyji elementa e=1. Sia
algebring struktiira galima Zyméti Zymeniu (Z, e), o taip pat ir Zymeniu (Z, e, 1).
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Pusgrupés, nesancios monoidu, pavyzdys — algebriné struktira (kZ, e), kur ,,e“ — skaiciy
daugybos operacija, o kZ — sveikyjy skaiCiy, kartotiniy sveikajam skaiciui k>1 aibé, sudaryta i
elementy k-m, kur meZ. Si algebriné struktiira yra uzdara daugybos atzvilgiu, nes bet kuriy aibés kZ
elementy sandauga yra skaicius, kartotinis skaiciui k, t. y. aibés kZ elementas. Taigi, struktiira (kZ, e)
yra grupoidas. Sis grupoidas yra asociatyvus, nes skaiiy daugybos operacija yra asociatyvi. Todél
struktiira (kZ, ) yra pusgrupé. Taciau $i pusgrupé neturi neutralaus elemento, nes realiyjy skaiciy
daugybos neutralusis elementas e=1 nepriklauso kZ, o kito neutralaus elemento algebriné struktiira
(Z, ®) (tame tarpe ir algebriné struktiira (kZ, e)), kaip jau buvo irodyta, negali turéti. Todél pusgrupé
(kZ, ) néra monoidas.

Néra monoidas ir jau minétoji struktira (Q, *), kurioje operacija ,,**“ — kélimo laipsniu
operacija. Visy pirma, §i strukttira negali biiti monoidu jau todél, kad ji néra ne tik pusgrupe, bet néra net
grupoidas. Antra, §i struktiira neturi neutralaus elemento: nors a*1=a'=a, tadiau 1*a=1°=1xa, kai a=1.

Todél ir struktiira (Z", *) (kurioje operacija ,,** yra kélimo laipsniu operacija), nors ir priklauso
grupoidy klasei, taip pat néra monoidas, nes ji, visy pirma, néra pusgrupé, ir, antra, teturi tik deSinjji
neutralyjj elementa ir neturi kairiojo.

Kai kuriose algebrinése struktiirose (A, *), turinCiose neutralyji elementa e A, kiekvienam
elementui ac A galima rasti jam atvirkStinj (arba simetrinj) operacijos ,,** atzvilgiu elementg b,
priklausant; tai paciai aibei A ir tenkinantj salyga axb=b*a=e.

Elemento a atvirkitini elementa priimta Zyméti a . Todél a*a '=a '*a=e.

Atvirkstiniy elementy egzistavimo struktiiroje (A, *) pavyzdziai: 1) jau minétoje adicinéje
grupéje (R, +), esancioje monoidu, nes ji yra pusgrupé, turinti neutralyji elementa e=0, kiekvienam
realiam skai¢iui acR egzistuoja jam atvirkstinis skaiGius a'=—a, gaunamas i§ skai¢iaus a, pakei¢iant jo
7enkla | priesinga; 2) algebrinéje struktiiroje (R", o), kurioje R" yra teigiamy realiyjy skai¢iy aibé, o
operacija .o — skai¢iy daugybos operacija, kiekvienam elementui acR" egzistuoja atvirkstinis

3

1 . . 1 1
elementas a '=— eR”, tenkinantis salyga a-— =—-a=1.
a a a

Monoidas (A,*), kuriame kiekvienam acA egzistuoja atvirkStinis elementas a'eA,
vadinamas grupe.

Grupiy pavyzdziai: 1) (R, +) yra grupé, priklausanti adiciniy grupiy klasei; 2) (R, o) yra
grupé priklausanti multiplikaciniy grupiy klasei; 3) struktiira (A,o), kurioje A — ketvirtosios eilés
2 341 23

3144123
operacija, yra grupé, nes: a) bet kuriy dviejy ketvirtosios eilés keitiniy ,,sandauga‘“ yra ketvirtosios eilés

2 3 4.1 2 3 4
keitinys (pavyzdziui, ketvirtosios eilés keitiniy 3 31 4 ir 41 2 3 »sandauga“ yra ketvirtosios

1
keitiniy ) ir t. t. aibé, o operacija ,,o — keitiniuy ,,daugybos* (kompozicijos)

1 2 3 4
eilés keitinys { 2 4 3); b) keitiniy ,sandaugos® operacija yra asociatyvi, kadangi
((a>b)o(b—c))o(c—>d)=(a—>c)o(c—>d)=a—>d ir (a—>b)o((b—c)o(c—d))=(a—>b)o(b—>d)=a—d, t.y.
((a>b)o(b—c))o(c—d)=(a—>b)o((b—c)o(c—d)); c¢) Si algebriné struktiira turi neutralyji elementa —

1 2 3 4
keitinj , pervedanti kiekviena ketvirtos eilés keitini | pati save; d) kiekvienas keitinys turi

1 2 3 4
atvirkstini keitini, kuris gaunamas sukeitus kélinius (keitinio eilutes) vietomis.
3 4 31 2 4
Pavyzdziui, keitinio atvirkstinis keitinys yra , arba (sukeitus vietomis
31 2 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2
stulpelius, kas keitinio nekeicia) keitinys 5 31 4 Nesunku isitikinti, jog keitiniy 31 2 4 ir

b234 ,sandauga“ yra keitinys bz3d — nagrinéjamos visy ketvirtosios eilés keitiniy grupés,
2 31 4 1 2 3 4
Zymimos Zymeniu Sy, neutralusis elementas.

1.9.1.4. skyrelyje aprasytas kvadraty elementy perstatymo procediiras, gaunant
»magiSkuosius kvadratus® irgi galima laikyti keitiniais, kurie n — matés kvadratinés matricos

elementus, sudarancius aib¢ ACN, pakeiCia tos pacios aibés elementais, t. y. bijektyviai atspindi aibg A {
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pacia save. Pavyzdziui, 9-sios eilés keitinys 23456789 transformuoja kvadrata
4 9 23 57 816
1123 4192
415|6| 1 ,magiskaji“ treCios eilés kvadrata |3 | 5| 7 |. Taigi, kvadraty pertvarkymai — ju
71819 8116

elementy Keitiniai ir ty keitiniy kompozicijos, kuriy taikymo metu gaunami ir ,,magiskieji
kvadratai“, taip pat sudaro algebring grupe.

Nesunku irodyti, jog standieji judesiai plokStumoje (atspindziai, posiikiai, postiimiai ir
slenkamieji atspindZiai), prijungus prie juy aibés dar ir ,,tapatyjj judesi“ kaip standziyju judesiy aibés
neutralyji elementa, judesiy kompozicijos atzvilgiu taip pat sudaro algebrine grupe (A, o), kurioje A —
jau minétoji standziyjy judesiy aibé plokstumoje, papildyta ,,tapaciu judesiu“, o operacija ,,o“ — judesiy
kompozicijos operacija.

Trimatéje erdvéje standZiyjy judesiy algebrinés grupés (A, o) aib¢ A sudaro jau septyni
pagrindiniai standieji judesiai (keturi ka tik minétieji, dar sukamasis atspindys ir sraigtinis
perkélimas, apie kuriuos buvo kalbama 1.9.1.4. skyrelyje, aprasant kristaly simetrijos elementus) ir
»tapatus judesys*.

Nagringjant standZiyjy judesiy simetrija ir naudojantis grupiy teorija, buvo jrodyta, kad galimi
tik 7 juosty ir tik 17 apmusSaly rasty simetrijos tipai, o taip pat tik 32 kristaly iSorinés simetrijos
klasés (taskinés grupés) ir tik 230 kristaly vidinés simetrijos tipy (erdviniy grupiy), apie ka jau
buvo rasyta 1.9.1.4. skyrelyje.

Taciau algebrinés grupés sudaro tik dali monoidy, nes ne visada aibéje A egzistuoja visy jos
elementy atvirkstiniai elementai operacijos ,,** atzvilgiu.

Pavyzdziui, monoidas (R', +) néra grupé, nes né vienas teigiamy realiyju skai¢iy aibés R*
elementas neturi toje aibéje sau atvirkstinio elemento sudéties operacijos ,,+* atzvilgiu.

Néra grupé ir monoidas (Z, ), nes sveikyjy skaiciy aib¢je Z tik skaiciai +1 ir —1 turi toje aibéje
sau atvirkstinius elementus skai¢iy daugybos operacijos atzvilgiu.

Taip pat ir monoidas (R, e) néra grupé, nes skaicius 0, buidamas aibés R elementas, neturi
daugybos operacijos ,,e* atzvilgiu atvirkstinio elemento, priklausanéio aibei R. Taciau, jei eliminuotume
i$ aibés R skaiciy 0 ir sudarytume aibg R—0, tai algebriné struktiira (R—0, ) biity grupé.

Kai kurios algebrinés struktiiros (a, *) gali turéti komutatyvumeo savybeg: operacijos ,,** su
aibés elementais a ir b rezultatas a*b gali nepriklausyti nuo operandy tvarkos, t. y. visi grupés elementai
air b gali tenkinti lygybe a*b=b*a.

Algebrinés grupés, turinfios komutatyvumo savybiy, buvo pavadintos komutatyviosiomis
grupémis. Daznai tokios grupés vadinamos Abelio grupémis, t. y. norvegy matematiko N. Abelio
(N. H. Abel), parodziusio komutatyviyju grupiy svarba algebriniy lygciu teorijai ir jrodZiusio, jog
aukstesnio negu 4 laipsnio algebrinés lygtys bendruoju atveju radikalais neiSsprendziamos, vardu.
Noréciau atkreipti studenty, kuriy amzius irgi dar labai jaunas, démesi i tai, kad nors N. Abelis
pragyveno tik nepilnus 27 metus (nuo 1802-ju iki 1829-jy), jis suspéjo nuveikti gana daug. Jis ne tik
irodé jau minétaja fundamentaliaja teorema, dabar vadinama Abelio teorema, bei apibrézé kai kuriuos
radikalais iSsprendziamy lygc¢iuy tipus, bet ir iStyré algebriniy funkcijy integralus, neiSreiskiamus
elementariosiomis funkcijomis, dabar vadinamus Abelio integralais, yra vienas elipsiniy funkcijy
teorijos kiiréjy, savo darbais apie binoming eilut¢ paskatings begaliniy konverguojanciy eiluciy teorijos
raida. Dar jaunesnis, biidamas uz politing veikla i§ auksStosios mokyklos pasalintu studentu, zuvo
dvikovoje vienas bendrosios algebriniy lygéiy ir grupiy teorijos pradininky E. Galua (E. Gallois 1811—
1832). Taciau jis irgi suspéjo jamzinti savo varda matematikoje (Galua teorija, Galua grupés,
algebriniy funkcijy integraly teorema, algebriniy lygciy iSsprendziamumo radikalais kriterijus). Taigi
kol jaunas, o broli, sék pasélio griida ir dirvos neapleiski...*

Abelio grupiy pavyzdziai: 1) jau minétoji adiciné grupé (R, +); 2) multiplikaciné grupé (R”, e),
kurioje R" yra realiujy teigiamy skai¢iy aibé; 3) jau minétoji grupé (R—0, -), kurioje R—0 yra realiyju
skai¢iy aibé be 0; 4) tiesiniy polinomy ax+b (kur acR, beR yra kokie tai pastoviis koeficientai, o x —
kintamasis, kurio galimos reik§més priklauso R) adiciné grupé (Rx+R, +), kurioje Rx yra sandaugy ax
aibeé, o Rx+R — tiesiniy polinomy ax+b su realiais koeficientais aibé.

Abelio grupés sudaro tik tam tikra visy grupiy dalj (nors ir gana svarbia). Visos kitos grupés yra
nekomutatyvios.

Grupés, nesancios Abelio grupe, pavyzdziu gali biiti neseniai minétoji ketvirtosios eilés keitiniy
grupé S, ir bendrai, n-osios eilés keitiniy grupé (K,, o), sutrumpintai Zzymima S,,, kurioje neN, K, — visy
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n-sios eilés keitiniy aibé, o operacija ,,0“ — keitiniy kompozicijos (,,daugybos®) operacija. Keitiniy
kompozicijos nekomutatyvumo jrodymui pakanka vieno konkretaus pavyzdzio:
1234 123412341234 123

4 1
231 4 412312434123 23144
1 234 123 4
2 4

3
4 1 2 3 4 1 23
2 31 4 4 1 3¢4123 2 31
Keitiniy kompozicijos asociatyvumas ir jos nekomutatyvumas isplaukia i§ elementariy keitiniy,
vadinamy transpozicijomis, asociatyvumo ir nekomutatyvumo. Transpozicijomis (perkélimais)
vadinami tokie keitiniai, kuriuose antrasis keitinio kélinys gaunamas sukeiCiant vietomis tik viena pora
pirmojo kélinio elementy.
Elementy i ir j transpozicija zymima (i, j). Pavyzdziui, transpozicija (1, 4) kélini 1 2 3 4 keicia {

>

1 2 3
kélini 4 2 3 1 ir sudaro keitini 4231 Kiekvieng keitinj galima gauti kaip transpozicijy
oo .. 1234 . :
kompozicija (,,sandauga®). Pavyzdziui, keitinys 5 31 4 yra dviejy transpoziciju (1, 2) ir (1, 3)

»sandauga®:
1234 12341234
2134 32142314
Pagal transpozicijy skaiCiy kéliniai ir keitiniai skirstomi { lyginius, t. y. turin¢ius lyginj skaiciy
transpozicijy, ir nelyginius, t.y. turinius nelygini transpozicijy skaiCiy. Pavyzdziui, keitinys
1 23

2 31 4
1) skaicius ,,2“ stovi anksCiau uz mazesni skai¢iy ,,1¢ ir 2) skaicius ,,3* stovi anks¢iau uz mazesnji

yra lyginis keitinys, nes kélinys 2 3 1 4, lyginant su kéliniu 1 2 3 4 turi dvi transpozicijas:

1 2 3 4 1 2 3 4
skaiciy ,,1%. Keitinys 21 3 4 o taip pat keitinys 41 2 3 yra nelyginiai keitiniai. Kadangi,
kaip nesunku jrodyti, transpoziciju kompozicija yra asociatyvi, bet nekomutatyvi operacija, tai i§ to
iSplaukia ir bet kokiy keitiniy kompozicijos asociatyvumas ir nekomutatyvumas.

Kadangi transpozicija yra keitinys, tai algebriné strukttra (T,, o), kurioje neN, T, — yra
n-osios eilés visy transpozicijy (tame tarpe ir tipo (i,i) transpozicijy) aibé, o operacija ,,o*
kompozicijos operacija, yra algebriné grupé, nesanti Abelio grupe.

Neseniai minétos standziyjy judesiy plok§tumoje ir erdvéje kompozicijos grupés taip pat néra
Abelio grupés, nes, kaip jau buvo parodyta 1.9.1.4. skyrelyje (zitr. 98 pav.), judesiy kompozicija néra
komutatyvi.

Algebriniy struktiiry asociatyvumo ir komutatyvumo savybés yra nepriklausomos viena
nuo Kkitos.

Pavyzdziui, algebriné struktiira (Z, *), kurioje bet kuriy aibés Z elementy m ir n operacija ,,**
apibréziama lygybe n*m=-n-m, yra komutatyvi, bet néra asociatyvi. Komutatyvumas isplaukia i$
lygybés: m*n=-m-n, n*m=-n-m, —nh—m=-m-n, m*n=n*m visoms meZ ir neZ reikSméms.
Asociatyvumo nebuvimo jrodymui pakanka vieno pavyzdzio: (1#2)#3=—(1%2)-3=—(—1-2)-3=1+2-3=0,
1%(2%3)=—1— (2%3)=—1-(-2-3)=—1+2+3=4, 04, (1*2)*3£1%(2%3).

O Stai Siek tiek anks¢iau nagrinétoji algebriné struktiira (My(R), o), kur M (R) — racionaliyjy
kvadratiniy n-sios eilés matricy aibé, o operacija ,,“ — matricy daugybos operacija, yra asociatyvi, bet
nekomutatyvi, nes matricy daugybos operacija yra asociatyvi, bet nekomutatyvi.

Taigi, gali egzistuoti asociatyvios, bet nekomutatyvios algebrinés struktiiros, o taip pat
neasociatyviis, bet komutatyviis grupoidai, na ir, Zinoma, algebrinés struktiiros, turincios ir
asociatyvumo ir komutatyvumo savybe.

Pastaryjy pavyzdys — Abelio grupés, o idomy nekomutatyvaus monoido pavyzdi gausime,
panagrinéje klasikinés matematinés logikos vieno argumento funkciju (Y =fy(X)=0, Y ,=fi(X)=X,
Y =,(X)=X ir Ys=f3(X)=1) superpozicijas fi(f(X)), kur argumentas X gali turéti tik dvi logines
reikS§mes: 0, reiSkianti teiginio X neteisinguma, ir 1, reiSkiantj teiginio X teisinguma. Tik dvi logines
reikS§mes gali turéti ir loginé funkcija Y, todél klasikingje matematinéje teiginiy algebroje gali biiti tik
auksciau iSvardintos keturios vieno argumento loginés funkcijos: fy, f}, f5, f3. Nesunku apskaiciuoti Siy
funkcijy superpozicijos rezultatus. Pavyzdziui, fi(£:(X))=f,(X), fo(fi(X))=fx( X )=X =f,(X), f(fy(X))=
=£,(0)=0=f(X), fi(fo(X))=f(0)=0=1=f;(X) ir t.t. Visy galimy superpoziciju fi(fj) rezultatais parodyti
44-joje lenteléje.

— transpozicijy

604



IS tos lentelés matyti, jog algebriné struktiira (A,o), kurioje A —

loginiy funkcijy aibé {f,, f;, f,, f3}, o operacija ,0*“ — ty funkciju
f\fi | fo | fi | 6 | 5 | superpozicijos operacija, yra uzdara operacijos .o atzvilgiu, nes
fo | fo | fo | fo | fo | superpozicijos fi(f;) rezultatas — visada kokia nors viena i§ aibg A
fi ;| 6 | fi | fy sudaranciy keturiy loginiy funkcijy. Naudojantis 44-ja lentele, nesunku

b | fo | fi | £ | f5 | jrodyti struktiiros (A, o) asociatyvuma. Pavyzdziui, (fjof,)ofs=f,ofs=f, ir

f5 | 616 [ 5 [ 6 | fio(fefy)=fofi=fy, i§ kur i§plaukia, jog (fiofy)ofs=fo(fr0f3), 0 (fyof))ofs=
=fiof)=f| ir f o(fjofy)=f,0f1=f], 1§ kur iSplaukia (fyof))of,=fro(fiofy) ir t. t. ir t. t. Nagriné¢jamoji struktiira
turi neutralyji elementa — funkcija f,, nes, kaip matyti i§ 44-sios lentelés, f,(f)=f; ir fi(f,)=f;. Taciau $i
algebriné struktiira néra grupé, o yra tik monoidas, nes §ioje struktiiroje funkcijos f; nors ir turi
atvirkstines logine prasme funkcijas (funkcijos fj ir f, yra atvirkstinés logine prasme viena kitai kaip ir
funkcijos f, ir f3) ir tokiy atvirkstiniy funkcijy gavima realizuoja funkcija f; (pavyzdziui, fi(fo)=f3,

44. lentelée

fi(f))=f, fi(f)=f, fi(f;)=f), tadiau ne visos jos turi atvirkstines funkcijas f;', kurios tenkinty salyga
f7'(f)=1f,(f;')=e=f1,. Tokias atvirkstines funkcijas f;' turi tik funkcijos f,, f;. Jos yra atvirkstinés
pacios sau: fi(f))=Ff, ir f(f;)=5, t.y. (f))'=f, ir (£,) '=h. Funkcijos f, ir f; tokiuy funkcijy f; ir f;, kad
fo(f)=fi(fo)=1> ir f3(fj)=fj(f3)=t, neturi, nes fo(fj)=f, ir f3(fj)=f3. Taigi, funkcijos f; ir f3 neturi atvirkstiniy
funkcijy f,", f,'. I§ 44-sios lentelés taip pat matyti, kad nagrinéjamas monoidas néra komutatyvus, nes
fo(f3)=83(fo), 11(fo)=to(f1), fi(f3)=t3(1).

[vairias algebrines operacijas galima vykdyti ne tik su skaiiais, algebriniais dydZiais,
vektoriais, matricomis, keitiniais, judesiais, funkcijomis, bet ir su jvairiais Zenklais bei ju
junginiais, tame tarpe ir su simboliais, vadinamais ,,raidémis“, ir juy junginiais, vadinamais ,,ZodZiais".

Pazymésime Zymeniu Abc baigting tokiy simboliy aibg, kurig pavadinsime abécéle. Abécélés
elementy a,, a,, as,...,a, baigtines sekas vadinsime ,,zodziais“, o abécelés elementy (,,raidziy®) skaiciy
»Zodziuose — ,,zodzio* ilgiu. Vadinsime ,,zodziu“ (,,tus¢iu zodziu®) ir tusc¢ia ,,zodziu“ seka, neturincia
né vienos ,raidés“. Ta ,.tusCia zodi“ Zymésime simboliu ,,1*. Tokio ,,zodzio* ilgj laikysime lygy O.
,,Zodiius“, kuriy ilgiai didesni uz 0, Zymésime zymenimis Wy, Wy, W3,...,Wp. ,Zodzius® wi=a; ap...a; ir
Wi=a;a),...aj laikysime lygiais tada ir tik tada, kai ju ilgiai yra vienodi, t.y. r=k, ir kai yra vienodos
atitinkamos tu ,,ZodZiy" raidés: a;=a;;, ap=ap,..., Ax=aj.

Pazymésime visy baigtinio ilgio ,,zodziy“, sudaryty i§ baigtinés aibés Abc ,raidziy“, aibg
zymeniu Abc* ir ivesime ,,zodziy sandaugos® operacija ,,»* — trumpesniy zodziy jungimo i ilgesnius
zodzius operacija. éiq operacija apibréSime formulémis: w;-w,=ww,, w-1=1-w=w, kur w;eAbc*,
wreAbc*, we Abc*. Aisku, kad naujas ,,zodis“ ww, turés baigtini ilgj ir bus sudarytas i§ abécélés Abc
raidziy ir todel priklausys Abc*. O tai reiskia, jog algebriné struktira (Abc*, -, 1) bus uzdara ,,z0dziy
daugybos® operacijos ,, - atzvilgiu. Kadangi (W;-W,)-W3=W Wy W3=W|WoW; I Wi-(Wp-W3)=W1{-WrW3=
=W W, W3, tai (W;-W,)-W3=w;-(W,W3), 1§ kur iSplaukia, jog algebriné struktiira (Abc*,, 1) yra pusgrupé.
Si pusgrupé turi neutralyji elementa — ,,tui¢ia zodi*, nes i ,,70dziu daugybos* operacijos apibrézimo (o
taip pat i$ to, ka mes pavadinome ,,zodziu“ ir ,tus¢iu zodziu“) iSplaukia, jog 1-w=w-1=w. Taigi,
struktiira (Abc*, -, 1) yra monoidas, taciau ji néra grupé. Tas monoidas néra komutatyvus, ir tai iSplaukia
i8 ,,zodziy“ lygybés apibrézimo: jei ,,zodziai“ w; ir w, néra lygiis, tai w;-w#w,-w|, nes tuomet néra
lygtis ty operacijy rezultatai — ,,ZodzZiai“ w w, ir wowy.

Algebrines operacijas galima vykdyti ir su paciomis algebrinémis struktiiromis. Pavyzdziui,
galime jvesti algebriniy struktiiry tiesioginés sandaugos operacija.

Algebriniy struktiiry (A, *) ir (B, o) tiesiogine sandauga (A,*)x(B, o) vadinsime tokia
algebrine struktiira (AxB,-), kurioje aibé AxB yra aibiy A ir B dekartiné sandauga, o operacija ,,-*
yra algebriné operacija tarp aibés AxB elementy — pory (a;, b;) ir (ay, b,), sudaryty i§ aibés A
elementy a; ir a,, o taip pat i§ aibés B elementy b; ir b,; ta operacija ,,-* visiems a;e A, a €A, b;eB,
b, B, (a;, b)) e AxB, (ai, b,)€ AxB apibréZiama formule (a;, b;)-(ay, b,)=(a;*ay, bjob,).

Pavyzdziui, jei grupé (Ry, +) vaizduoja vienmaciy vektoriy Ox, turin¢iy pradzia koordinaciy
sistemos pradZioje O ir gulinCiy abscisiy aSyje, sudéties algebring struktiirg ir grupé (Ry, +) vaizduoja
vienmaciy vektoriy Oy, turin¢iy pradzig koordinaciy sistemos pradzioje O ir guliniy ordinaciy asyje,
sudéties algebring struktiira, tai algebriné struktira (Ry, +)x(Ry, +)=(RxR,, +) vaizduoja dvimaciy
vektoriy, turinéiy pradzia koordinadiy sistemos pradzioje O ir gulinéiy plok§tumoje xOy, sudéties
algebring struktiira. Operacija ,,+* struktiiroje (RyxR,, +) apibréZiama taip: visiems x;eRy, xjeR,,
yieR,, yieRy, (X;, yi) € RyxRy, (Xj, yj)€RxR, yra teisinga lygybé (x;, yi)+(X;j, yj)=(XitX;, yity;).

Tiesioginé algebriniy struktiry (R, +) sandauga (R, +)x(R, +) Zymima (R?, +).
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Nesunku jrodyti teorema: jei (A, *) yra grupée, turinti neutralyji elementa e,, ir jei (B, o) yra
grupé, turinti neutralyjj elementa eg, tai ir ty grupiy tiesioginé sandauga (A, *)x(B, o)=(AxB, ) yra taip
pat grupé, o jos neutralusis elementas yra (ea, eg). [rodysime tai.

Algebrinés struktiiros (AxB, -) uzdarumas bei asociatyvumas iSplaukia i§ struktiiry (A, *),
(B, ©) uzdarumo bei asociatyvumo ir i§ algebriniy struktiiry tiesioginés sandaugos apibrézimo.

[rodysime, jog algebriné struktiira turi neutralyji elementa ir jis yra lygus (ea, €g).

Kadangi exeA ir egeB, tai (es, eg)eAxB. I algebriniy struktiiry tiesioginés sandaugos
apibrézimo iSplaukia, jog (ea, ep)-(a, b)=(ea*a, egob) ir (a, b)-(ea, eg)=(a*e,, boep).

Kadangi e, yra struktiiros (A, *) neutralusis elementas, o eg — struktiiros (B, o) neutralusis
elementas, tai ey*a=a, a*e,=a, egob=Db ir boeg=Db.

Todél (ea, eg)-(a,b)=(a,b) ir (a, b)-(ea, eg)=(a, b), t. y. (e, ep) yra algebrinés struktiiros (AxB, -)
neutralusis elementas.

Lengvai jrodomas ir teiginys, kad kiekvienas aibés AxB elementas (a, b) aibéje AxB biitinai
turi atvirkitinj elementa (a, b)' operacijos ,,- atzvilgiu ir, kad tas atvirktinis elementas yra (a', b™"),
kur a ' yra aibés A elemento a atvirktinis elementas operacijos ,,** atzvilgiu, o b ' yra aibés B elemento
b atvirkstinis elementas operacijos ,,o“ atzvilgiu.

Tas jrodymas iSplaukia i§ lygybiy:

1) (a',b")(ab)=(a *a, b 'ob)=(ea, ep),

2) (ab)(a’',b')=(a*a’, bob ")=(en, ep).

Taigi, jei (A, *) ir (B, o) — grupés, tai ir (A, *)x(B, o) irgi yra grupé, turinti neutralyji elementa —
dvimati vektoriy, sudaryta i§ e ir eg.

Panasiai jrodoma, kad, jei (A, *) ir (B, o) yra monoidas (ar pusgrupé), tai ir (A, *)x(B, o) taip
pat yra monoidas (ar pusgrupé).

IS teoremos apie algebriniy struktiiry tiesioging sandauga iSplaukia, jog algebriné struktiira
(RexRy, +) yra grupé, kurios neutralusis elementas yra ,,nulinis vektorius“ (0, 0) ir kurioje kiekvienas
plok§tumos vektorius (a, b) turi atvirkstinj vektoriy — (a, b)=(—a, —b). Kitaip tariant, plokStumos vektoriy
aibé, vektoriy sudéties operacijos atzvilgiu sudaro grupe su neutraliu elementu — ,,nuliniu vektoriumi*
(0, 0).

Analogiskai galima jrodyti, kad plokStumos vektoriy aibé vektoriy skaliarinés daugybos
operacijos atzvilgiu sudaro monoida su neutraliu elementu — vienetiniu vektorium (1, 1).

Algebriniy struktiiry tiesioginés sandaugos operacija galima apibendrinti.

Tarkime, jog turime neN algebriniy struktiiry (A;, *), kur i=1, 2, 3,...,n; A; — aibés, ,,* —
algebrinés operacijos, apibréztos ir uzdaros tose aibése.

Tuomet Siy algebriniy struktiiry apibendrinta tiesiogine sandauga (A;, *)x(A;, *;)X...x
x(Ap1, *p1)%(A,, *,) vadinsime algebrine struktiira (A;xA,x...xA, 1xA,, ), kurioje aibé A;xA,x
X...XxA, XA, yra visy aibiy A; dekartiné sandauga, o operacija ,,-“ apibréZiama lygybe (a,, a,,...,
a, 1, ay)«(by, bayeeey by g, by)=(ar*1by, ay*;by,..., a, 1%, b, 1, a,*,b,), galiojancia visiems elementams
a;c A, bi€A;, (a1, 229000y A1, An) EAXAXW XA XA, (D, Dageeey Dygy bp) €A XA X XA XA, ViSOMS
operacijoms ,,*;*, visiems indeksams i=1, 2, 3,..., n ir visiems neN.

Analogiskai, kaip buvo jrodyta teorema binarinés algebriniy struktiiry daugybos atveju,
galime irodyti analogiSka teorema apibendrintos (n — arinés) algebriniy struktiiry daugybos atveju.

IS tos teoremos, pavyzdziui, iSplaukia, kad trimatés erdvés vektoriy aibé ju sudéties operacijos
atzvilgiu sudaro algebring grupg, o vektoriy skaliarinés sandaugos atzvilgiu — monoida.

Ivede i-jo laipsnio monomy X, kur reR, ieN, aibés zymenj Rx!, gauname, jog (R, +)x
x(Rx,F)x(Rx%, +)x..x(Rx"", +)x(Rx", +)=(R+Rx+Rx*+..-HR"'+Rx") yra polinomy, kuriuy laipsnis
nevirsija neN, grupé. Sios grupés neutralusis elementas — skai¢ius 0. Nesunku jrodyti, jog §i grupé (kaip
ir ka tik minétoji vektoriy sudéties grupé€) yra Abelio grupé. Komutatyvus yra ir vektoriy skaliarinés
sandaugos monoidas.

Nesunku irodyti, kad bet kurioje grupéje (A, *) lygtys a*x=b ir y*a=b, kur acA ir beA, yra
visada vienareikSmisSkai iSsprendzZiamos, t.y. visada egzistuoja tokie elementai ceA ir deA, kad
axc=b ir d*a=b. [rodysime tai.

Kadangi grupéje (A, *) egzistuoja elementui a atvirktinis elementas a ', tai galima priimti, jog
x=c=a '*b ir y=d=b*a ' ir jsitikinti, jog &ios X ir y reik§més tenkina lygtis a*x=b ir y*a=b, nes a*x=a*(a
'xb)=(axa ')xb=exb=b, t. y. b=b, ir y*a=(b*a ')*xa=b*(a '*a)=bxe=b, t. y. vél gi b=b.

Kai grupé (A, *, ¢) — Abelio grupé, tai abiejy lygéiy a*x=b ir y*a=b sprendiniai a ir d yra
vienodi.
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Taigi, grupeés (A, *) atvirkstinio elemento aibéje A egzistavimas kiekvienam tos aibés
elementui salygoja lygciy a*x=b ir y*a=b iSsprendZiamuma kiekvienam acA ir beA. Pasirodo, kad
teisingas ir atvirkstinis teiginys: jei monoide (A, *, e) visada i§sprendziamos tos lygtys, tai kiekvienam
aibés a elementui egzistuoja atvirkstinis elementas ir todél tas monoidas tuomet yra dar ir grupé.
Irodysime §i teigini.

Jei monoido (A, *, e) aib&je A yra iSsprendziama lygtis a*x=b visiems acA ir visiems beA, tai
turi biiti i§sprendziama ir lygtis a*x=e, t. y. turi egzistuoti toks elementas ce A, kad a*c=e.

Kad jrodytume, jog c ir yra elemento a atvirkstinis elementas a ', belieka jrodyti lygybe c*a=e.
Sios lygybés jrodymui pasinaudosime tuo, kad aibéje A turéty biiti i§sprendziama ir lygtis c*x=e, t.y.
turi egzistuoti toks elementas deA, kad c*d=e. Tuomet c*a=(c*a)*e=(c*a)*(c*d)=c*(a*c)*d=c*e*d=
=(c*e)*d=c*d=e.

Gavome, jog a*c=c*a=e, t.y., kad c=a ', t. y. kiekvienas aibés A elementas a turi toje aibéje
sau atvirkstini elementa. O tai reiskia, jog monoidas (A, *, e) yra grupé.

Sujunge abi teoremas, kuriy viena teigia, jog i§ to, kad monoidas (A, *, e) yra grupé, iSplaukia
lygciy a*x=b, y*a=b i§sprendziamumas aibéje A, o kita, kad is Siy lyg¢iy i§sprendziamumo monoido (A,
*, ¢) aibéje A iSplaukia, kad tas monoidas yra grupé, gauname dar viena biiting ir pakankama
monoido (A, *, e¢) buvimo grupe poZymi: kad monoidas (A, *, e) buty grupé, bitina ir pakanka, kad to
monoido aibéje A visiems a€ A ir be A visada buty i§sprendziamos lygtys a*x=b ir y*a=b.

Galima jrodyti ir teorema, kad grupéje (A, *, e) galioja taip vadinamoji prastinimo taisyklé,
iSreiskiama formulémis:

axb=a*c=b=c,
b*a=c*a=>b=c.

I§ tikryjy i§ axb=axc iSplaukia a '#(a*b)=a '*(axc), i§ kur gauname lygybes (a '*a)xb=
=(a '*a)*c, exb=e*c, b=c. Analogiskai, i§ b*a=c*a gauname lygybes (b*a)*a '=(c*a)*a ', bx(ax a ')=
=ex(axa '), bxc=c*e, b=c.

Prastinimo taisyklé grupéms galioja visada, o monoidams ji gali galioti, bet gali ir
negalioti.

Pavyzdziui, jau nagrinétam monoidui (Abc*, -, 1)prastinimo taisyklé galioja, nes ji iSplaukia i$
»zodziy* lygybés salygos ir ,,zodziy sandaugos* (,,zodziy"“ jungimo) operacijos apibrézimo.

O stai kitame jau nagrinétame monoide — multiplikaciniame matricy M,(R) monoide (M,(R), -)
prastinimo  taisykle negalioja. Sio teiginio jrodymui pakanka vieno pavyzdzio: nors

DO (1110 (1 1) (1) |
X = X = , O€tl 1S S108 €S neisplaukia, Ka U 10S matricos
0 0/ l1 1) 1o o)1 o) Lo o ey P fulye

11 10
Siam monoidui prastinimo taisyklé negalioja.

[vesime pogrupio (pomonoidzio) savoka.

Tarkime, jog (A, *) yra monoidas (grupé), aibé B yra aibés A netuscias poaibis. Jeigu (B, *)
taip pat yra monoidas (grupé), tai algebriné struktira (B, *) vadinama monoido (grupés) (A, *)
pomonoidZiu (pogrupiu).

Pavyzdziui, grupé (Z, +) yra grupés (R, +) pogrupis, o monoidas (Q, -) yra monoido (R, -)
pomonoidis.

[rodysime, jog grupés (A, *) ir jos pogrupio (B, *) neutralieji elementai sutampa.

Tarkime, kad grupés (A, *) neutralusis elementas yra ea, o pogrupio (B, *) — eg. Kadangi egeB,
0 BCA, tai ege A. Todel grupéje (A, *) galioja lygybe es*ep=eg. Aib¢je B galioja lygybé egxep=ep. Ji
galioja ir aibéje A, nes BcA. IS lygybiy ej*eg=ep ir ep*ep=ep iSplaukia ep*eg=ep*ep. Panaudoje
prastinimo taisykle, gauname e =eg, ka ir reikéjo jrodyti.

Kadangi ne visiems monoidams gali biiti taikoma prastinimo taisykle, tai ne visada monoido ir
jo pomonoidZio neutralieji elementai sutampa.

Sio teiginio jrodymui pakanka vieno konkretaus pavyzdzio.

Tarkime, jog monoido (A, *) aib¢ A sudaro du elementai O ir 1, o operacija ,,*“ reiskia
maksimalaus elemento radimo operacija: a*b=max(a, b) visiems ac A ir beA.

Tuomet 0+0=0, 0x1=1, 1*0=1, 1*1=1. I$ Siy lygybiy iSplaukia, jog monoido (A, *) neutralusis
elementas operacijos ,,** atzvilgiu yra 0, t. y. e5=0.

11 11 11
( ] ir ( J, ka biitume galéje gauti, ,,suprasting” matricy sandauga i§ matricos (1 OJ' Taigi,
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Sudarysime to monoido (A, *) pomonoidj (B, *), kuriame aibé B yra aibés A poaibis, turintis
tik vieng elementa b=1. Aib¢je B operacijos ,,** taikymo rezultatas gali biti tik vienas: 1*1=1. IS Sios
lygybés iSplaukia, jog eg=1. Kadangi 1+0, tai eg#e4, ka ir reikéjo parodyti.

Grupéje (A, *) gali egzistuoti tokie elementai a, kurie tenkina lygybe a*a*...*a=ec.

n—operandy

1 23 123 123 e
, , keitiniy
231 312 12 3}

kompozicijos (,,daugybos®) ,,o* atzvilgiu yra uzdara asociatyvi struktiira, turinti operacijos ,,o“ atzvilgiu

Pavyzdziui, trijy treCios eilés keitiniy aibé A:{

neutralyji elementg e, :1 ) 3 o kiekvienas tos aibés elementas — atvirkstini elementa, priklausanti

. . 123 ..23 1 1.2 3 12
aibei A: keitinys turi atvirksStinj elementa — keitinj = , keitinys -
2 31 1 23 31 2 31 2
.31 2 1 2 3 1 23 o
keitini = , keitinys yra atvirkstinis pats sau.
1 23 2 31 1 23

1 2 3
Taigi, algebriné struktiira (A, o) yra grupé. Nesunku isitikinti, kad keitinio a = 5 3 eA

1 23

kompozicija acaca =e, = .
POZICNE 82858 ZC€A =1 5 3

3 operandai
I8 tikryjy:
123 123123 123 123123

aoa= ° = R aoaoa:(aoa)oa: o = =e,.
2 31 2 3 31 2 31 31123

1 23
Aisku, kad sudar¢ kompozicija i§ 3k operandy — keitiniy ) 3 1’ kur keN, gausime, jog jos

rezultatas taip pat bus lygus e,.
Jei axa*..*a=e,, tai visuomet galima rasti toki maziausia skaiciy noeN, kad a*a=*...xa=ex.
- -

n—operandy n, operandy
v e n .
Tas maziausias skaicius ng bus arba n, arba n,, = E , kai n=kn,, kur keN.

Skaicius ny vadinamas elemento ac A eile grupéje (A, *) ir Zymimas Zymeniu ord,a.
Analogiskai apibréziama ir elemento ac A eilé monoide (A, *). Ji taip pat Zzymima ordaa.
Ka tik nagrinétoje keitiniy grupéje (A, *), kurioje aibg¢ A sudaro 3 treciosios eilés keitiniali,

o 123
keitinio a = eilé orda=3.
2 31
ot e 23 . . o
Analogiskai randame, kad keitinio b:3 ) 1 eilé ord,b taip pat lygi 3, o keitinio

3
c= eilé ord,c=1.
2 3

Egzistuoja ir tokios grupés bei monoidai ir tokie ju elementai a, kad neegzistuoja joks baigtinis
natiiralusis skai¢ius ng, kad gautume lygybg a*a*...*a=e,.
n, operandy
Tuomet sakoma, kad elemento a eilé¢ algebrinéje struktiiroje (grupinéje ar monoide) yra
begaling, t. y. ordpa=co.
Grupés (A, *) kokio nors elemento acA ,,sandauga® a*a*...*a vadinsime elemento a k—
_
ng operandy
tuoju laipsniu ir Zymésime a*a*...xa=a"
—
k operandy

Kai ,,dauginami* atvirkstiniai elementai a ' *a™' *_..xa~! | tai tokia sandauga Zymima a*. Tai
k operandy

reiskia, jog elementy laipsniai grupéje gali bati ir neigiami.
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Nesunku jsitikinti, jog grupés (monoido) elementy laipsniams galioja skaiciy algebroje
Zinomos operacijy su laipsniais taisyklés: a"xa™=a""™, (a ')'=a ", (a")"=a"", a*a '=a’=e,. Tos taisyklés
iSplaukia i$ grupés (monoido) asociatyvumo ir elemento laipsnio apibrézimo.

Dabar elemento a eilés grupéje (monoide) (A, *) savoka ordsa galima apibrézti, naudojantis
elemento laipsnio algebringje struktiiroje savoka: elemento a eilé grupéje yra laipsnio, kuriuo reikia
pakelti elementa a, kad gautume e,, rodiklio minimali teigiama reik§mé n,, t.y. ord,a=n,, kur
ne>0 ir ng=minn, tenkinancio lygybe a"=e,.

Dabar jau galima jvesti grupés (A, *) ciklinio pogrupio savoka.

Kai grupéje (A, *) yra elementas acA, kurio ord,a=n<co, tai tos grupés pogrupj ({a', a’,
a’,.., a", a" }, *) vadina baigtiniu cikliniu elemento a generuojamu pogrupiu. Sis pogrupis
Zymimas <a>, o elementas a vadinamas generuojanciu grupés (A, *) elementu (arba elementu,
generuojanéiu grupés (A, *) pogrupj ({a', a’,...,a"}*)).

Egzistuoja daug grupiy, kurios turi daugiau negu viena baigtinj ciklinj pogrupi ir daugiau negu
viena generuojantj elementa.

Taciau egzistuoja ir tokios grupés (A, *) ir tokie jy elementai acA, kuriy ordya=co. Tuomet
tokios grupés (A, *) pogrupi ({.., a2 a', e, a', a’..}, *) vadina grupés (A, *) elemento a
generuojamu begaliniu pogrupiu <a>.

Cikliniai pogrupiai (baigtiniai ir begaliniai), kai juos analizuojame atskirai nuo ty grupiy,
kuriy pogrupiais jie yra, vadinami ciklinémis grupémis.

Cikliniy grupiy pavyzdziai:
. 123123123 123123123 Lo
1) grupes > 2 b b b b ° balgtlnls
123132 213231312321

, 12 3)Y (1 2 3y (1 2 3 1 23123123
ciklinis pogrupis , , ,o = ) ) 00,
2 3 1)02 3 1)°(2 31 231312123

1 23 1 2
generuojamas elemento a — keitinio L sutrumpintai Zymimas <2 3 1> , yra baigtiné cikliné

grupe;

2) sveikyju skaiiy adiciné grupé (Z, +) yra begaliné cikliné grupé, generuojama elemento a —
skaiCiaus 1, todél ja galima zZyméti <1>, t.y. (Z, +)=<1>; kadangi ja gali generuoti ir $io elemento —
skaiCiaus 1 — atvirkstinis operacijos + atzvilgiu elementas — skaicius (—1), tai cikling grupe (Z, +) galima
Zymeti ir <—1>.

Grupés (A, *) aibg A galima suskaidyti | sluoksnius kokio nors tos grupés pogrupio (B, *)
atzvilgiu. Grupés sluoksnio savokos apibrézimui mums prireiks aibés A poaibiy ,,sandaugos®
apibrézimo.

Tarkime, jog (A, *) yra grupé, o B ir C netusti tos aibés poaibiai B ir C. Ty poaibiy
»sandauga® B*C sudarys visi tie ir tik tie aibés A elementai, kurie yra lygiis bet kuriy elementy
beB ir ceC ,,sandaugai® b*c. Kadangi BCA ir CcA, tai beA ir ce A. Kadangi (A, *) yra grupé, tai
aibé A yra uzdara operacijos ,*“ atzvilgiu. Todél b*ceA, o tai reiskia, jog B*CcA, t.y. aibé
B*C={b*c/ beBcA, ceCcA} yra aibés A poaibis.

Formaliai tas poaibis apibréziamas taip: B*C={acA/a=b*c, be BCA, ceCcA}.

Pavyzdziui, jei A=N, B={3; 5}, C={4, 8}, o algebriné operacija ,,** yra aritmetinés daugybos
operacija, tai aib¢ B-C sudarys aibés A elementai 12, 20, 24 ir 40, t. y. B-C={12; 20; 24; 40}.

Apibendrinsime sveikyju skaiciy aibéje Z apibrézta ekvivalentumo sarysi nattralaus skaiCiaus
n modulio atzvilgiu (sary$i =(mod n)), ivesdami grupés (A, *) elementy ekvivalentumo sarysj tos
grupés pogrupio (B, *) atzvilgiu.

Tarkime, jog (B, *) yra grupés (A, *) pogrupis. Bet koks a;e A sudaro aibés A poaibi. Todél
a;#B yra aibés A poaibis, sudarytas i§ visy elemento a; ,,sandaugu a;*b; su kiekvienu b;eB. Tuomet
grupés (A, *) elementy ekvivalentumo sarysi jos pogrupio (B, *) atzvilgiu, Zymima Zymeniu ,,'~,
galima apibréZti kaip binarinj sarysj tarp tokiy aibés A elementy a; ir a;, kurie tenkina lygybe a;*B=a;*B.
Apibrézdami binarinj sary$i '~ aibéje A kaip tos aibés poaibj, kuri sudaro jos elementai, suristi tuo
sarySiu, gauname toki sarysio ,,'~“ formaly apibréZima: '~={(a;, a;)/a;*B=a;*B, a;€ A, a;e A, BCA}.

Pailiustruosiu grupés (A, *) elementy ekvivalentumo sarysi tos grupés pogrupio (B, *)
atzvilgiu, pasinaudodamas miisy jau nagrinéta tre¢iojo laipsnio keitiniuy grupe S;=(A, o), kurioje aibg A
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. L o . 123 1 2 3 1 23
sudaro $esi treciojo laipsnio keitiniai — tos aibés elementai a= , b= , C= s
1 2 3 1 3 2 2 1 3

o[l 23 123 (123 cbr ia o — 1y keftiniy k
= , €= , I= , 0 algeormg operacl 50— c1itini ompoziCijos
2 3 1 31 2 32 1 BEDTING operacha 1 ompozIey

(,,sandaugos*) operacija.

Apskaiciuosime visas galimas ty keitiniy binarines kompozicijas. Ju rezultatai pateikti 45-joje
lenteléje.
Kaip matyti i§ 45-osios lentelés, keitiniy aibé S; yra uzdara

45. lentelé .. o . .. . "

operacijos ,,0“ atzvilgiu, turi neutralyji elementa, kuriuo yra keitinys
ola|lbfc|d]e]|f 1 2 3
alalblcldlelfl| 27 L2 3] ir kiekvienas tos aibés elementas turi atvirkstini
b|bla|d|c|f]e JRS T T TS R FN
clclelaltlpla elementa: a =a,b =b,c =c,d =e,e =d,f =f.
dfdjflblelaljec Kaip jau buvo parodyta anksCiau, keitiniy kompozicijos
elelclflald]|b]| gperacija yra asociatyvi operacija, tadiau ji néra komutatyvi. Taigi, Ss
flfldle|blc]|a yra nekomutatyvi grupé.

Nesunku pastebéti, jog elementai a, d ir e taip pat sudaro grupg operacijos ,,o* atzvilgiu, nes ju
aibé yra uzdara tos operacijos atzvilgiu (aca=a, acd=d, ace=e, doa=d, dod=e, doe=a, eoa=e, eocd=a, eoe=d),
turi neutralyji elementg a ir kiekvienas elementas turi toje aibéje savo atvirkstini elementg. Todél galime
teigti, jog algebriné struktira (B, o), kurioje B={a, d, e}, yra grupés (A, o)=({a, b, ¢, d, e, f}, o)
pogrupis.

Apskaic¢iuosime ,,sandaugas‘ a;*B. Pasinaudodami 45-aja lentele, gauname:

1) ac{a,d,e}={a, d, e},

2) beo{a, d, e}={b,c, f},

3) co{a,d,e}={c, f,b}={b, c, f},

4) do{a,d,e}={d, e, a}={a, d, e},

5) eo{a,d,e}={e, a,d}={a, d, e},

6) fo{a,d,e}={f, b, c}={b,c, f}.

y . . . . 1 23 1 2 3
I§ ty rezultaty iSplaukia, jog pogrupio (B,*)=({a,d,e},0)= L 2 3P |3 3 1f

1 23
(3 1 2]}’ o] atzvilgiu grupés (A, *)=({a, b, c, d, f}, o) elementai d ir e yra ekvivalentiis elementui a,

t.y. a’~d'~e, o elementai c ir f yra ekvivalentlis elementui b, t. y. b’~c'~f. Elementai a, d ir e sudaro
grupe operacijos ,,0° atzvilgiu — grupés (A, *) pogrupi (B, *), o tarpusavyje ekvivalentiis to pogrupio
atzvilgiu grupés A elementai c, d ir f grupés nesudaro, nors ju atvirkstiniai elementai ir priklauso ju
paciy aibei. Struktiira ({b, c, f}, o) néra grupé vien jau todel, kad ji néra monoidas, nes neturi savo
sudétyje neutralaus elemento. Si struktiira néra net grupoidas, nes aibé {b, c, f} néra uzdara operacijos
o' atzvilgiu (pavyzdziui, bec=d, bob=a, bof=e, coc=a, cob=e, cof=d, fof=a, fob=d, foc=e, t. y. né viena
aibés {b, c, f} binariné kombinacija nepriklauso tai aibei).

Idomu, kad aibés A elementy ir aibés {b, c, f} ,,sandaugos (ac{b, c, f}={b, c, f}, bo{b, c, f}=
={a, d, e}, co{b, ¢, f}={e, a, d}={a, d, e}, do{b, c, f}={f, b, c}={b, c, f}, eo{b, c, f}={c, f, b}={b, c, f},
fo{b, c, f}={d, e, a}={a, d, e}) yra tokios, kad aibés {b, c, f} atzvilgiu tie patys elementai a, d ir e yra
ekvivalentis, kaip yra ekvivalentiis ir elementai b, c ir f. Taigi, nors struktiira ({b, c, d}, o) ir néra grupé,
aibés A skaidinys i ekvivalentumo klases jos atzvilgiu sutampa su aibés A skaidiniu i ekvivalentumo
klases grupés (B, *)=({a, d, e}, o) atzvilgiu.

Dabar jau galima apibrézti grupés (A, *) kairiyju sluoksniy jos pogrupio (B, *) atzvilgiu ir
grupés (A, *) skaidinio i kairiuosius sluoksnius pogrupio (B, *) atzvilgiu savokas.

Grupés (A, *) kairiaisiais sluoksniais jos pogrupio (B, *) atZvilgiu vadinami aibés A
poaibiai, esantys ekvivalentumo klasémis sarySio '~ atzvilgiu, t. y. poaibiai sudaryti i§ tokiy aibés A
elementy, kurie yra binariniame sarySyje '~ vienas su kitu.

Pavyzdziui, ka tik minétoji keitiniy grupé S;=({a, b, ¢, d, e, f}, o) savo pogrupio ({a, d, e}, o)
atzvilgiu turi du sluoksnius — poaibius {a, d, e} ir {b, c, f}.
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Grupés (A, *) aibés A dekompozicija | sluoksnius tos grupés pogrupio (B, *) atzvilgiu
vadinama grupés (A, *) skaidiniu i kairiuosius sluoksnius pogrupio (B, *) atzvilgiu.

Pavyzdziui, ka tik minétieji du kairieji grupés S; sluoksniai sudaro tos grupés skaidinj i
kairiuosius sluoksnius: {a, b, ¢, d, e, f}={a, d, e} U{b, c, f}.

Kad grupés (A, *) aibés A dekompozicija | kairiuosius sluoksnius pogrupio (B, *) atzvilgiu
tikrai yra skaidinys, iSplaukia i§ to, jog: 1) aibés A sluoksniai A; yra aibés A poaibiai, nes sudaryti i$
aibés A elementy; 2) tie poaibiai néra tusti, nes turi maziausiai po viena elementa, kadangi a;/~a;;
3) sluoksniy A; ir A; sankirtos AjNA; yra tusios, jei i#j, nes, jei Aj turéty nors viena elementa,
priklausant] A;, tai visa A; turéty priklausyti A;, t.y. biity ne du skirtingi sluoksniai, o vienas; 4) i§
ekvivalentumo sarysio '~ ir kairiyju sluoksniy apibrézimo i$plaukia, jog visy sluoksniy sajunga U A=A,

t. y. pilnai padengia visg aibg A.

Analogiskai apibréziama grupés (A, *) deSiniyjy sluoksniy ir ekvivalentumo ,,~'“ savokos:

1) ~={(a;, a))/B*a=B*a;, a;,€A, a;e A, BCA}, arba Va;e A Va;e A[(B*a=B*a;)—>(ai~'a;)],

2) grupés (A, *) aibés A poaibiai, esantys ekvivalentumo klasémis ekvivalentumo sarysio ~'
atzvilgiu, vadinami aibés A deSiniaisiais sluoksniais grupés (A, *) pogrupio (B, *) atzvilgiu.

Pavyzdziui, keitiniy grupés S;=({a, b, c, d, e, f}, o) deSiniaisiais sluoksniais jos pogrupio
(B, *)=({a, d, e}, o) atzvilgiu bus aibés a poaibiai {a, d, e} ir {b, c, f}, nes {a, d, e}oa={a, d, e}, {a, d,
etob={b, f, c}={b, c, f}, {a, d, e}oc={c, b, f}={b, c, f}, {a, d, e}od={d, e, a}={a, d, e}, {a, d, e}ce={e, a,
d}={a, d, e}, {a, d, e}of={f, c, b}={b, c, f}.

Siuo atveju grupés S; skaidinys i kairiuosius sluoksnius pogrupio (B, *)=({a, d, e}, o) atzvilgiu
sutapo su tos grupés skaidiniu i deSiniuosius sluoksnius to paties pogrupio atzvilgiu, nors pati grupé
(A, *)=({a, b, c, d, e, f}, o) néra komutatyvi, o komutatyvus tik pogrupis (B, *)=({a, d, e}, o). Akivaizdu,
kad jei (A, *) — Abelio grupé, tai jos skaidiniai i kairiuosius ir deSiniuosius sluoksnius jos pogrupio (B,*)
atzvilgiu, kuris tuomet taip pat bus komutatyvus, sutaps ir a;~a;<>a;~'a;. Tuomet vietoj ,,'~“ bei ,,~'*
galime rasyti tiesiog ,,~*.

Atvejo, kai grupés (A,*) skaidinys i kairiuosius sluoksnius nesutampa su skaidiniu i
desiniuosius sluoksnius, pavyzdziu gali biiti tos pacios keitiniy grupés S; skaidinys | sluoksnius
pogrupio (B, *) atzvilgiu, kuriame poaibi B sudaro keitinys a su bet kuriuo i$ keitiniy b, c ar f.

Algebrinés struktiros ({a, b}, o) ({a, c}, o) ir ({a, f}, o) yra grupés, nes aibés {a, b}, {a, c},
{a,f} yra uzdaros operacijos ,,0* atzvilgiu, kuri, kaip jau buvo jrodyta, yra asociatyvi, visos trys aibés

turi neutralyjj elementa — keitini a = ( 5

3] ir kiekvienas ty aibiy elementas turi sau atvirkstinj toje

pacioje aibéje.
Rasime grupés ({a, b, ¢, d, e, f}, o) skaidini i sluoksnius jos pogrupio ({a, ¢}, o) atzvilgiu:

ao{a, c}={a, c}, {a, c}oa={a, c},
bo{a, c}={b, d}, {a, c}ob={Db, ¢},
co{a, c}={c, a}={a, c}, {a, c}oc={c, a}={a, c},
do{a, c}={d, b}={b, d}, {a, c}od={d, f},
eo{a, c}={e, f}, {a, c}oe={e, b}={b, e},
fo{a, c}={f, e}={e, f}, {a, c}of={f, d}={d, f}.

Grupés S; skaidinys | kairiuosius sluoksnius pogrupio ({a, c}, o) atzvilgiu yra {a, c}u
u{b, d}ufe, f}, o tos pacios grupés S; skaidinys | deSiniuosius sluoksnius to paties pogrupio atzvilgiu
yra {a, c}u{b, e}U{d, f}. Kaip matome, abu skaidiniai néra pilnai tapatiis, nes b’'~d, e'~f, b~'e, d~'f,
ty. "~

Tuo tarpu grupés (Zs, +), kurioje Zg= {6,153,25,3,7}, 0 operacija ,,+ — aritmetinés sudéties
operacija, turinti ir asociatyvumo, ir komutatyvumo savybe, skaidiniai | kairiuosius ir deSiniuosius
sluoksnius, pavyzdziui, pogrupio ({0,4 {, +) atzvilgiu bus biitinai vienodi.

Tikrai:

0+B=0+{0,4}={0+0, 0+4}={0,4},
1*B=1+{0,4}={1+0, 1+4}={1,5}
2%B=2+{0,4}={2+0, 2+4}={2,6},
3xB=3+{0,4}={3+0, 3+4}={3,7},
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4xB=4+{0,4)={4+0, 4+4}={4,0}={04},

5%B=5+{0,4}={5+0, 5+4}={51}={1,5},

6*B=6+{0,4}={6+0, 6+4}={62}={2,6},

7*B=7+{0,4}={7+0, 7+4}={7,31={(3,7},

B*0={0,4}+0={0+0, 4+0}={0,4},

Bx1={04}+1={0+1, 4+1}={1,5}

B#2={0,4}+2={0+2, 4+2}={2,6},

B*3={0,4}+3={0+3, 4+3}={3,7},

Bx4={0,4}+4={0+4, 4+4}=1{4,0}={0,4},

B*5={0,4}+5={0+5, 4+5}={5,1}={1,5},

Bx6={0,4}+6={0+6, 4+6}=1{6,2}={2,6},

Bx7={0,4}+7={0+7, 4+7}={7,3}={3,7}.

I§ siy lygybiy iSplaukia:

0'~4, 1'~5,2'~6, 3'~7 ir 0~' 4, 1~'5, 2~'6, 3~'7. Taigi, aibés Zs={0,1,2,3,
4,5,6,7} skaidinys grupés (Zs, +) pogrupio ({0,4},+) atzvilgiu { kairiuosius ir deSiniuosius

sluoksnius yra vienas ir tas pats:
Z={0,4}0{1,5}0{2,6}U{3,7}.

Grupés (A, *) skaidinio j ekvivalentumo Kklases jos pogrupio (B, *) atZvilgiu klasiy A;
skai¢ius vadinamas grupés (A, *) pogrupio (B, *) indeksu. Sis indeksas Zymimas /A:B/.

Kadangi, kaip jau buvo anks¢iau minéta ir jrodyta, grupése galioja prastinimo taisyklés

[(axb)=(axb)](bi=b;),

[(cixa)=(ci*a)J<=(ci=c;),
tai, jas pritaike lygybéms a*B=a;*B ir B*a;=B*a;, gauname, jog baigtinés grupés (A, *) skaidinio {
sluoksnius jos pogrupio (B, *) atzvilgiu visi sluoksniai turi ta pati elementy skaiciy, t. y. turi ta pacia
galia, lygia poaibio B galiai /B/.

I8 Sio fakto iSplaukia LagranZo (J. L. Lagrange) teorema baigtinéms grupéms (A, *) ir juy
pogrupiams (B, *): /A/=/B/-/A:B/. Tai ir paaiSkina, kodél grupés (A, *) pogrupio (B, *) indeksas
zymimas /A:B/.

Grupés (A, *) pogrupis (B, *) vadinamas normaliuoju, kai jis visiems ac A tenkina lygybe
a*B=Bx*a. Akivaizdu, kad bet koks Abelio grupés (A, *) pogrupis (B, *) yra normalusis. Grupés (A, *)
sluoksniy normaliojo jos pogrupio (B, *) atzvilgiu aibé vadinama aibés A faktoraibe

ekvivalentumo sarysSio ~ pogrupio (B, *) atzvilgiu ir Zymima % I§ Sio apibrézimo iSplaukia, jog

/% /=/A:B/.

Kai (B, *) yra normalusis grupés (A, *) pogrupis, tai nesunku jrodyti, jog bet kokie aibés A
elementai a;, aj, a,, a, tenkina salyga: VaeA VaeA VacA VaeA [(a*B=a*B)A(a*B=a,+B)=
=(aj*a*B=a;*a,*B)].

I8 Sios implikacijos iSplaukia implikacija

Va;eA Vaje A VaceA Va,eA [(ai~aj)A(ar~a)=>(aika~aj*a,) .

Abiejy Siy implikacijuy irodyma palieku skaitytojui. Grupés (A, *), iSskaidytos i sluoksnius
kokio nors jos normaliojo pogrupio (B, *) atzvilgiu, faktoraibéje % galima jvesti algebring
operacija ,,®,, tarp skaidinio sluoksniy a;*B ir a,*B, kurios rezultatas apibréZiamas Sia lygybe:

def
(a;*B)®(ax*B) = (a;j*a,)*B.
Akivaizdu, kad §i operacija yra tarp sluoksniy ir jos rezultatas priklauso nuo sluoksniy —

faktoraibés % elementu, nes $i lygybé niekuo nepasikeis, jei elementa a; pakeisime elementu aj~a;,

t. y. priklausan¢iu tam paciam sluoksniui, o elementa a; — elementu a,~ay.
Galima jrodyti, jog tuo atveju, kai (A, *) yra grupé, o (B, *) — jos normalusis pogrupis, tai

algebriné struktiira (% , ®) taip pat yra grupé.
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Visy pirma irodysiu, jog algebriné struktiira (%, ®) yra uzdara, t.y., jog operacijos ,,®,,
rezultatas su aibés % elementais (grupés (A, *) sluoksniais) priklauso aibei %, nes yra koks nors

aibés A skaidinio pogrupio (B, *) atzvilgiu sluoksnis.

Kadangi (A, *) yra grupé ir a;€A, aj€A, tai ir aj*a; yra aibés A elementas. Bet koks aibés A
elementas patenka i koki nors grupés (A, *) sluoksnj pogrupio (B, *) atZvilgiu, todél ir elementas a;*a;
atstovauja koki nors aibés skaidinio { sluoksnius sluoksni, t. y. (aj*a;j)*Be % , 0 tai reiSkia, jog (%,

®) yra grupoidas.

Kadangi (A, *) yra grupé, tai operacija ,,*“ yra asociatyvi, todél, kaip iSplaukia i§ operacijos
,»®,, apibrézimo, turi blti asociatyvi ir operacija ,,®,,. Tai iSplaukia i§ lygybiu:

1) ((a*B)®(a*B))®(a*B)=((ai*a;)*B)®(a*B)=(((ai*a;)*ay)*B)=((ai*aj*ay)*B);

2)  (a*B)®((a*B)®(ar*B))=(a;*B)®((aj*ai)*B)=((ai*(aj*ax))*B)=((ai*aj*ai)*B).

Taigi, gavome, jog ((a;*B)®(aj*B))®(ax*B)= (a;*B)®((a;*B)®(a*B)), o tai reiskia, jog (% ,

®) yra pusgrupis.

Kadangi (A, *) yra grupé, tai ji turi neutralyji elementa e,. Sudarysime algebrinés struktiiros
(% , ®) elementa e,*B ir irodysime, jog jis yra algebrinés struktiiros ( %, ®) neutralusis elementas.
I§ tikryju: 1) (ea*B)®(a*B)=((es*a)*B)=(a*B); 2) (a*B)®(ep*B)=((a*e4)*B)=(a*B). Taigi, pusgrupis
(% , ®) yra monoidas.

Kadangi (A, *) yra grupé, tai kiekvienas jos elementas a turi atvirkitini elementa a .
[rodysime, kad kiekvienas struktaros ( %, ®) elementas (a*B) turi atvirkstinj elementa (a*B)™' ir tas

atvirktinis elementas yra a '*B, t. y. kad (a*B) '=(a '*B). I§ tikruju:
1) (a'*B)®(a*B)=((a *a)*B)=(es*B);
2) (a*B)®(a *B)=((a*a ')*B)=(es*B).

Taigi monoidas (% ,®) yra grupé, ka ir reikéjo jrodyti.

Grupé (% , ®) vadinama grupés (A, *) faktorgrupe pogrupio (B, *) atzvilgiu.

Faktorgrupés savoka ir jos gavimo procediira pailiustruosiu tokiu paprastu pavyzdziu.

Tarkime, jog (A, *)=(Z, +). Kadangi algebriné¢ sveikyju skaiciy sudéties operacija yra
komutatyvi, tai §i grupé — Abelio grupé. Todél jos pogrupiai yra normalieji pogrupiai. Priimsime, jog
vienas i$ jy, butent grupé (nZ, +), kur n>2 yra koks nors pastovus nattiralus skaicius, yra poaibis (B, *),
kurio atzvilgiu grupg (Z, +) skaidysime i sluoksnius.

Tarkime, jog n=2. Tuomet (B, *)=(2Z, +), t. y., aib¢ B sudaro sveikyju lyginiy skai¢iy aib¢ {...,
-2k, ...,—6,-4,-2,0,2,4,6, ..., 2k, ...}, kurioje k=0, 1, 2, 3, ...

Pogrupis (27, +) suskaidys aibg¢ Z i du ekvivalentumo sluoksnius: lyginiy ir nelyginiy skaiciy
aibes, nes kai skaiCius a yra lyginis, tai a*xB=a+{..., -2k, ..., —6,—4,-2,0,2, 4, 6, ..., 2k, ...}={..., 2k, ...,
-6, 4, -2, 0, 2, 4, 6, ..., 2k, ...}=lyginiy sveikyjy skaiCiy aibé, o kai skaiCius a — nelyginis, tai
a*B=a+{...,, -2k, ..., -6, 4,-2,0,2, 4,60, .., 2k, ..}={..., (-2k-1), .., -5,-3,-1, 1, 3,5, 7, ..., 2k+1),
...y=nelyginiy skaiciy aibé. Taigi visi lyginiai sveikieji skaiCiai aeZ bus ekvivalentus pogrupio (2Z, +)
atzvilgiu ir pateks i vieng grupés (Z, +) sluoksni, o visi nelyginiai sveikieji skaiciai aeZ, taip pat
budami ekvivalenttis pogrupio (B, *) atzvilgiu, pateks i kita grupés (Z, +) sluoksni.

Tie sluoksniai sutaps su aibés Z ekvivalentumo klasémis ekvivalentumo sarySio =(mod 2)

atzvilgiu K»(0)=0 ir Ko(1)=1, t. y. sudarys faktoraibe %zlz. Tai reiSkia, jog Siuo atveju faktoraibé
% yra faktoraibé Z,.

Operacija ,,®,, su faktoraibés %elementais (a*B), t.y. su aibés Z, elementais 0 ir 1 gali

buti ir ta pati sudéties operacija, nes ji tenkina operacijos ,®,, apibrézimo reikalavimus:
def def
(a;*B)®(a;*B) = (aj*aj)*B, kurie Siuo atveju atrodo taip: (a;+22)+(aj+22Z) = (ai+a;))+2Z. 1§ tikryjuy, jei
operacija ,,®,, pakeisime operacija ,,+*, tai gausime tapatybg:
(at+{.., 2k, .., -6, 4,-2,0,2,4,6, .., 2k, ..})*Ha+{., 2k, .., —6,4,-2,0,2,4,6, ..,
2k, ...}=(aita)+{..., 2k, ..., —6,—4,-2,0,2,4,6, ..., 2k, ...}.
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Taigi, operacija ,,+* tenkina operacijai ,,®,, jos apibrézime nurodytus reikalavimus ir todél
grupés (Z, +) faktorgrupé pogrupio (27, +) atzvilgiu gali biti grupé (Z,, +).

Analogiskai galima parodyti, jog grupés (Z, +) faktorgrupe pogrupio (nZ, +) atzvilgiu gali biiti
grupé (Z,, +), kurioje Z,={0,1,2, ...,n—1}.

Grupiy (o tuo paciu ir struktiry) teorijoje labai svarbus vaidmuo skiriamas funkcijoms, kurios,
budamos apibréztos vienoje grupéje (vienoje struktiiroje), savo reikSmes igyja kitoje grupéje (kitoje
struktiiroje) ir atspindi bendrasias ty grupiy (struktiiry) savybes bei sarySius tarp ty grupiy (struktiiry)
elementy. Tokiomis funkcijomis yra grupiy homomorfizmas ir izomorfizmas. Siy funkcijy svarba
sistemy teorijoje patvirtina, kad ir toks faktas, jog sistemy struktiiry homomorfizmo ir izomorfizmo
savokoms S§ioje mokymo priemonéje jau buvo iSskirtas visas 1.8. skyrius. Jame mes
homomorfizmo ir izomorfizmo sgvokas nagrinéjome struktiiry panasumo atzvilgiu. Dabar | tas
savokas paZvelgsime i§ algebriniy struktiiry teorijos pusés.

1.8.3. skyrelyje struktiiry homomorfizmu buvo pavadinta atitiktis tarp dviejy struktiiry S, ir
S, (zitir. 47 pav.), pasireiskianti tuo, kad vienos struktiiros elementy aib¢ A, turin¢ia ne maziau elementy
negu antros struktiiros elementy aibé B, pavyksta suskaidyti i /B/ netus¢iy, nesikertanciy ir aib¢ A pilnai
padengianciy poaibiy AjcA, atitinkanciy aibés B elementus b; ir rySius (santykius) tarp ju taip, kad
rySiai tarp bet kuriy b;eB ir bje B abipusiai vienareikSmiskai atitikty tuos aibés B elementus atitinkanciy
poaibiu AjcA ir AjcA tarpusavio rySius (santykius), susidedancius i§ rySiuy (santykiy) tarp elementy
aik€A; ir aj, €A, ty elementy numeriams k ir m poaibiuose A; ir A;j prabégant visas galimas reik§mes.

Sig atitiktj tarp aibés A skaidinio A; ir aibés B elementy b;, nekei¢ianéia rysiu (santykiy) tarp
bet kuriy to skaidinio poaibiy AjcA ir AjcA struktiiros, o tik transformuojancig { rySiy (santykiy) tarp
atitinkamy elementy b;eB ir bjeB struktlira, galima laikyti aibés A projekcija { aibg B, t. y. struktiiry
homomorfizma galima laikyti funkcija f,:A—B, pervedancia aibés A elementus a j jy vaizdus —
aibés B elementus f(a)=b taip, kad santykiai (rySiai) tarp poaibiy A;, kuriems priklauso atitinkami
aibés A elementai a;, tampa santykiais (rySiais) tarp ty poaibiy A; (o kartu ir aibés A elementu a;,)
vaizdy — aibés B elementy.

Trumpai tariant, struktiiry homomorfizmas yra tokia funkcija fy:A—B, kuri suskaido
struktiiros S; elementy a; ir rySiy r;; tarp jy aibes | netus¢ius nesikertancius poaibius ir perveda
tuos poaibius j ju vaizdus struktiiroje S,, t.y. i struktiiros S, elementus by ir rySius ry, tarp ju.
Taigi, transformuojant struktira S; i jai homomorfiska struktiira S,, pavyzdziui, sudarant kokios nors
vietovés plana (zemélapi), reikia struktiira S; dekomponuoti (suskaidyti) i atitinkamus posistemius ir
tuos posistemius bei rySius tarp ju (pavyzdZziui, atstumus) pakeisti jy vaizdais struktiiroje S,.
Homomorfizmg vaizduojanti funkcija f;: A—>B tg struktiiros S; skaidymg | posistemius S;; vykdo,
suteikdama visiems posistemio S;; elementams vieng ir ta patj vaizda b; ir visiems posistemio Sy;
elementy rySiams su posistemio S;, elementais taip pat vieng ir tg pati vaizda — rysij tarp sistemos
S, elementy aibés B elementy b; ir by, t. y. laikydama visus posistemio S,; elementus priklausanciais
vienai ekvivalentumo klasei, sutapatindama tuos elementus su ta klase ir pakeisdama visa klasg jos
vaizdu sistemoje S,. Pagrindiniai sunkumai, kurie gali atsirasti konstruojant struktiry
homomorfizmo funkcija fy, t. y. pervedant struktiira S; j jos homomorfiska modelj S,, kaip tik ir
yra struktiiros S; tinkamos dekompozicijos j ekvivalentumo klases radimas, t. y. aibés A tinkamos
faktoraibés sudarymas.

Kai funkcija fy:A—B yra bijekcija, t. y. kai aibés A poaibiai A; sutampa su aibés A elementais
a; ir kiekvienas aibés A elementas projektuojasi | viena ir tik vieng aibés B elementa b;, o taip pat
kiekvienas tarpelementinis rySys struktiiroje S; projektuojasi i viena ir tik viena tarpelementini rySi
struktiiroje S, tai struktiry homomorfizmas tampa struktiiry izomorfizmu. Tuomet funkcijai fj:A—B
egzistuoja atvirkstiné funkcija £ : B—>A, o tai reiskia, jog ir struktiira S, tuomet vienareik$miskai ir
ekvivalenciai projektuojasi i struktira S;. Sudarant funkcija, vaizduojancia struktiiry izomorfizma,
atkrinta struktiiry dekompozicijos i ekvivalentumo klases reikiamybé, nes §iuo atveju ekvivalentumo
klasés sutampa su paciais elementais a; ir by, ir todél belieka tik sudaryti tarpstruktiirines
»ekvivalentumo klases®, imant { kickviena klas¢ po viena elementa i§ struktiros S; ir po vieng — i§
struktiiros S, taip, kad jie biity ekvivalentiis savo vaidmenimis (savo rysiais) struktiirose S; ir S,.

Analogiskai, kaip 1.8. skyriuje buvo suformuotos sistemy struktiiry homomorfizmo ir
izomorfizmo savokos, algebriniy struktiiry teorijoje galima suformuoti algebriniy struktiry
homomorfizmo ir izomorfizmo sgvokas.

ApibréSime grupiy homomorfizma. Tarkime, jog turime dvi grupes (A, *) ir (B, °) tokias,
kurioms galima sudaryti funkcija fj:A—B, pervedancia aibés A elementus a | juy vaizdus aib¢je B
fu(a)=b taip, kad aibés A elementy santykiai operacijos ,,*“ atzvilgiu vienareikSmiSkai pereina | ju
vaizdu fi(a) santykius operacijos ,,o“ atzvilgiu, t. y. kai kiekviena lygybé a;*aj=a\, egzistuojanti grup¢je
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(A, *), pereina | lygybe fu(a)ofu(aj)=fu(ay) grupéje (B, o). Tuomet sakoma, kad tos dvi grupés yra
homomorfiskos.

Grupiy (A, *) ir (B, o) homomorfizmas algebriniy struktiiry teorijoje formaliai
apibréZiamas kaip funkcija fy;: A—B, tenkinanti salyga Va;eA Va;e A [fu(ai*a;)=(fu(a;)ofu(a;))l.

Kai funkcija fy:A—B yra bijekcija, tai grupiy homomorfizmas tampa grupiy izomorfizmu.

Pailiustruosiu dviejy grupiy homomorfizma konkrec¢iu pavyzdziu, kai pirmosios grupés (A, *)
aibé A yra kvadratiniy n — sios eilés realiy matricy M", kuriy determinantai det M"#0, aibé {M"}, tos
grupés operacija ,,*“ — ty matricy daugybos operacija ,,-“, antrosios grupés (B, o) aibé B yra minétyjy
matricy M* determinanty reik§miy aibé D*eR”, t. y. realiyjuy skai¢iy, nelygiy 0, aibé, o operacija ,,0% —
realiyjy skaiciy daugybos operacija ,,-““.

Pradzioje irodysiu, jog pirmoji algebriné struktiira ({M"}, -) yra grupé.

1. IS matricy algebros zinome, jog daugindami dvi kvadratines n-sios eilés matricas,
sudarytas i$ realiy skaiCiy, rezultate gauname kvadrating n-sios eilés matrica, sudaryta i§ realiyjy skaiciy
ir turin€ia determinanta, lygu dauginamuyjy matricy determinanty sandaugai. Todél daugindami
reguliarias matricas, kuriy determinantai nelygts 0, gausime matrica, kurios determinantas taip pat
nelygus 0. Taigi, algebriné strukttra ({M}, -) yra grupoidas.

2. Kadangi matricy daugybos operacija yra asociatyvi, tai grupoidas ({M"}, -) yra pusgrupé.

3. Pusgrupé ({M"}, -) turi neutralyji elementag — vieneting matrica I, kurios pagrindinés
istrizainés elementai lygiis 1, o visi kiti elementai — nuliai. Taigi, pusgrupé ({M}, -) yra monoidas.

4. Kiekviena kvadratiné matrica M*, kurios det M*#0, turi atvirkstine matrica M*"' matricy
daugybos atzvilgiu. Si matrica M*"' gaunama, pakeitus matricos M* elementus ajj ju transponuotais
n

detM*

adjunktais, padalintais i§ det M, t. y. (a;) '=

Taigi, monoidas ({M}, -) yra grupe.

Si grupé yra svarbi matricy algebroje. Ji vadinama pilnaja tiesine multiplikacine n-sios eilés
realiyjy reguliariyjy kvadratiniy matricy grupe ir turi specialy Zymenj GL,(R), arba GL(n,R).

Antroji algebriné struktiira (D", +), kurioje D*={det M*"}=R" — realiyjy skaiciy, nelygiy 0, aib¢, o
operacija ,,-“ — realiyju skai¢iy daugybos operacija, taip pat yra grupé. Sio teiginio jrodymas toks
paprastas, jog ji palieku skaitytojui.

[rodysiu dabar, kad funkcija f, apskaiciuojanti matricos M determinanta (t. y. apskaiciuojanti
matricos M elementy a;; visy galimy n! sandaugy, imant | sandaugas po vieng ir tik viena elementa i§
kiekvienos eilutés i ir kiekvieno stulpelio j, algebring suma, kurios nariy Zenklai nustatomi, atsizvelgiant
1 tai, lygini ar nelygini ,,netvarky® skaiciy sudaro matricos elementy, patekusiy i sandauga, indeksai) ir
tokiu biidu vienareik§migkai projektuojanti aibés {M"*}elementus M" | aibés D*={det M}=R" elementus,
yra grupiu ({M"}, -) ir ({det M}, -) homomorfizmo funkcija fi: {M*}—>{det M"}, tenkinanti salyga
vMie{lvl}VMje{M}[fH (Mi 'Mj): g (M;)-fiy (Mj)J'

Sia salyga funkcija f;(M")=det M" tenkina, nes kaip Zinome i§ matricy algebros, kvadratiniy
matricy sandaugos determinantas yra lygus ty matricy determinanty sandaugai: V', _n VMJ.E ™)

[det (M;-M;)=det M;-det M;].

Taigi fy(M")=det M" yra grupiu ({M*}, -) ir ({det M"}, -) homomorfizmo funkcija
f: {M*} > {det M"}.

Sis homomorfizmas néra izomorfizmas, nes kiekvienai det M* reikimei R* egzistuoja be galo
daug skirtingy matricy M*e {M"}, turinéiy ta pacia det M" reikSme. Taigi, funkcija f;;(M") néra injekcija
ir todél negali biiti bijekcija, o todél homomorfizmas fi;: {M*}— {det M"} néra izomorfizmas.

Grupiy izomorfizmo pavyzdziu galéty biti grupiu ({ \% }, 1) ir (K, +) izomorfizmas, kuriame
aibé {\7} yra dvimaciy vektoriy {/plokémmoje, turiniy pradzia koordinaciy pradzios taske, aibé,

operacija ,,+* — vektoriy sudéties operacija, aibé K — kompleksiniy skai¢iy x+iy (¢ia xeR, yeR, i=v—1
— menamas vienetas) aibé, operacija ,,+* — kompleksiniy skai¢iy sudéties operacija, apibréziama lygybe
vxk eR va eR vxmeR vymeR [(Xk+iYk)+(Xm+iym)=(Xk+Xm)+i(Yk+ym)].

Irodyma, kad ({V}, +) ir (K, +) yra grupés ir kad funkcijos f;: { V}>K, H=f;: Ko{V}
apraso izomorfizma, taip pat palieku skaitytojui, nes visi tie jrodymai yra analogiski ka tik
pademonstruotiems jrodymams.

Ne visos grupés gali biiti homomorfiskos (o tuo labiau — izomorfiskos). Sio teiginio jrodymui
pakanka vieno pavyzdzio. Tarkime, jog {M} yra n-osios eilés realiyjy (taciau ne biitinai — reguliariyjy)
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kvadratiniy matricy M aibé, o operacija ,,+* yra matricy sudéties operacija. Nesunku jrodyti, kad
algebriné struktiira ({M}, +) yra Abelio grupé su neutraliu elementu — nuline matrica. Sioje grupéje
kiekviena matrica turi atvirksting matrica matricy sudéties operacijos ,,+* atzvilgiu — matrica, gaunama
pakeitus matricoje M visy elementy Zenklus | prieSingus. Kiekviena matrica Me {M} turi determinanta
det M, apskaiCiuojama pagal jau minétaja elementy sandaugos sumavimo taisyklg, todél egzistuoja
funkcija f: {M}—{det M}, t.y. f: {M} >R, nes $iuo atveju {det M}=R, taciau §i funkcija néra grupiy
({M}, +) ir ({det M}, +) homomorfizmas, nes funkcija f(M)=det M tik kai kurioms matricoms M;e {M}
ir Mje {M} tenkina salyga f(M;+M;)=f(M;)+{(M;), o dazniausiai jos netenkina.

. 2 3 6 5 2 3 6 5 8 8
Pavyzdziui, f{( J+[ JszetH J+[ H=det[ J=72—56:l6,
4 5 3 4 4 5 3 4 7 9
2 3 2 3 6 5 6 5 2 3
f =det =10-12=-2, f =det =24-15=9, f +
3G ) (B9 EEHN )
6 5 2 3 6 5
+f = det +det =-2+9=-7.
(6 )i Jefs )

Kadangi 16+-7, tai Siuo atveju det(M;+M;)=det Mi+det M;.

ISnagrinéti pavyzdziai rodo, jog funkcija f(M)=det M iSlaiko aibéje {M} santykius tarp jos
elementy — matricy M — matricy daugybeos atZvilgiu, pervesdama juos j ty matricy determinanty
daugyba, tadiau neislaiko santykiy tarp matricy matricy sudéties atzvilgiu.

Kai grupés (A, *) ir (B, o) yra homomorfinés, tai aibéje A galima iSskirti toki poaibj, vadinama
homomorfizmo branduoliu ir Zymima Ker fy, kurio elementy vaizdai sutampa su grupés (B, o)
neutraliuoju elementu eg. Homomorfizmo fy: (A, *)—(B, o) branduolys Ker Fy formaliai apibréziamas
formule Ker fy={ac A/ fy(a)=eg}.

Kadangi funkcija fy ne biitinai turi biti injekcija, tai homorfizmo branduolys savo sudétyje gali
turéti daugiau negu vieng aibés A elementa. Juy tarpe biitinai bus grupés (A, *) neutralusis elementas e,.
Tai nesunku jrodyti:

1) kadangi fy yra grupiy (A, *) ir (B, o) homomorfizmas, tai fy(es*a)=fl(es)ofu(a), bet

fu(ea*a)=fy(a), todel fy(es)ofu(a)=fu(a);

2) analogiSkai gauname, jog fi(a)ofyy(ea)=f1(a);

3) 18 (1)ir (2) iSplaukia, jog f(ea) yra grupés ({fy(a)}, o) neutralusis elementas;

4) aibe {fy(a)} yra aibes B poaibis B, , o grupé ({fu(a)}, o) grupés (B, o) pogrupis;

5) grupés (B, o) neutralusis elementas eg biitinai bus ir jos pogrupio ({fy(a)}, o) neutraliuoju

elementu;

6) kadangi grupé ({fu(a)}, o) gali turéti tik viena neutralyji elementa, tai fy(ea)=eg;

7) 18 (6) ir i$ Ker fy apibrézimo i$plaukia, jog e, eKer fy, ka ir reikéjo jrodyti.

IS to, kad exeKer fy, kur fy: (A, *)—>(B, o), iSplaukia, jog algebriné struktiira (Ker fy, *) yra
grupés (A, *) pogrupis.

[rodysime tai.

Tarsime, jog a;eKer fy ir ajeKer fy ir jrodysime, jog ir (a;*a;)eKer f.

1. Kadangi a; ir a;, biidami aibés Ker f; elementais, yra ir grupés (A, *), izomorfiskos grupei
(B, o), elementai, tai fy(a;*a;)=fy(a;)ofu(aj)=egoeg=ep. Taigi, aibé Ker fy; uZdara operacijos ,,** atZvilgiu.

2. Kadangi (A, *) — grupé, tai operacija ,,*“ yra asociatyvi.

3. Mes jau ka tik esame jrodg, jog eaeKer fy, o tai reiskia, jog algebriné struktiira (Ker fy, *)
turi neutralyji elementa, kuris yra ir grupés (A, *) neutralusis elementas.

4. Kadangi (A, *) yra grupé, tai kiekvienas aibés Ker f}; elementas a, bidamas kartu ir aibés a
elementu, turi atvirkstinj elementa a ', priklausanti aibei A. [rodysime, jog tas a’ priklauso aibei Ker fy:

a) fy(a*a )=fy(a)ofiy(a =epofu(a )=fu(a );

b) fi(axa ')=fu(ea)=cs;

¢) 1% (a) ir (b) iSplaukia, jog fi(a ')=ep, o tai reiskia, kad tuo atveju, kai acKer fy, tai ir
a”' eKer fy. Taigi, (Ker fyy, *) yra grupés (A, *) pogrupis. Nesunku jrodyti, kad (Ker fy;, *) yra
normalus grupés (A, *) pogrupis. Ta jrodyma palieku skaitytojui kaip savarankiska pratima, taip pat
kaip ir jrodyma, kad grupés (A, *) skaidinys i sluoksnius pogrupio (Ker fy, *) atzvilgiu taip pat yra
homomorfizmas f : %(er iy —(B, o).
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Kadangi grupiy izomorfizmas yra bijekcija, tai grupiy izomorfizmo branduolj sudaro tik vienas
elementas ir tas elementas yra e,. Kai funkcija fi: (A, *)—>(B, o) yra izomorfizmas, tai fi(e,)=ep ir
f{l (ep)=ea, kur f I_l : (B, 0)—>(A, *) — izomorfizmo funkcija, atvirkstiné funkcijai f}. Taigi, Ker fi={e4}

ir Ker f;'={eg}, 0 ({ea}, *) yra normalus grupés (A, *) pogrupis ir ({es}, ) — normalus grupés (B, o)

pogrupis.

Aibiy A ir B skaidiniai $iy pogrupiy atzvilgiu sutaps su aibémis A ir B, ir izomorfizmas f
sutaps su izomorfizmu f}.

Homomorfizmo branduolio Ker fy radimo procediirg pailiustruosiu konkreciu pavyzdziu:
rasime miisy jau nagrinéto homomorfizmo fy: GL,(R)—>(R", -), t. y. homomorfizmo fi;: ({M"}, -)—>
—>({det M"}, -}) branduolj Ker fj;.

Kadangi grupés (B, o)=({det M"}, -) neutralusis elementas eg §iuo atveju yra skai€ius I, tai $io
homomorfizmo branduolj sudaro visu ty realiyju reguliariyjy n — sios eilés kvadratiniy matricy M" aibé,
kuriy determinantai yra lygiis 1. Siy matricy aibé, kaip jau buvo ijrodyta bendruoju atveju, matricy
daugybos operacijos atzvilgiu sudaro grupe — aibés ({M"}, -) normalyji pogrupi, vadinama specialiaja
multiplikacine realiyjy reguliariyjy n-sios eilés kvadratiniy matricy grupe ir Zymimg SL,(R), arba
SL(n, R).

Sidly¢iau skaitytojui nustatyti, kaip atrodo grupés GL,(R) skaidinys { sluoksnius jos normalaus
pogrupio SL,(R) atzvilgiu, ir jrodyti, kad tarp to skaidinio ir grupés ({det M}, )=(R", -) taip pat
egzistuoja homomorfizmas.

Kitas homomorfizmo branduolio pavyzdys, tai homomorfizmo (Z, +)—(Z,, +) branduolys,
kuri sudaro cikliné grupé <n> — ciklinis sveikujy skaiciy aibés Z pogrupis, generuojamas didesniu uz 1
natiiraliuoju skaic¢iumi n. Palieku skaitytojui paciam jrodyti, kad tarp sveikuyju skaiciy adicinés grupés
(Z, +) ir likiniy klasiy moduliu n adicinés grupés (Z,, +) egzistuoja homomorfizmas ir, suradus to
homomorfizmo branduoli, isitikinti, jog Ker fy={mneZ/meZ }=<n>.

Tuo ir baigsiu algebriniy struktiiry su viena algebrine operacija apzvalga.

Analogiskai, kaip buvo ivestos ir apibréztos tokiy algebriniy struktiiry su viena operacija
kaip grupoidas, pusgrupé, monoidas, grupé, Abelio grupé, grupés pogrupis, faktorgrupé savokos,
galima jvesti algebriniy struktiiry su dviem algebriném operacijom, tokiy kaip Ziedai, integralumo
sritys, laukai, kiinai, poZiedZiai, pokiiniai, idealai ir t. t. savokas, nagrinéti Ziedy homomorfizma ir
izomorfizma, kiiny plétinius, baigtiniy kiiny ir polinomy virs Siy kiiny teorija ir t. t. TaCiau viso to
¢ia jau nebenagrinésime, nes tai — speciali abstrakciosios algebros sritis, daugiau orientuota | pacios
algebros problemas negu { sistemotyros mokslui aktualig struktiiry teorija. Manau, kad to, kas Siame
skyrelyje iSdéstyta jau pakanka, kad biity pasiekti Sio skyrelio tikslai:

1) supazindinti sistemotyros moksla studijuojant] Sios mokymo priemonés skaitytoja su
rimtam matematinés sistemotyros pagrindy i{sisavinimui bei tam skirtos matematinés literattiros
skaitymui reikalingais algebriniy struktiiry teorijos terminais ir savokomis bei tos teorijos
pradmenimis;

2) parodyti, kaip struktiiros gali biiti apraSomos, nagrinéjamos ir klasifikuojamos
abstrakcios algebros priemonémis, kaip tas priemones galima biity panaudoti, kuriant matemating
sistemy struktiiry teorija;

3) pagilinti ir praplésti sistemy struktiiry teorijai labai svarbiy homomorfizmo ir
izomorfizmo savoky suvokima.

Tikiuosi, kad skaitytojas sugebés sujungti tai, ka perskaité Siame skyrelyje, su tuo, ka jis
jau iSstudijavo 1.5., 1.6., 1.7. ir 1.8. skyriuose, ir isitikins, jog sistemy struktiiras ir operacijas su
jomis galima apraSyti matematine kalba. Tai jam padés, toliau studijuojant $j (1.9.) skyriy, o taip pat
1.16. skyriy.

1.9.1.6. Kitos tipinés struktiros

Panasiai, kaip 1.9.1.4. skyrelyje buvo nagrinéjamos tipinés kristaly struktiros bei ju
simetriSkumas ir kristalinés gardelés periodiSkumas trimatéje erdvéje, galima nagrinéti ir tipines
struktiiras, juy simetriSkuma ir periodiskuma erdvése, turin¢iose kita matavimy skaiciy.

Dvimatéje erdveje (plokStumoje ar kokiame kitame dvimaciame pavirSiuje), pavyzdziui, galima
nagrinéti ivairiy rasty (audiniy, apmusaly, juosty, dekoracijy ir t. t.) tipines struktiiras, ju simetrijos
elementus.

[vesime standZiyjy judesiy plok§tumoje savoka, vadindami standziuoju judesiu plokStumoje
bet koki ploks¢io objekto, esancio toje plokStumoje, perkélimg j kita plokStumos vieta, ji
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pastumiant, pasukant, apverciant, ta¢iau nedeformuojant jo struktiiros, t. y. nekei¢iant atstumy
tarp jo tasky ir kampy tarp tuos taskus jungianciy tiesiy.

1.9.2.1. skyrelyje bus parodyta, kad bet koki ploksCio objekto standyjji perkélima
plokStumoje galima jvykdyti, turint tris pagrindinius standziuosius judesius: 1) veidrodinj atspindj
kokios nors atspindzio aSies atzvilgiu, simetriSkai perkelianti plokscia objekta i kita tos asies pusg ir tuo
paciu apvercianti ji kita puse; 2) lygiagrety postiimj kokia nors kryptimi plokStumoje, kurio metu visi
plokscio objekto taskai pasistumia ta pacia kryptimi ir vienodu atstumu, ir 3) ploks¢io objekto posiiki
plokstumoje aplink koki nors tos plokStumos taska, pasirinkta kaip postkio centra. Komponuodami
tuos judesius, mes galime gauti bet kokj plokscio objekto perkélima plokstumoje. Todél Sie trys
standieji judesiai sudaro pilna pagrindiniy standZiyjy judesiy sistema plokStumoje.

Taciau Sie trys pagrindiniai judesiai dar nesudaro grupés savo kompozicijos atzvilgiu, nes
$iy trijy judesiy aibé dar néra uzdara ty judesiy kompozicijos atzvilgiu.

Pavyzdziui, atspindZio ir nenulinio postimio kompozicija duoda toki ploks¢io objekto
perkélima plokstumoje, kuris negali biiti ivykdytas né vienu i§ Siy triju judesiy, panaudotu atskirai.
Kitaip tariant, Sios trijy judesiy kompozicijos rezultatas ne visada priklauso ty judesiy aibei.

Norédami, kad pagrindiniy standziyju judesiy plokstumoje aibé tapty uzdara ty judesiy
kompozicijos atzvilgiu, ta aibe turime papildyti, ivesdami dar du pagrindinius standziuosius judesius
plokstumoje: 1) slenkamajj atspindj, susidedanti i§ jau minétyjy postimio ir atspindzio judesiy,
sukomponuoty taip, kad atspindzio aSis buty lygiagreti postimio krypciai, 2) taip vadinama ,,tapatyji
judesj*, sutampantj su dviejy atspindziy tos pacios atspindzio aSies atzvilgiu kompozicijos rezultatu ir
reiskiant] objekto sugrazinima i ta pacia vieta ir padéti, kitaip tariant, lyg ir jokio to objekto judesio
nebuvima.

»Tapatyji judesi“ galima gauti taip pat ir pasukus objekta 360°k kampu, kur ke Z, todél
sudarant pagrindiniy standziyju judesiy plok$tumoje grupe, pakanka turéti postiki ne didesniu negu 360°
kampu.

Nesunku isitikinti, jog ¢ia iSvardinti penki pagrindiniai standieji judesiai plokStumoje
sudaro algebrine grupe judesiy kompozicijos atzvilgiu: 1) Siy penkiy judesiy aibé yra uzdara ju
kompozicijos atzvilgiu; 2) judesiy kompozicija yra asociatyvi operacija; 3) $i judesiy aibé savo sudétyje
turi neutraly elementa — ,.tapatyji judesi®; 4) kiekvienas i§ $iy penkiy judesiy turi atvirkstini judesi
judesiy kompozicijos atzvilgiu, priklausanti $iy penkiy judesiy aibei: atspindzio atvirkstinis judesys — tas
pats atspindys (tik i prieSinga pusg); ,,tapataus judesio* atvirkstinis judesys — ,,tapatus judesys®; postkio
atvirkstinis judesys — posiikis kampu, papildanciu posiikio kampa iki 360°, jei posikiai vykdomi tik
viena kryptimi, arba postikis tuo paciu kampu tik prieSinga kryptimi, jei postkiai gali bGti vykdomi ir
laikrodzio rodyklés kryptimi, ir prieSinga; postiimio atvirkstinis judesys — postiimis tuo paciu atstumu tik
priesinga kryptimi, slenkamojo atspindzio atvirkstinis judesys — slenkamasis atspindys tuo paciu
atstumu tik prieSinga kryptimi.

Plokstieji objektai — ir baigtiniai (pavyzdziui, ivairios geometrinés figliros), ir begaliniai
(pavyzdziui, audiniy bei apmusaly raStai) — gali biiti simetriSki to ar kito pagrindinio standaus
judesio atzvilgiu, t. y., gali, atlikus ta judesj, sutapti patys su savimi.

Kai kokio nors objekto vaizdas, gautas, jvykdzius jo atspindj, sutampa su pirmavaizdziu, tai
sakoma, jog objektas yra simetriSkas atspindZio atzvilgiu, ir tuomet atspindzio asis vadinama objekto
simetrijos asimi.

Baigtiniai objektai gali neturéti né vienos simetrijos asies (pavyzdziui, trikampis, kurio visos
trys krastinés yra skirtingos), gali turéti viena ir tik viena simetrijos asj (pavyzdziui, lygiaSonis, bet ne
lygiakrastis, trikampis), dvi ir tik dvi simetrijos asis (pavyzdziui, rombas, nesantis kvadratu), tris ir tik
tris simetrijos aSis (pavyzdziui, lygiakraStis trikampis), keturias ir tik keturias simetrijos asis
(pavyzdziui, kvadratas), penkias ir tik penkias simetrijos asis (pavyzdziui, taisyklingas penkiakampis), n
ir tik n simetrijos aSiy (pavyzdziui, taisyklingas n-kampis, kai n € Z ir n>3), be galo daug simetrijos asiy
(pavyzdziui, apskritimas).

Begaliniai plokstieji objektai, pavyzdZiui, audiniy bei apmusSaly rastai (priklausomai nuo ty
rasty elementy simetriSkumo ir ju iSdéstymo plokStumoje simetriSkumo) gali neturéti né vienos
simetrijos aSies, gali turéti viena ir tik viena simetrijos aSiy krypti (t.y. be galo daug lygiagreciy
periodiskai i$sidésCiusiy simetrijos asiy), dvi ir tik dvi simetrijos asiy kryptis, tris ir tik tris simetrijos
aSiy kryptis, keturias ir tik keturias simetrijos asiy kryptis, Sesias ir tik SeSias simetrijos asiy kryptis ir
negali turéti penkiy, septyniy ir t. t. simetrijos aSiy kryp¢iy.

Pavyzdziui, nors apskritimas gali turéti be galo daug simetrijos asiy, einanciy per jo centra
ivairiomis kryptimis, taciau i§ apskritimy sudarytas rastas, kaip rodo 103 pav. gali turéti tik keturias arba
SeSias skirtingas simetrijos aSiy kryptis.
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103 pav.

Pirmajame paveikslélyje, kuriame kiekvienas apskritimas lieCiasi su keturiais kaimyniniais,
egzistuoja keturios skirtingos lygiagreCiy simetrijos asiy kryptys, o antrame, kuriame kiekvienas
apskritimas lieCiasi su SeSiais kaimyniniais, egzistuoja SeSios skirtingos lygiagreciy simetrijos aSiy
kryptys. I8déstyti apskritimus | begalinj periodisSkai besikartojanti rasta taip, kad atsirasty, pavyzdziui,
penkios simetrijos asiy kryptys, neimanoma, kaip neimanoma vienodomis taisyklingo penkiakampio
formos plytelémis padengti plokStuma ,be plySiy“. O tuo tarpu padengti plok§tuma ,,be plySiu“
taisyklingais trikampiais, kvadratais bei taisyklingais SeSiakampiais galima. Tai nesunku jrodyti ne tik
praktiskai, bet ir teoriskai.
180° -n-360° n-2

n n

Mes zinome, jog taisyklingo n-kampio kampas lygus o, = -180°. Kad

.. . . . . . . 360°
tokiais n-kampiais biity galima padengti plok$tuma ,,be plySiy“, butina, kad santykis k= bty
. . . . 2 2n—-4+4 . . .
sveikas skai¢ius. I§ Sios salygos gauname, jog k= n_- =2+ turi buti sveikas

n-2 n-2 n-2

skaicius.
Kai n=3, tai k=2+4=6, ir mes gauname mozaika, pavaizduota 104 ,,a* pav.
Kai n=4, tai k=2+2=4, ir mes gauname mozaika, pavaizduota 104 ,,b* pav.
Kai n=5, tai k=2+§ = 35 , i tai reiskia, jog plokStumos padengti taisyklingais penkiakampiais

nejmanoma.
Kai n=6, tai k=2+1=3, ir mes gauname mozaika, pavaizduota 104 ,,c* pav.

Kai n>7, tai skaicius

visada bus mazesné uZ vieneta trupmena ir todél niekada nebegalés
n —_—
biti sveiku skai¢iumi.

a) b) c)

104 pav.

I mozaikas, pavaizduotas 104 pav., taip pat galima zitréti, kaip i begalinius rastus
plokStumoje ir nagrinéti jy simetrijos elementus.

Palieku skaitytojui pagalvoti, kodél gamta (t. y. bités) pasirinko savo koriams 104 ,.c“ pav.
struktiira, o ne kokia nors kita, o taip pat kodél organinéje chemijoje taip daznai sutinkamos struktiiros,
sudarytos i§ SeSianariy ,,ziedy* Cs.

Tikiuosi, jog skaitytojas dabar sugebés paaiskinti, kodél, nagrinédami kristaly bei kristaliniy
gardeliy struktiiras 1.9.1.4. skyrelyje, mes nebuvome sutik¢ penkiakampiy ar septyniakampiy
prizmiy pavidalo Kristalinés gardelés narveliy, kodél neegzistuoja Kkristalai turintys penktos,
septintos ir t. t. eilés simetrijos aSis.
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Biity naudinga, jei skaitytojas pabandyty irodyti jau minétaja teorema apie tai, kad trimatéje
erdvéje gali egzistuoti tik penkiy tipy taisyklingieji daugiasieniai, ar bent jau suprasti, kodél taip yra.
Tai iSplaukia i§ formulés V+F=E+2 ir salygos k-a,,<360°, kur ke Z".

O mes dabar pereisime nuo atspindzio simetrijos prie posiikio simetrijos plok§tumoje.

Plokscias objektas laikomas simetriSku posiikio atzZvilgiu, jei egzistuoja toks posikio centras,
kad ta objekta pasuke apie ta postikio centra kampy, maZesniu uz 360°, gausime to objekto vaizda,
sutampanti su pirmavaizdziu. Tada ta posiikio centra vadina posiikio simetrijos centru, o ta kampa —
posiikio simetrijos kampu.

Yra gana daug objekty, neturinCiy postkio simetrijos. Tas pats trikampis su skirtingo ilgio
kraStinémis neturi ne tik atspindzio, bet ir posiikio simetrijos. O tuo tarpu taisyklingasis trikampis turi ne
tik tris atspindzio simetrijos asis, bet ir postikio simetrijos centra, sutampanti su to trikampio centru, ir
postikio simetrijos kampus, lygius 120° ir 240°. Paprastai, posiikio simetrijos kampais, kai kampy yra
keletas, nurodomi maziausieji kartotiniai. Taisyklingojo n-kampio posiikio simetrijos kampas lygus

o

: taisyklingojo trikampio — 120°, kvadrato — 90°, taisyklingojo $eSiakampio 60° ir t.t. Pasukg
n
o

taisyklingaji daugiakampi aplink jo centra kampu k- 360

, kur ke Z ir |k|<n, taisyklingaji daugiakampi

sutapatinsime su paciu savimi. Jis sutaps pats su savimi ir kai [k|>n, taciau tokiy k reikSmiy mes jau
nebenagrinésime, nes kai |k|=n, tai bet koks objektas (tame tarpe ir neturintis jokios simetrijos), pasuktas
aplink bet koki posiikio centra, sutaps pats su savimi.

Objektas, bidamas simetriS$kas atspindzio atzvilgiu, ne butinai bus simetriSkas posiikio
atzvilgiu. Pavyzdziui, lygiaSoné trapecija, turédama atspindzio simetrijos asi, néra simetriSka postikio
atzvilgiu.

IS kitos pusés, egzistuoja objektai, neturintys atspindzio simetrijos asiy, taciau turintys posiikio
simetrijos centrg ir posiikio simetrijos kampa. Pavyzdziui, penkiasparnis ventiliatorius neturi simetrijos
asiy, nes ventiliatoriaus sparnai néra simetriski (nors ir visi vienodi), kadangi pasukti | sukimosi pusg.
Taciau toks ventiliatorius turi simetrijos centra, sutampanti su ventiliatoriaus aSies centru, ir keturis

o

posiikio simetrijos kampus, kuriy maziausias yra lygus =72°.

Taigi, simetriSkumas posiikio atZvilgiu ne visada sutampa su simetriSkumu atspindZio
atzvilgiu, todél simetrijos asis ir postikio simetrijos elementus — simetrijos centra ir posiikio simetrijos
kampa — reikia laikyti skirtingais objekto simetrijos elementais.

Rastams plokStumoje taip pat gali buti biidinga postkio simetrija, nors egzistuoja rastai ir
neturintys postikio simetrijos.

Su rasty posiikio kampais susidaro panasi situacija kaip ir su rasty atspindzio simetrijos asiy
kryptimis: nors atskiros rasty detalés gali turéti ivairius postkio simetrijos kampus (arba i§ viso ju
neturéti), patys begaliniai rastai plokStumoje arba neturi posiikio simetrijos, arba, jei turi, tai
posiikio simetrijos kampai gali bati tik 60° 90°, 120° ir 180°. Tuo gana greitai galima isitikinti,
nagrinéjant jvairias rasty struktiiras ir bandant jas sukioti jvairiais kampais, siekiant sutapatinti rasta patj
su savimi. Kadangi sukant rasta aplink koki nors centra, kartu sukasi ir rasto fragmentai, tai, norint, kad
rastas turéty postikio simetrija, reikia kad ja turéty ir pacios rasto detalés ir ju iSdéstymas.

Dviguba, triguba, keturguba ir SeSiaguba postikio simetrijg turinéiy rasty pavyzdziai pateikti
105 pav. Rekomenduoju skaitytojui tuo isitikinti ir pateikti daugiau pavyzdziy.

Juostos, kurios gali buti begalinés tik viena (ju ilgio) kryptimi ir turi ribota ploti, arba néra
simetrinés posiikio atzvilgiu, arba gali turéti tik vieng posiikio simetrijos kampa, lygy 180°. Tuo
irgi nesunku isitikinti, nagrin¢jant juosty rastus. Nesunku ir teoriSkai irodyti, kad juostos negali turéti
kitokiy postkio simetrijos kampy: juk po simetriSko postkio juosta turi sutapti su pacia savimi, o tai
galima padaryti tik apsukus juosta 180° kampu. Net ir taip padarius, ne kiekviena juosta sutaps pati su
savimi: ji turi biiti arba simetriska vertikalios (statmenos juostos krypciai) atspindzio asies atzvilgiu,
arba sudaryta i§ detaliy pory, kurios biity simetri§kos viena kitai postikio 180° kampu atzvilgiu.

a) b) c) d)

< < FNVEIN $ KKk
<~ < NS bdd PRFE
<~ < HASANA $  HEE

105 pav.
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Postiimio simetrijos, t. y. tokio reiSkinio, kad pastimus objekta nenuliniu atstumu kokia nors
kryptimi objektas sutapty pats su savimi, joks baigtinis objektas turéti negali. Taciau begaliniai
objektai bei vienody objekty begalinés sekos tokia savybe turéti gali. Postiimio simetrija yra surista su
periodiSkumu, ir visos periodiskai besikartojancios sekos biitinai yra simetriskos postiimio
atzvilgiu. Taigi, postimio erdvéje ir laike simetrija sujungia periodiSkumo ir simetriSkumo
savokas begaliniuose procesuose ir begaliniuose objektuose. Kadangi bet kokie apmusaly ir juosty
rastai yra periodiski, tai, isivaizduojant apmusalus ir juostas esant begaliniais objektais, gauname, kad ju
raStai visada turi postimio simetrija: juostos — viena kryptimi, o apmusaly raStai gali turéti
postiimio simetrija daugiau negu viena kryptimi.

Slenkamojo atspindZio simetrija taip pat gali turéti tik begaliniai objektai, tame tarpe ir juosty
bei apmusaly rastai. Taciau gali bati ir tokie rastai, kurie neturi slenkamojo atspindzio simetrijos, o tie
rastai, kurie turi slenkamojo atspindzio simetrija, t.y. kurie, pastimus ir veidrodiSkai atspindéjus
postiimio krypties kaip atspindzio aSies atzvilgiu, sutampa patys su savimi, gali ja turéti tik arba
vienos, arba dviejy, arba trijy, arba keturiy, arba SeSiy kryp¢iy. Tai misy, jau pripratusiy prie
atspindZzio simetrijos asiy ir postkio simetrijos kampy rastuose rinkiniy, jau nebeturéty stebinti, nes juk
ir pats slenkamasis atspindys susideda i§ postiimio ir atspindZio. Reikia tik pazyméti, kad ne visada
plokscio objekto atspindZio simetrijos aSys sutampa su slenkamojo atspindZio aSimis ir todél ne
visada atspindZio simetrijos aSiy kryp¢iy skaifius sutampa su slenkamojo atspindZio kryp¢iy
skaic¢iumi.

Suprantama, kad juostos gali turéti tik vieng slenkamojo atspindZio simetrijos kryptj, o
dauguma juosty slenkamojo atspindZio simetrijos i$ viso neturi.

Zinodami galimus rasty simetrijos elementy pagrindiniy standziyjy judesiy plokstumoje
atzvilgiu skaicius, kurie, kaip matéme, yra baigtiniai, mes galime visas galimas rasty struktiiras
klasifikuoti i baigtini rasty tipy skaiciy. Kadangi ne visos simetrijos elementy kombinacijos yra galimos,
tai rasty tipy skaiCius yra mazesnis negu ty kombinacijy skaiCius. Dar senovés egiptieciai zinojo ir
naudojo statiniy (pavyzdziui, Sventykly) sienoms puosti 17 skirtingy rasty struktiiry (rasty tipu).
Keiciant tose struktiirose rasty elementus, galima sukurti be galo daug paciy ivairiausiy rasty, kuo
naudojosi ir naudojasi zmonija iki Siol.

Idomu, kad tik XX amziuje (1924 m.) buvo grieztai jrodyta, jog apmusaly rasty gali buti
kaip tik tie 17 tipy. Tai padaré vengry matematikas Dz. Poja (G. Polya). Taip pat buvo nustatyta, jog
juosty rasty struktiira gali priklausyti tik 7 tipams.

Rekomenduociau skaitytojui biitinai perskaityti jdomiai ir labai populiariai parasytos knygos
»Kelionés | Siuolaiking matematika* [109] vienuoliktaji skyriy ,,Judesio simetrija“, kuriame ne tik
apraSyta standziyju judesiu plokStumoje grupé bei ploksCiyju figliry (tame tarpe ir begaliniai
besikartojanc¢iy dekoratyviniy rasty) simetrijos elementai ty judesiy atzvilgiu, bet ir pateiktos lentelés su
jau minétyjy 7 tipy juosty ir 17 tipy apmusaly rasty struktiry simetriSkumo charakteristikomis
ir pavyzdziais. Tai bus ne tik jdomu, bet ir naudinga, nes, susipazinus su periodiniy struktiiry
plokstumoje ekvivalentumo klasémis ty struktiiry simetriSkumo atzvilgiu, taps zZymiai suprantamesné ir
kristaly simetrijos teorija trimatéje erdvéje. Juk | simetrija trimatéje erdvéje galima Ziaréti kaip
simetrijos dvimatéje erdvéje plétinj, kuris gaunamas, papildzius standziujy judesiy grupe plokstumoje
ir objekty simetrijos elementy ty judesiy atzvilgiu sarasa dar dviem jau minétaisiais standziaisiais
judesiais ir trimaciy objekty elementais ju atzvilgiu. ISsiaiSkinus, kodel plokstumoje (kur viskas daug
paprasCiau negu trimatéje erdvéje) begaliné struktira negali turéti penkiy, septyniy ar daugiau
atspindzio simetrijos asiy, tampa lengviau suprantama tai, kodél kristaly simetrijoje pasitaiko tik
pirmosios, antrosios, treciosios, ketvirtosios ir SeStosios eilés simetrijos aSys ir nepasitaiko jokiuy
kity.

Pabandzius suskirstyti juosty ir apmuSaly raSty struktiiras i ekvivalentumo klases ju
simetriSkumo atzvilgiu ir supratus, kaip tai daroma, tampa geriau suprantama to didelio ir sudétingo
darbo, kurj atliko J.Fiodorovas ir S.Sénflysas, i§skirdami begalinés kristalinés gardelés struktiroje 230
erdviniy grupiy, esme ir apimtis.

Visa tai leis pastebéti kai kuriuos bendrus désningumus, biidingus struktiiroms, apraSytoms
1.9.1.1.-1.9.1.6. skyreliuose, ir padaryti svarbig sistemy struktiiry teorijai ir visai sistemotyrai i§vada:
struktiiry simetrijos désniai yra ne tik kristalografijos, fizikos, chemijos ar meno désniai, o
bendrasisteminiai désniai, konkreciai pasireiSkiantys kristaluose, fizikiniy bei chemijos mokslo
objekty struktiirose ir mene.

Siy ir kity bendrastruktiiriniy désniy, nepriklausan¢iy nuo sistemy prigimties ir tos
,materijos®, i§ kuriy tos struktiiros yra sudarytos, egzistavimas kaip tik ir duoda ta mokslinj
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pagrinda, kuriuo remiantis tampa prasminga sistemy struktiiry teorijos ir jos algebrinio aparato
kiirimo idéja, tipiniy struktiry klasifikavimo idéja, o taip pat nurodo vieng i§ krypciy, kuria
einant, biity galima spresti sistemy struktiiry tipiniy klasiy iSskyrimo problema. D¢l Sito pagrindo
ir Sitos idéjos kaip tik ir buvo reikalinga ir verta perzitiréti nemazai konkreciy fakty ir pasiekimy
ivairiuose moksluose, kam ir skiriami 1.9.1.1.—1.9.1.6. skyreliai.

Zinoma, sistemy struktiiry klasifikavimo sistemos sukiirimas pareikalaus Zymiai daugiau
pastangy ir matematiniy sugebéjimu, negu to savo laiku pareikalavo i§ J. Fiodorovo ir S. Sénflyso
kristalinés gardelés erdviniy grupiy iSskyrimas ar i§ Dz. Poja jrodymas, kad audiniy rasty struktiira gali
turéti tik 17 jau minétyjy tipy, taCiau tai nereiskia, kad dél problemos sudétingumo jos neverta net
bandyti spresti.

Todeél siandien, kol dar nesukaupta pakankamai informacijos, kad minétaja problema jau bty
galima pradéti sprgsti bendruoju atveju, sistemy struktiry tyrimas atskirose srityse, bendryjy
désningumy paieSka ir svarbiausiyju bei daZniausiai pasitaikanciy struktiry tipiniy klasiy
iSskyrimas ir nagrinéjimas, ruoSiant placdarma bendrosios problemos sprendimui, néra
beprasmiskas laiko eikvojimas, bet labai reikalinga bendrosios teorijos kiirimui ir labai naudinga
praktikai veikla. Jos naudinguma neuzilgo pajus ir $iy eiluciy skaitytojas, kai antrojoje $ios mokymo
priemonés dalyje bus nagrinéjamos sudétingy sistemy modeliavimo ir projektavimo automatizuoty
sistemy kiirimo ir taikymo problemos.

Su minétaja knyga [109] naudinga susipazinti dar ir tod¢l, kad jos dvyliktajame skyriuje
»Mastelio simetrija ir fraktalai“ simetrijos savoka bandoma taikyti dar placiau, negu mes tai daréme
iki Siol. Tame skyriuje nagrinégjama panaSumo simetrijos savoka, apie kurig jau buvo uZzsiminta
1.9.1.4. skyrelyje, ir jvedama mums kol kas dar nauja mastelio simetrijos savoka, apimanti begalinj
pilno ar dalinio panasumo kartojimasi objekty ir procesy sekose.

Panasumo simetrija vadinsime objekty bei ju struktiiry panaSumo santyki, kuomet vieno
objekto struktiiroje randame pilng ar dalini panaSuma (izomorfizma ar homomorfizma) kito objekto
struktiirai.

PanaSumas gali buti paprastas ir idealiai tikslus bei pilnas kaip i§ mokyklos laiky zinomas
trikampiy panaSumas, taciau jis gali buti iSreikstas ir be galo ilgomis pilno ar dalinio (tame tarpe ir ne
visiSkai tikslaus) panasumo grandinémis.

Dar i$ prieskario laiky prisimenu mano vaikiska vaizduote iSjudinusi ir visam laikui atmintyje
istrigusi idomy pieSinéli ant tabako pakelio: skrenda erelis ir savo naguose nesa tabako pakeli,
vaizduojantj skrendantj erelj, neSantj savo naguose tabako pakeli su skrendancio erelio, neSancio tabako
pakelj, ir t. t. atvaizdu.

Su panasia situacija susiduria ir dailininkas, pieSdamas save stovintj pric molberto su prisegtu
popieriaus lapu, ant kurio jis piesia pati save, stovinti prie molberto ir pieSianti save, ir t. t.

Tokias ir panaSias situacijas labai mégo vaizduoti savo piesiniuose olandy dailininkas M.ESeris
(M.C.Escher), iSreikSdamas gilias filosofines ir net matematines idéjas. Galima tik stebétis ir grozétis,
kaip iSradingai, meniskai ir giliai filosofiskai $is dailininkas pasinaudojo begaliniai maz¢&janciy baltyjy ir
juodujy figiiréliy panasumo ir papildomumo simetrija savo garsiajame paveiksle ,,Angelai ir velniai®,
vaizduojan¢iame amzinaja Gério ir Blogio saveika, $viesiyjy ir tamsiyjy jégu pusiausvyra.

Cia paminétuose trijuose pavyzdziuose mastelio simetrija pasireiskia per pilna objekty,
besiskirianciy tik savo vaizdy masteliu, panaSuma. TacCiau mastelio simetrijos savoka galima
apibendrinti, pritaikant ja ir tokiems atvejams, kada pilnas objekty bei jy vaizdy panasumas tampa ne
taip jau bitinas ir kada svarbiausias vaidmuo tenka objekty bei jy vaizdy genezés algoritmo
bendrumui. Tas bendrumas biidingas ne tik gyvajai gamtai, per genetini koda perduodanciai i§ kartos {
karta paveldimus pozymius (kurie yra panaSis, taiau ne biitinai tapatiis), bet ir bet kuriems
rekursiniams procesams.

Sios minties ir idéjos, vedangios prie fraktaly savokos ir teorijos, iliustravimui pasinaudosiu
minétoje knygoje [109] pateiktais gana paprastais, bet tuo paciu metu ir gana idomiais pavyzdziais:
,»Koch snaige* ir ,,Sierpinskio nériniu®.

»Koch snaigé®, kurios rekursing konstrukcija pasiiilé svedy matematiké Helena Koch (H. von
Koch), gaunama i$ taisyklingojo trikampio, dalinant kiekviena jo krasting i tris lygias dalis ir prie tokiu
btudu gautos vidurinés dalies kiekvienoje krastinéje pridedant po lygiakrasti trikampi, turintj krasting,
lygia tai vidurinei daliai, po to vél dalinant kiekviena gautos lauztinés, vadinamos ,,Koch kreive*, grandj
1 tris lygias dalis ir pridedant prie viduriniy daliy po lygiakrasti trikampi, ir t. t. be galo (zidir. 106 pav.).
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Su kiekvienu ,,Koch snaigés“ konstravimo algoritmo Zingsniu gaunamos uzdaros lauztinés
kiekvienos grandies ilgis trump¢ja 3 kartus, o ty grandziy skaiCius padidéja 4 kartus, nes vietoje
kiekvienos buvusios grandies atsiranda keturios tris kartus trumpesnés grandys. Todél su kiekvienu

algoritmo zingsniu ,,Koch snaigés“ perimetras P,, vadinamas Koch kreivés ilgiu, padidéja 3 karto:

4 416 4 64 . A" (4) . .
Py=3a; P)=—Py=4a; P,=—P,=—a; Ps=—P,=—airt.t. P.=| — | Py=| —| -3a. Kai n—oo, tai Koch
3 3 3 3 9 3 3
kreivés ilgis artéja prie oo.
,»Koch snaigés” plotas S,, didéjant n, taip pat did¢ja. Pirmajame algoritmo zingsnyje prie
2

pradinio trikampio ploto S, = a prisideda trijy naujuy trikampéliy plotas AS;. Kiekvienas

trikampélis turédamas krastines, tris kartus trumpesnes uz pradinio trikampio krastine, turi 3°=9 kartus

So S
mazesnj plota, todél AS;=3- 90:?0. Toliau kiekviename algoritmo zingsnyje prisidedanciy

trikampéliy skaicius didés (kartu su ,,Koch zZvaigzdés® krastiniy skai¢iumi) keturgubai, o kiekvienas
tokio prisidedancio trikampélio plotas, jo krastinei trumpéjant tris kartus, mazés 3°=9 kartus. Todél

4 4 4 4 4’
ASF;ASb ASFEASF[EJ AS,, ASF;ASS:[EJ AS; ir t.t. Tai reiskia, jog ,,Koch snaigés

2
.. . . 4
plotas, didéjant n, artés prie ribos S=SytAS|+AS,+AS;+...+AS +..=S¢+AS+ 3 AS |+ (g) AS+

93 3 now» l—i
9

4 n+l
4\’ 4 42 4 S, l_(9j 19
+| = | ASi+..=S¢tAS)| 1+ —+—+—+... | = Sgt— lim —————= S| 1 +—-= |=1,68,.
5) e 53)

Gavome jdomy rezultata: riboto ploto figiira gali turéti be galo ilga perimetrg. Dar
daugiau: atstumas tarp dvieju Koch kreivés tasky, kaip arti vienas kito tie taskai bebiity, kai
n—co, taip pat tampa be galo dideliu dydZiu.

Taciau gautas rezultatas néra jau toks nerealistiS$kas, kaip mums, jpratusiems turéti reikalg ne su
realiais objektais, o su idealiomis geometrinémis figiromis, galéty pradzioje pasirodyti. Pabandykime
iSmatuoti kokio nors ezero kranto linijos ilgi, naudodamiesi ivairaus mastelio Zemélapiais, o po to realiu
objektu — paciu ezeru. Matysime, jog pereidami prie vis didesniy to ezero vaizdy, gauname vis ilgesng
kranto linija, ir kad jos ilgis vis didés ir didés, kuo kruopsc¢iau mes, apsiginklave, pavyzdziui,
mikroskopu, matuosime maziausius tos kranto linijos vingelius. Taigi, natiiraliy figiiry perimetrai turi
savybes, artimesnes ,,Koch snaigés*“ perimetro savybéms negu kokios nors idealios geometrinés
figiiros perimetro savybéms. Matuodami kokios nors kalnuotos vietovés pavirSiaus plota vis tiksliau,
mes gausime vis didesnius dydzius ir, jei materija nebiity diskreti, visi reallis perimetrai ir realiis plotai
biity begaliniai dydziai. Pasirodo, jog ,,Koch snaigé*“ — ne tik mokslininko fantazijos tvarinys, bet ir
tikrovés objekty modelis, mums tik pradzioje pasirodgs esas keistokas dél savo neiprastumo.

Dar labiau stebétinas savybes turi lenky matematiko Vaclavo Sierpinskio (W. Sierpinski)
pasitlyta rekursiné konstrukcija, dabar vadinama ,,Sierpinskio nériniu®.

,.Sierpinskio nérinio“ sudarymo algoritmas yra toks:
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1) imame bet kokj trikampi, randame jo krastiniy vidurio taskus; sujunge juos gauname vidini
trikampi, panasy i pradini, tac¢iau turinti keturis kartus mazesni plota; iSmetame (iSkerpame) ta trikampi
i§ pradinio trikampio ir gauname pirmaji ,,Sierpinskio nérinio*“ modeli, sudaryta i§ triju likusiy
neiSmesty trikampiuky, turin¢iy keturis kartus mazesnius plotus negu pradinis trikampis;

2) Sio algoritmo pirmojo Zingsnio procediira taikome kiekvienam i§ likusiy trikampiuky,
palikdami pradinio trikampio kontiire devynis neiSmestus trikampiukus, kuriy kiekvieno plotas yra 16
karty mazesnis uz pradinio trikampio plota;

3) Sia procediira pritaikome likusiems neiSmestiems devyniems trikampiukams, iSmesdami i$
ju vidurio dar mazesnius trikampiukus ir palikdami ,,nérinyje* 27 trikampiukus, kuriy kiekvieno plotas
bus 64 kartus mazesnis uz pradinio trikampio plota (zidr. 107 pav.).

C
M, M3 N
N -V
B B0 B0 B0
A’ M, B
3 S —ES — 9 S :is :25 _is _ 81
S, ==5§, 2T T 0 370 T g0 4T T 5600
107 pav.

Taip kaskart iSmetinédami vis didesnio skai¢iaus (kiekviena karta didéjancio tris kartus) vis
mazéjanciy trikampiy vis mazéjancias (kiekviena karta keturis kartus) ,,Serdis*, mes maziname likusiy
trikampéliy bendraji plota.

»dierpinskio nérinio“ plotas, didéjant algoritmo zingsniy skaiCiui n, artéja prie 0, nes

1im(§) Sp=0.
n—o\ 4

Nesunku irodyti, kad ,,Sierpinskio nérinio* ,,perimetras, didéjant n, didéja, artédamas prie
begalybés.

Taigi, ,,Sierpinskio nérinys“ — tokia rekursiné plokscia konstrukcija, kuri turi nulinj plota
ir be galo didelj perimetra. Si konstrukcija dar keistesné negu ,,Koch snaigé®.

Neigudusi skaitytoja dar labiau nustebins ta aplinkybé, kad ,,Sierpinskio nérinj“ galima gauti
ir naudojant rekursinéje procediiroje atsitiktinj procesa — taip vadinamajj ,,chaoso Zaidima*.

Organizuosime rekursing procediira taip:

1) kadangi métysime kauliuka, kuris turi 6 sienas su skaiciais 1, 2, 3, 4, 5, 6, tai pradinio
trikampio vir§tinéms priskirsime po pora skaiciu, pavyzdziui, vir§tinei A — skaiéius 1 ir 2, vir§tnei B —
skaicius 3 ir 4, vir§iinei C — 5 ir 6;

2) priklausomai nuo to, koki iskritusi skaifiy parodys kauliukas, ta trikampio virSiing ir
rinksimés; aisku, kad tikimybés pasirinkti tq ar kita vir§ling, jei kauliukas simetriSkas ir métymas tikrai
atsitiktinis, bus vienodos;

3) pirmaji taska trikampyje ABC, kuris pradzioje bus tuscias (baltas) plotas, pazymésime toje
vir§inéje, kuria nurodys kauliukas.

4) antraji taSka pasirinksime atkarpos, jungianCios pirmaji taska ir antrajame Zzingsnyje
iSkritusig trikampio ABC virsiing, viduryje;

5) treciaji taska pasirinksime atkarpos, jungiancios antrajj taska, ir kg tik iSkritusia trikampio
virsing, viduryje ir t. t.

Bendra rekursiné n+1-jo tasko gavimo taisyklé: sujungiame n-ji taska su n+1-jame zingsnyje
atsitiktinai pasirinktaja trikampio virsiine ir imame tos atkarpos vidurio taska.

Pradzioje gausime chaotiSkai iSsiméciusiy trikampio ABC plote tasky aibg. Taciau, kuo toliau,
tuo labiau pradés ryskéti i§ atzymimy tasky susidarantys ,,Sierpinskio nérinio* konttirai. Knygoje [109]
pavaizduota, kaip atrodo Sios procediiros rezultatai po 50, 500 ir 5000 kauliuko metimy, i§ kuriy matyti,
kaip artéjama prie ,,Sierpinskio nérinio®. Sj procesa galima imituoti kompiuteriu.

Palieku skaitytojo pamastymui §io reiSkinio paaiSkinima, t.y. paaiSkinima, kodél, esant tam
tikroms salygoms ($iuo atveju, vykdant atitinkama rekursing procediira), net atsitiktiniai rekursiniai
procesai ,,gimdo® tam tikras struktiiras. Sis rei$kinys ir jo paai§kinimas taip pat gana svarbiis
sistemotyrai, sistemy evoliucijos procesy suvokimui, nes iliustruoja ,,tam tikros tvarkos i§ chaoso
gimima*“, kai egzistuoja tam tikri santykiai tarp saveikaujanciy esybiy.

Pradinius trikampius, i§ kuriy buvo gauta ,Koch snaigé™ ir ,Sierpinskio nérinys®“, t.y.
geometrinés konstrukcijos, turinCios begaling mastelio simetrija, galima pavadinti ty konstrukciju
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»S€klomis“, o rekursinj keitimo procesa, kuri taikydami gaudavome vis sudétingesnius objektus, — ty
konstrukcijy ,,auginimo procesu‘.

Pasirinkdami sudétingesnes ,,séklas* ir sudétingesnes ,,auginimo taisykles*, galime gauti dar
sudétingesnes konstrukcijas, turinc¢ias dar idomesniy ir keistesniy savybiy.

Ivesdami j ,,auginimo procesa® atsitiktinumo elementus, mes galime gauti konstrukcijas,
kuriose begaliné mastelio simetrija pasireiSkia ne absoliu¢iai tiksliai, o apytiksliai, kai
besikartojantys mastelio simetrijos elementai pasikartoja ne visiS§kai tiksliai ir niekada pilnai
saves nebepakartoja, dél ko ,,auginamo objekto* detaliy jvairové, kartodama rekursinio proceso
désningumus, begaliniai didéja.

JAV matematikas B. Mandelbrotas (B. Mandelbrot) pasirinkdamas auginamy objekty
»seklomis® jvairius kompleksinius skaiCius, vaizduojancius plokStumos taskus, ir taikydamas jiems
jvairias rekursines keitimo taisykles, naudodamasis kompiuteriu generavo i§ plokStumoje jvairiai
i$sidés¢iusiy tasky susidedancias sudétingas geometrines konstrukcijas, turinéias begalinés apytikslés
mastelio simetrijos savybes. Jis tas konstrukcijas pavadino fraktalais (nuo lotynisko Zodzio ,,fractus®,
reiSkiancio ,,suduzgs, ,,suskilgs™). Tokias konstrukcijas dabar daznai vadina ir Mandelbroto aibémis,
priskirdami jas prie ,,sudétingiausiy Zmonéms zinomy matematiniy objekty‘.

Negalédamas cia pateikti stebinan¢iy savo ivairove ir groziu spalvoty pieSiniy, vaizduojanciy
Mandelbroto aibes, as$ nebepradésiu pasakoti apie nauja ir labai idomy fraktaly geometrijos moksla, o
parekomenduosiu skaitytojui bitinai susipazinti su jau ne karta minétoje knygoje [109] pateiktomis
spalvotomis iklijomis ir po to, susidoméjus jomis, pasiskaityti toje knygoje ir apie pacias Mandelbroto
aibes — kompleksiniy skai¢iy rekursinés keitimo procediiros metodu generuojamas geometrines
konstrukcijas, turinCias begalinés apytikslés mastelio simetrijos savybes ir sugebancias imituoti
gamtos objekty struktiirg bei formas.

Mandelbroto aibés — tai visiS§kai nauji geometriniai objektai, kurie principialiai skiriasi
nuo objekty, kuriuos iki Mandelbroto aibiy generavimo nagrinéjo geometrijos mokslas.

Skirtuma tarp ty struktiiry, kurias nagrinéja klasikiné (elementarioji) geometrija, ir ty struktiiry,
kurias mes stebime gamtoje, gana taikliai apibidina paties B.Mandelbroto Zodziai, paimti i$ jo knygos
»Gamtos fraktaly geometrija‘“:

,,Kodél (elementarioji) geometrija daznai vadinama Salta ir sausa? Viena i§ priezasCiy — tai
negaléjimas atvaizduoti debesy, kalny, kranty ar medzio formy. Debesys — ne rutuliai, kalnai — ne
kiigiai, krantai — ne apskritimai, ir nei medziy zievé glodi, nei Zaibas tiesémis sklinda.

... daugybé gamtos formy yra tokios netaisyklingos ir padrikos, kad palyginti su elementariaja
geometrija gamta demonstruoja ne tik aukstesni, bet ir visi$kai kitokj sudétingumo laipsni®.

Nuo saves pridésiu, jog dabar fraktaly geometrijos pradininko B.Mandelbroto (beje, jo tévai
gyveno Vilniuje) ir kity naujosios kompiuterinés grafikos atstovy déka Siuolaikiné matematika jau
sugeba imituoti gamtai buidingas struktiiras, kuo skaitytojas pats galés isitikinti, pasiziliréjes i
knygoje [109] pateiktas spalvotas iklijas.

Todel, nagrinédami tipines sistemy struktiiras, mes negalime neatkreipti démesio j
struktiiras, nagrinéjamas fraktaly geometrijoje.

Svarbu pazyméti ir tai, kad mastelio simetrija permeta tilta tarp ,Saltosios* idealios
simetrijos, biidingos klasikiniam mokslui ir menui, klasikiniam tvarkos ir groZio supratimui, i$
vienos pusés, ir tarp tos neiSsemiamos struktiry ir formy jvairovés, kuri budinga gamtai ir
fraktaly geometrijai.

Pripazindami kg tik cituoty B. Mandelbroto minciy teisinguma ir suprasdami matematikos
mokslo plétojimo bitinybg fraktaly geometrijos srityje, kurioje grozis kyla i§ niekada pilnai
nesutampanciy begaliniy pasikartojimy jvairovés, mes neturime teisés nevertinti ir klasikinio mokslo
apie simetrija, kaip idealios tvarkos sinonima, palikimo. Juk negalima nepripaZinti ir Zymaus vokieciy
matematiko H. Veilio (H. Weyl) minciy teisingumo:

»--. Simetrija, kad ir kaip placiai ar siaurai ja suprantame — jrankis, kuriuo zmonés per amzius
meégino suvokti ir kurti tvarka, grozj, tobulybg... Simetrija — svarbi tema, reikSminga menui ir gamtai.
Matematika gyva jos syvais, ir blty sunku surasti objekta, kuris geriau atskleisty, kaip veikia
matematinis intelektas*.

Tuo galéCiau ir baigti simetrijos savokos analize ir kity tipiniy struktiiry apzvalgs,
pazymédamas, kad 1.9.1.1.+1.9.1.6. skyreliuose buvo aprasytos tik kai kurios svarbesnés tipiniy
strukttiry grupés.

Siek tiek pasizvalge aplink, mes rastume dar daug verty sistemotyrininko démesio tipiniy
struktiiry. Tai ir jvairiy Sokiy (ypatingai masiniy liaudies Sokiy) metu sudaromos besikeiciancios
figliros (pasirodo, ir jas gana patogu nagrinéti, pasitelkus matematika), ir muzikos saskambiy
désningumai, atsispindintys ivairiy muzikos kiiriniy struktiirose, ir muzikos garsu bei spalvoty Sviesos
blyksniy deriniai, tapg tokie populiariis diskotekose, ir ivairiy epochy jvairios architektiirinés formos, ir
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toninés bei metrinés eilédaros pédy struktiira (jambas, choréjas, daktilis, amfibrachis, anapestas ir t. t.),
ir {vairiy tipy mazgai (egzistuoja net specialus ir gana sudétingas mokslas apie mazgy topologija), ir t. t.,
ir t. t., nekalbant jau apie struktiiry ivairovg gyvojoje gamtoje, kurioje gyvosios materijos savybés
pasireiskia, pirmojoje eil¢je, kaip struktiirinés savybés.”

Nezitrint | milziniska gyvojoje gamtoje egzistuojanCiy struktlry ivairove, kurios pilnai
nejstengia aprépti net labai sudétingos dar nuo Karlo Linéjaus laiky vystomos ir tobulinamos gyvosios
gamtos karalys¢iy (gyviiny, augaly, grybuy, protisty, bakteriju), ju tipu, skyriy, klasiy, biiriy, eiliy, Seimy,
genciy ir rusiy klasifikavimo sistemos (apie jas, kaip antrojo tipo sistemy pavyzdzius, bus dar kalbama
1.10. skyriuje), o taip pat nezidrint | didele atsitiktinumo reikSme¢ gyvojoje gamtoje vykstanciuose
procesuose, vis dél to ir toje milziniSkoje jvairovéje galima pastebéti gana nemazai jdomiy fakty,
bylojanciy apie virs$ visos tos jvairoveés egzistuojancius bendrasisteminius désningumus.

Stai vienas i tokiy fakty. Pasirodo, jog tokios matematinés konstrukcijos, kaip misu jau

F
nekarta minéti Fibonacio skai¢iai F,, (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144 ir t. t.), kuriy santykis ;—“,
Ly b+l 1+

n
ju numeriui n begaliniai did¢jant, artéja prie ,,auksinio pjuvio* santykio 7. J = T g
2 1
daznai sutinkami ir gyvojoje gamtoje. Pavyzdziui, ramunés ziedai gana daznai turi 8, 13, 21, 34, 55 arba
89 ziedlapius, kankoréziy spiralés turi po 8 arba 13 eiliy, ananasy Zvynai eina spiralémis po 8, 13 arba
21, saulégrazy séklos i$sidésto spiralémis po 55 ir 89 séklides ir pan. Kuo biity galima paaiskinti tokius
reiSkinius: atsitiktiniais sutapimais ar kokiy tai bendry désningumy egzistavimu?

Kadangi panaSiy fakty filotaksijos mokslas, uzsiimantis augaly daliy i$sidéstymo ir
pasiskirstymo nagrinéjimu (kitaip tariant, tipinémis, augaly sandarai budingomis, struktiiromis),
zino ir daugiau, tai laikyti visus tokius reiskinius tik atsitiktiniais jdomiais sutapimais biity visiskai
nepagrista.

Gilesni Siy reiskiniy tyrimai parodé, kad jie yra organizmo augimo proceso, priskiriamo taip
vadinamo gnomoninio augimo tipui, pasekmé.

Gnomoniniu augimu vadinamas rekursinis (vél rekursinis!) procesas, kurio metu prie jau
esancio organizmo prisijungia tokia nauja organizmo struktiiros sudedamoji dalis, kad organizmo forma
iSlieka pana$i | senaja, t.y. iSlaikoma mastelio simetrija. Ta pridedamoji strukttros dalis dar nuo
Aristotelio laiky vadinama gnomeonu, i$ kur ir kilo tokio tipo augimo pavadinimas.

Gnomoninio augimo procesa galima pailiustruoti tokiu pavyzdziu. Tarkime, jog augimas
prasideda nuo mazycio lygiasonio trikampio (augimo ,,séklos*) ABC, kurio virS§tninis kampas yra lygus
36° (zitr. 108 ,,a* pav.). Pratesime to trikampio pagrinda AC iki tasko D taip, kad CD=BC, ir sujung-
sime taskus B ir D atkarpa BD. Gausime nauja lygiaSoni trikampi ADB, panasy i pradini (zitr. 108 ,,b*

pav.). Irodysime tai. Kadangi #ZBCD=180° - % =180°-72°=108", tai lygiaSonio trikampio BCD

ana

Soniniai kampai yra lygis 180" ~108° ;108 =36°. Todél ZABD=/ABC+~/CBD=36"+36°=72°. Sis kampas
lygus ZBAC=72° todél AADB yra lygiasonis, kurio Soniniai kampai yra lygts 72°, o vir§ininis — 36°.
Taigi, naujasis trikampis ADB yra panaSus i pradini trikampi ABC ir lygiaSonis trikampis BCD, kuri
pridéje prie pradinio trikampio ABC, gavome jam panaSy trikampi ADB, yra pradinio trikampio
gnomonas.

Dabar pratgsime naujojo trikampio ADB pagrindo krasting BA, sudarydami to trikampio
gnomong taip, kad to gnomono Soniné krastiné biity trikampio ADB ,,sudurtiné krastiné AD. Kita to
gnomono $oning krasting AE gausime, atidéje trikampio ADB pagrindo BA pratgsime (tgsinyje) atkarpa
AE=AD. Gausime nauja gnomong — lygiaSonj trikampi DAE su Soniniais kampais, lygiais 36°, ir
gnomoninio augimo rezultata — naujos kartos lygiasonj trikampi BED su vir$tniniu kampu BED, lygiu
36° (ziar. 108 ,,c“ pav.). Tas trikampis panaSus | ,,sékla* — trikampi ABC. Viena i§ ,,séklos* vir§iiniy
(virstné C) jau atsidiiré iSaugusio ,,organizmo* (trikampio BED) viduje.

Pratgse trikampio BED pagrindo DB krasting taip, kad to trikampio ,,sudurtiné krastine BE
atsidurty naujo trikampio viduje, ir atidéj¢ tame pratesime atkarpa BF=BE, gauname nauja gnomona
(trikampi EBF) ir gnomoninio augimo rezultata — naujos kartos trikampi DFE (zitr. 108 ,,d* pav.),
panasy | ,sekla“. Dabar jau ir antroji ,,séklos® virStiné (virSiné A) atsidiré iSaugusio ,,0organizmo
viduje.

* zidr. 1.14.13. skyreli, kuriame nagrinéjama gyvybés savoka ir gyvybés atsiradimo klausimai bei
apraSoma dar viena tipiné struktiira — gyvos lastelés struktiira.
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Pratgse trikampio DFE pagrinda ED taip, kad to trikampio ,,sudurtiné* krastiné DF vél atsidurty
naujo trikampio viduje, ir atidéj¢ DG=DF (zitr. 108 ,,e“ pav.), vél gauname nauja gnomona (trikampi
FDG) ir naujos kartos trikampi EGF — gnomoninio augimo rezultata, panasy i ,,sékla. Dabar jau
paskutiné ,,séklos* virsiine (virstiné B) atsidiiré iSaugusio ,,organizmo* viduje.

Si rekursinj ,organizmo“ gnomoninio augimo procesa galima testi ir toliau, pratesiant
trikampio EGF pagrinda FE taip, kad to trikampio ,,sudurtiné krastiné EG atsidurty naujo trikampio
viduje, ir t. t. gaminant vis naujus gnomonus ir gaunant vis naujus ir vis didesnius trikampius, panasius i
prading ,,sékla“.

Panagrinéj¢ gnomoninio augimo rezultaty — trikampiy ABC, ADB, BED, DFE, EGF ir t.t.
seka, pastebésime dar vieng idomy désninguma, biudinga gnomoniniam augimui: pasirodo, jog ty
trikampiy smailiosios vir§inés B, D, E, F, G ir t. t. i§sidésCiusios plokStumoje ne bet kaip, o taip, kad
priklauso logaritminei spiralei, kurios lygtis polinése koordinatése yra p=ae*®, kur ¢ — poliné
koordinaté, vaizduojanti radiuso vektoriaus posiikio kampa (kartu ir laika t, kurio metu vyksta augimas),
o p — to radiuso vektoriaus ilgis. Dydis a yra konstanta, lygi pradinei radiuso vektoriaus reikSmei
(pradinés ,,séklos* dydziui), o dydis k — konstanta, charakterizuojanti gnomoninio augimo greiti, nes

dp = ake*? = kp . Rekomenduo&iau skaitytojui pa¢iam isvesti formule p=ae*®.

de
LO .t . . . 1 . _ k(]) k . 1. 1 .k t. d. ) .
garitminei spiralei p=ae*?, kuria galima laikyti proceso, vadinamo gnomoniniu augimu,
matematiniu modeliu p=ae™, biidinga dar viena jdomi savybé: kiekviename taske, priklausan¢iame
logaritminei spiralei, jos liestinés kampas o su radiusu yra pastovus, nes to kampo tangentas yra

e . . e 1 I, «
atvirksciai proporcingas augimo grei€io konstantos k reikSmei, t. y. tgo :E (arba a = arctg; ). Sia

logaritminés spiralés savybe naudojamasi ir technikoje: frezavimo staklése, spiralinése ir
krumpliaratinése pavarose.

Gnomoninis augimas turi ir kita (dar j{domesng ir evoliucijos procesui dar svarbesng) savybe: {
tokj augimg gali konverguoti ir augimas, kuris pradZioje buvo ne gnomoninis.

Idémesnis skaitytojas jau galéjo pastebéti, kad gnomoninio augimo, pavaizduoto 108 pav.,
imitavimui to augimo ,,sékla® buvo pasirinkta ne bet koks trikampis, o trikampis, esantis taisyklingo
desimtkampio centriniu trikampiu, turin¢iu labai idomia ir svarbia savybg: jo Soninés kraStinés ir

\/g .

pagrindo ilgiy santykis yra lygus ,,auksinio pjiivio* santykiui

Pazymékime trikampio ABC (zitr. 108 ,,a* pav.) pagrindo AC ilgj raide a, o jo Soninés

U . . . . . . AB AD .
krastinés ilgj raide b. I§ trikampiy ABC ir ADB (zitir. 108 ,,b* pav.) panasumo i$plaukia iC = B’ i$
b b b . . b . .
kur gauname — = aJ‘t: , atha —= %+1 . Pazyméje¢ ieskoma santyki — raide x, gauname lygti
a a

a
1+\/§

x =—+1, kurig i$sprendg, randame, jog teigiamoji jos Saknis yra x = T
X

Sis santykis vadinamas ,,auksinio pjiivio* santykiu todél, kad jis badingas tokiam kokios
nors atkarpos padalinimui (,,pjuviui) | dvi dalis taip, kad tos atkarpos didesniosios dalies
santykis su maZesniaja biity lygus visos atkarpos ilgio santykiui su didesnigja jos dalimi, t. y., kad
didesnioji padalintos atkarpos dalis biity lygi geometriniam vidurkiui tarp visos atkarpos ir
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mazZesniosios dalies. Nagrinédami trikampi ABD (Zitr. 108 ,,b* pav.), matome, kad taskas C dalina to
trikampio krasting AD ,,auksinio pjlivio* santykiu.

,,Auksinio pjiivio® santykis buvo zinomas ne tik Antikos laikais, bet ir senovés Egipte, ir buvo
pavadintas ,auksiniu“ todél, kad sta¢iakampiy, kuriy krastiniy santykis yra lygus ,auksinio pjavio*
santykiui, proporcijos yra malonesnés daugumos zmoniy akiai negu kokios nors kitos proporcijos. Todél
»auksinio pjiivio proporcijos buvo gana placiai naudojamos senovés architektiiroje bei mene ir
tebevartojamos iki Siy dieny. Pavyzdziui, daugelis maisto produkty dézuciy turi matmenis, artimus
»auksiniam pjaviui®, nes manoma, kad pirkéjas tokiy matmeny dézutes pasirenka dazniau, negu kitas.
Tokia nuomoné turi pagrinda: dar 1876 m. garsusis vokieciy psichologas G. Fechneris savo bandymais
patvirtino, kad proporcijos, artimos ,auksinio pjivio” santykiui, daugumai Zmoniy yra tikrai
malonesnés, negu kokios nors kitos.

Siy eilugiy skaitytojas véliau, besimokydamas optimizavimo uzdaviniy artutiniy sprendiniy
paieskos metody, suzinos, kad ,,auksinio pjuvio*“ metodo taikymas leidZia greifiau rasti artutinj
sprendinj negu kiti metodai (pavyzdziui, negu atkarpos dalinimo pusiau metodas, kuris remiasi
aritmetinio vidurkio radimu, kai ,,auksinio pjiivio® metodas — geometrinio vidurkio radimu).

Taigi, imituodami gnomonini augima (zitir. 108 pav.), mes jau pacioje pradzioje buvome
pasirinke¢ gana tobulg ,,sékla“, tenkinancia ,,auksinio pjavio® proporcijas. O kas gi buty nutike, jei
blitume pradéje nuo maziau tobulos ,,séklos“ ir biitume taike rekursing ,,auginimo* procediira, artimag
gnomoninio augimo procesui?

Tarkime, jog pradiné ,sékla“ — mazytis kvadratélis ABCD (ziar. 109 ,,a* pav.). Prie to
kvadratélio pridésime tokj pat kvadratél; is kairés pusés ir gausime staciakampi, kurio ilgesnés krastinés
santykis su trumpesnigja lygus 2. Pirmojo kvadratélio deSiniaja vir§ting C sujungsime apskritimo lanku
su kairigja Zemutine virSine A, o po to ta virSing tokiu pat lanku — su naujojo kvadratélio kairigja
virSutine virSline (zitr. 109 ,,b* pav.). Prie gautojo staciakampio virSaus prijungsime kvadrata, turinti
krasting, lygia pirmojo staCiakampio ilgesniajai krastinei (pirmuyju kvadratéliy krastiniy sumai) ir
pratgsime apskritimo lanka tik jau didesniu spinduliu, lygiu didesniojo kvadratélio krastinei. Gausime

staciakampi (zitir. 109 ,,c* pav.), kurio ilgesniosios krastinés santykis su trumpesniaja bus lygus % =1,5.

Prijungg i§ deSinés pusés nauja kvadrata, kurio krastiné lygi staciakampio ilgesniajai krastinei,
gausime nauja staciakampi, kuriame ilgesniosios ir trumpesniosios krastiniy santykis bus jau %z 1,67
(zitir. 109 ,,d“ pav.). Tgsdami Sia procediira toliau, gausime (zitir. 109 ,,e* pav.) nauja staciakampi, kurio
krastiniy santykis bus %z 1,6 . Sekanc¢iame zingsnyje (zitr. 109 ,,f*° pav.) gausime staciakampi, kurio
krastiniy santykis bus lygus %=1,625. Pakartoj¢ Sia procediira dar karta, gausime sta¢iakampi,
kuriame krastiniy santykis bus lygus 12—;:1,615 , po to — staciakampi su kraStiniy santykiu, lygiu
34

BTl ~ 1,619, po to — staiakampi su krastiniy santykiu % ~1,6176, po to — staciakampi su krastiniy

santykiu % ~1,6182 irt.t.

a
e e "
) A D C B |- C
B__c
A D 5 A D
A D
d)
A D
109 pav.
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Palyging tuos santykius ir jy kitimo procesa, pastebime du dalykus: 1) santykiy dydziai,
svyruodami Kkonverguoja, artédami prie vieno pastovaus dydzZio; 2) santykiy skaitikliai ir
vardikliai — mums jau pazjstami Fibonacio skaiciai.

Tai, kad gavome Fibonacio skaiCius, yra visai natiiralu, nes kvadraty krastiniy ilgiai kaip tik ir
sudaro Fibonacio skai¢iy seka: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13 ir t. t. Juk naujo kvadrato krastinés ilgis sudaromas,
sudedant prie§ tai buvusio ir dar prie§ tai buvusio kvadraty krastiniy ilgius, kas atitinka Fibonacio
skai¢iy F,, apskaic¢iavimo formulg, kai n>2: F=F, |+F, ,.

Skaitytojas, manau, jau nujaucia, kad ta riba, prie kurios artéja staciakampiy krastiniy ilgiy

. .. A . . . F F,+F,_ F,_ C .
santykis, atitinkantis FibonaGio skai¢iy santykj —tb=—o ol 14 ; L yra ,auksinio pjavio“
n n n
santykis. Tuo isitikinti visai nesunku.
x “1-3 : Fn+1 : anl 1. oy : Fn+1 anl :
Pazymékime lim —— =x. Tuomet lim —— =— ir i§ lygybés —— =1+ , kai n—oo,
n—oo n n—oo n X n n

gausime lygybe x =1+ l , t. y. vél ta pacia kvadrating lygti x*—x—1=0.
X

1+\/§
2

Suradg Sios lygties teigiama sprendini, gauname X =

, t. y. ,,auksinio pjiivio* santyki.

Nesunku taip pat isitikinti, jog i§ apskritimo lanky sudarytoji spiralé (zidr. 109 pav.), didéjant
zingsniy skai¢iui, artéja prie logaritminés spiralés.

Jei ,,sékla“ pacioje augimo proceso pradzioje biity buvusi ,tobula“, pavyzdziui, ,,auksinis“
stac¢iakampis, kurio krastiniy ilgiy santykis jau pacioje pradzioje buity buves lygus ,,auksinio pjavio*

T Y e . . . .
santykiui T\/_ , tai, kaip nesunku isitikinti, augimo procesas jau nuo pat pradzios biity buves idealus

gnomoninis procesas, o prie ,,auksiniy” staiakampiy pridedami kvadratai biity buve tiksliais ty
stac¢iakampiy gnomonais.
Isitikinsime tuo. Tarkime, jog ,,sékla* — ,,auksinis“ staciakampis, kurio maZzesniosios krastinés

ilgis lygus 1, o didesnioji yra I+ kart ilgesné. Prijungsime prie Sio stac¢iakampio kvadrata, kurio

krastinés ilgis lygus staciakampio ilgesniosios krastinés ilgiui. Gausime staciakampi, kurio mazesnioji

1+«/§ 1+\/§:3+ﬁ 3+\/§
2

, 0 ilgesnioji 1+ . Rasime ty krastiniy ilgiy santyki: =

2 2 1+4/5
Ba5)Ws5-1) 3v5-3+5-45 2J5+2 1445
L

yra ,,auksinis®, ir procesas i$§ pat pradziy yra gnomoninis.

Galima irodyti ir atvirkstinij teigini: kvadratas gali bti tik ,,auksinio* stac¢iakampio gnomonu.

Apibendrindami $iy matematiniy eksperimenty rezultatus, gauname, jog tuo metu, kai ,,sékla®
yra ,tobula“ (,,auksinis“ staciakampis, ,,auksinis“ trikampis), tai ,,organizmo* augimo procesas
yra iSkart gnomoninis, ir ,,organizmo* ,,augima“ apraso logaritminé spiralé p=ae"'.

Kai pradiné ,,sékla* néra ,,tobula®, pavyzdziui, kai sta¢iakampiai auginami i§ kvadrato,
pridedant vis didéjantj kvadrata, tai ,,organizmo* auginimo rekursinis procesas pradzZioje Zymiai
skiriasi nuo idealaus gnomoninio proceso, taciau, didéjant algoritmo Zingsniy skaiciui, artéja prie
jo. To artéjimo procese atsirandanciy kvadraty krastiniy ilgiai sudaro Fibonacio skaiciy seka,
todél nenuostabu, kad realius augimo procesus taip pat gali charakterizuoti tie skaiciai, ka ir
pastebéjo filotaksijos mokslas.

Gnomoninis augimas biidingas medzio kamieno rieviy, avino ragy, nariuotojo nautilo kriaukleés,
kankoréziy ir ananasy zvyny, saulégrazy sékly spiraliy, ramunés ziedyny ir t.t. augimui ir skiriasi,
pavyzdziui, nuo zZmogaus kiino augimo tuo, kad organizme, auganfiame gnomoniskai, visuomet
galima matyti ne tik to organizmo dabartj, bet ir praeitj, organizmo augimo praéjusiy pakopuy
rezultatus, ko augancio vaiko organizmo struktliroje mes nerasime.

Apie gnomonus, gnomonini augima, ,,auksini pjavi“, Fibonacio skaiius, populiacijy kitima,
Ferhiulsto (P. H. Verhulst) lygti, logisting kreive ir eilg kity jdomiy dalyky skaitytojas gali Siek tiek
placiau pasiskaityti jau minétoje knygoje [109], su kuria biity verta susipazinti net tada, kai joje nebiity
nieko daugiau, o tik fraktaly apraSymas.

1.8.6.1. skyrelyje jau buvo kalbéta apie ,,ekologines niSas“ ir ten buvo paminéta, kad vieny
gyviiny evoliucija nuéjo organizmo apsaugojimui skirto iSorinio kiauto auginimo Kkeliu, kity —

krastiné bus lygi

. Gavome, jog naujasis staiakampis taip pat
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vidinio stuburo ir i§vystytos nervy sistemos kiirimo keliu. Nagrinédami gnomoninj ir negnomoninj
organizmy augima vél susiduriame su skirtingomis ,,ekologinémis niSomis*“. Palieku skaitytojui
pamastymams (juk kiekvienam naudinga palaipsniui ugdyti sisteminio mastymo jgiudzius, ir tai yra
vienas pagrindiniy Sio sistemotyros kurso tiksly), kuris i§ organizmo augimo biidy yra progresyvesnis ir
kodel. leskant moksliskai pagristo atsakymo | $i klausima, tekty panagrinéti gyvyju organizmy
paveldimy savybiy i§ kartos i karta perdavimo ,,mechanizmus®, o taip pat palyginti kompiuteriy
programinés irangos (pavyzdziui, operaciniy sistemy) galimus organizavimo variantus ir atsakyti i
klausima, kada kokia operaciné sistema (OS) yra tinkamiausia. Manau, kad po tokiy pamastymuy
skaitytojas ras atsakyma ne tik i klausima, kuris organizmy augimo biidas yra ,,progresyvesnis, bet ir |
klausima, kodél vis délto egzistuoja jvairiis organizmy augimo biuidai, o taip pat, kodél kartu su
stuburiniais egzistuoja, pavyzdziui, ir vézliai, kodél pirmieji galutinai nei§stimé antryjy, kodél gyviinai
iki $iol nesuédé augaly ir kodél i§ viso egzistuoja ,,ekologinés niSos*.

Tikiuosi, kad sugebantis dar giliau ir dar sistematiSkiau mastyti skaitytojas supras ir tai, koki
rysi visi Cia iSkelti klausimai turi su Sio — 1.9.1.6-jo — skyrelio tema, t. y. su tipiniy struktiiry apzvalga.
Juk galima iskelti sau ir toki klausima: kodél pasaulyje tiek daug jvairiy struktiiry, kodél gamta (ar
jos Kiiréjas) nepasirinko savo sukurtoms sistemoms ,paties geriausio“ struktiiros varianto ir
pagal tokij ,,tipinj projekta* nesukiiré viso pasaulio?

O kad gamta (ar jos Kiiréjas) ,,mégsta® ir ,,sugeba* pasirinkti racionaliausius variantus ir
kad pasaulyje vykstantys evoliucijos procesai nieko kita ir nedaro, o tik ieSko tokiy varianty ir
juos po to panaudoja, truputj pasidaire ir pamaste, irodymy rasime apsciai.

Paminésiu Cia tik viena, atsakydamas | Siame skyrelyje iskelta klausima, kodél bités,
gamindamos korius, pasirinko struktiira, pavaizduota 104 ,,c* pav.

Ieskodami atsakymo i §i klausima, ivykdykime keleta eksperimenty, kurie kartu bus mums
reikalingi ir véliau (1.13. skyriuje) kaip matematinio eksperimentavimo idéjos iliustracija.

Paimkime lanksc¢ios vielos gabalélj, kurio ilgis ¢ =12 vienety. Sudarykime i§ jo staciakampi
trikampi, kurio statmenys lygiis 3 ir 4 vienetams, o {Zambiné — 5 vienetams. Tokio trikampio plotas S
lygus 6 kvadratiniams vienetams (zitir. 110 ,,a* pav.).

a) b) B 9) d) e) g |
B B 2 C B 4 C B 3 _C
YN s 25
ARN Fh AN 2 2, 3
A4 4
C Affs—3 113D A D 5
A—3  C A D
110 pav.

Po to i$ tos pacios vielos sulankstykime lygiakrasti trikampi (zitir. 110 ,,b“ pav.). Jo krastiné

a3
4

a;=4 vienetai, o plotas S= = 4\/5 ~ 6,92 kvadratinio vieneto. Kaip matome, esant tam paciam

perimetrui p= ¢ =12 vienety, plotas S padidéjo.

IS tos pacios vielos galime sudaryti ir lygiaSong trapecija (zidr. 110 ,,c* pav.). Jos perimetras
p=¢=12 vienety, o plotas S:_2;5 -2 =7 kvadratiniai vienetai, taigi, vél Siek tiek didesnis negu
trikampiy plotai.

Pagaming i$ tos vielos staciakampi (zitr. 110 ,,d* pav.), turintj 2 ir 4 vienety ilgio krastine,
gausime, jog sta¢iakampio plotas S=8 kvadratiniai vienetai.

I§ tos pacios vielos galima pagaminti ir kvadrata (zitr. 110 ,,e* pav.). Jo plotas vél gi truputi
didesnis: S=a; =32 =9 kvadratiniai vienetai.

Jei 1S tos vielos pagamintume taisyklinga SeSiakampi (zidr. 110 ,,f pav.), turintj krasting as=2

223
4

vienetai, tai gautume, jog jo plotas S=6- = 6\/5 ~10,39 kvadratiniy vienety, t.y. didesnis uz

visy iki §iol buvusiy figtiry plota.

Padarg iS tos vielos apskritima, kurio ilgis ¢ =2m-r=12 vienety, gautume, jog to apskritimo

L o ) (f)z 2 36 .
ribojamo skritulio (zitr. 110 ,,g“ pav.) plotas S=n-r"=n-| — | =—=—=1146 kvadratiniy
2n 4 =

vienety, t. y. didesnis uz plota bet kurios kitos figliros, turin¢ios ta pati perimetra ¢ =12 vienety.

I8 Siy eksperimenty, juos apibendrindami, galime padaryti kai kurias iSvadas — hipotezes, kurias
po to galime jrodyti kaip teoremas:
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1) tarp daugiakampiy, turinéiy n krastiniy ir vienodus perimetrus n, didziausia plota turi tas
n-kampis, kuris yra taisyklingas;

2) tarp taisyklingyju daugiakampiy, turiniy vienoda perimetra, didesnj plota turi tas
taisyklingas daugiakampis, kuris turi daugiau krastiniy;

3) tarp taisyklingyju daugiakampiy, turin¢iy vienoda plota, trumpesnj perimetra turi tas
taisyklingasis daugiakampis, kuris turi daugiau krastiniy;

4) 18 visy ploksciyju figiry, turinCiy duotaji perimetra p, didziausia plota S ,aptveria®
apskritimas ir, atvirksCiai, duotajam plotui S ,,aptverti* reiks trumpiausios ,tvoros®, kai ta ,tvora —
apskritimo formos.

Siy i$vady teisingumo jrodymai yra elementarlis ir jiems pakanka vidurinés mokyklos
moksleivio ziniy, todél Siy teiginiy, suformuluoty hipoteziy pavidalu, teisingumo jrodyma palieku
skaitytojui.

Tarkime dabar, kad mes norime suskirstyti plok§tuma i taisyklingus vienodus daugiakampius,
turinius tam tikra, i§ anksto nustatyta visiems vienoda plota S taip, kad pertvaroms tarp ty
daugiakampiy iSeity kuo maziau medziagos, t. y. kad bendras visy pertvary ilgis bty maziausias.

Akivaizdu, kad tai bus pasiekta tada, kada kiekvienas taisyklingasis daugiakampis, ribojantis
duotaji ploteli S, turés trumpiausia perimetra, t. y. didziausia galima krastiniy skai¢iy n.

Kadangi, kaip jau matéme $io skyrelio pradzioje, plok§tuma taisyklingais n-kampiais galima
padengti tik tada, kai n=3, 4 ar 6, tai gauname, jog pertvary ilgis bus trumpiausias, kai taisyklingieji
daugiakampiai turés po 6 kampus.

Taigi, iSeina, kad bités, ruoSdamos korio pavirSiuje tam tikro tiirio vienodas saugyklas,
pasirinko racionaliausig struktiira vasko ir darbo ekonomijos atzvilgiu. Tai kaip tik ir patvirtina
teiginj, kad gamta (ar Dievas) ,,mégsta“ ir ,sugeba* rinktis racionaliausius sprendinius. Ir tokiy
pavyzdziy — daugybeé.

Todél kyla klausimas, kodél gamtoje taisyklingy struktiiry, budingy klasikinei geometrijai,
kristalams ir pan. vis dél to pasitaiko maZiau negu netaisyklingy, kodél Mandelbroto fraktaly
geometrijai biidingos struktiiros atrodo natiiralesnés, negu struktiiros, sudarytos i§ taisyklingy
daugiasieniy, rutuliy ir kity ,,tobuly“ konstrukcijy?

Si klausima galima performuluoti i du klausimus, artimesnius §io skyrelio tematikai:

1. Kodél gamtoje, neziurint | apribojimus, kurie atsiranda, laikantis reikalavimy,
iSplaukianciy i§ gamtos reiskiniams ir objektams biuidingo simetriSkumo ir racionalumo,
egzistuoja tokia milZiniSka iSoriniy formy ir vidiniy struktiiry jvairové?

2. Kokias struktiiras, rySium su tuo, o taip pat ir su tuo, kas buvo pasakyta apie
Mandelbroto fraktalus, deréty laikyti tipinémis naturaliai gamtai?

Atsakymy 1 Siuos klausimus paieska kol kas palieku skaitytojo savarankiskam pamastymui.
Tokie pamastymai bitini, norint iSsiugdyti teisingai atspindinlig tikrove sisteming pasauléZiiirg ir
sisteminio mastymo jgiidzius, kuriy esmg, man atrodo, gana vaizdziai (ir tuo pat metu gana giliai)
iSreiskia $is angly poeto ir dailininko V. Bleiko (W. Blake) posmelis:

,, ... Smilteléje isvyst pasaulj,
Matyti dangy géléje,

Laikyt ant delno begalybe,
Semt amzinybe dienoje...

Noriu atkreipti skaitytojo démesi, kad Sis posmelis, taip pat pasiskolintas i§ knygos [109], kuria
dar karta rekomenduoju bent jau pavartyti, nes pavarte, tikiuosi, rySités ir paskaityti, o pradéje skaityti,
isitikings, perskaitysite ir visa $ia idomia ir labai (kartais, atrodo, net per daug) populiariai parasyta knyga.

Skyrelio pabaigoje naudinga apmastyti iSstudijuota teksta ir nustatyti ka naujo ir svarbaus
Siame skyrelyje suzinojome.

Pirma. Zymiai papildéme i$nagrinéty tipiniy struktiry aibe, prijungdami prie jau Zinomy
tipiniy struktiiry fraktalines struktiiras, kurios, turédamos, atrodo, keistokas savybes, i$ tikryjy yra
Zymiai artimesnés natliralioms gamtinéms struktiiroms negu struktiiros, kurias nagrinéja tradiciné
matematika.

Antra. Praplétéme ir pagilinome simetrijos savokos, kuriai nemazai démesio skyréme jau
1.9.1.4. skyrelyje, nagrinédami kristalines struktiiras ir periodinius procesus, supratima, papildydami
standziyjy judesiy simetrijg maziau griezta, taCiau artimesne natiiraliajai gamtai mastelio simetrija.

Trecia. Pagilinome ir standZiyjy judesiy simetrijos bei simetrijos, nagrinétos
kristalografijoje, suvokima, susipazing su jvairy rasty (juosty, apmusaly, audiniy, dekoratyviniy dirbiniy
ar pan.) simetrija.
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Ketvirta. Susipazinome su tokiais rekursiniais procesais kaip Koch snaigés ar Sierpinskio
nérinio gavimas, su Fibonacio skaiCiy seka, kurios gretimy nariy santykis konverguoja i auksinio pjuvio
santyki, su gnomoniniu augimu ir jo désningumais.

Sis skyrelis leidzia permesti tiltuka tarp abstrakéiy struktiiry, nagrinéjamy matematikoje,
ir tarp natiiraliy gamtiniy struktiry. Sis faktas aktualus ne tik kuriant struktiiry algebra, bet ir
sprendziant visos sistemotyros fundamentalizavimo uZdavinius, formuojant holisting pasauléZitiry.

1.9.1.7. Dar karta apie tipines struktiras, jy klasifikavima,
vaizdavima ir Zyméjimy sistemas

Baigdamas 1.9. skyriaus, skirto strukttiry algebrai, pirmaja dali (1.9.1 poskyri)
ir prie§ pradédamas antrajq to skyriaus dali — 1.9.2. poskyri, kuriame bus nagrin¢jamos
kai kurios tipinés operacijos su struktiiromis, noréciau, Siek tiek apibendrindamas gana
gausig ir jvairia 1.9.1. poskyryje pateikta informacija, dar karta priminti skaitytojui to
poskyrio paskirtj ir svarbiausius jo tikslus.

1.9.1. poskyrio paskirtis — apZvelgti kai Kkurias tipines struktiras,
priklausancias jvairioms mokslo ir gyvenimo sritims, ir tose srityse taikomas ty
struktiiry klasifikavimo, vaizdavimo bei Zyméjimo sistemas, kad, pasinaudojus ty
apzvalgy rezultatais kaip tam tikra empirine baze, biity galima geriau jsivaizduoti,
kaip turéty buti kuriama formalizuota sistemy struktiiry aprasymo kalba — pirmoji
sudétiné struktiiry algebros dalis ir 1.5. skyriuje pradétos nagrinéti ternarinés TSF
kalbos papildymas.

Siekiant iy tiksly buvo trumpai apzvelgtos kai kurios tipinés struktiiros bei ju
klasifikavimo, Zyméjimo ir vaizdavimo sistemos grafy teorijoje (1.9.1.1. skyrelis),
atominéje fizikoje (1.9.1.2. skyrelis), chemijoje (1.9.1.3. skyrelis), kristalografijoje
bei banguy fizikoje (1.9.1.4. skyrelis), algebrinés struktiiros, rasty, fraktaly ir Kitos
struktiiros, mastelio simetrija, ir gnomoninis augimas (1.9.1.6. skyrelis).

Specialts kiekvieno ¢ia nurodyto skyrelio tikslai buvo nurodyti paciuose
skyreliuose, todél ju ¢ia nebeminésiu. Apibendrindamas noriu tik pazymeti, jog 1.9.1.
poskyris, kaip ir dauguma S$ios mokymo priemonés skyriy, yra daugiaplaninis:
pirmajame plane siekiama jvesti skaitytoja | besikurianciai struktiiry algebrai
reikalingos formalizuotos struktiry vaizdavimo kalbos Kkonstravimo
problematika; antrajame plane siekiama, ugdant skaitytojo sistemini mastyma, plésti
ir gilinti jo moksling pasaulézitra, sistematizuoti ir papildyti studenty
fundamentines Zzinias iki lygio, reikalingo ir naudingo sistemotyrininkui ir
dZeneralistui, t. y. formuoti biisimojo sistemotyrininko ir dZeneralisto sisteminés
mokslinés pasaulézitiros pagrinda.

Siekiant pirmojo plano tiksly:

1) noréjosi parodyti kokia didziulé ir marga yra tipiniy struktiry,
nagrinéjamy jvairiose mokslo srityse, jvairové bei kokios skirtingos ir specifinés
yra dabar egzistuojancios ty struktiiry klasifikavimo ir vaizdavimo sistemos;

2) nor¢josi atkreipti skaitytojo démesi i sudétinguma ir naudinguma to
uzdavinio, kuri sau kelia sistemotyros mokslas, siekdamas sukurti universalia
bendrasistemine tipiniy struktiiry klasifikavimo sistemg — antrojo tipo sistema — ir
Jju Zyméjimy bei vaizdavimo sistema;

3) nor¢josi, kad skaitytojas suvokty, kad minétoji tipiniy struktiiry Zyméjimo ir
modeliavimo sistema, sickdama biiti pakankamai universalia teoriskai ir naudinga
praktiskai, neiSvengiamai turés atspindéti savo struktiiroje realiai egzistuojancios (bet
miusy dar aiSkiai nejsivaizduojamos, taciau jau nujauciamos) tipiniy struktiry
antrojo tipo sistemos daugeeSeloniSkumay;
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4) noréjosi 1.9.1.1.+~ 1.9.1.6. skyreliy pavyzdziais pademonstruoti, kaip galéty
buti kaupiama empiriné bazé, reikalinga tipiniu struktiiry klasifikavimo ir
modeliavimo sistemos teoriniam konstravimui.

Siekiant antrojo plano tiksly noréjosi parodyti skaitytojams, kad skirtingi
tradiciniai mokslai sudaro logiSkai susietas vienvisos mokslinés sistemos sudétines
dalis, papildancias bei pagrindziancias viena kita, kurios gali biiti nagrinéjamos ne
tik ,,substratiSkai®, t.y. ne tik ,pirmojo matavimo“ — nagrin¢jamy objekty ir ju
savybiy specifikos — plotméje, bet ir ,,struktariSkai®, t. y. ,,antrojo matavimo* — tose
dalyse egzistuojanciy bendrasisteminiy santykiy ir tipiniy struktiiry — plotméje.

Tode¢l 1.9.1 poskyrj galime ir turime laikyti ne tik 1.5 skyriaus, bet ir 1.6.
skyriaus tesiniu.

1.9.2. Struktiry algebros operacijos

Struktiiry algebros operacijomis vadinsime matematines operacijas,
esancias realiy ar virtualiy procesuy, kurie vyksta ar galéty vykti struktirose ar su
struktiiromis, matematiniais modeliais.

Kad struktiry algebros operacijas biity patogiau nagrinéti ir apraSinéti,
pabandysime ju aibg Siek tiek strukturizuoti, i§skirdami struktiiry algebros operaciju
Kklases.

Pagal struktiiry algebros operaciju operanduy tipa ty operacijy aib¢je salyginai
galima iSskirti dvi klases, kurias mes salyginai pavadinsime ,elementiniy“ ir
»struktiiriniy“ operacijy klasémis.

Elementiniy operacijy klasei priskirsime operacijas su struktiiry elementais
bei santykiais (rySiais) tarp jy, o taip pat ivairiy charakteristiky, apibendrinanciy
struktiros savybes, apskai¢iavimo operacijas.

Elementiniy operacijy pavyzdziai: struktiros elemento ar rySio eliminavimo
struktiroje operacijos, naujo elemento ar rySio jvedimo i struktiira operacijos,
elemento ar rySio perkélima struktiiroje i kita vieta, elementy bei ju rySio perstatymo
(sukeitimo vietomis) operacijos, elementy bei juy rySiy sujungimo struktiiroje
operacijos, struktiiros ,,riSlumo* apskaic¢iavimo, trumpiausio marsruto, jungianc¢io du
struktiiros elementus radimo bei jo ,,lgio* apskai¢iavimo, trumpiausio pilno ciklo
strukttroje bei jo ,,ilgio* apskai¢iavimo operacijos ir pan.

Struktiiriniy operacijy klasei priskiriamos operacijos, apibréztos paciy
struktiiry aibéje, t. y. operacijos, kuriy operandais ir kuriy rezultatais yra struktiiros.

Struktiiriniy operacijy pavyzdziai: struktiry jungimo i sudétingesng struktiira,
struktiry matricinés ir dekartinés daugybos, struktiry superpozicijos, struktiiry
dekompozicijos, struktiiry papildymo, struktiiry matricinés bei dekartinés konjunkcijos
bei disjunkcijos operacijos ir pan.

Reikia pazymeéti, jog Sis struktiiry algebros operacijy skirstymas i elementiniy ir
strukturiniy operacijy klases yra salyginis (kas jau buvo pazyméta Zodeliu ,,salyginai®,
ivedant Siy klasiy savokas), nes esama atvejy, kada viena ir ta pacia struktiry algebros
operacija galima priskirti tiek elementiniy, tiek strukttriniy operacijy klasei.

Pavyzdziui, pagal struktiiriniy operacijy klasés apibrézima strukttiry jungimo i
sudétingesng struktiira operacija natturalu priskirti strukttiriniy operaciju klasei. Taciau,
atsizvelgdami | tai, jog elemento ir sistemos savokos yra reliatyvios (zitr. 1.6.1.
skyreli), galime tos operacijos operandais pasirinkti ,,paprasCiausias struktiiras® —
sudétingos sistemos struktiiros elementus, ir tokiu biidu S$ia operacija priskirti
elementiniy operaciju klasei. Su §ia priskyrimo tai ar kitai klasei dilema mes butinai
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susidursime, nagrinédami elementy jungimo bei jungimosi { sistemas procesus ir ju
matematinius modelius — struktiiry sudarymo 1§ elementy operacijas.

Kitas pavyzdys — sudétingos sistemos struktiiros dekompozicijos | jos
posistemiu struktiiras operacija. Ja taip pat galima priskirti struktiiriniy operacijy
klasei, nes ir tos operacijos operandas ir jos rezultatas yra struktiiros. Taciau ta pati
rezultata gautume ir naudodamiesi elementiniy operacijy klasés operacijomis,
nutraukdami sudétingoje rislioje struktiiroje kai kuriuos tarpelementinius rySius ir
tokiu btudu suskaidydami sudétingos sistemos struktiira { tarpusavyje nesuriSty
mazesniy risliy struktiry — tos sudétingos sistemos posistemiu struktiry — aibeg.
Tesdami S§ia procediira, galétume dekomponuoti sudétinga sistema 1 tokius jos
,»posistemius®, kurie bty sistemos elementais.

Taigi, struktiiry algebros elementiniy ir struktiriniy operacijy klases negalime
laikyti tarpusavyje visiSkai nesikertanCiomis aibémis, o tokj struktiiry algebros
operacijy susiskirstyma { klases — tikru tos aibés skaidiniu (zitr. 1.9.1.5.). Taciau vis
delto Sis susiskirstymas Siek tiek struktirizuoja be galo gausia struktiry algebros
operacijy aibe ir palengvina jos apzvalga. Tod¢l mes juo naudosimés, grupuodami
struktiiry algebros operacijas ir salyginai priskirdami jas tai ar kitai klasei.

Antruoju struktiiry algebros operacijuy aibés struktiirizavimo pozymiu galéty
buti operandy skaicius.

Egzistuoja algebrinés operacijos (kaip, pavyzdziui, Bulio algebroje loginio
neigimo operacija, aibiy algebroje — aibés A papildymo iki aibés C arba jos papildymo
iki universumo operacija), kurios turi tik viena operanda. Tokias operacijas vadina
monarinémis. Monariniy operacijy esama ir struktiry algebroje. Monariniy
elementiniy operacijy pavyzdziai: elemento ar rySio jvedimo bei eliminavimo
operacijos, elemento perkélimo i kita vieta operacija ir pan. Monariniy strukttiriniy
operacijy pavyzdziai: struktiiros papildymo (jos matricos elementy loginio neigimo)
operacija, struktiiros dekompozicijos operacija ir pan.

Taciau didzioji dalis struktiiry algebros operaciju yra binarinés, t.y. turi du
operandus. Binariniy operaciju pavyzdziai: struktiry ,sudéties” ir ,atimties*
operacijos, struktiiry dekartinés daugybos, dekartinés konjunkcijos ir dekartinés
kompozicijos operacijos, dviejy elementy sujungimo i vieng operacija, dviejy elementy
ar ju rysiy sukeitimo vietomis operacijos ir pan.

Kai kurios binarinés operacijos yra asociatyvios, t.y. tenkina lygybeg
(S1%S7)*S3=S#(S,*S3), kur S;, S,, S; — struktiros, su kuriomis operuojama (ju
elementai, rySiai, struktiiry charakteristikos), ,,*“ — algebrinés operacijos Zenklas.
Pavyzdziui, struktiry jungimo operacija ,,U", ju sankirtos operacija ,,N“, struktiry
konjunkcijos operacija ,,A“, struktliry dekartinés daugybos operacija ,,[XI*“ ir t. t. yra
asociatyvios operacijos. Asociatyvioms operacijoms vietoj vaizdavimo juy kaip
binariniy operaciju kompozicija (S;*S;)*Ss arba S;*(S,*S3) galima naudoti uzrasa be
skliausteliy S;*S,;*S;, o taip pat galima jvesti n-arinés operacijos savoka bei

zyméjima _jSi , reiSkiant] Sq#Sy*Ss*...% *Spx. %S

Kai kurios binariniy struktiiry algebros operacijos gali biiti komutatyvios, t. y.
ju rezultatas gali nepriklausyti nuo operandy tvarkos: S;*S,=S,*S;. Tuomet, jei §i
binariné operacija yra dar ir asociatyvi (kas nebiitina, zidir. 1.9.1.5.), tai ir atitinkama n-
ariné operacija yra komutatyvi, t.y., keiiant joje operandy uzimamas vietas,
operacijos rezultatas nesikeifia. Nagrinédami struktiry algebros operacijas, sutiksime
gana daug komutatyviy ir nekomutatyviy binariniy ir n-ariniy struktiiry algebros
operacijy pavyzdziy.
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Pagal reikalavimus, kuriuos turi tenkinti ty operaciju operandai, struktiry
algebros operacijas galima suskirstyti 1 bendrasias ir specialigsias. Pirmyju operaciju
operandais gali biiti bet kokios strukttros (bet kokie grafai bei orgrafai, multigrafai,
pseudografai, bet kokios matricos), ju elementai ir rysiai tarp ju. Specialiyjuy operaciju
operandai turi tenkinti tam tikrus reikalavimus, biidingus toms operacijoms.
Nagrinédami struktiiry algebros operacijas, sekanciuose skyreliuose sutiksime ir
bendryjy ir specialiyjy operaciju pavyzdziy, o taip pat isitikinsime, jog ir §is struktiiry
algebros operaciju skirstymas i klases yra salyginis: modifikavus kai kuriy savokuy
apibrézimus ir tokiu budu iSplétus ju apimtis, pavyksta kai kurias specialigsias
operacijas apibendrinti, paver¢iant jas bendrosiomis, o kai kuriais atvejais, pasirodo,
besa tikslingu, isivesti papildomus apribojimus ir nagrinéti specialius bendryju
operacijy vykdymo atvejus.

Struktiiry algebros operacijas galima skirstyti | logines ir kiekybines
(aritmetines).

Loginiy operaciju operandai ir rezultatai — tai struktiiry matematiniai modeliai
logingje stratoje, vaizduojantys tik rySiy tarp elementy buvimo ar nebuvimo fakta ir
neteikiantys jokios kitokios informacijos apie tuos rySius. Matricin¢ tokiy modeliy
1SraiSka — matricos, sudarytos i$ vienetuky ir nuliy. Vykdant struktiiry algebros logines
operacijas, su tais vienetukais ir nuliais vykdomos atitinkamos loginés operacijos
(disjunkcija, konjunkcija, neigimas) ir rezultate gaunama loginé matrica, sudaryta vél
18 vienetuky ir nuliy.

Aritmetinés struktiiry algebros operacijos operuoja su skaitmeninémis
matricomis, kuriy elementai — sveiki ar trupmeniniai skaiciai, charakterizuojantys
rySius tarp atitinkamuy elementy (rySiy intensyvuma, tikimybe, kaina, veikimo laika,
elementy bei posistemiu kieki kity sistemy sudétyje ir t.t.). Vykdant aritmetines
struktiiry algebros operacijas, vykdomi aritmetiniai veiksmai (sudétis, atimtis,
daugyba) su minétomis kiekybinémis rySiy charakteristikomis ir gaunamos naujos
skaitmeninés matricos — operacijy rezultaty matematiniai modeliai. Kiekybinémis rySiy
charakteristikomis gali biiti ne tik skaiciai, bet ir matematiniai reiSkiniai — termai,
iSreiskiami matematinémis formulémis, kurios iraSomos | matricy langelius. Tuomet,
atliekant operacijas su strukttiromis, atitinkamai veiksmai atlieckami ne su skaiciais, o
su formulémis ir rezultatais taip pat gali biti ne tik skaiciy, bet ir formuliy matrica ar
kokia nors sudétinga formulé.

Kadangi loginés matricos gali bti interpretuotos kaip skaitmeninés ir su jomis
gali biiti vykdomos ne tik loginés, bet ir aritmetinés operacijos, o su skaitmeninémis
matricomis be specialiy papildomy susitarimy loginés operacijos ne visuomet yra
galimos (t. y. apibréZtos), tai 1§ ¢ia iSplaukia, kad loginés operacijos (jei néra specialiy
papildomy susitarimy) priklauso specialiyju operaciju klasei (taciau specialiais
papildomais susitarimais kai kuriais atvejais gali biiti iSpléstos iki bendryjuy), o
aritmetinés operacijos gali priklausyti kaip bendryjuy, taip ir specialiyju struktiiry
algebros operacijy klaséms.

Struktiiry algebroje yra ir tokiy operaciju, kurios nepriklauso nei loginiy, nei
aritmetiniy veiksmy su struktiiras vaizduojanciy matricy elementais aibéms. Tokios
operacijos pavyzdys — elementy perstatymo (transpozicijos) operacija. Jos rezultatas —
struktira, izomorfiné operandui, ir skiriasi nuo jo tik tuo, kad kai kurie, o galbiit ir visi
elementai pasikeité vietomis. Si operacija galima ir su loginémis, ir su aritmetinémis
matricomis, tafiau jos metu jokios aritmetinés ir loginés operacijos su matricos
elementais nevykdomos. Tai — keitiniy algebros operacija.

Galima laikyti, kad jokios operacijos su struktiiras vaizduojanciy matricy
elementais nevykdomos ir tuomet, kai sistema, nekei¢iant jos struktiiros, perkeliama i$
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vienos vietos | kita. Tokias struktiiry perkélimo operacijas galima bty net
nepriskirti prie struktiiry algebros operacijy aibés, nes jos nieko sistemy struktiirose
nekeiCia, bet mes vis délto panagrinésime ir tokias operacijas, nes su jomis tenka
susidurti nagrin€jant jvairias gana sudétingas operacijas su struktiiromis. Pavyzdziui,
nagrin¢jant paveldimy savybiy daugialas¢iuose organizmuose perdavima i§ motininiy
lasteliy dukterinéms, tenka nagrinéti ne tik informaciniy ribonukleino riigs¢iy (iRNR)
(kuriy molekulése ribonukleotidai iSsidéstg taip, kad atitinka dezoksiribonukleotidy
18sidéstyma paveldima informacija saugojanciose dezoksiribonukleino riigSties (DNR)
molekulése) saveikavima su ribosomomis, perduodant paveldima informacija, ne tik
ribosominiy RNR (rRNR) funkcionavima, sintetinant i§ aminortigs¢iy baltymus ta
tvarka, kuri buvo uzkoduota DNR molekulése, bet ir transportiniy RNR (tRNR),
gabenanCiy aminoriigstis prie ribosomu, veikla. Taigi, norint suprasti paveldimos
informacijos perdavimo sistema daugialasC¢iuose organizmuose, tenka visus tris
procesus — replikacija, transkripcijg ir transliacijg — nagrinéti kartu.

Be to, kaip matéme nagrinédami erdvinés izomerijos reiSkinj 1.9.1.3.
skyrelyje, kei¢iant elemento padétj kity elementy atzvilgiu gali keistis sistemos
savybés. Reiskia, keiciasi ir sistemos struktiira.

Norint iSsiaiSkinti struktiiry simetrijos elementy bei galimy ploksciyju ir
erdviniy struktliry grupes, tenka nagrinéti ir standZiuosius judesius, atrodo, lyg ir
nekeifianCius sistemy struktiiros. Galimos ir {vairios struktiiry deformacijos
operacijos, kurias butina priskirti prie operacijy su struktiiromis..

Struktiiry algebros operacijas pagal gaunamuy rezultaty charakterj galima
suskirstyti | paprastasias ir generuojancias. Jei vykdant operacija, struktirose neatsi-
randa nauju elementy, o gali keistis tik rySiai tarp jau egzistuojanciy elementuy, tai tokia
operacija vadinsime paprasta. Generuojanciose operacijose atsiranda naujy elementy,
netgi gali atsitikti taip, kad iSnyks visi generuojancios operacijos operandy senieji ele-
mentai ir vietoj jy operacijos rezultate atsiras visiSkai nauji elementai. Generuojanciy
operaciju pavyzdziai: struktiry dekartinés daugybos, dekartinés kompozicijos, dekarti-
nés konjunkcijos, dekartinés disjunkcijos, dekartinés sudéties, grafy kariinos sudarymo
operacijos. Su Siomis operacijomis susidursime Siek tiek véliau.

Struktiiry algebros operacijy aibéje galima ir tikslinga iSskirti taip pat tiesiniy ir
netiesiniy operacijy poaibius.

Tiesinéms struktiiry algebros operacijoms galioja struktiiry elementy ir ju
tarpusavio rysiy kiekiy tvermés désnis: operacijos rezultatai turi tiek pat elementy ir
rys$iy, kiek ju turéjo visi operacijoje dalyvave operandai paimti kartu.

Tiesinés operacijos pavyzdys — struktiiry sasajos operacija (ziur. 1.9.2.21.1
skyreli). Struktiiry perkélimo operacijos, nagrin¢jamos 1.9.2.1 skyrelyje — taip pat
tiesinés operacijos.

Tiesines operacijos, kaip jau buvo minéta, charakterizuoja nuliné
emerdZencija.

Netiesiniy opracijy metu atsiranda naujy tarpelementiniy rysiy ir gali atsirasti
net naujy elementy. Todél tas operacijas charakterizuoja didesnis ar mazesnis
emerdZencijos pasireiSkimas.

Netiesiniy operacijy pavyzdziai: anks¢iau minétosios generuojancios
operacijos, taip pat dauguma struktiiry jungimo operacijy (ziiir. pavyzdziui, 1.9.2.21.2,
1.9.2.21.3,1.9.2214)irt. t.

Sistemotyros mokslui aktualesnés yra netiesinés operacijos, tafiau ju aparatas
dar néra pakankamai iSvystytas, kai tuo tarpu tiesinéms operacijoms egzistuoja
pakanakamai gerai iSvystytas matematinis aparatas ir atitinkama programiné iranga,
leidzianti kompiuterizuoti tokiy operacijy atlikima.
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Tai ir yra pagrindiné priezastis, d¢l kurios tiesinés operacijos iSskiriamos {
atskira poaibi.

Pereisime prie konkretaus struktiiry algebros kai kuriy operacijy apraSymo.
Pradésime nuo struktiiry perkélimo operacijy, kuriu metu, keiciasi tik struktiiry padétis
erdveje, bet nesikeicia pacios struktiiros, iSlikdamos izomorfisSkomis pac¢ioms sau. Po
to iSnagrinésime kai kurias elementines operacijas ir pereisime prie operacijy su
struktliromis. ISnagrinéj¢ paprastyju loginiy ir kiekybiniy operaciju pavyzdZzius,
struktiiry algebros operacijy aprasyma baigsime generuojanciy operaciju pavyzdziais.

Aprasysime ir kai kuriy operacijy taikymo galimybes.

1.9.2.1. Struktiros perkélimo operacijos

Pradzioje nagrinésime ploks€igju struktiiry perkélimo plokStumoje operacijas, kurias
vykdant strukttra iSlieka izomorfiska (t.y. atstumai tarp struktiros elementy islieka tie patys ir
nesikei¢ia kampai tarp tiesiy, jungianciy struktiiros elementus).

Judesiai, kuriais naudojantis kei¢iama sistemos padétis erdvéje, nekeiciant jos strukttros, kaip
jau mingjome 1.9.1. poskyryje, vadinami standziaisiais judesiais.

Kad plokscias objektas biity perkeltas { bet kuria plokStumos vieta, jo nedeformuojant ir
nekeiciant rySiy orientacijos jame, t. y. jo neapverciant plokStumoje kita puse, pakanka dviejy standziyju
judesiy: objekto posiikio plokstumoje aplink plok§tumos taska, kurj vadinsime posiikio centru, ir kokiu
nors kampu objekto lygiagretaus postiimio plokstumoje kuria nors kryptimi kokiu nors atstumu.

[rodysime tai.

Tarkime, jog mums reikia trikampi A;B;C;, gulinti plokStumoje, perkelti i kita plokStumos
vieta taip, kad jis sutapty su jam lygiu ir ta pacia kryptimi orientuotu trikampiu A,B,C, (zitir. 111 pav.).

Sujungiame ty trikampiuy atitinkamas vir§tines, pavyzdziui, A, ir A,, B; ir B,, atkarpomis A A,,
B,B,, ir randame ty atkarpy vidurio taskus, kuriuos pazymime A ir B.

Per taska A pravedame tiesg, statmena atkarpai A;A,, o per taska B — tiesg, statmeng atkarpai
B,B,.

Pradzioje iSnagrinésime atveji, pavaizduota 111 pav., kai tie statmenys néra lygiagretts.
Tuomet jie biitinai susikirs kuriame nors plokStumos taske. Pazymésime ta taska raide O ir irodysime,
kad tas taskas yra posiikio centras, aplink kuri sukant trikampi A;B,C,, ji galima sutapatinti su trikampiu
A,B,C,, t. y. trikampi A B,C, perkelti { padéti A,B,C,.

Sujungsime taskus A, A,, By, B, su tasku O. Kadangi A|A=AA, ir OALAA,, tai OA=0A,.
Analogiskai gauname, jog OB;=0B,.

Kadangi B;A=B,A,, nes tai to paties trikampio ta pati krastine, tik esanti kitoje padétyje, tai
AB;0OA =AB,0A,, nes ju atitinkamos krastinés yra lygios. Todéel ZB,0A=£B,0A,=a.
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Pazymésiu posiikio kampa, pervedanti taska B, i padéti B,, raide ¢, t. y. ZB;OB=0.

¢p=2B,0B,=/B|0A |+Z£A|0B,=0+2A|0B,, i§ kur gauname, jog ZA ;0B,=p—a..

ZA0A,=/A,0B,+/B,0A=p—a+0=0, t. y. gavome, jog trikampio vir§iiné A;, patekdama {
padéti A,, pasisuko tuo paciu kampu. Taigi atkarpa A;B; buvo pasukta kampu ¢ ir sutapo su atkarpa
A,B,, nes, sutapus dviem tiesiy taskams, sutampa ir abi tiesés.

Sutapus atkarpoms A|B; ir A;B,, sutaps ir tiesiy B;C, ir B,C, kryptys, nes ZAB;C,=2A,B,C,
kaip to paties trikampio tie patys kampai.

Analogiskai gauname, jog sutaps ir tiesiu A;C; ir A,C, kryptys, o todél sutaps ir tiesiy AC; ir
A,C, susikirtimo taskas C; su tiesiy B,C, ir A,C, susidiirimo taSku C,.

Tai ir rodo, jog pasukus trikampi A;B;C; aplink taska O, esanti statmeny, pravesty per atkarpy
A A, ir B|B, vidurio taskus A ir B, susikirtimo tasku, ji galima sutapatinti su trikampiu A,B,C,.

Galéjome aplink taska O sukti ne tik trikampi, bet ir kokia nors sudétingesng figlira. Rezultata
blitume gave ta pati. UZztenka dviejy atkarpy A A, ir BB,, kad rastume postikio centra O ir postkio
kampa ¢.

Tarkime dabar, kad statmenys, pravesti per atkarpy A;A, ir B{B, vidurio taskus A ir B, yra
lygiagretis.

Tuomet ir atkarpos AjA,, BB, turi buti lygiagrecios. Kadangi A;B=A,B,, tai keturkampis
ABB»A, gali biti tik arba lygiaSone trapecija, arba lygiagretainiu.
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112 pav.

Pravedg tieses per atkarpas B;A; ir B,A, $iuo atveju bitinai gausime jy susikirtimo taska O,
kuris ir bus posiikio centras, o kampas A;OA; — postikio kampas ¢. Tai jrodyti dar paprasc¢iau negu 111
pav., todél ta irodyma palieku skaitytojui.

Taigi, ir $iuo atveju trikampio perkélimui plokstumoje pakanka postkio.

Tarkime dabar, kad keturkampis A;B;B,A, yra lygiagretainis (zitr. 113 pav.)

Siuo atveju neegzistuoja toks taskas O, kuris, bidamas baigtiniame nuotolyje nuo trikampiy
AB;C, ir A;B,C,, galéty biiti posiikio, sutapatinancio trikampi A;B,C; su trikampiu A,B,C,, centru. I$
to iSplaukia, jog vien tik posiikiy, perkeliant plokscius objektus, jy nedeformuojant, i§ vienos vietos
i kita plokStumos vieta, nepakanka. Reikalingas dar vienas standusis plokscias judesys — lygiagretus
postiimis, kuris charakterizuojamas postiimio kryptimi ir postiimio dydzZiu. Pastime trikampi A;B,C,
taip, kad jo virSunés A B;C, judéty lygiagreCiomis tiesémis A;A,, B|B,, C,C,, pracidamos vienodus
atstumus A;A,=B,B,=C,C,, ji sutapatinsime su trikampiu A,B,C.
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