1.4. OBJEKTO ISORINIS MODELIS

Objekty modeliai gali biiti iSoriniai ir vidiniai. Objekto O; iSorinis modelis
M apraso objekto saveika su aplinka N, ir leidZia, Zinant objekto jeiga X; ir
jo busena Z,, rasti to objekto iSeiga y, ir jo nauja biisena, nenagrinéjant ir neapra-
Sant objekto vidinés sudéties ir strukturos. Kai iSorinis objekto apraSymas pateikiamas
matematine kalba, tai iSorinis modelis vadinamas iSoriniu matematiniu modeliu.
[Soriniai matematiniai modeliai gali biiti sudarin€¢jami ne tik pavieniams objektams, bet
ir i§ jy sudarytoms sistemoms. Sios mokymosi priemonés 1.12. skyriuje bus pade-
monstruota, kaip sudétingos sistemos vidinis matematinis modelis gali buti panaudotas
jos iSorinio matematinio modelio vaidmenyje. Apie sistemy vidinius modelius bei ju
sudaryma bus kalbama 1.10. skyriuje.

Kad sudarytume objekto O; iSorinj matematinj modelj M, reikia:

1) matematiskai apraSyti objekto kalendoriy T: nurodyti jo ribas (to pakanka
tolydaus kalendoriaus atveju); jo ypatingus taskus — kalendoriaus takty ribas (to
pakanka diskretaus kalendoriaus atveju); miSraus kalendoriaus atveju turi biti
nurodytos ir tolydumo atkarpy ribos, ir ypatingieji taskai;

2) matematiSkai apraSyti objekto jeiga (jos vektoriy X) ir jeigos erdve X:
nurodyti tos erdvés koordinadiy skaiCiy n ir kiekvienos koordinatés xi kitimo
diapazona Xy (jo ribas, kai koordinaté xy kinta tolydziai, arba ypatingus tasSkus, kai xx —
diskreciai kintantis dydis), taip pat ta konkrety realaus i€¢jimo proceso N; parametra,
kuri toji koordinaté xy atitinka;

3) matematiSkai aprasyti objekto iSeiga (jos vektoriy y) ir iSeigos erdve Y:
nurodyti tos erdvés koordinaciy skai¢iy m ir kiekvienos koordinatés y, kitimo
diapazona Y,, taip pat ta konkrety realaus iSé¢jimo proceso P; parametra, kurj ta
koordinaté y, atitinka;

4) matematiskai apraSyti objekto buiseng (jos vektoriy Z ) ir biiseny erdve
Z: nurodyti tos erdvés koordinaciy skaiCiy r (atsizvelgiant, kai reikia, ir { objekto
prieSistorg) bei kiekvienos koordinatés z, kitimo diapazona, taip pat ta konkrety
realaus proceso Hi, vykstancio objekte O;, parametra, kuris atitinka koordinatg z,;

5) matematiSkai apraSyti objekto peréjima i§ senos biisenos Z(t) i nauja

biisena Z(t+At): sudaryti peréjimy funkcija, pavyzdziui, 2(t+At)=‘i’(2(t),i(t))
t+At

arba, naudojantis Lebego integralu, 2(t+At)=2(t)+ I\T;(i(t),i(t))dt, leidziancCia
t
nustatyti nauja objekto biisena Z(t+ At), zinant objekto ieiga X(t) ir ta pilnaja jo
busena Z(t), kurioje objektas buvo jeigos X(t) gavimo momentu t;
6) matematiSkai aprasyti objekto iSeigos y(t) priklausomybe nuo jeigos

X(t) ir objekto biisenos Z(t) : sudaryti objekto i§¢jimy funkcija y = ®(X,Z).

" Tatiau tokia peréjimo funkcijos forma, tinka tik stacionariems objektams, kuriy biisenos kitimo
priklausomybé nuo objekto jeigos ir nuo pacios to objekto blisenos nesikeicia laikui bégant. Norédami,
kad §i forma tikty ir nestacionariems objektams, laika t, kaip jau buvo minéta 1.3. skyriuje, galima
laikyti dar viena vektoriaus Z koordinate. Tuomet Sia forma galima iSreiksti ir peréjimo bei i§éjimo
funkciju (paciu funkcijy, o ne tik ju reikSmiy) keitimasi laikui bégant. Pacios funkcijos tampa
sudétingesnés, bet bendroji peréjimo ir i$¢jimo funkcijy forma islicka. Tik buiseny vektorius Z pasipildo
dar viena koordinate.
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ApraSant jeigos, iSeigos ir biiseny erdves tais atvejais, kai potencialios erdveés
X =X 3 X% )Xo XKy ¥ =Y XY 2% XY, XX Y it Z=Z4XZp%.. XZpX.. X2, NEsu-
tampa su atitinkamomis realiomis erdvémis X, Y ir Z, reikia nurodyti ne tik pavieniy
koordinaciy x, y, ir z, kitimo diapazonus Xy, Y, ir Z,, bet ir pacias realias erdves X,
Y ir Z, t.y. nurodyti realias ty erdviy ribas, arba aprasyti galimy ié¢jimo, i$¢jimo ir
faziniy trajektorijy aibes {( Xy )r}, {(Yp)r}, {(Zu)1}.

Jei tose erdvése yra kokie nors ypatingi taskai (pavyzdziui, atitinkamy
parametry nominalinés ar kritinés reikSmés), tai reikia nurodyti ir tuos taskus arba tas
ribas, kuriose gali kisti tuy tasky koordinaCiy reikSmés (pvz.: nominaliné jtampa
Unom=220v£10%, nominalinis daznis v=50Hz+5%, medziagos per¢jimo i$ kietos i
skystaja ar dujy fazg temperattros ir pan.).

Aprasant objekto peréjimus i§ vienos biisenos | kita, peréjimuy funkcijos, kai
laikas t ir koordinaté z, kinta diskreCiai, gali buti matematiSkai iSreikStos
skirtuminémis lygtimis z,((k+1)T)=Y¥, (i(kT),Z(kT)) (kartais  z,((k+1)T)=

=¥, (i(k +1)T), 2(kT)) ). Cia T — duotoji vieno takto trukmé, kurios metu objekte nie-

kas nesikeicia, o k — takto numeris. Gana daznai laiko matavimo vienetas pasirenka-
mas taip, kad jis biity lygus vieno takto trukmei T. Tuomet skirtuminése lygtyse vietoj
,» 1 gali buti raSomas ,,1“, o lygtyse su vélinimu vietoj vélinimo (delsos) konstantos
,,T gali biiti uzrasoma to vélinimo trukmé: ,,1%, ,,2, ,,3%, ..., ,,k* ir pan. takty.

Kai laikas t ir koordinatés z, reik§mé kinta tolydZziai, tai skaliarinés
peréjimy funkcijos, jeinancios j vektorinés peréjimo funkcijos sudétj, gali buti

. .. dz (D) o
iSreiSkiamos diferencialinémis lygtimis dt =1, (x(t),z(t)).

Kaip buvo minéta, naudojantis Lebego integralu, galima sudaryti ir bendraja
t+At

skaliaring¢ peréjimo funkcijos forma z,(t+At)=z,(t)+ _[ fo(X(T),Z(T)dT , tinkan¢ig ir
t

tolydZiam, ir diskrefiam, ir miSriam kalendoriams.

Taikydami matematinius metodus jvairiy problemy sprendimui ir sudarinédami probleminiy
situacijy bei tose situacijose dalyvaujanciy objekty matematinius modelius, neretai susiduriame su
situacijomis, kuriose nagrin¢jamy problemy sprendimui biina aktualios ne visos auks¢iau iSvardintos
taip pat tokiy objekty, kuriy biisenos per nagriné¢jamaji laikotarpj praktiskai nepakinta ir todel gali biiti
laikomos trivialiomis.

Tokiais atvejais néra biitina sudarinéti pilnus matematinius modelius ir galima apsiriboti
vieno ar kito tipo daliniais modeliais, turinCiais tik kai kurias ,,standartinio* iSorinio matematinio
modelio dalis.

Pavyzdziui, baigtiniy automaty teorijoje nagrin¢jami ne tik taip vadinamieji X—Y modeliai,
bet ir X bei Y modeliai, kuriy pirmieji sudaromi ir taikomi tada, kada nagriné¢jamos problemos
sprendimui néra aktualiis ar reikSmingi automato poveikiai | aplinka, o antrieji, — kai galima nekreipti
démesio i aplinkos poveikj automatui dél to, kad tie poveikiai yra nereik§mingi ir mums Siuo atveju néra
svarbiis, o Stai paties automato poveikis aplinkai mums yra svarbus ir todél turi biiti nagrinéjamas.

Gali bati sudarinéjami bei nagrin¢jami ir tokie automaty modeliai, kurie automaty teorijoje
vadinami Z automatais. Tokie modeliai kuriami, kai automaty saveikavimas su jy aplinka mums néra
aktualus ir mus domina tik tai, kaip kei¢iasi automato biisena ir kaip ji jtakoja problemos sprendima.

Daliniy matematiniy modeliy sudarymas ir nagrinéjimas yra paprastesnis uz pilnyjy iSoriniy
modeliy sudaryma ir nagringjima.

Pavyzdziui, sudarant X automato iSorini matematinj modeli, neaprasin¢jami jo iSéjimai ir
nesudarinéjama jo i$éjimy funkcija. Pakanka jo i€jimy ir jo blisenos bei ju erdviy apra§ymo ir peréjimu
funkcijos sudarymo.

Sudarant Y automato iSorini matematinj modelj, tenka sudarinéti jo i$¢jimy ar peréjimuy
funkcijas, taciau tos funkcijos blina paprastesnés, nes jy argumentai — tik automato biisenos vektoriaus
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koordinaciy reikSmeés.

Sudarant Z automato iSorinj matematini modeli, apsiribojama tik jo kalendoriaus takty T
nustatymu ir automato biiseny erdvés Z aprasymu bei jo peré¢jimo funkcijos 2((k + t)T): \Tl(i(kT)) (arba
Z(T) = y(Z(k - 1)T)) sudarymu.

Daliniy iSoriniy matematiniy modeliy sudarymas biidingas ne tik automaty teorijai, bet ir toms
matematinéms teorijoms, kurios nagrinéja objektus, turincius tolydy bei misry kalendorius,

Pavyzdziui, teorinéje mechanikoje nagrinéjamas tipinis modelis, pavadintas dinamine sistema.
Tai baigtinio laisvés laipsniy skaiCiaus mechaniné sistema, judanti pagal klasikinés mechanikos désnius.
Tokia sistema gali bliti materialiyjy tasky ar kietyjy kiiny sistema, kuria bei kurios komponentes veikia
baigtinis skai¢ius mechaniniy jégu, galinéiy turéti ivairias kryptis, ivairius dydzius bei ivairius sukimo
momentus. Kai ta sistema veikiancios jégos priklauso nuo pacios sistemos bei jos daliy padéties ir nuo
tos sistemos bei jos daliy greiciy, tai tas jégas galima iSreiksti kaip pacios sistemos buisenos koordinaciu
funkcijas ir tokia dinaming sistema laikyti Z sistema.

Konkretus tokios dinaminés sistemos pavyzdys — Saulés sistema, kurig sudaro pati Saulé ir
aplink ja skriejancios planetos su savo palydovais, judanciais kosminéje erdvéje veikiant visuotinés
tarpusavio traukos jégoms, tiesiogiai proporcingoms ta sistema sudaranciy kiiny maséms ir atvirksciai
proporcingoms atstumy tarp ty kiiny masés centry kvadratams. Tokios sistemos biisena Z nusakoma jos
komponenciy masiy centry i§déstymu trimatéje Euklido erdvéje (tu centry koordinatémis) ir tu centry
judéjimo greiciais. Dinaminés sistemos komponenciy padétis ir judéjimo greiciai kiekvienu momentu
priklauso nuo ty kiiny tarpusavio saveikavimo jégu ir kiekvienu momentu gali keistis, keiciantis
saveikaujan¢iy judan¢iy kiiny padéciai ir dél to keiCiantis sgveikavimo jégoms. Visds dinaminés
sistemos poveikiai i savo iSoring aplinka bei tos aplinkos poveikiai i dinaming sistema klasikinéje
dinaminiy sistemy teorijoje i§ viso nenagrinéjami, todél dinaminés sistemos matematinis modelis
suvedamas | Z modelj, kuriame biisenos Z koordinatémis laikomos materialiyjy kiiny masiy
centry koordinatés ir jy judéjimy greiciy projekcijos i laisvai pasirenkamas koordinaciy asis.
Todél Sios dinaminés sistemos matematini modeli sudaro tik jos peréjimo funkcija % = f(i) ,

dz
susidedanti i§ 6n skaliariniy funkcijy d_tp = fp (z), kur p=1, 2, ..., 6n, 0 n — materialiyju kiiny ar taskuy,

kurie sudaro dinaming sistema, skaicius.

Detaliau apie dinamines sistemas ir jy matematinius modelius bus kalbama $io skyriaus 1.4.9.
skyrelyje, o ¢ia a$ apsiribosiu tik pastaba, kad sistemy matematiniai modeliai gali turéti ne tik Sio
(1.4.) skyriaus pradZzioje apraSyta ,standarting* forma, bet ir kitokia, t.y. tokia, kaip daliniy
automaty ar mechaniniy dinaminiy sistemy.

Be taip vadinamy sisteminiy modeliy, kuriy aib¢ sudaro objekty iSoriniai ir sistemy vidiniai
modeliai, egzistuoja ir optimizaciniai modeliai, susidedantys i§ tikslo funkeijy, iSreiSkianciy
optimalumo rodikliy priklausomybe nuo valdomyjy kintamuyjy, ir apribejimy, apibrézianciy valdomyjy
kintamuyju leistino kitimo sritis.

Apie optimizacinius modelius, ju sudéti, ju analiz¢ ir taikyma bus kalbama Sios mokymosi
priemonés 1.15. skyriuje. Optimizaciniai modeliai sudaromi ir taikomi sudarant normatyvinius
modelius (projektus), apie kuriuos bus kalbama $io skyriaus 1.4.13. skyrelyje, o apie patj projektavima —
antrojoje Sios mokymosi priemonés dalyje.

ISorinis matematinis objekto modelis leidZia matematiSkai nagrinéti iSorinj
objekto funkcionavima ir matematiniu budu gauti ta funkcionavimag
vaizduojancias trajektorijas (fazine, iS¢jimy, funkcionavimo) ir jy portretus.

Kai mums reikalingos ne visos galimos, o tik konkrecios objekto iSorinés
trajektorijos, tai reikia, kad papildomai biity uzduota:

a) pradiné objekto biisena Z,, atitinkanti pradinj objekto funkcionavimo

kalendoriaus T momentg t, (Zinoma, ji reikalinga tik tada, kai objekto buiseny erdve
yra neiSsigimusi, t. y. turi daugiau negu viena taska, nes kai objekto biisena triviali, tai
jos ir zinoti néra bitina);

b) konkreti jéjimy trajektorija X(t) ar bent jos pradiné atkarpa (XN]IE , kitaip
tariant, vektoriné funkcija x(t), leidzianti nustatyti objekto jeiga X kiekvienam laiko
momentui teT, arba diskretaus kalendoriaus T taskai to, t;, tp, ... ir i¢jimy vektoriaus
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X reikSmés (t.y. visuy to vektoriaus koordinaciy reik§meés) tuose taskuose: X(t,),

i(tl ) )

Svarbu pazyméti, jog i8é¢jimy ir peréjimy funkcijos @ , ¥, F bendruoju atveju yra vektoriniai
operatoriai (todél ¢ia ir Zymimi didZiosiomis raidémis), transformuojantys iéjimy ir biiseny vektoriy
X(t) ir Z(t) koordinaliy reik§mes i i§¢jimy ir nauju buiseny vektorius y(t) ir z(t+At) (ar biiseny

7(t T
) ) koordinaciy reik§mes.

iSvestiniy

Daliniais atvejais tie operatoriai gali tapti paprastomis vektorinémis funkcijomis
O=(Q,Pgseees PLyeres Py ) \sz(\ul,wz,...,wp,...,\vr), f:(fl,fz,...,fp,...,fr), o kartais — ir

skaliarinémis  funkcijomis  y(t) = o(x(t),2(t)),  z(t + At) =y(x(t),2(1)), %:f(x(t),z(t)),

t+At

2(t+ At =z,(t)+ j fo(x(T),z(T)dT .

Taip, pavyzdziui, atsitinka, kai erdvés X, Y, Z yra vienmatés. Taciau jei objekto i$¢jimai ir
biisenos priklauso ne tik nuo momentiniy iéjimy ir biiseny reik§miy, bet, pavyzdziui, ir nuo juy kitimo
grei¢iy bei pagreitiy, tai operatoriai @, ¥, F bus jau ne paprastos vektorinés funkcijos, bet
diferencialiniai vektoriniai (kartais — skaliariniai) operatoriai. Tokiu operatoriuy klasei priklauso,

pavyzdziui, mums i§ matematikos kurso Zinomi ,,standartiniai* operatoriai: Hamiltono operatorius V
(,,nabla®), rot, grad, div, Laplaso operatorius A=V-V = VZirt t
Aprasant sudétingas sistemas, tenka sudarinéti ir Zymiai sudétingesnius diferencialinius (tame

tarpe ne tik paprastus vektorinius, bet ir tenzorinius) operatorius. Jei objekto iS¢jimai ar naujos biisenos
priklauso ne tik nuo dabartiniy i€jimy ir bliseny, bet ir nuo to, kaip tos blisenos buvo pasiektos, t. y. nuo

i¢jimy bei biiseny, buvusiy praéjusiu laiku, tai operatoriai @ ¥, F tampa integraliniais operatoriais,
o kartais ir miSriais — integro-diferencialiniais operatoriais. Baigtiniy automaty su priesistore atveju
tenka formaliai iSplésti abstrakéia objekto ,biisenos dabar“ savoka ir ta biisena vaizduojantj
vektoriy Zz(t), jtraukiant | to vektoriaus koordinaciy sarasa ne tik koordinates, vaizduojancias

objekto tam tikry vidiniy charakteristiky reikSmes dabartiniu momentu, bet ir praéjusiais
momentais, t.y. paverfiant biisenos vektoriy Z(t) vektoriumi, vaizduojandiu pilnaja
(apibendrintaja) objekto biisena. Tokiy pavyzdziuy skaitytojas galés rasti Sios mokymosi priemoneés
antrojoje dalyje, o viena pavyzdelj — ir Sio skyriaus 1.4.10. skyrelyje. Nagrinéjant tolydZias véluojancios
argumento peré¢jimo ir i$¢jimo funkcijas, tenka iSplésti pradiniy salygu savoka ir jsivesti taip
vadinamaja pradine funkcija. Tokio atvejo pavyzdys pateiktas 1.4.11. skyrelyje.

Biisenos savoka, kaip jau buvo minéta 1.3. skyriuje, gali biiti taip iSplésta ir apibendrinta, kad ji
galéty buti taikoma ir modeliuojant nestacionarius objektus, kuriy i§¢jimo ir peréjimo funkcijos (t. y.

. S S PR, o dz
pacios funkcijos @, ¥, F, o ne tik i$¢jimai y ir blisenos z bei jy iSvestinés d—f) keiciasi laikui
bégant, nes laika t galima formaliai itraukti { vektoriy z kaip papildoma to vektoriaus koordinate
(pavyzdziui, vietoj funkcijos ?(t):(ﬁ(i(t),i(t),t), kurios forma yra ,nestandartiné“, vartoti i§ jos
gaunama funkcija y(t) :(p*(f((t),i*(t)), kuri, susitarus, jog Zz"(t)=(z(t),t), tampa ,standartine*
is¢jimo funkcija ¢").

Imitaciniuose objekty modeliuose i§¢jimo ir peréjimo funkcijy operatoriai @ , ¥, F gali tapti
gana sudétingais operatoriais, aprasanciais objekto iSé¢jimy ir naujy biiseny apskaiciavimo
algoritmus. Kitaip tariant, operatoriai @ ,W,F tampa kompiuterinémis programomis, kuriose
informacija apie pradine objekto busena z(0) ir i¢jimo vektoriaus X(t) koordinaciu reik§mes keicia
formalius ty programy parametrus i faktikasias vektoriy z(0) ir X(t) koordinac¢iy reik$mes, o po to tos
programos apskaiciuoja vektoriy y(t) ir Z(t+At) koordinaciy reik§mes, t.y. apskaifiuoja i§éjimo ir
fazinés trajektorijy tasky koordinaciy reikSmes.

Apibendrinant tai, kas buvo pasakyta apie i§¢jimo ir peréjimo funkcijas, galima
padaryti i¥vada, kad pa¢iu bendruoju atveju operatorius ®, ¥, F galima laikyti
algoritmais (kompiuteriniy programy moduliais), leidZianciais apskaiciuoti
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iSéjimy ir fazines trajektorijas, Zinant objekto pradin¢ biisena ir jéjimo
trajektorija (ar jos prading atkarpa bei prading funkcija).

Tie algoritmai gali buti ir gana paprasti, t.y. turéti paprasty vektoriniy ar
dz(t) _

diferencialiniy ir integraliniy funkciju y=¢(X,z), z(t+ At)=y(X(t),z(t)),

t+At

=f(X(t).,Z(t)) bei z(t+At)=z,(t)+ [f(X(T),Z(T)dT forma, analiziskai iSreiskiangia
t

1$éjimy ir naujy biiseny ar jy iSvestiniy priklausomybe nuo seny biiseny ir i€jimy, ir
gana sudetingi, t. y. gali buti sudaryti i§ daugelio paprasty operatoriy, sujungty ivairiais
rySiais (taip pat ir griZztamaisiais, ne tik determinuotais, bet ir stochastiniais) i sekas,
ciklus ir kitus junginius, sudaranius sudétingus tinklus — operatoriy blokines
schemas, vaizduojancias objekto i$¢jimy ir naujy busenu apskaiciavimo procesus,
naudojantis informacija apie sistemos {¢jimus ir dabar esancias bei anks¢iau buvusias

objekto biisenas.

Su tokiomis i$¢jimy ir peréjimy funkcijomis — kompiuterinémis programomis — konkreciai
susidursime véliau, kurdami sistemy imitacinius modelius (zidir. 1.13. ir 1.14. skyrius, o taip pat antraja
$ios mokymosi priemonés dalj).

Taciau dauguma objekty, turinCiy sudétingus peréjimo ir iS¢jimo operatorius, yra sistemos,
kurias galima dekomponuoti (skaidyti) | posistemius bei | ju elementus — paprastesnius objektus,
turin¢ius paprastas peréjimo ir i§éjimo funkcijas. Modeliuojant tokias sistemas, gana daznai net
nesistengiama iSkart gauti juy iSorinius matematinius modelius, bandant sudaryti ty sudétingy sistemy
peréjimy ir i$¢jimy funkcijas — sudétingus operatorius, o sudaromi tik ty sistemy elementy iSoriniai
matematiniai modeliai, i§ kuriy po to konstruojamas visos sistemos vidinis matematinis modelis. Kaip
tai daroma, aprasyta ir parodyta $ios mokymosi priemoneés 1.10. skyriuje.

I§ sistemos vidinio matematinio modelio, kaip bus parodyta 1.12. skyriuje, kartais pavyksta
iSvesti jos iSorini matematini modelj, analiziSkai iSreiskiant nauju biiseny ir i§éjimy priklausomybes nuo
senyjy biiseny ir j€jimuy, t. y. sudarant visos sistemos peréjimuy ir i§éjimy funkcijy (operatoriu) analizines
iSraiSkas. Taciau gana daZnai to padaryti nepavyksta. Pavyzdziui, jei i$éjimy ir nauju blseny
priklausomybés nuo senyju biiseny ir iéjimy yra stochastinés, ar jei sistemos viduje veikia griztamieji
rySiai bei vyksta emerdZenciniai reiSkiniai, tai apraSyti tas priklausomybes vienareikSmémis
analizinémis funkcijomis yra nejmanoma ir galima tik modeliuoti (imituoti, generuoti) stochastinius
i8¢jimy ir peréjimy formavimo procesus, t. y. modeliuoti sistemos vidinio modelio funkcionavima, kaip
tai apraSyta Sios mokymosi priemonés 1.11., 1.13. ir 1.14. skyriuose. Taciau ir tuomet sistemos vidinj
modelj gana daZnai galima vartoti jos iSorinio modelio vaidmenyje, apskaiciuojant sistemos iSé¢jimy
ir naujy buseny reik§mes — sistemoje vykstan¢iy vidiniy procesy modeliavimo rezultatus. Kaip tai
daroma, bus parodyta 1.12., 1.13. ir 1.14. skyriuose.

Taigi sudétingy peréjimo bei iS§éjimo operatoriy konstravimo ir sudétingy iSoriniy matematiniy
modeliy kiirimo gana daZnai (iSskyrus atvejus, kada sistemoje dominuoja netiesiniai rekursiniai rySiai ir
i§ sistemos morfologinio modelio vienareik$miai nei$plaukia jos funkcinis modelis”) galima iSvengti ir
pakanka mokéti sudarinéti paprasty objekty paprastus iSorinius matematinius modelius ir po to i$ ju
konstruoti sudétingy sistemy vidinius matematinius modelius, jungiant iSorinius matematinius modelius
1 sistemos struktiira jvairiais, taip pat ir griztamaisiais, rysiais.

Todél mes Siame skyriuje ir apsiribosime tik tokiy paprasty iSoriniy
matematiniy modeliy, kuriy peréjimo ir i§éjimo operatoriai yra paprastos funkcijos,
pavyzdziais. Siame skyriuje sudarysime iSorinius matematinius modelius tokiy
paprasty objekty kaip dvejetainis vienaskiltis sumatorius, turintis tris {éjimus,
nuoseklaus veikimo dvejetainis sumatorius, diferencijavimo grandelé, paprasta
hidrodinaminé sistema su idealiu skys¢iu, medziagy sandé¢lis imongje, baigtiniai
determinuoti automatai, klasikiné ir neklasikiné dinaminés sistemos, elektromagnetiniy
virpesiy kontiiras, Tiliringo masina ir kiti panaSts objektai.

Pavyzdziui, naudodamiesi elementariomis fizikos ziniomis, sudarysime
diferencijavimo grandelés iSorini matematini modeli, o po to, naudodamiesi tuo

* Apie morfologini ir funkcini modelius $iame skyriuje bus kalbama Siek tiek véliau.
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modeliu, apskai¢iuosime grandelés iSorines i$¢jimo ir fazing trajektorijas, atitinkancias
duotaja prading biisena ir duotaja i€jimo trajektorija. Panasius iSoriniy trajektoriju (ju
atkarpy) apskaiciavimus padarysime ir naudodamiesi hidrodinaminés sistemos bei
Tiuringo masinos iSoriniais matematiniais modeliais. Kai kuriy kityu objekty
trajektorijas apskaiCiuosime ir analizuosime specialiai trajektorijy nagrinéjimui
skirtame 1.11. skyriuje. Ten bus apskaiciuojamos ir analizuojamos ne tik iSorinés, bet
ir sistemy vidinés trajektorijos, o taip pat bus nagrinéjami trajektorijy apskaiciavimui
skirti specialiis metodai (perdavimo funkcijy, peréjimo charakteristiky ir pan.).

Sudétingesni iSoriniai matematiniai modeliai (tame tarpe ir netiesiniai bei
kokybiniai, kurie ypatingai domina sistemotyra, nes ir pats emerdZencijos reiskinys
yra netiesinis ir kokybinis) bus sudaromi ir nagriné¢jami antrojoje $ios mokymosi
priemonés dalyje. Ten bus nagrin€¢jami ir tokie netiesiniai reiSkiniai kaip atraktoriai,
bifurkacijos, solitonai ir pan. Kai kurie nekiekybiniai modeliai bus nagrin¢jami jau
pirmojoje Sios mokymosi priemonés dalyje (zitr. 1.16. skyriu).

Nemazai jdomiy matematiniy modeliy, aprasanciy jvairius objektus ir procesus, skaitytojas gali
rasti specialiai studentams skirtoje knygoje [31], kurioje surinkti jvairiu autoriy straipsniai,
nagrinéjantys labai jvairias sritis bei sistemas: technika, fizika, chemija, biologija, medicina, transporta,
didelg ir sudétinga gamybing imon¢ bei jos valdymo sistema, mgkymosi istaigos valdyma, karines
strategijas, srautus tinkluose, urbanisting sistema, katastrofy teorija. Sioje knygoje stengiamasi parodyti,
kaip reikia kurti jvairiy objekty bei procesy matematinius modelius, kad juos buty galima pritaikyti
praktikoje bei jvairiuose moksluose. Sia knyga rekomenduociau visiems studentams—matematikams,
norintiems iSmokti taikyti matematika praktikoje. [domiy paprasty matematiniy modeliy skaitytojas gali
rasti ir knygoje [32], kuria naudinga studijuoti kartu su knyga [45].

Tais atvejais, kai apraSomas objektas yra toks sudétingas, kad jo aprasyma
nepavyksta isprausti i formalizuota matematinio modelio forma, apsiribojama kita
informaciniy placdigja prasme modeliy forma — informaciniais nematematiniais
(Zzodiniais) modeliais, kitaip dar vadinamais verbaliniais. Vieno tokio modelio
pavyzdys pateikiamas ir Siame skyriuje. Tai normatyvinis informacinis pareigybes
modelis — ekonomistés — deklarantés pareigybinis pasas (zitr. 1.4.13.2. skyrelj).

Norétysi ypa¢ pabrézti informaciniy modeliy (ir tame tarpe — matematiniy
modeliy) svarbg praktinéje zmoniy veikloje, ivairiuose moksluose ir, bendrai, tikrovés
pazinimo procesuose. Juk neturédami objekty ir procesy modeliy, mes negalétume nei
tikslingai naudotis sudétingais objektais ir procesais, nei bandyti nukreipti vykstanciy
ivykiy eiga mums pageidautina linkme. Sudétinguose objektuose ir procesuose mes
tiesiog susipainiotume.

Kartu reikéty pazyméti ir tuos gana rimtus sunkumus, kuriuos tenka jveikti
bandant sudaryti pakankamai gerus ir naudingus objekty informacinius bei
matematinius modelius, bei apzvelgti kai kuriuos ty sunkumy iveikimo kelius ir
modeliy rtsis bei lygius, modeliy vieta ir vaidmenj gyvenime ir moksle.

Sisteminiu pozZiiiriu kiekvienas miisy nustatytas désnis, kiekvienas mokslas
yra tam tikras tikrovés modelis, vaizduojantis (modeliuojantis) ta tikrove tam
tikru aspektu ir leidZiantis analizuoti ir prognozuoti vykstancius ir jvyksiancius
ivykius bei procesus su tam tikru tikslumu bei tikimybe tam tikrame laiko ir
erdvés diapazone.

Kokio nors objekto apraSymas ar miisy samonéje susidarantis jo jvaizdis — tai
irgi to objekto modelis (percepcinis, koncepcinis, verbalinis, informacinis siauraja
prasme, matematinis), atspindintis to objekto mums Siuo metu svarbiy savybiu grupg ir
mums svarbius santykius, egzistuojancius to objekto viduje bei jo saveikavime su iSore
ir nusakancius su tam tikru tikslumu ir tikimybe objekto reakcija i aplinkos poveikius.

Mastydami apie koki nors objekta, apgalvodami jo panaudojimo galimybes,
mes visada operuojame ne paciu objektu, o jo koncepciniu modeliu — objekto savoka,
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susidarancia misy samongje, apdorojant informacija, ateinancia | miisy nervy sistema
per miisy jutimo organus*.

Gana daznai tas mintis, kurios sudaro objekto koncepcini modeli, mums tenka
iSreikSti ZodZiais ar raStu ir tokiu budu kurti objekto verbalinji modelj. Kai kuriy
objekty koncepciniai modeliai susidaro misy samongéje ne stebint realius objektus, o
nagrin¢jant kity Zzmoniy sukurtus verbalinius modelius. Tuomet informacija, reikalinga
objekto koncepcinio modelio sudarymui, gauname jau ne i§ pirmosios, o i§ antrosios
signalinés sistemos: vietoj tiesioginiy pojiciy — pirminiy signaly — samone¢ vartoja
antrinius signalus — Zodzius ir sakinius — pirminiy signaly sutartinius Zymenis
(Zzenklus). Pats koncepcinis modelis, kai tam objektui, kuri privalo tas modelis
vaizduoti, suteikiamas vardas, tampa to vardo — antrinio signalo — prasminiu turiniu,
savokos, kuria zymi tas vardas reikSme ir prasme.

Neretai, ypa¢ kai objektas yra sudétingesnis, jo koncepcini modelj susidaryti
pavyksta neiSkart. Kai, tiriant ta objekta, tenka matuoti bei kitaip vertinti jo savybes ir
egzistuojancius objekte bei jo saveikavime su aplinka santykius, biina tikslinga objekto
steb¢jimy ir jy metu jvykdyty matavimy rezultatus, vadinamus duomenimis, sistema-
tizuoti, suvedant { lenteles, ir tokiu biidu kurti objekto informacinj modelj siauraja
prasme, kuris yra analogiskas verbaliniam, taciau detalesnis, daznai — objektyvesnis,
platesnis ir sudétingesnis, dél to sunkiai beiSreiSkiamas iprastoje verbalingje formoje.
Tokie informaciniai modeliai ypa¢ daznai sudaromi tais atvejais, kai objekto stebéjime
ir jo modelio sudaryme dalyvauja keletas stebétojy, o pati informacini modelj vartoja
kiti zmonés. Tokio tipo modeliy pavyzdziu gali biiti valstybinés statistinés tarnybos
surenkamy statistiniy duomeny lentelés apie tokius sudétingus objektus kaip iikio
Sakos, Svietimas, demografiné ar socialiné situacija Salyje ir pan.

Kartais pavyksta objekte ir jo saveikavime su aplinka egzistuojancius
santykius, tame tarpe ir santykius tarp objekto savybiy bei ju iverciy, iSreiksti
matematine kalba. Tuomet mes gauname objekto matematinj modelj — tokia
nagrin¢jamo objekto aprasymo forma, su kuria gali gana efektyviai operuoti ne tik
misy samong, bet ir kompiuteriai. Viena paprasciausiy objekto matematinio modelio
rusiy kaip tik ir yra determinuoto objekto iSorinis matematinis modelis, kurj mes dabar
Siame skyriuje ir nagrin¢jame. Taciau matematiniai modeliai gali biiti ne tik
determinuoti, bet ir stochastiniai, ir net neapibréztiniai. Tokius modelius mes
nagrinésime 1.14. ir 1.16. Sios mokymosi priemonés skyriuose.

Kelias nuo objekto stebéjimy iki jo matematinio modelio sudarymo,
einantis per informacijos rinkima ir jos loginj bei statistinj apdorojima, hipoteziy
kélimg ir jy tikrinima, koncepciniy, verbaliniy ir informaciniy siaurgja prasme
modeliy sudaryma, per iteracinj modeliy tikslinimo procesa, néra lengvas ir
neretai buina gana ilgas ir vingiuotas.

Gana daznai tenka ilgai ir jvairiai operuoti su paciu objektu, atlikti eilg
natliriniy eksperimenty (pasyviyju ir aktyviyju), kol pavyksta surinkti pakankamai
daug reikalingos informacijos, pastebéti ir iSsiaiSkinti pakankamai daug egzistuojanciy
priklausomybiu bei désningumu, kad galy gale, biity gautas pakankamai adekvatus ir
praktiSkai naudingas objekto matematinis modelis.

Kelias nuo objekto ar proceso stebéjimu iki ju matematinio modelio sudarymo
ne visada eina ¢ia ka tik paZyméta “standartine® grandine. Neretai informaciniai
modeliai sudaromi anks¢iau negu pavyksta suformuoti pakankamai adekvacius
koncepcinius modelius, o ekonometriniai matematiniai modeliai gali buti gauti i$

" Kaip jau buvo minéta 1.1. skyriuje, konkregios savokos formuojasi apibendrinant konkregiy esybiy
percepcinius modelius. Abstrak¢ios savokos formuojasi miisy samonéje apdorojant bei apibendrinant
abstrahavimo operacijos, apie kurig bus kalbama 1.5. skyriuje, rezultatus.
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statistiniy informaciniy modeliy net neturint patenkinamo koncepcinio modelio. Tik
kauzaliniy (nuo Zzodzio ,causa“ reiSkian¢io ,prieZasti) matematiniy modeliy
sudarymui butinai reikalinga turéti pakankamai kokybiska koncepcini modeli,
atspindintj priezastinius rysius, veikian¢ius nagrinéjamame objekte.

Patys gi informaciniai modeliai (interpretuojant informacinio modelio savoka
placigja prasme) gali turéti ne tik lenteling, verbaling bei matemating analizine ar
algoritmine, bet ir grafing formg. Grafiniai modeliai savo ruoztu gali buti ne tik
statiniai (fotografijos, pieSiniai, bréziniai, schemos), bet ir dinaminiai (pavyzdziui,
filmai, vaizduojantys nagrinéjamaji procesa natiiraliu, pagreitintu, ar sulétintu tempu,
natliraliame, padidintame ar sumazintame mastelyje). Naudojantis multimedia
priemonémis, galima kurti kompleksinius informacinius modelius, kuriuose gali buti
sujungtos jvairios viena kita papildancios vaizdavimo priemongs: ir skaiciy lentelés, ir
{vairios diagramos, ir {vairiis (ne tik ploksti, bet ir erdviniai) grafikai, ir matematinés
formulés, ir ivairlis (tame tarpe ir judantys) vaizdai (,,animacija®), ir jvairls garsai,
tame tarpe modelio vartotojo démesi atkreipiantys bei suteikiantys atitinkama ,,tong*
garsiniai ir Sviesos ,,efektai®, ir t. t.

Siuolaikiné kompiuteriné technika ir jos programiné jranga (pavyzdziui,
paketai MAPLE, MATHCAD ir pan.) leidZia operuoti su matematiniais modeliais
ne tik skaitmeninéje, bet ir simbolinéje formoje, o taip pat operuoti su grafikais,
vaizduojanciais procesus, bei su sudétingy sistemy schemomis ir bréziniais. Visa tai
zymiai palengvina kompiutering informaciniy (tame tarpe — ir matematiniy)
modeliy analize, praplecia jos galimybes.

Sudarant objekty bei procesy matematinius modelius, egzistuojanciy
désningumy suradimas ir ju matematinis iSreiSkimas reikalauja ne tik gero
matematikos bei tos srities, kuriai priklauso modeliuojamas objektas ar procesas,
Zinojimo, bet ir nemazai iSradingumo.

ISvedant formules, naudinga pasitelkti ne tik specialias Zinias, pastabuma ir
euristika, bet ir formaly algebros aparata, kuris kartais leidzia beveik automatiskai
»pagauti“ ne visada lengvai pastebimus désningumus, nenagrin¢jant ar beveik
nenagring¢jant sudétingy priezastiniy rysiy.

Pavyzdziui, norédami iSvesti formulg, iSreiskiancia léktuvo keliamosios jégos F priklausomybe
nuo léktuvo greicio v, sparny ploto S bei oro tankio p, mes gana pagristai galime priimti hipotezg, jog F
turéty bati proporcinga sandaugai v*SPp’, kur o, B, y — kol kas nenustatyti laipsniy rodikliai.

o ¥
Atsizvelgdami | dydziy F, v, S ir p dimensijas, gauname lygybeg sz. £ _ (ﬂ] -(cmz)B (L] , 18
S S cm
kurios i$plaukia lygtys: o+2Bp—3y=1, a=2, y=1. Jas issprende, gauname formulg F=CpSv’, kur C —
proporcingumo koeficientas, priklausantis nuo Iéktuvo formos ir nustatomas fiziniais bandymais
aerodinaminiame vamzdyje.

Toks formulés gavimo blidas yra Zymiai paprastesnis negu klasikinis jos iSvedimas,
besiremiantis energijos tvermés ir dujy dinamikos désniais.

Taikant ¢ia ka tik demonstruota neapibréztyjy koeficienty metoda, neretai pavyksta gauti
formules, aprasancias gana sudétingus procesus, ir tokiu biidu, pasitelkiant algebros aparata, ,,iSgaudyti*
nelengvai ,,pagaunamus® désningumus. Jei skaitytoja sudomino $is metodas ir jis noréty susipazinti su jo
taikymo pavyzdziais, tai $iy eiluciy autorius gali parekomenduoti jam savo straipsneli [33] rinkinyje
,,Lietuvos matematiky draugijos XXXVIII konferencijos darbai“. Vilnius ,,Technika* 1997, 155-162 p.

Sudarin¢jant sudétingy sistemy ir procesy iSorinius matematinius modelius,
neretai biina efektyvus hipoteziy kélimo ir jy tikrinimo metodas, sintezuojantis
indukcijos, intuicijos, euristikos bei dedukcijos taikyma. Tokio metodo taikymo
pavyzdys pateiktas Sios mokymosi priemones 1.13. skyriuje. Hipoteziy tikrinimui gali
biiti naudojami ir eksperimentai su matematiniais modeliais.
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Nagrinéjant objekty funkcionavima ir tikrinant hipotezes gali buti naudojami ne
tik informaciniai (placiaja prasme”), bet ir fiziniai modeliai. Nagrinéjamo objekto ar
proceso fiziniu modeliu gali biiti tos pacios prigimties padidintas ar sumazintas
objektas bei procesas, o taip pat izomorfiskas (zidir. 1.8. skyriy) kitos prigimties
objektas ar procesas.

Pavyzdziui, kaip jau buvo minéta, mechaninius bei termodinaminius procesus
galima modeliuoti elektrodinaminiais procesais (ir atvirks¢iai). Si modeliavimo
principa naudoja elektrinés ir elektroninés analoginés modeliavimo masinos, o taip
pat hibridinés (integralinés) skai¢iavimo masinos. Elektroninés analoginés masinos
gali modeliuoti procesus ne tik fizinio, bet ir matematinio modeliavimo pagrindu,
nes tose masinose egzistuoja (arba modeliavimo metu gali biiti sukurti) specialiis
blokai, modeliuojantys matematines operacijas: integravima, diferencijavima,
sumavima, daugyba, ivairias netiesines transformacijas. Elektroninés skaitmeninés
skaifiavimo masinos (kompiuteriai) gali modeliuoti ivairius procesus, realizuodamos
ty procesu matematinius modelius — algoritmus, Zinoma, jei pavyksta tuos algoritmus
sudaryti ir iSreiksti formalizuota kompiuteriui suprantama kalba — algoritmine kalba.

Apie automatizuotas matematinio modeliavimo ir eksperimentavimo su
matematiniais modeliais sistemas bus kalbama vélesniuose Sios mokymosi priemonés
skyriuose ir — ypatingai — antrojoje jos dalyje, kur bus nagrin¢jamos {vairios
matematinio modeliavimo sistemos. Su kai kuriomis i§ juy (pavyzdziui, su
POWERSIM, GPSS) susidursime ir $ioje mokymosi priemonéje.

Neretai pradiné pazintis su sudétingu procesu ar objektu iSSaukia sunkiai
suprantamos netvarkos ar net visiSkai nesuprantamo ir nepaaiskinamo chaoso ispiidi.
Tik atkaklis, tikslingai organizuoti ir pakankamai kruopstis ir detalis tyrimai leidzia
palaipsniui pastebéti tam tikra tvarka, struktiira, désningumus, organizuotuma,
priezastines priklausomybes, o tai ir priveda, galy gale, prie proceso ar objekto
pakankamo suvokimo ir jo koncepcinio bei matematinio modelio sudarymo. Net ir pats
chaosas, kaip rodo Siuolaikinés chaoso teorijos, tam tikrais atvejais gali atsirasti
désningai ir vesti prie désningumais pasizyminciy struktiiry susidarymo.

Taciau kartu su (pradzioje dar gana miglotu) tam tikros tvarkos, tam tikry
priklausomybiy suvokimu atsiranda ir suvokimas (pradzioje taip pat gana miglotas),
jog reikia nustatyti ne tik désningumus, bet ir jvertinti chaotiSkumo bei tikslumo
laipsnj, jvertinti organizuotumo ir dezorganizacijos lygiy santykj.

Si poreiki patenkinti pavyksta taip pat ne iskart. Tik gerai suvokus objekte ar
procese veikianc¢ius ,,mechanizmus®, nustalius egzistuojancias priklausomybes bei
kitus désningumus, pavyksta giliau ir pilniau suprasti, kaip egzistuojantys
chaotiSkumas ir neapibréztumas bei miisy Ziniy apie objekta nepilnumas atsilieps
sudaryto matematinio modelio tikslumui, jo taikymo srities platumui.

Visa tai leidZia realiai jvertinti sudaryto matematinio modelio taikymo sritj ir
salygas, nedaryti abejotiny iSvady, o taip pat tikslingiau pasirinkti tolesniy objekto ty-
rimy ir jo modelio tobulinimo kryptis ir biidus, suvokiant, kad paprastos determinuotos

* Informaciniais modeliais pladigja prasme vadinsime kokio nors objekto ar proceso modelj, kuris pats ir jo
sudétinés dalys yra informacija, pateikta bet kurioje formoje: simbolingje, grafinéje, verbalinéje (raSytinéje,
garsinéje). Matematiniai modeliai irgi priklauso informaciniy modeliy placigja prasme klasei. Informaciniai
modeliai skiriasi nuo fiziniy modeliy tuo, kad fiziniai modeliai modeliuoja modeliuojamo objekto bei proceso
savybes fiziskai, ir todél objektas ir jo fizinis modelis yra kuria nors prasme fiziskai panaSis, o informaciniai
modeliai modeliuoja objektus ir procesus simboliskai, ir todél gali bati fiziskai visiskai nepanasiis { modeliuojamus
objektus ir procesus. Egzistuoja ir tokie modeliai, kurie turi bei gali turéti ir fiziniy, ir informaciniy modeliy bruozy.
Tokiy modeliy pavyzdziais gali biiti portretai, skulptiiros, hieroglifai. Gali biti, kad hieroglifai buvo ta jungianciaja
grandimi, per kuriag vyko peréjimas nuo fiziniy modeliy prie modeliy, sudaryty i§ simboliy, — informaciniy
modeliy siauraja prasme ir matematiniy modeliy.
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peréjimy ir i§éjimy funkcijos, panaudotos sudarant objekto determinuota ir palyginti
paprasta iSorini matematini modeli, aprasSyta Siame mokymosi priemonés skyriuje,
daznai yra tik gana artutinis objekte egzistuojanciy priklausomybiy aprasymas, dar
nepakankamai atskleidZiantis objekto viduje veikiancius ,,mechanizmus®.

Toks suvokimas stimuliuoja tolesnius objekto tyrimus ir jo modelio (o kartais —
ir paties objekto) iteracinji tobulinima tokiomis kryptimis:

1) objekto vidinés sudéties ir struktiiros nagrin¢jimas, vedantis prie objekto
kaip sistemos supratimo ir jo vidinio modelio sudarymo; jam skiriami 1.5., 1.6., 1.7.,
1.8.,1.9., 1.10. ir 1.12. Sios mokymosi priemonés skyriai;

2) tolesnis objekto iSorinio funkcionavimo ir jo viduje vykstaniy procesu
nagrin¢jimas ir modeliavimas, pasitelkiant natiirinius ir matematinius eksperimentus;
jam skiriami 1.11. ir 1.13. skyriai, o taip pat Sios mokymosi priemonés antrosios dalies
skyriai, apraSantys imitacinio modeliavimo ir matematinio eksperimentavimo bei ju
automatizavimo sistemas Foresterio dinaminiy sistemu (FDS) funkcionavimui skirta
DYNAMO, POWERSIM, BAS, AIMS, GPSS ir kt.;

3) objekte vykstanciy bei objekta veikianciu stochastiniy ir kity nepilnai
apibrézty procesy statistinis nagrinéjimas ir modeliavimas, nagrinéjant ir aprasant ne
tik kiekybinius, bet ir kokybinius (tame tarpe ir loginius) negrieztai apibréztus
santykius, pasitelkiant ekspertus sudétingy bei specifiniy procesy, objektu, ju savybiy
ir santykiy vertinimui, kuriant ir naudojant ekspertines kompiuterizuotas ,,kolektyvinio
proto* sistemas; jam skiriami 1.14. ir 1.16. skyriai, taip pat Sios mokymosi priemoneés
antrosios dalies skyriai, apraSantys sudétingas ir labai sudétingas sistemas.

Kadangi objektai tiriami ne tik smalsumo délei, bet ir praktiniais tikslais,
pavyzdziui, norint juos patobulinti, projektuojant ir kuriant naujas sistemas, tobulinant
jau veikiancias, tai, tiriant objektus, nagrinéjama ir tai, kuria kryptimi reikéty keisti
objekte egzistuojancius santykius, objekto saveikavima su aplinka, objekte vykstancius
procesus ir objekto savybes, kad gautume mums labiau pageidautinus rezultatus.
Sistemy tobulinimo (optimizavimo) bei jy stabilumo ir jautrumo analizés klausimams
skirtas 1.15. skyrius, o sisteminio projektavimo bei to projektavimo automatizavimo
metodams ir priemonéms — daugiau negu trecdalis Sios mokymosi priemonés antrosios
dalies skyriu.

Kai kurie autoriai (zitr., pavyzdziui [34]), kalbédami apie sistemy modelius, i$skiria tris ju
rusis: funkcinius, morfologinius ir ,,informacinius“ modelius.

Funkciniais modeliais jie vadina tokius modelius, kurie apraso sistemos paskirti bei jos
vykdomas funkcijas, o taip pat sistemos funkcionavima, pasireiSkianti kaip sistemos i§¢jimu gavimas i$
jos i¢jimu bei sistemos busenos kitimas. Tokiy funkciniy modeliy sudaryme dominuojantj vaidmeni
vaidina teleologiné metodologija, o terminaliné metodologija Siuo atveju tik patarnauja pirmajai, ja
papildydama.

Morfologiniais modeliais vadinami modeliai, apraSantys sistemos viding sandara, t.Yy.
sistemos viding struktiira bei sistemos daliy saveikavima.

Vaizdziai tariant, morfologiniai modeliai apraso sistemos ,anatomija“, o funkciniai — jos
fiziologija“.

Funkcinio modelio savoka gana artima $ioje mokymosi priemonéje vartojamai iSorinio modelio
savokai, nors ir skiriasi nuo jos ne tik jau minétu savo ,,teleologiSkumo* akcentavimu, bet ir tuo, kad yra
Siek tiek siauresné savo apimtimi, nes neaprépia ty iSoriniy modeliy, kuriuos knygos [34] autoriai
priskiria prie ,informaciniy“. Morfologinio modelio savoka galima laikyti sutampancia su Sioje
mokymosi priemonéje vartojamo vidinio modelio savoka.

Funkcinis ir morfologinis modeliai vienas kita papildo, nes ne visuomet vienas modelis gali
pilnai pakeisti kita. Pavyzdziui, turédami funkcini modelj, mes ne visuomet galime vienareikSmiskai
nustatyti sistemos sandara ir gauti morfologini modeli, nes viena ir ta pacia funkcija galima apraSyti
ekvivalen¢iomis, bet skirtinga struktiira turin¢iomis formulémis, o zinodami morfologini modelj, mes ne
visuomet galime i$ jo ,,iSvesti* sistemos funkcijas bei suprasti, kaip sistema funkcionuoja.

Tais atvejais, kai nepavyksta iSsiaiskinti sistemos morfologijos ar/ir nustatyti sistemos funkciju
bei jos funkcionavimo mechanizmy, knygos [34] autoriai siiilo tenkintis taip vadinamy ,,informaciniy*
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modeliy sudarymu, kurie gaunami ,,juodosios dézés* metodu, nagrinéjant sistemos i¢jimy ir iS¢jimy
srautus ir bandant surasti tuos srautus ridanéius désningumus. Siuo metodu mes jau naudojomés 1.3.
skyriuje, nagrinédami determinuoty baigtiniy automaty funkcionavima.

Kadangi sistemos gana daznai veikiamos didelio skaidiaus nepriklausomy bei mazai
priklausomy poveikiy, tai, taikant ,juodosios dézés* metoda, dazniausiai pavyksta nustatyti iSéjimy
priklausomybg nuo iéjimy bei sistemos biiseny tik statistiSkai t. y. gauti toki sistemos modeli, kuri
ekonominiy sistemy tyrinétojai pavadino ekonometriniu, nors $j metoda galima ir naudinga taikyti
ne tik ekonometrijoje. Ekonometriniai modeliai sudaromi, naudojantis matematinés statistikos
(koreliacinés, regresinés ir dispersinés analizés) metodais, ir nors ne visada galima garantuoti, kad jie
atskleidzia ir vaizduoja sistemoje veikianCius tikruosius priezastinius rysius, taciau jie suteikia gana
daug naudingos informacijos apie sistema ir konkretizuoja hipotetinius analizinius modelius,
pavyzdziui, matematinés ekonomikos modelius, pakeisdami ty modeliu dar neapibréztus koeficientus
bei rodiklius konkreéiais skaiciais, surastais taikant matematinés statistikos metodus. Su ekonometriniais
bei matematinés ekonomikos modeliais ir matematinés statistikos metody taikymais matematiniame
ivairiy procesu modeliavime skaitytojas galés susipazinti 1.14. §ios mokymosi priemonés skyriuje.

Kadangi, nagrinéjant sudétingas sistemas, beveik neimanoma sukurti pakankamai pilnus ir
tikslius funkcinius bei morfologinius modelius, tai ,,informaciniai“ modeliai gali svariai papildyti
pastaruosius, kompensuodami kai kuriuos jy trikumus.

Pripazindami Sitaip apibrézty funkciniy, morfologiniy ir ,,informaciniy* mode-
liy savoky naudinguma norint geriau suvokti modeliy ivairove bei atskiry modeliy
specifika, mes Sioje mokymosi priemongje vis délto nesinaudosime Siomis savokomis
kaip pagrindinémis, o naudosimés jau minétomis iSorinio ir vidinio modelio savokomis.

Taip darysime, visy pirma, tod¢l, kad pats sisteminiu modeliy dalinimas | funk-
cinius, morfologinius ir ,,informacinius“ yra logiSkai Siek tiek ydingas, nes pazeidzia
klasifikavimo pagrindo (poZymio) vienumo taisykle ir todél, nezinant, kokiu biidu
buvo gautas taip vadinamas ,,informacinis*“ modelis, ne visada lengva atskirti ji, pa-
vyzdziui, nuo funkcinio modelio. Be to ,,juodosios dézés* metoda kartais galima tai-
kyti ne tik visai sistemai, bet ir kai kurioms jos dalims, t. y. naudoti ,,informacinio*
modelio sudarymo technologija morfologinio modelio sudarymui. Na, ir pats pavadi-
nimas ,,informacinis“ modelis $iuo atveju néra pakankamai vykes, nes nei funkciniy,
nei morfologiniy modeliy neijmanoma sudaryti, nesinaudojant informacija, o ir patys
visi tie modeliai, naudojantis miisy jau seniau priimtu modeliy skirstymu { fizinius ir
informacinius, pagristai gal biiti priskirti prie informaciniy modeliy placiaja prasme.

Yra ir antroji priezastis, kodél buvo pasirinktas modeliy skirstymas { iSorinius ir
vidinius: iSoriniy ir vidiniy modeliy savokos, biidamos gana artimos funkcinio ir
morfologinio modeliy savokoms, padengia jas ir tuo paciu metu taip pat padengia ir
tuos modelius, kuriuos knygos [34] autoriai vadino ,,informaciniais®, kadangi
pastaruosius visuomet galima skirstyti { iSorinius ir vidinius priklausomai nuo to, apie
kokius procesus — iSorinius ar vidinius — buvo renkama informacija ,,informacinio*
modelio sudarymui, kokios statistinés priklausomybés buvo nagrinéjamos. Zinoma
»informaciniai“ modeliai Siuo atzvilgiu kartais gali biiti ir misriis — dalinai iSoriniai,
dalinai — vidiniai. Taciau juk, kaip jau buvo minéta, ir vidini modelj kartais tenka
naudoti ir vidinio, ir iSorinio modelio vaidmenyje.

Po Sios teorinés apzvalgos pereisime prie objekty iSoriniy matematiniy modeliy
sudarymo pavyzdziy. Tai padés mums ne tik geriau suvokti objekto iSorinio
matematinio modelio esmg, bet ir iSmokti tokius modelius sudarinéti bei juos taikyti.

1.4.1. Dvejetainis vienaskiltis sumatorius (DVS) (Ziar. 6 pav.)
ir jo iSorinis matematinis modelis

1. DVS kalendorius — diskretus ir gali biiti kaip sinchroninis, taip ir asinchroninis.

2. DVS iéjimy erdvé X — trimaté ir kiekviena i§ koordinaciy X;, X,, ir X3 turi diskre¢ius kitimo
diapazonus, kuriy kiekvienas susideda i§ dviejy tasky, atitinkanc¢iy dvejetainius skaitmenis 0 ir 1. Tokiu
btdu erdvé X susideda i 8 tasky, kuriy koordinaciy reik§més (0,0,0), (0,0,1), (0,1,0), (0,1,1), (1,0,0),
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(1,0,1), (1,1,0), (1,1,1) yra nurodytos 1-osios lentelés eilutése. DVS reali {¢jimu erdvé X sutampa su
potencialia {&jimy erdve X.

3. DVS i8¢jimy erdvé Y — dvimaté, diskreti, susidedanti i§ 4 tasky, kuriems atitinka i§éjimo
koordinaciy y, ir y; reikSmeés (0,0), (0,1), (1,0), (1,1). Erdvé Y sutampa su Y.

4. DVS iSeiga vienareikSmiskai priklauso nuo jo jeigos, todél néra prasmeés nagrinéti klausimo
apie DVS biiseny erdveg. Galima sakyti, kad kombinaciné loginé sistema, pavaizduota 6, 8 ir 9 pav. bei
aprasyta 1-oje lenteléje, visa laika yra vienoje ir toje pacioje nekintancioje blisenoje, t. y. kad jos biiseny
erdvé yra ,,iSsigimusi ir susideda tik i§ vieno tasko.

5. Kadangi DVS biisena nekinta, tai néra prasmés kalbéti ir apie peréjimy funkcija. Galima
sakyti, kad $iuo atveju peréjimy funkcija ,,i$sigimusi® i trivialia lygybe z(l):z(2):...:z(t):z*:const.,
t. y. z(t+At)=z(t)=const.

6. DVS is¢jimy funkcijos miisy jau buvo gautos disjunktyvinéje normalingje formoje (zidir. 1.3.
skyriu):

Y1 =X1X5X3 VX [X5X3 VX[X5X3 V X|X5X3,

Yo = X1XX3 VX1X5X3 VX (X0X3 V X(XX3.

Naudojantis jomis ir buvo sudarytos kombinacinés loginés schemos, realizuojancios Sias
funkcijas (zidir. 8 ir 9 pav.). Jos vaizduoja viding DVS struktiirg ir yra sudedamosios DVS vidinio
modelio dalys. I$ vienaskil¢iy DVS sudaromas lygiagretaus veikimo n-skiltis dvejetainis sumatorius.
Jo vidiné struktiira vienaskil¢iy DVS lygyje pavaizduota 7 pav.

Prie vienaskil¢io DVS schemos ir jos minimizavimo mes dar griSime $ios mokymosi priemonés
1.16.1.4.12. skyrelyje, nagrinédami Bulio algebros funkcijy absoliutaus minimizavimo metoda, o apie
lygiagretaus veikimo n-skil¢io dvejetainio sumatoriaus vidinj modelj bus rasoma 1.10.4. skyrelyje.

1.4.2. Nuoseklaus veikimo dvejetainis sumatorius
ir jo iSorinis matematinis modelis

Lygiagretaus veikimo n-skilti dvejetaini sumatoriy, kai mums néra biitinas labai didelis
skai¢iavimy greitis, o labai svarbu turéti kuo mazesnius jrenginio gabaritus bei svorj, galima pakeisti
nuoseklaus veikimo dvejetainiu sumatoriumi (NVDS), turin¢iu diskrety kalendoriy, du iéjimus ir viena
i8¢jima (Zitir. 19 pav.).

Pirmasis démuo

kd suma

(nuosekliai jvedami skaitmenys) NVDS —_—

(nuosekliai iSvedami skaitmenys)

Antrasis démuo

19 pav.

Sis sumatorius vadinamas dvejetainiu todél, kad operuoja su skaiciais, isreikStais (uZrasytais)
dvejetaingje sistemoje, o ,,nuoseklaus veikimo* todél, kad dvejetainiai démenys j ji jvedami ir ju
suma yra iSvedama nuosekliai: Zenklas po Zenklo, kiekviename takte jvedant tik po viena
kiekvieno démens dvejetainj Zenkla, pradedant nuo dvejetainiy skai¢iy vienetuky skilties, juos
sudedant tarpusavy bei su tuo, kas yra tuo metu sumatoriaus atmintyje, ir gauto rezultato ,,vienetuko*
reikSme (ji gali bati 1 ir 0) iSvedant kaip eilini sumos y skaitmenj, o ,,deSimtuko® (t. y. ,,dvejetuko®)
reikSme, kuri taip pat gali biiti ,,0° arba ,,1%, ,,isimenant® iki kito takto kaip NVDS biisena z.

NVDS skiriasi nuo 1.4.1. skyrelyje ka tik iSnagrinéto DVS tuo, kad jis turi kintancia biisena z,
galin&ia turéti dvi reik§mes: 0 ir 1. Si biisena — tai tam tikros schemos, vadinamos trigeriu, biisena. Si

bisena z momentu t+1 nuoseklaus veikimo sumatoriuje (NVDS) atlieka

14. lentele ta pati vaidmeni kaip ir i$¢jimas y, anksCiau nagrinétajame DVS;. Tai

2(0) [ x,(8) [ xa(t) [ y(0) [ z(t+ 1) aiskiai matyti, palyginus NVDS visy galimy i{&jimy, i$¢jimuy ir peréjimy

0 0 0 0 0 lentelg (zitr. 14. lentelg) su 1-ja lentele, aprasancia DVS; visus galimus

1&jimus ir i$¢jimus.

IS tos lentelés gauname NVDS iséjimo funkcija:

Y(O=2(0)X,; (D5 (1) v Z(O)x, ()X () v 2()X, ()X, (1) v 2(D)x, (D)X, (1),

o taip pat ir peréjimo funkcija: z(t+1)=z(t)x, (t)x, (t) v z(t)x; (t)x, (t) v

vZ(D)x; (X, () v 2(H)X; (DX, (1) = X1 (X, () v 2()X, (D) v 2(t)x ().

Pavyzdziui, ived¢ i NVDS démenis — dvejetainius skaicius

o Bl Bl B K=J =) k=)
ol el K=1 k=] Ll el K]
el £=J e E=J i =)
ol £=2 E=J il E=J L
ol Bl Bl =1 e k=) k=]

x;=10011 ir x,=01011, reiSkianc¢ius 19 ir 11 deSimtainéje sistemoje,
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gauname suma y=11110, reiskiancia 30 deSimtainéje sistemoje.

Pirmajame NVDS veikimo takte, kai sumatoriaus biisena prie§ prasidedant dvieju skaiciu
sudéties operacijai, dar buvo pradiné, t.y. z(t;)=z(0)=0, x,(t;)=1 ir X,(t;)=1, gauname, jog y(t;)=0, o
Z(tl"" 1 ):Z(tz)zl .

Antrajame takte, turédami z(t;)=0, x;(ty)=1 ir x,(t,)=1, gauname y(t,)=1, o z(t,+1)=z(t;)=1.

Treéiajame takte, turédami z(t;)=1, x;(t;)=0 ir X,(t3)=0, gauname y(t;)=1 ir z(ty+1)=z(t4)=0.

Ketvirtajame takte, turédami z(t4)=0, x;(t;)=0 ir X,(t4)=1, gauname y(t4)=1 ir z(t;+1)=z(ts)=0.

Penktajame takte, turédami z(ts)=0, x,(ts)=1 ir x,(ts)=0, gauname y(ts)=1 ir z(ts+1)=z(ts)=0.

Vienas po kito gaunami sumos skaitmenys y(t;), y(t»), y(ts), y(ts), y(ts) sudaro dvejetainj
skaiciu y(ts)y(ts)y(t:)y(t2)y(t;)=11110 — dvieju dvejetainiy démeny 10011 ir 01011 suma.

Lygindami NVDS veikima su LVDS, pavaizduoto 7 pav. ir apraSyto 1.3. skyriuje, veikimu bei
schema, galime pastebéti, kad LVDS veikia grei¢iau, beveik iSkart sudédamas visus dvieju n-zenkliy
dvejetainiy skaiciu skaitmenis, kai tokiy skai¢iuy sudéjimui NVDS prireikty n takty. Ta¢iau NVDS
galima gauti i§ vieno DVS, sujungus ji su trigeriu, o n-skil¢io LVDS pagaminimui reikia n dvejetainiu
vienaskil¢iy sumatoriu. Todél kompiuteriuose, kuriuose yra svarbu turéti kuo didesni operaciju atlikimo
greiti, tikslinga naudoti LVDS, o kalkuliatoriuose, kuriems yra svarbu jy gabaritai ir kaina — NVDS.

NVDS vidinio modelio sudaryma ir jo funkcionavima nagrinésime 1.10. ir 1.11. skyriuose
(zitr. 1.10.9. uzduoti ir 1.11.3. skyreli).

1.4.3. Diferencijavimo grandelé (Zidar. 17 pav.)
ir jos iSorinis matematinis modelis

1. Objekto kalendorius T — tolydus. Ji sudaro bet kuri laiko atkarpa, atitinkanti miisy stebéjimu
ir eksperimenty su grandele trukmg arba grandelés veikimo kokiame nors prietaise trukmg.

2. [&jimy erdvé X — vienmaté, t.y. turi tik viena koordinate x, atitinkancia koki nors esmini
elektrinio signalo x(t), parametra, pavyzdZiui, jo itampa uj;(t). Koordinatés x kitimo diapazonas X —
atkarpa [0, Uy], kur Uy — maksimali itampa, kuriag galima sudaryti tarp grandelés i¢jimo kontakty,
nerizikuojant, kad kondensatorius C bus pramustas ir rezistorius R bus sudegintas. Tos itampos dydi
galime rasti uzraSyta ant kondensatoriaus korpuso (arba jo techniniame pase), o taip pat apskaiciuoti,
zinant rezistoriaus varza R ir jo galinguma N, pasirenkant maziausia i§ leistiny kondensatoriui ir varzai
itampos dydziy.

3. IS¢jimy erdvé Y — taip pat vienmaté, ir jos koordinaté y gali biiti i§¢jimo itampa ujg;(t).
Koordinatés y kitimo diapazonas teoriSkai gali biti toks pat, kaip ir koordinatés x, ir priklauso nuo
santykio tarp varzos R ir tos varzos, kuria grandelé ,,apkrauna®, t.y. nuo to objekto, kurio i¢jimas
sutampa su grandelés i§éjimu, {&jimo varzos. Jei pazymétume ta varza R., tai koordinatés y kitimo

diapazonas bty atkarpa {O, Uy R } .
R+R,

4. Diferencijavimo grandelés veikima galima apraSyti pirmos eilés diferencialine lygtimi, todél
grandelés buseny erdvé Z — vienmaté. Koordinatés z reikSme gali buiti, pavyzdziui, kondensatoriaus
da(t) _ due(

dt
grandeléje. Jei pasirinktume z=u,, tai biisenos koordinatés z kitimo diapazonas, kuris ir sudarys Siuo
atveju visa buseny erdve Z, bus atkarpa [0, Uy], t. y. priklausys nuo ieigos x maksimalaus dydzio.

5. Jei, kaip jau buvo minéta, diferencijavimo grandelés biisenos koordinate z pasirinktume
itampa u,, tai peré¢jimy funkcija, aprasanti biisenos kitimo procesa, galéty buti iSreiksta diferencialine

itampa u, arba kondensatoriuje sukauptas kriivis g=Cu,, o taip pat srovés stipris i =

lygtimi %——X_Z aunama i$ lygybiu:
yg i RC > 8 ygyo:
1) Z=llc=%, 2) y=ug=iR, 3) i:% ir 4) x=u=uctug, iSplaukian¢iy i8: 1) kondensatoriaus
t

elektrinés talpos c=4 apibrézimo, 2) Omo désnio IZE , 3) grandziy lygiagretaus jungimo savybés,
u
pasireiskiancios lygiagreciai sujungty grandziy elektrinés jtampos u vienodumu, dél ko y=ug, 4) elektros
o d . . C
srovés stiprio i apibrézimo 1:d—?, 5) Kirchhofo nustatyto elektros grandiniy antrojo désnio, teigiancio,

jog nuosekliai jungiant grandines, ju j{tampos susideda, dél ko Uj;;=Uctur.
dz() _du () 1dg(t) 1ug(® y(H) x()-20)
dt dt cC d& C R RC RC

Gauname:
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IS Sios diferencialinés lygties galima gauti grandelés biisenos z kitimo désni — fazinés
trajektorijos lygti. Pavyzdziui, jei x(t)=a=const. ir z(0)=0, tai gausime, kad %:aR__CZ’ i§ kur
z(t) t t

dz dt RC C e L .
—=—J —, t.y. kad z(t)=a|l-e . Tai reiskia, kad nagrinéjamu atveju jtampa u,
Z(O)z—a 0RC

t

eksponentiskai augs nuo z(0)=0 iki lim z(t) = lim a{l —e RC j =a, t. y. vyks kondensatoriaus pakrovimo
t—o0 t—oo

procesas.

, gausime, kad
dt RC RC

Bendruoju atveju, i$sprendg tiesing diferencialing lygti

t t t t
z(t)=z(0)e RC +Ee RC | x(t)eRCdt. Rekomenduociau skaitytojui iSsivesti §ig formule, t. y. i8spresti
0

tiesing diferencialing lygti (zitir. 1.4.5. uzduoti). Jei iSsivesdami $ig formulg susidursite su sunkumais, tai
perskaitykite Sios mokymosi priemonés 1.11.1.1. skyrelj.

6. IS¢jimy funkcija gaunama i§ lygybés X=uj=UcTUR, i§ kur iSplaukia y(t)=x(t)-z(t).

Zinodami grandelés jeiga x(t) ir jos blisena z(t), mes galime kiekvienam momentui t
apskaiCiuoti grandelés iSeiga y(t).

t t
PavyzdZziui, jei x(t)=a ir z(0)=0, tai y(t):a—a{l—e RCJ: ae RC . Tai rodo, kad grandelés

t
i§éjimo jtampa eksponencialiai mazés nuo y(0)=a iki lim y(t)=limae RC =0.
t—o0 t—o0
Bendruoju atveju grandelés iSeigos priklausomybé nuo jeigos x(t), pradinés biisenos z(0) ir
t t ot t
. . e 1 == =
laiko t bus tokia: y(t)=x(t)-z(t)=x(t)- z(0)e RC —R—Ce RC | x(t)eRCdt.
0
Nesunku suprasti, kodél 17 pav. pavaizduota schema turi diferencijavimo grandelés

z(t) —x(t)

RC vietoj z(t) i§ iSéjimo funkcijos iSplaukiancia

pavadinima. [state i diferencialing lygti % =
iSraiska z(t)=x(t)-y(t), gauname, jog y(t):% x(t)-y(1)), t. y., jog iSeiga y(t) yra lygi skirtumo x(t)—y(t)

tarp ieigos ir iSeigos iSvestinei @ x(t)—y(t)).

Pavyzdziui, jei x(t)= ir z(0)=0, tai gauname tokius x(t), z(t) ir y(t) kitimo
a=const, t > +0

grafikus, kaip parodyta 20 pav.

X AN

Uigj

.

y4 Uc Z(t)
_“/F __________

a

’ {

Yy U
S N

b [0 t

20 pav.
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Kintant jeigai x(t) ,Suoliukais“, gausime blisenos z(t) ir iSeigos y(t) kitimo grafikus,
pavaizduotus 21 pav. ir atitinkan¢ius kondensatoriaus pasikrovimo ir iSsikrovimo procesus bei rySium su
tuo atsirandancios elektros sroveés stiprio ir elektrinés jtampos ugr=1R=y(t) kitima.

Taigi, kintant {&jimui x(t) ,,Suoliukais®, i$¢jime y(t)=Ri(t) gauname teigiamus ir neigiamus
LHimpulsus®. Tai apytikriai atitinka jeigos proceso fizinj ,,diferencijavima®, o tiksliau — jeigos, veikiamos

neigiamojo griztamojo rysio, diferencijavima, aprasoma formule jog y(t):% (x()-y(t)).

X A

Uigj

21 pav.

Prie diferencijavimo grandelés ir jos funkcionavimo nagrinéjimo mes $ioje mokymosi
priemonéje griSime dar ne vieng karta (zitr. 1.10.5., 1.11.1.1., 1.11.8., 1.11.11., 1.11.12. skyrelius).

1.4.4. Paprastos hidrodinaminés sistemos iSorinis
matematinis modelis

18 pav. pavaizduotas indas su vandeniu, iStekanciu pro indo dugne padaryta anga. Norédami
sudaryti vykstan¢io proceso matematini modelj, priimsime, kad §io proceso iSeiga y yra iStekancio
vandens greitis v, o jo ieiga x — dangcio, turin¢io mas¢ m;, spaudimo i vandens pavirsiy jéga F=m;g,
proceso biisena — vandens stulpo aukstis h inde, kintantis nuo h(0)=H, iki h(T)=0.

1. Proceso kalendorius — tolydi atkarpa [0,T], kur T yra vandens pilno iStekéjimo i§ indo
momentas, priklausantis nuo pradinés biisenos Hj ir ieigos x=m;g.

2. Proceso jeigos erdvé X — vienmaté ir jos koordinaté x=m;g — pastovus dydis.”

(3: }’roceso iSeigos erdvé Y — taip pat vienmaté ir jos koordinaté y kinta tolydziai atkarpoje
v,

4. Buseny erdvé Z — taip pat vienmaté ir jos koordinaté tolydziai kinta atkarpoje [Hy, 0].

5. Per¢jimo ir iS¢jimo funkcijas gausime, pasinaudoj¢ energijos tvermés ir vandens
nesuspaudziamumo (jo tirio tvermeés) désniais.

Tarkim, kad kazkuriuo momentu t vandens stulpo aukstis inde yra h(t)=h. Paimsime tokj maza
laiko tarpa At, kad jo metu iStekancio vandens greitis v nesuspéty reikSmingai pasikeisti, ir rasime
vidutini vandens iStekéjimo greiti intervale [t,t+At], kuri pazymésime Vv =V(t,t+ At). Tuomet i$

[V(max)

>

vandens tiirio tvermés désnio (nagrinéjamomis salygomis viso vandens tiiris vandens iStekéjimo metu
praktiskai nekinta ir kiek vandens iSteka i§ indo, ant tiek jo sumazéja paciame inde) gausime lygybe

* Galima jrodyti, jog ir tuo atveju, kai ié&jimas x néra pastovus dydis, o yra laiko funkcija x(t),

hidrodinaminés sistemos matematinis modelis formaliai iSlieka toks pat, t. y. y(t) = _[2gz(t) +—x(t) ;
ps
dz(t) " 2 .. . . . e e . o
4 =—— [2gz(t)+—x(t) . Taciau tokiu atveju rasti bendraji diferencialinés lygties sprendinj ir
s ps

gauti fazing trajektorija z(t) analiziniu biidu jau nebepavyksta. Tenka naudotis artutiniais skaiiavimo
matematikos metodais.

189



(— S- Ah) =c"-V-At, &ia ¢ -V-At — istekéjusio per laika At vandens tiiris, o' — iStekanGios Giurksles
skerspjuivio plotas, kuris gali buti Siek tiek mazesnis uz ¢ ir yra lygus c-€, o € — konstanta, vadinama
Ciurkslés suspaudimo koeficientu (zitir. $ios mokymosi priemonés 1.13.3. skyreli), Ah — vandens stulpo
aukscio ,,prieauglis” (Ah<0). IS Sios lygybés iSplaukia vandens stulpo aukscio kitimo greicio formulé
dh .. Ah A7 Tov(t
=lim —= hm(—cy V):—G v
dt A0 At At—0 S S
iStekéjimo greitis taske t (t. y. momentu t).
IS energijos tvermés désnio, atsizvelgdami { prielaida, jog trinties néra ir kad vandens stulpo
inde pradiné kinetiné energija lygi 0, gausime energijos tvermés lygti (-m;g-Ah)+

, kurioje v(t) = lim v(t,t+At) — momentinis vandens
At—0

+W1(p) —Wz(p) =w kurioje (—m;g-Ah)=m,g|Ah| — tai darbas A, nuveiktas dangcio potencialinés
energijos sumazg¢jimo saskaita, dangciui nusileidziant nuo auk$cio h iki auks$€io h+Ah=h—|Ah]|,

2
Wl(p) =% — potencialiné vandens masés pSh energija momentu t, W(p) M
Sth —|{Ah *— 2
= M — potencialiné vandens masés pS(h+Ah) energija momentu t+At, w k) :w:
_ pSjAhjv?

— iStekéjusio per laikotarpi At vandens, turingio tanki p ir mase¢ pc” VAt = pS|Ah| , kinetiné

energija.
Supaprasting energijos tvermeés lygties abi puses i§ |[Ahj20 ir pereidami prie ribos Ah—0,

gausime formul¢ m,g+pgSh :EpSV2 momentui t. I§ tos formulés iSplaukia, jog iStekanCio vandens

greitis v(t) momentu t, kai vandens lygis inde yra h(t), yra lygus v(t) = ,2gh(t) +2g_r;11 .
p
Tai reiskia, kad y(t)= ,|2gz(t) +ix yra i$éjimo funkcija ir 4z =2 2gz7(t) +lx -
pS dt S pS

peréjimo funkcijos diferencialiné iSraiska.
Jei dangcio nebuty, tai m;=0, i§ kur x=m;-g=0. Tuomet gautume tokias i$¢jimo ir peréjimo

dz(t *
funkcijas: y(t)=4/2gz(t) ir z(t ) :—% 2g7(t) .

ISsprendg diferencialing lygti —— (£40] -z 2gz(t) , t. y. lygti :——1/ gdt, rastume,

dt S ,/
* 2 * l * 2
kad z(t):%(G—J £2 - %W/Zgz(O) +2(0) :[z2 -2t 2¢ ] , kur z(0)=H,,

S 28

Kadangi viso vandens iStekéjimo i§ indo momentu t=T biisena z(t) taps z(T)=0, tai

f 2H
T i* 22—(0) :i* =0 Todél nagrinéjamo objekto kalendorius Siuo atveju (kai m;=0) bus
g

*

2H
tolydziai kintancio laiko atkarpa {O, S —O}.

Galima konkretizuoti ir i§éjimo erdve Y. Kadangi tuo atveju, kai m;=0, gauname, jog
Vimax=+/28H,, , tai erdvé Y yra atkarpa [,IZgHO ,0], kurioje koordinaté y kinta tolygiai pagal désni:

* * 2 * 2
v(H)=+2gz(t) = |2g- HO—% 2gHO+%(%t] - 2g-[,/H0—%t\/%] -

- ey -5 B - oy -
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Tai reiskia, kad iStekancio vandens greitis tolydZiai ir tiesiSkai maZéja nuo vpy.=+/2gH, iki 0

*
. - . P o
su pastoviu pagreiciu, kurio absoliuti reik§mé lygi Tg =const.

Dabar panagrinésime atveji, kai vandens pavirsiu slegia dangtis, turintis pastovia mas¢ m.
Kai dangcio masé m;>0, tai x=m;g=F=const>0. Tuomet, spresdami diferencialing lygti

2
d t * * %
=y __o° 2e7(t)+ 2% | gautume fazing trajektorija 7(t)=2(0)— 2 |27(0)+ 2X +é0—1t2:
dt S pS S pS 28?7
2

2gH, +E LB ] 2 , t. y. parabolés lygtj (Zidr. Sios mokymosi priemonés 1.11.1.2.

skyrelj ir jo iliustracijas).

I§ i8¢jimo funkcijos y(t)= ,Zgz(t) + 2— gautume i$¢jimo trajektorijos lygti.
"t
y(t)= J2g2(0) +2—X 2= gc ; ,2 2z(0) + J—L /2gZ(O) + -—= t t. y. tiesés lygti.

Vandens 1stekejlmo laikg t1:T gautume, spresdami lygti Z(T):O, i$ kurios iSplaukia, jog t;=T=

S f 2x 2x
_|:g 2gZ(O)+E _\/%:| .

Vandens iStekéjimo greitis y(T) momentu t,=T jau nebiity lygus 0, kaip atveju, kai m;=0, nes

2x
y(T)—\/p—:>0.

Maksimalus vandens iStekéjimo greitis y(0)=, |2gH, +—); biity proceso pradzioje, kai t=0.
p

Objekto faziné trajektorija z(t) — parabolé, kurios vir§iné taske t;= S* 2gH, +—)S(,
gc p

2m,g B

m; . . . L S
Z(ts):——sl‘. Si parabolé kerta laiko asj z=0 dviejuose taSkuose: t1=T=—*{ 2gH, +
p g0

2 2 2
Mg | tz:i* \/ZgHO L g +\/E . Fiziskai realizuojama bus tik ta tos parabolés
pS gc pS pS

atkarpa, kuri prasideda nuo tasko t=0, z(0)=H, ir baigiasi tasku t=t,=T=—— S { 2gH, + 2lslg -
gc p

2 .
- —még}, z(T)=0. Sioje atkarpoje vandens lygio aukstis h(t)=z(t) tolydZiai mazés vis mazéjanciu

p

2 v)
* 2 * 2 *
greiciu dz_(t) S 2gH, + mg + ggc—Lt su pastoviu pagreiciu d Z(t) = gic—L , 0 vandens
dt S pS Sz dt2 SZ

dy(t) _dv(t) _go”
dt s

dt

2 i 2
dydzio v"™=y(0)= / 2gH, + mslg iki minimalaus v™"V= %, kuris bus pasiektas momentu
p p

t=t,=T, kai vandens stulpo aukstis taps z(t)=z(t,)=0.

Hidrodinaminés sistemos fazinés ir i§éjimo trajektorijy gavimas bei ty trajektoriju grafikai bus
nagrinéjami 1.11.1.2. skyrelyje, o toje sistemoje vykstanCio proceso nagrinéjimui skiriama net kelios
desimtys puslapiy 1.13.3. skyrelyje.

nuo maksimalaus

iStekéjimo greitis v(t)=y(t) mazés tolydziai su pastoviu pagreiciu
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1.4.5. Medziagy sandélis jmonéje (Zidar. uzduotj 1.3.8.)
ir jo iSorinis matematinis modelis

1. Sandélio kalendorius — diskretus, susidedantis i§ ménesio pary, numeruojamy eilés tvarka: 1,
2,3,...,t=1,t, t+1, ..., Ty, kur Ty — paskutinés k-jo ménesio darbo dienos numeris.

2. l&jimo vektoriaus struktiira — hierarchiné:

X =(X, X5, X3),

-l

1:(X1,17 X1,2a ceey Xl,ia ceey X],n)y

Xy :(XZ,I,la X2,1,25 +vvs X2,1,js +oos X2, 1,ms X2,2,15 ++v5 X2ijs +oes X2,n,m)a

723:(X3,k,1,1, X3k,1,25 ++vs X3k 1js ++es X3k, 1,ms oos X3 Kijs oos X3,k,n,m)-

Cia (kaip jau buvo minéta uzduotyje 1.3.8.): i — medziagos kodas, n — jvairiy medziagy rasiy
skaiCius, j — cecho numeris, t — paros numeris, X;;(t) — medziagos i, pristatytos { sandéli per para t,
kiekis, x,;;(t) — medziagos i, uZpraSytos cecho j parai t, kiekis, x3;;(t) — medZiagos i limitas cechui j
ménesiui k.

Vektorius X, atitinka medziaging sandélio jeiga ir turi n koordinaciy, vektoriai X, ir X;
atitinka informacing sandélio ieiga ir turi po nxm koordinaciu. Tokiu biidu sandélio iéjimy erdvé turi
n+2nxm=n(2m+1) koordinaciy. Kiekvienos koordinatés kitimo ribos (nuo 0 iki maksimalios atitinkamos
koordinatés reikSmés) yra gaunamos atsizvelgiant | medziagy pristatymo, transportavimo ir
panaudojimo normas. Kadangi didelis jmonés cechy skaicius m gali siekti kelias deSimtis, o jmonéje
naudojamy medziagy raSiy bei markiy skaifius gali bliti matuojamas Simtais ir net tiikstanciais, tai
sandélio i¢jimy erdvé — daugiamaté ir gana sudétinga. Todél neatsitiktinai didelése jmonése gali biti ne
po viena medziagy sandéli, o po keleta, kiekvienas i§ kuriu skirtas tam tikry medziagy ar tam tikry
cechy grupei. Tai Zymiai supaprastina sandéliy darba.

3. Sandélio iSeiga galima aprasyti vektoriumi y(t) =(yii(t), yi2(t), ..., ¥ij(t), ..., Yam(t)), kur
yij(t) — medziagos i, iSduotos i§ sandélio cechui j per para t, kiekis. Todél miisy nagrinéjimo sandélio
i$¢jimy erdvé turi nxm koordinaciu.

4. Sandélio buisenos vektoriaus z struktuira taip pat sudétinga ir hierarchiné:

2 = (21722723)5

2l(t) :(Zl,l(t)aZ1,2(t)s--'aZl,i(t)a--'szl,n(t)) s

25 (1) =(2511(0), 2512 (0)s0005 25 1 j(0500- 25 1 3 (1), 255 1 (1) Z5 5 (1), 25 5 1 (1),

Z2,3,1 (t)s (X3} ZZ,i,j (t): e ZZ,n,m (t))a

23 (t) = (23,1(,1,1 (t), Z3,k,1,2 (t), ey Z3,k,1,j PREEE) ZS,k,l,m (t), Z3,k,2,1 (t), Z3,k,2,2 (t), oo Z3,k,2,j(t)’ cees

ZS,k,Z,m (t), Z3,k,3,1 (t), Z3,k,3,2 (t), ey Z3,k,3,j(t)’ ey Z3,k,3,m (t), e Z3,k,i,j(t)’ ey Z3,k,n,m (t)
Cia z,;(t) — medziagos i kiekis (likutis) sandélyje paros t-1 pabaigoje arba paros t pradzioje, Zii(t) —
medziagos i, iSduotos cechui j nuo ménesio pradzios iki paros (t — 1) pabaigos (t. y. iki paros t pradzios),
kiekis, z3;i(t) — medziagos i1 iSdavimo cechui j limitas ménesiui k. Vektorius z; atitinka medZiaging
sandélio biuseng, o vektoriai z, ir z; — sukaupta sandélyje (uzfiksuota ,sandélio atmintyje®,
pavyzdziui, specialiame Zurnale) informacija. Kadangi sandélyje gali biiti saugoma informacija ne tik
apie limitus einamajam (k) ménesiui, bet ir pragjusiam (k—1) arba ateinanciam (k+1), tai sandélio
busenos erdvé Z gali turéti n+tnxm+nxmx3=n(4m+1) koordinaciy, nors paprastai tai erdvei uztenka
ntnxm+nxm=n(2m+1) koordinaciy. Tuomet saugomi tik einamojo ménesio limitai ir vektorius
73(t) = (237, (1), 2312 (1),...,Z3 4 1 (1)) turi tik nxm koordinaciy.

5. Sandélio iSeigos funkcija y(t) =@(X(t),z(t)) — vektoriné. Jos koordinates sudaro mxn
skaliarinés funkeijos y;(t)= @;;(X(t), Z(t)) , turin¢ios vienoda struktiira:

m
min [Xz,i,j(tl z3),i(H) - Zz,i,j(t)], jei)" min [Xz,i,j(t); 23i,i(t) - Zz,i,j(t)]ﬁ zy;(1);
=

Yij(O =1z, infxo: (hzay (=20 :
1,] Zl,l(t) X mln[x2,1,](t)7 Z3,k,1,](t) ZZ,l,J (t)] , Jeli min[xz,i’j(t)

- _ 23,5~ Zz,i,j(t)] 2 7;(t).
> min [Xz,i,j(t); 23t — Zz,i,j(t)] =
=1
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6. Sandélio peréjimy funkcija z(t+1)=wy(z(t),X(t)) — taip pat vektoriné. Jos struktiira
hierarchiné, atitinkanti vektoriaus z=(z,,z,,z5) struktira. Vektoring funkcija W sudaro n(2m+1)
triju tipu (a,b,c) skaliarinés funkcijos:

a) z; (t+ l)zzl,i (t)+ X4 (t) - ZYi,j (t):ZI,i(t)"'Xl,i(t)_
=y

m
min[xz,i,j (t)223,k,i,j —Zy;; (t)], jeiz min[xz,i,j (t)§z3,k,i,j ~Zy;; (t)] Sz (t)
P

_ (t 1 ct) L= Lt m
Z 21,151 ) x mln[Xz,l,J( ) Z3 ki ZZ,I,J( )]’ jeiz min[xz,i,j (t)’z3,k’i,j ~75,, (t)]z 7 (t)
zmin[xz,i,j (t);z3,k,i,j —Zy;; (t)] =

=1

b) 2, ; (t+ 1):Z2,i,j(t)+ Yij (t)=
m

min[x 20 i(thZ3 ki~ 724 (t)l jei), miﬂ[X 2ii(hZ3 ki~ 72 (t)] <zy,(t)
=

=25 (t)+1 21 (t)x min[x 2] (t) Z3 ki ~Z2,ij (t)]

m
. Jeiy, min[x 2,i,] (t) Z3k,0j 22 (t)] >71;(t).

m H,
> minfx o (0h 23§~ 22,5(0) =
il

Z3,k,i,j(t)7 _]el t<Tk,

. , kur T, — darbo dieny skai¢ius k—jame
X3,k+l,i,j(t+1)’ je1 t:Tk

C) Z3,k,i,j (t + l) = {
ménesyje; i=1,_n; j=1,_m .

Sudarant medziagy sandélio iSorinj matematini modelj, kai nagrinéjamas laiko tarpas — vienas
duotasis ménuo, ménesio indeksa (numerj) k Zyméjimuose galima neraSyti ir tuomet vietoj z3,;; galima
raSyti z3;(t). Sis Zyméjimas reikStu medziagos i limita cechui j tam ménesiui, kuriam priklauso para t.
Tuomet vietoj Zyméjimuy Xz ;; bei X3;;(t+1) galima naudoti Zyméjimus X3 ;(t) bei x3;(t+1).

Paras t galima biity numeruoti ne tik vieno ménesio, bet ir visy mety ribose (t. y. nuo 1 iki 365
ar 366), ivedant papildomas konstantas: T;=31, T,=28 (ar 29), Ts=31, T,=30, Ts=31, T¢=30, T;=31,
T8:31, T9:30, T10:3 1, T11:30, T12:3 1 .

Galima biity numeruoti ne visas kalendorines, o tik darbo dienas t. Tuomet pasikeisty ir
konstanty Ty dydziai. Jie turéty buti lygiis darbo dieny skaiciui duotajame ménesyje k.

Ivedus  tokius  pakeitimus, vietoj auk$fiau  pavaizduoto  peréjimo  funkcijos
Z3 1 j(tF D=5 4. j(i(t),i(t)) modelio galima biity naudotis paprastesniu ir universalesniu modeliu

- - Z3ij(t)’ kai Tk—l <t<Tk,
Z3i(tHD)=wy 5 (Z(1), X())=3
st D=5, (0, X(0) {m (t+D kai t=T,.

Esant ne vienam, o keliems tiekéjams (t. y. kai tiekéjy skaicius g>1), tekty iSplésti vektoriy
X, = (XLI,..., xlyi,...,xl,n), pakei¢iant ji vektoriumi X; = (X1, X155 X500 X1 q > KUr 8 — tiekéjo
identifikatorius (numeris), galintis keistis nuo 1 iki skaiCiaus q, zymincio visu tiekéju, aptarnaujanciy
sandélj, skaiciy.

Vedant apskaita, kiek kuris tiekéjas pristaté kokios medziagos nuo ménesio pradzios iki paros t
pradzios, tekty iSplésti ir  vektoriy z=(z,,Z,,Z3), ivedant papildoma vektoriy
Z4(t) = (24’1’1 (2412 (D0 Z4 55 (V50524 5 (t)), kur z4; (t) — informacija apie medziagos i kieki, kurj
tieckéjas s pristaté { sandéli nuo ménesio pradzios iki paros t pradzios. Tuomet vektorius
z2=(Z,,2,,Z4) tapty vektoriumi z=(z,,2,,25,24) ir vektorius X,;(t) turéty jau ne n, o nq
koordinac¢iy. Tuo atveju, kai kokybés kontrolés sumetimais, tos pacios rui§ies medziagos, gautos i$
skirtingy tiekéjuy, sandélyje biity saugomos atskirai, padidéty ir vektoriaus z, (t) koordina¢iy skaicius.
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Galima biity iplésti ir vektoriy y(t), padarant ji hierarchiniu y =(¥,,y, ), kur ¥, vaizduoty
medziagy kiekius, kuriuos sandélis i§duoda cechams, 0 y, — sandélio ménesinius uzsakymus tieckéjams.

Medziagu sandélio vidini matematini modeli nagrinésime Sios mokymosi priemonés 1.10.2.
skyrelyje, o jo funkcionavimo trajektorijas — 1.11.1.4. ir 1.11.2.2. skyreliuose bei atlikdami 1.11.4.
uzduoti.

1.4.6. Determinuoty baigtiniy automaty iSoriniai
matematiniai modeliai

Determinuotais automatais vadinami objektai, kuriy iéjimai, i$¢jimai, blisenos ir kalendorius
yra determinuoti ir diskretiis. Kai j&jimy, i§éjimy ir biisenuy vektoriuy koordinaciy skaicius yra baigtinis
ir ty koordinaciy reik§miy skaiciai yra baigtiniai, t. y. kai iéjimy, i$¢jimy ir buiseny abécélés turi baigtini
simboliy (raidziy, Zenkly ir pan.) skaiCiy, tai automatai vadinami baigtiniais. Determinuoty automaty
peréjimy ir i$¢jimy funkcijos yra determinuotos: juy reik§Smés vienareikSmiskai priklauso nuo ty funkciju
argumenty reikSmiu.

Kai kurie autoriai baigtinio determinuoto automato savoka dar labiau susiaurina, vadindami jais
determinuotas diskrefias dinamines sistemas, turincias baigtines iéjimy, i§éjimy ir bliseny abécéles,
kuriy iSéjimai tiesiogiai priklauso tik nuo automato biisenos, kuri, savo ruoztu, priklauso nuo
automato {&jimy ir pries tai (vienu kalendoriaus taktu anksciau) buvusios busenos, t. y. tokius objektus,
kuriy i8¢jimy funkcijos yra y(t)= g—o(i(t)) , 0 peréjimy funkcijos yra z(t)= \I/(i(t)j(t —At)) arba
Z(t+At) = y(X(t + At), 7(t)), taciau gali bati ir Z(t+ At) = y(x(t),Z(t)) .

Diskrecias baigtines dinamines sistemas, kuriy i§¢jimai priklauso ir nuo automato busenos, ir

.....

¥(t) = ¢(X(t),Z(t—At)), o peréjimy funkcijos yra Z(t+At)=y(X(t)Z(t) arba Z(t+At) =
= \I/(i(t + At), 2('[)), tie autoriai vadina jau ne baigtiniais automatais, o sekvencinémis masinomis.

Kiti gi autoriai vadina baigtiniais determinuotais automatais ir tas diskrecias determinuotas
dinamines sistemas, kurias pirmieji vadina sekvencinémis masinomis, ir tas, kurias pirmieji irgi vadina
baigtiniais automatais. Sie pastarieji automatai kai kuriu autoriy kartais yra vadinami dar ir taisyklingais
automatais. Gana daznai taisyklingus automatus, kuriy i$¢jimy funkcija yra y(t) :(T)(Z(t)), vadina
Muro (E.F.Moore) automatais, o sekvencines masSinas, kuriy i$éjimy funkcijos yra
y(t) = (p(i(t), Z(t —At)) — Milio (G.H.Mealy) automatais.

Sioje mokymosi priemonéje mes laikysimés platesnio poZiiirio j baigtinius determinuotus
automatus ir naudosime t3 terming ir taisyklingiems automatams, ir taip vadinamoms
sekvencinéms masinoms. Muro automatus laikysime daliniu Milio automaty atveju ir visus tokius
automatus vadinsime X—Y automatais. Prie diskre¢iy baigtiniy automaty priskirsime ir automatus,
neturinéius {¢jimy, vadinamus Y automatais bei autonominiais automatais, taip pat X automatus, t.
y. automatus neturin€ius i$¢jimy. X automatus ir Y automatus laikysime daliniais X—Y automaty
atvejais.

Sudarysime baigtinio determinoto automato, kuri nagrinéjome 1.3. skyriuje, iSorini matematini
modelj.

Jo iSorini informacini modelj jau turime. Tai — 1.3. skyriuje sudarytoji 11-ji lentelé. IS tos
lentelés matyti, kad automatas turi viena {éjima, kurio reik§més gali biiti X, X; ir X, viena i$¢jima, kurio
galimos reikSmés — y, ir y;, ir viena buseny koordinatg, kurios galimos reik§més — z, ir z;. Taigi
nagrinéjamo automato iéjimas, i§éjimas ir biisena yra skaliarai, turintys baigtinj reikSmiy skaiciu.

Automatas — asinchroninis: jis keifia savo biisena ir gali keisti savo i§éjima tik keiCiantis
automato i¢jimui. Todél automato kalendorius priklauso nuo jo i€¢jimo kalendoriaus ir yra diskretus.
i8¢jimo ir naujos biisenos priklausomybg nuo automato i€jimo ir senos biisenos. Tas priklausomybes
galima aprasyti, naudojantis klasikinés matematinés logikos kalba, sudarant i$éjimo ir peréjimo funkeiju
TDNF ar TKNF, prie§ tai transformavus 11-ja lentel¢ { dvejetaing forma, t.y. iSreiSkus diskrecias
kintamyjy reikSmes dvireik§més matematinés logikos simboliais 0 ir 1.

Kadangi x gali turéti viena i§ trijy reikSmiuy, tai x galima transformuoti | vektoriy, turintj dvi
dvejetaines koordinates &; ir &,. I$¢jimas vy, turintis abécélg y,, y;, transformuojasi i kintamaji n, turinti
abécéle 0, 1, o blisena z, turinti abécéle z,, z;, — 1 kintamaji {, taip pat turinti abécélg 0, 1. Visas Sias
transformacijas, vadinamas dvejetainiu kodavimu, vaizduoja lentelés:
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& & n g
Xo 0]0 Yo 0 Zy 0
X1 0 1 Y1 1 Z) 1
X2 1 0
11" lentelé 11-0ji lentelé transformuojasi | lentele, kuria pazymésime
numeriu 11%,

EM [&® &M [n®)| Et+1) I3 Sios lentelés gauname i$¢jimo funkcijos TDNF
g g (1) (1) g nzégzélvgzzélvggzgl ir per¢jimo funkcijos TDNF ((t+1)=
0| 1]0]o0 1 =C(t)e, (1), (1) v c(t)e, (e, (1) v &(t)e, (e, (t) . Sias funkcijas galima
1 0 0 1 0 supaprastinti, ,,suklijuojant kai kurias vieneto konstituentes.
L1011 L0 T | Gauname: n=C88 v EE;. Glt+1)=8, (1) (v &1, (t)e (0).

1 1 0 1 1 Naudojantis daliniy loginiy funkcijy minimizavimo metodu

(zitr. 1.16.1.4.10.), galima gauti dar paprastesnes iS¢jimo ir peréjimo funkcijy iSraiSkas:

n=C& v CE;, C(t+1)=E, (1) v E(0E, (1),

Analogiskai galima gauti i§¢jimo ir peréjimo funkcijas tobulojoje konjunktyvinéje normaliojoje
formoje (TKNF), o po to supaprastinti. Rekomenduoju atlikti 1.4.2 uzduotj.

Jei automato biiseny erdvé biity turéjusi n>2 tasky, tai, norédami automato matematinio
modelio sudarymui pasinaudoti tik klasikinés matematinés logikos kalba ir matematiniu aparatu, bitume
privaléje, apskaiciavg k=[log,(n—1)]+1, kur [log,(n—1)] — sveikoji skaiciaus log,(n—1) dalis, vienmate
buseny erdve, susidaranéia iS§ n taSky, transformuoti | k-mate vektoring erdve, kurios koordinatés biity
Hloginés®, t. y. galinCios turéti tik viena i$ dviejy reikSmiy ,,0° arba ,,1%“. Tuomet automato blisena biity
vaizduojama k-maciu ,,dvejetainiu“ vektorium, automato peréjimy funkcija taip pat biitu vektoriné,
susidedanti i§ k skaliariny loginiy funkcijy. Automato iSorinis informacinis modelis — automato i§¢jimu
ir peréjimy dvejetainé lentelé — turéty 2°° eiluciy ir 2k+s+r stulpeliy. Cia s — j&jimy ,.dvejetainio®
vektoriaus X koordinaciy skaiCius, o r — i§é¢jimy ,,dvejetainio* vektoriaus y koordinaciy skaicius.

Baigtinio determinuoto automato pavyzdziu, pateiktu Sioje mokymosi priemonéje, galima
laikyti ne tik ka tik iSnagrinétaji X—Y automata, bei ir 1.4.2. skyrelyje aprasytaji nuoseklaus veikimo
dvejetainj sumatoriy (NVDS), taip pat vienaskiltj dvejetainj sumatoriy DVS; ir lygiagretaus veikimo n-
skilt] dvejetaini sumatoriy, kuriuos nagrinéjame 1.4.1. skyrelyje. Pastariesiems dviems automatams
(DVS; ir LVDS) budinga tai, jog jie yra ,,iSsigim¢ automatai®, nes ju biisena nesikeiCia ir todél ju
iS¢jimai priklauso tik nuo j¢jimy. Tokiy automaty vidiniai modeliai gali buiti sudaryti, naudojantis vien
tik paprasCiausiais tipiniais loginiais elementais (pavyzdziui, konjunktoriais, disjunktoriais ir
invertoriais) ir nesinaudojant atminties elementais (trigeriais, vélinimo blokais). Kadangi, naudojantis

loginio neigimo operacija, konjunkcija ir disjunkcija de Morgano formulémis Xx; AX, =X; VX, ir

X; VX, =X, AX, galima iSreiksti vieng per kita, tai tokiy ,,i$sigimusiy automaty* vidiniai modeliai gali
buti sudaryti, naudojantis tik konjunktoriais ir invertoriais arba tik disjunktoriais ir invertoriais. Taciau
tokiy automaty vidiniy modeliy sudarymui daznai naudoja visy $iy trijy rasiy loginius elementus,
atliekancius Bulio algebros logines operacijas, o kartais ir kity loginiy algebry elementus (zitr, Sios
mokymosi priemonés 1.16.1. skyrelj).

Schemos, sudarytos tik i§ loginiy algebry operacijas atliekanciu elementy, nesinaudojant
atminties elementais, vadinamos kombinacinémis schemomis. Pavyzdziui, schemos pavaizduotos 8§ ir
9 pav., — kombinacinés schemos.

Baigtiniy automaty schemy, kuriy sudarymui teko pasinaudoti ne tik loginiais, bet ir atminties
elementais, pavyzdzius galite rasti 1.10.3. ir 1.11.3. skyreliuose.

Baigtinio determinuoto automato iSoriniu matematiniu modeliu galime laikyti ir 1.4.5.
skyrelyje sudarytaji medziagu sandélio matematini modeli. Tai jau Siek tiek sudétingesnis determinuoto
baigtinio automato modelis, nes Sio baigtinio automato {éjimai, i§¢jimai ir blisenos yra vektoriai, o kai
kurie i$ ty vektoriy — hierarchiniai.

Jei atsizvelgtume { tai, kad sandélyje atliekami veiksmai negali bti atlikti momentaliai, nes turi
tam tikras trukmes, tai medziagy sandélio modelis tapty dar sudétingesnis, bet vis tiek dar likty
determinuoto baigtinio automato matematiniu modeliu, tiksliau baigtinio determinuoto automato su
delsa (vélavimu) matematiniu modeliu, kuriame peréjimai i§ vienos biusenos { kita vyksta ne
momentaliai, o turi tam tikras trukmes. Laikydami pacius peréjimus tam tikromis ypatingomis automato
busenomis, tokiy automaty modelius galime suvesti { miisu jau nagrinéty iprasty baigtiniy determinuoty
automaty matematinius modelius.

195



Realaus medziagu sandélio funkcionavime neiSvengiamai atsiranda ne tik sandélyje vykstanciy
procesy, keicianciy sandélio busena, trukmés, bet ir tokiy reiSkiniy, kuriuos priimta laikyti
stochastiniais. Todél sudarant realaus medziagy sandélio matematini modeli, atspindinti ne tik
determinuotus, bet ir stochastinius reiskinius, jau nebepakakty to matematinio aparato, kuris buvo
taikomas baigtiniy determinuoty automaty ir jy funkcionavimo modeliavime. Tekty ji papildyti masinio
aptarnavimo sistemy funkcionavimo modeliavimo aparatu, apie kurj kalbésime S$ios mokymosi
priemonés 1.14. ir 1.16. skyriuose, taip pat jos antrojoje dalyje. Ten mes nagrinésime ne tik
determinuotus, bet ir stochastinius automatus bei jy matematinius modelius. O su paprastu stochastiniu
automatu ir jo matematiniu modeliu susipazinsime neuzilgo — 1.4.12. skyrelyje.

Prie determinuoty automaty priskiriamos ir Titiringe masinos, kuriy nagrin¢jimui skiriami
1.4.7. ir 1.10.6. Sios mokymosi priemonés skyreliai. Tifiringo masina, atlikdama koki nors baigtini
algoritma, veikia kaip determinuotas baigtinis automatas, taciau turédama neribotai ilga juosta, skirta
i€jimo ir i$¢jimo abécéliy simboliy jraSymui, jrasSinédama ir skaitydama juostoje buvusius bei
atsiradusius jraSus, ji galéty atlikti kokio tik nori ilgumo algoritmus, t. y. teoriskai $i masina galéty biiti
laikoma ne tik baigtinio laiko, bet ir begalinio laiko determinuotu automatu, jei tik tokios masinos
valdancioji galvuté galéty turéti kiek nori bliseny. Jei tokiy biiseny biity baigtinis skaicius, tai Titiringo
masina po kurio laiko arba sustoty, arba pradéty kartoti koki nors cikla.

Determinuoty baigtiniy automaty vidiniy modeliy sudarymui skiriamas 1.10.3. skyrelis, o tokiy
automaty funkcionavimo trajektorijy apraSymui — 1.11.1.3., 1.11.2.3. ir 1.11.3. skyreliai.

1.4.7. Tidringo masina ir jos iSorinis matematinis modelis

Titringo masina — tai jsivaizduojama matematiné konstrukcija, kuriag 1936m. pasitilé angly
matematikas Alanas Titringas (A.M.Turing) kaip priemong, leidziancia Kkonstruktyviai apibrézti
algoritmo savoka. Si savoka tuomet jau buvo plagiai naudojama ir intuityviai visy matematiky vienodai
suprantama ta prasme, kad visi matematikai buvo vienodos nuomonés apie pagrindines bitinas
kiekvieno algoritmo savybes (procediriniy taisykliy vienareik§miskas apibréztumas; ty taisykliy
rinkinio pilnumas; algoritmo efektyvumas, uZztikrinantis rezultato pasiekima per baigtini praktiskai
priimting zingsniy skaiciy; algoritmo taikymo masiSkumas) ir vienodai skyré algoritmus nuo
,wnealgoritmy“. Ir tokio intuityvaus algoritmo savokos supratimo pilnai pakako iki tol, kol nebuvo
susidurta su Kkai kuriy sudétingy uZzdaviniy sprendimo algoritmo neegzistavimo jrodymo problema.
[rodyti, kad to ar kito uzdavinio sprendimo algoritmas egzistuoja, teoriskai zifirint, néra sunku: pakanka
surasti (sukurti) bent viena to uzdavinio sprendimo algoritma (kas praktiskai, zinoma, ne visada yra
lengva). Taciau jrodyti algoritmo neegzistavima, neturint formalaus tos savokos apibrézimo,
neimanoma. O neturint tokiy irodymuy bei poZymiy, leidzian¢iy atpaZzinti problemas, kuriy sprendimo
algoritmai neegzistuoja, galima veltui gaisti laika, ieSkant algoritmy ten, kur jy ir biiti negali. Todeél ir
buvo bandoma sukonstruoti formaly algoritmo apibrézima. Ir A.Tiliringas nebuvo vieni$as §ioje srityje:
GOdelis ir Klini pasialé ,rekursinés funkcijos” savoka, A.Markovas — ,normalyji algoritma*
(,,algorifma®), Postas —,,baigtini kombinatorini procesa“, Cioréas — L — apibréztuma*, Kolmogorovas ir
Uspenskis — savo ,,algoritmus®, JerSovas — ,,operatorinius algoritmus® ir t. t. Pazymétina, kad visi tie
formaliis algoritmo apibréZimai pasirodé ekvivalentiis. Tai rodo, jog, kurdami formalius algoritmo
apibrézimus, skirtingi matematikai savo galvose jau turéjo vienodus koncepcinius savokos ,,algoritmas‘
modelius. Nepavykus rasti né vienos intuityvigja prasme apskaiciuojamos funkcijos, kuri nebiity
rekursyvioji funkcija, A. Cioréas (A. Church) paskelbé teze: algoritmiskai apskaiGiuojamyjy funkcijy
aibé sutampa su rekursyviyju funkcijy aibe. Determinuota Tiliringo masSina kartu su Sia teze sudaro
aparata, leidZiantj formaliai nustatyti uzdaviniy algoritmy egzistavima.

A. Tiliringo sukurtas formalus algoritmo ir ji realizuojancios ,,masinos“ modelis paplito gana
placiai dél savo ,,vaizdumo* ir tuo paciu metu Tiliringo masinos veikimo principas, galima sakyti, buvo
savotiSkas Siuolaikiniy kompiuteriy veikimo principo prototipas.

Egzistuoja jvairiis Tiliringo masiny variantai. Aprasysiu vieng i§ paprasciausiy, susidedantj i$
trijy daliy: 1) begalinés juostos, padalintos i lasteles, kuriu skaiius, slenkant juosta i deSing, yra
begalinis; 2) skaitancios ir raSancios galvutés, kuri gali ne tik skaityti lasteliy turini bei rasyti i jas, bet ir
judéti juosta i deSing ir | kairg; 3) galvutés valdymo jrenginio, kuris priklausomai nuo i§ galvutés
atéjusios informacijos gali pereiti { viena i$ baigtinio skaiCiaus galimy biiseny ir pasiysti galvutei
komanda, nurodancia, koki simbolj i§ baigtinio ju skaiCiaus jraSyti i juosta ir ka daryti: stovéti ar judéti
(1 deSing ar | kairg).

Pazymésime simbolius, kurie (po viena) gali bliti jrasyti | juostos lasteles, raidémis s;: sq, S,
$2,-+-5 Sir---,Sp, Kur n — baigtinis sveikas skaiCius, o s, reiSkia ,tus¢ia“ simboli, t.y. ta atveji, kai i
atitinkama lastele nieko neiraSoma ar nebuvo irasyta.
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Valdymo jrenginio biiseny baigting aib¢ {qo, qi, ..., qj, ..., qmj sudaro m+1 skirtingos biisenos
g;- Simbolis gy reiSkia rimties bilisena, kada niekas nevyksta ir niekas nesikeicia, o q; — prading biisena,
nuo kurios prasideda Titiringo masinos veikimas.

IS to, kas pasakyta, iSplaukia, jog nagrinéjamo Tiliringo masinos varianto {¢jimy erdvé yra
diskreti ir vienmaté, kurios taskai — simboliai sy, Sy, S, ...,S;, .., Sy; 18€jimy erdvé taip pat diskreti, taciau
dvimaté: ja sudaro taskai, gaunami kaip aibiy {so, si, 3, ..., Sj, ..., Sa} it {S, D, K} dekartiné sandauga,
kur S reiskia galvutés pasilikima vietoje, D — galvutés pasislinkima | deSinéje esancia gretima juostos
lastelg, K — galvutés pasislinkimg | kaimyning juostos lasteleg, esancia kairéje; biiseny erdvé diskreti ir
vienmaté, kurig sudaro biiseny aibé {qq, qi, ..., qj, ..., qm}; kalendorius taip pat diskretus, sudarytas i$ to
kalendoriaus laiko takty pabaigos momentuy t, ti, t,, ...

Titringo masinos ypatybé, iSskirianti ja i§ kity baigtiniy determinuoty automaty bei
sekvenciniy masiny, yra ta, kad jos i$¢jimy informacija gali tapti i€jimy informacija ir kad Tifiringo
masina potencialiai turi begalinés apimties atmintj — begaling juosta, kurios lastelése gali buti jrasyta
kiek nori daug informacijos.

Titringo masinos peréjimo ir i$¢jimo funkcijas galima apraSyti lenteléje, iSskiriant joje tiek
eilu¢iy, kiek masinos iéjimo abécélé turi simboliy s;, ir tick stulpeliy, kiek masinos biiseny aibé turi
skirtingy biiseny q;. Tos lentelés vidiniuose langeliuose jraSomi masinos i$¢jimai ir nauja blisena tokia
tvarka: 1) simbolis s;, kuri masina uZraso toje lasteléje, vir§ kurios dabar stovi galvuté; 2) nauja biisena, {
kuria pereina masinos valdymo jrenginys; 3) judesio, kurj darys galvuté takto pabaigoje, identifikatorius
(S —,stovéti, D — ,desinén”, K — , kairén®).

15-oje lenteléje pavaizduota vienos paprastos Tiliringo masinos, kurioje n=2 ir m=2, peréjimuy
ir i$¢jimy funkciju lentelé. Si lentelé kartu yra ir konkredios Tiaringo masinos informacinis modelis,
nes ji apraSo ne tik peréjimuy bei i$¢jimy funkcijas, bet ir iéjimy, i§¢jimy ir biseny erdves.

Transformuodami nagriné¢jamos Tilringo masinos j€jimy, biiseny bei i$¢jimuy erdves ir
pervesdami 15-sios lentelés turini | dvejetainj koda, gausime 16-ja, 17-ja, 18-ja, 19-ja ir 20-ja lenteles.

15. lentelé 16. lentelé 17. lentelé 18. lentelé 19. lentelé
s\q Y0 q1 92 s\ | x; | Xo q\z | z; | 7 s\yi | yii | Vi \va | vau | Yoo
So squS S()qlD slqOS So 0 0 Jo 00 So 0 0 S 0 0
S1 Slqos S()qu Slqu S1 0 1 d1 0 1 S1 0 1 D 0 1
Sy quos Slqos Sy 1 0 Jqo 1 0 Sy 1 0 K 1 0
20. lentelé
x;(t) Xo(1) zy(t) zo(t) ya2.1(t) Ya.0(t) y1i(0) Yio® | zi(t+D) | zo(t+1)
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
0 1 0 1 0 1 0 0 1 0
0 1 1 0 0 1 0 1 1 0
1 0 0 0 0 0 1 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 1 0 0

IS 20-sios lentelés gauname nagrinéjamos Tilringo masinos peréjimy ir i$¢jimy funkciju
TDNF:

2, (t+) =[X, () A X0 (D AZ () Az D]V K (D) A X () A2y (D) AZo (D}
zo(t+ D) =X () AXo (D AZ () AZy(V);
Yo = 0;
Y20 =(i1 AXg AZ /\ZO)\/(i1 AXg AZ /\zo)v(il AXgAZ /\EO);
Vi1 =X AXogAZ] AZy;
Y10 =(X, AXg Az AZg V(X AX AZ  AZg V(X AXg AZ AZ )V (X AX g AZ AZG).
Kai kurias i§ $iy funkcijy galima supaprastinti. Dar paprastesnj Sios Titiringo masinos analizinj
modeli gautume, pasinaudodami daliniy loginiy funkcijy minimizavimo metodu (zitr. 1.16.1.4.10.
skyrelj). Tuomet gautume, jog z,(t+1)= xo(t)/\[zl(t)vzo(t)], 2y (t+1) =X () Azo(t), vy, =0,

Y20 =20 V(Xo /\21)9 Y1 =X AZy, Y0 =% V(Xo /\20)-
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Kadangi 15-oje lenteléje rimties biisena q, atitinkantis stulpelis néra informatyvus, nes toje
busenoje nieko nevyksta ir niekas nesikeicia, tai Tiliringo masSinos modelyje tas stulpelis paprastai
nevaizduojamas. Tuomet i§ 15-sios lentelés gauname 21-ja lentele.

21. lentelé 22. lentelé
s\q | a Q@ s\ | _a qQ
So | soquD [ s190S 0 | 0g;D | 1geS
si | soq2D | sigoD 1 | 0g;,D | 1g,D
S $190S + 1908

Kaip matyti i$ tos lentelés, Titiringo maSina, biidama pradinéje biisenoje q;, gali pradéti veikti
tik tais atvejais, kada jos galvuté stovi vir$ lastelés su iraSytu joje simboliu s, arba s;.

Pirmuoju atveju esantis lasteléje iraSas nekeiiamas (paliekamas irasas sy), valdymo jrenginio
busena q; taip pat nesikeiCia, o galvuté pereina i kaimyning lastelg, esancia deSinéje, kad naujame takte
perskaityty ten esantj simbolj.

Antruoju atveju galvuté pakeicia simbolj s; { simbolj sy, valdymo jrenginys keicia savo biisena
q; 1 blsena q, ir perveda galvutg i desinéje esancig kaimyning lastelg.

Nagrinéjamoji Tilringo masina negali pradéti darbo, kai pradinéje blisenoje po galvute yra
simbolis s;, nes toje blisenoje masina to simbolio ,,nesupranta® ir todél ,,nezino*, kaip elgtis. Tai ir
vaizduoja tuscias lentelés langelis.

Jei juostoje bus suraSyti vienas po kito tik simboliai sy, tai masina, nekeisdama savo pradinés
biisenos ir juostoje uzrasyty simboliy, taktas po takto slinks i desing, kol nesutiks simbolio s;. Tuomet ji
pakeis ta simbolj { sy, pereis | blisena q, ir dar karta pastums galvute i deSing. Jei, pasislinkus i deSing,
vél surandamas simbolis sy, tai jis palieckamas nepakeistas, nesikeicia ir valdymo jrenginio biisena, tik
galvuté pasislenka i deSing. Ir taip ji slenka iki tol, kol sutinka simbolj s, arba s,. Kai sutinka simbolj s,,
tai ji pakeiCia { simbolj s;, pereina { rimties blisena qq ir sustoja. Ta pati maSina daro ir sutikusi
simbolj s.

Tarkime, jog simboliai sy — tai nuliai, simboliai s; — vienetai, o simbolis s, reiSkia zenkla ,,+*, ir
tarkime, jog juostoje uZraSyta tokia simboliy seka 0001111+11100... Peréje prie tokiy simboliy, i$
21-sios lentelés, ja konkretizuodami, gausime 22-ja lentelg. Pazifirésime koks bus miisy nagrinéjamos
Tiliringo masinos veikimo rezultatas Siuo atveju.

Biidama pradinéj biisenoje q;, masina, perskaiciusi pirmaji nuli, pasislinks i deSin¢ nekeisdama
nei zenklo, nei savo biisenos. Suradusi antraji nuli, ji padarys ta patj. Tq patj padarys ir suradusi treciaji
nuli. Uzslinkusi ant pirmojo vieneto, masina pakeis ji i 0, pakeis savo blisena i q, ir pasislinks { desing.
Ten suradusi antraji vieneta, masina paliks ji nepakeista ir, nepakeitusi savo biisenos, vél pastums
galvute { deSing. Taip pat pasielgs su treCiuoju ir su ketvirtuoju vienetais. UZzslinkusi ant zenklo
1T, masina pakeis ji { vieneta, pereis | rimties biisena ir sustos. Juostoje gausime masinos veikimo
rezultata — nuliy ir vienety seka: 0000111111100... Taigi, vietoj sekos 0001111+11100..., reiSkiancios
kad prie 4 vienety reikia pridéti 3 vienetus, gavome seka i$ 7 vienety, reiSkiancia vienetainéje sistemoje
3 ir 4 suma. Tai reiskia, kad §i Tiliringo masina sugeba rasti dviejy sveiku teigiamy skaiciy, uzrasyty
vienetainéje sistemoje, suma. Tuo nesunku isitikinti, pervedus masing i prading blisena ir pateikus jai
juosta su kita uzduotimi, pavyzdziui, 0011+11100... Jei pradingje uzduotyje biity uzrasytas tik vienas
skaicius, pavyzdziui, 00111100... be pliuso Zenklo, tai miisy aprasytoji Tilringo masina, pakeitusi
pirmaji jo vieneta nuliu, paraSyty visus kitus vienetukus, ir sutikus pirmaji nulj, pakeisty ji vienetu,
sustodama ir pereidama i rimties biisena. Juostoje gautume ta pati vienetuky skaiciy, tik pastumta viena
skiltimi i deSing: 00011110...

Cia aprasytoji Tidringo masina suranda dvieju sveiky ir teigiamy skai¢iy suma ne visai
standartiniu biidu, priimtu TitGringo masinuy teorijoje. Veikdama standartiniu biidu, ji turéjo palikti
démenis savo vietoje, atskirtus vienas nuo kito vienu nuliu ir po to, praleidusi viena nulj, uzrasyti
sudéties rezultata vienetain€je sistemoje, sustodama vir§ paskutinio sumos vienetuko, t.y. misuy
nagrinétuoju atveju turéjo palikti juostoje uzrasa: 000111101110111111100... Palieku skaitytojui
paciam ,,sukonstruoti tokia Tiliringo masina, t. y. sudaryti tokia jos peréjimy ir i§¢jimy funkcijy lentelg,
kuri galéty ,,gaminti tokius uzraSus (ar net uzraSus: 001111+111=111111100...). Zinoma, tokios
masinos biiseny erdvé privalés turéti daugiau tasky, negu miisy nagrinéjamoji Tiliringo masina, ir tokios
masinos modelis bus Siek tiek sudétingesnis. Jei skaitytojas, spgsdamas §i uzdavini, susidurty su
sunkumais, kuriy nepajégty iveikti, tai rekomenduociau jam pasiskaityti Sios mokymosi priemoneés
1.10.6. skyrelj, kuriame aprasytos tipinés Titringo masinos ir ju jungimo | sudétingesnes konstrukcijas
budai.

Kokia sudétinga bebtityu procedira su sveikais skaiCiais, t.y. kokia sveikaskaiting funkcija
beturétume, visuomet galima ,,sukonstruoti“ tokia TitGringo masSina, kuri galéty per baigtini zingsniuy
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skaiCiu apskaiciuoti tos funkcijos reikSme, panasiai, kaip miisy ka tik nagrinétoji masina apskaiciavo
dviejuy sveiky teigiamy skai¢iy suma. Tai ir leidzia suformuluoti tokj algoritmo savokos apibrézima:
algoritmu vadinama bet kokia procediira, kuri gali biiti suvesta j sveikaskaitinés funkcijos
reik§miy apskaiciavimag atitinkamai sudaryta Tiliringo masSina. Kai pavyksta jrodyti, kad kokios tai
problemos sprendimas negali biiti realizuotas Tiliringo maSina, kitaip tariant, kad negali biti
sukonstruota Tiliringo masSina, kuri sugebéty tokias problemas spresti, tai reiskia,jog negali biiti
surastas bendras algoritmas tai problemai spresti. Taciau tai nereiskia, jog tam tikrais konkreciais
atvejais negali buiti surastas (na, pavyzdziui, kad ir atspétas) tos problemos koks nors dalinis, ta
konkrety atvejj atitinkantis, sprendinys. Tai reiskia tik tai, kad Siuo atveju negalima sukurti tokios
bendros procediiros, kuria naudodamiesi, visada galétume iSspresti bet kokj tos klasés uzdavinj.
Kitaip tariant, egzistuoja problemos, kuriu sprendimas negali buti algoritmizuotas ir po to —
automatizuotas, ir tai galima nustatyti, naudojantis matematine konstrukcija, kuria tam tikslui sugalvojo
Alanas Tilringas: jei pavyksta jrodyti, jog negali biiti sukonstruota Tiliringo masina, sugebanti per
baigtini Zingsniu skaiCiu patekti i biisena, atitinkancia nagrinéjamojo uzdavinio sprendini, tai reiskia,
kad tokios klasés uzdaviniams bendras ju sprendimo algoritmas neegzistuoja.

Siame skyrelyje aprasyta determinuota Tiliringo masina ir jos taikymai. Nagrinéjant
skai¢iavimo algoritmy sudétinguma ir sudétingy wuZdaviniy principinio i$sprendziamumo-
neiSsprendziamumo problema, naudojamasi ir nedeterminuotos Tiliringo masinos koncepcija. Titiringo
masiny vidiniy modeliy sudarymui skiriamas 1.10.6. skyrelis, o apie determinuoty ir nedeterminuoty
Titringo masiny taikyma bus kalbama dar ir 1.6.4.13. skyrelyje.

1.4.8. Elektromagnetiniy virpesiy kontidro
iSorinis matematinis modelis

Apie elektromagnetiniy virpesiy kontiira jau buvo kalbéta ,,[vade®, apraSant sistemy ir procesuy
izomorfizmo reiskini. Elektromagnetinius virpesius jau esame nagringj¢ ir 1.3. skyriuje (zitr. 10, 12 ir
13 pav). Dabar sudarysime elektromagnetiniy virpesiy kontiiro, pavaizduoto 43 pav. (zitr. 1.7.7.2.
skyreli), matematinj iSorini model;.

Kontiiro i¢jimas x(t) yra lygus E(t), kur E(t) — elektros energijos Saltinio, maitinancio ta
kontiira, elektros varomoji jéga (e.vj.). Ji matuojama voltais ir gali biiti pastovi (pavyzdziui,
E(t)=Ej=const), taciau gali biti ir kintama (pavyzdziui, E(t)=Esinwt, kur o — ciklinis elektros jtampos

. . 2n . . . . .
svyravimy daznis, t. y. 0):?, kur T — ty svyravimy periodo trukmé, matuojama sekundémis, E, — ty

svyravimy amplitudé).

Elektromagnetiniy virpesiy kontliro i$¢jimas y(t) yra elektriné jtampa tarp konttiro i$éjimo
poliy, pajungty lygiagreciai (zilir. 43 pav.) su kondensatorium, turinéiu elektring talpa C, matuojama
faradais.

Kaip jau matéme 1.3. skyriuje, kontliro biisena yra vektorius z(t), turintis dvi koordinates:
Z(t) = (z;(t),z,(t)) . Koordinate z,(t) pasirinksime kondensatoriaus itampa uc(t), o koordinate z,(t) —
elektros srovés (kontiire) dydi (stipruma) i(t), kuris yra proporcingas koordinatés z;(t) iSvestinei.

Kontiire vykstan¢iy procesy kalendorius yra tolydus. Pasirinksime laiko atkarpa, kuri bty
zymiai ilgesné uz jau minétaji svyravimy perioda T. Tos laiko atkarpos pradzia laikysime momentg
t:t():().

I$¢jimo funkcija y= (x,Z) §iuo atveju bus labai paprasta: y=z,. Sia lygybe gauname i3 lygybeés

Ujzej. =Uc-
Per¢jimo funkcijos diferencialiné forma % = f(x(t),i(t)) bus Siek tiek sudétingesné. Ja
dz, (t
sudarys dvi skaliarinés funkcijos: dd() i (x(1),z(t)) ir 22() = £, (x(t),z(t)).
- . . dz, (t dq.(t
Funkcija f;(x(t),Z(t)) gausime i§ lygybés zl(t):uc(t):qCT(). Tuomet SV =% q(;t( )_

. Vadinasi, f;(x(t),z(t)) = ir tiesiogiai priklauso tik nuo z(t).

()

2, (t) 7, (t)
C C

:éi(t) =

Funkcija f,(x(t),z(t)) gausime i§ lygybés u; (t) =L ——, kur ur(t) — potencialy skirtumas

galuose ritelés, turincios induktyvuma L, matuojama henriais, ir praktlskai neturincios aktyvios varzos.
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dz, (1) _ di(t) _up Y TUcTUR

dt dt L L
— —R-i - ~-R. t)—z,(t)— Rz, (t
_ X(t) Zl(t) R l(t) _ X(t) Zl(t) R Zz(t) . Vadinasi, fz (X(t),Z(t)) — X( ) Zl( ) 22( ) )
L L L
I§ Sio iSorinio matematinio modelio, eliminuojant z(t) ir z,(t), galima gauti diferencialing lygti,
iSreiskiancia i§€jimo y(t) priklausomybg tik nuo i€jimo x(t).

92 _ 20 gauname: z,(t)= C—dY(t) ir
C dt

I tos formulés iSplaukia, jog

Kadangi y(t)=z,(t), tai i§ lygybés

dy(t)
d’y(v) _d’z (1) _ 1dzy(0) _ x(t)-y(H)~RC= =

dt? dt? C dt LC

, 18 kur iSplaukia diferencialiné lygtis

2
LcdYO e O Ly — o).
dt? dt

Sia lygti taip pat galima laikyti proceso, vykstandio elektromagnetiniy virpesiy kontire,
1€jimo x(t).

Zinodami  virpesiy  kontiiro  iSorini matematini modeli, jo prading biisena
Z(0) = (z,(t);z,(t)) = (u,(0);i(0)) ir j¢jimo trajektorija x(t), mes galime panaiai, kaip tai daréme
diferencijavimo grandelés ir hidrodinaminés sistemos atveju, apskaiCiuoti elektromagnetiniy virpesiy
konttiro fazing ir iS¢jimo trajektorijas. Tai bus padaryta 1.11.10. skyrelyje, kuriame bus iSnagrinétas
atvejis, kai x(t)=E=const., ir atvejis, kai x(t)=E,sin®t, esant jvairioms parametry R, L ir C reik§méms.

Cia apsiribosiu tik pastaba, jog to nagrin¢jimo metu bus gauti gana jdomiis rezultatai,
paaiskinantys eil¢ reiSkiniy, budingy daugeliui pirmojo tipo sistemy, nepriklausomai nuo to, ar jos yra
techninés, ar organizmings, ar organizacinés.

Visy pirma gausime, jog elektrograndinéje, sudarytoje i§ kondensatoriaus, induktyvumo ritelés

ir rezistoriaus, kurio varza R pakankamai maza (R< C ), prijungiant ta granding prie nuolatinés

(pastovios) e.v.j. Saltinio, prasidés elektros srovés stiprio svyravimo procesas, turintis pastovy cikling

L 1 R? . . . . . I
dazni o, = E——z. Tie svyravimai, kuriuos mes vadinsime nuosavais svyravimais, bus
4L

silpstantys svyravimai ir po kurio laiko uzges. Taciau, jei varza R artéty prie 0, tai ty svyravimy trukmé

1
JLc

Sitlyc¢iu skaitytojui pamastyti, kodél daugelyje pirmojo tipo sistemy, jvykus kokiems nors
pasikeitimams, atsiranda svyravimai.

Antras jdomus reiskinys, kuris biidingas virpesiy kontiirui (ir daugeliui pirmojo tipo sistemy) —
tai rezonansas. Jis atsiranda, kai i¢jimo jtampos ug=E¢sinot svyravimy (iSoriniy svyravimy,
priverstiniy svyravimy) daZznis o sutampa arba tampa pakankamai artimas virpesiy kontiro nuosavy
svyravimy dazniui ®,. [domy rezonanso reiskinj gamybos ir prekybos sistemoje mes nagrinésime
antrojoje Sios mokymosi priemonés dalyje, eksperimentuodami su Foresterio dinaminés sistemos
imitaciniu modeliu.

Detaliam procesu, vykstanciy elektromagnetiniu virpesiy konttire, nagrinéjimui, kaip jau buvo
minéta, skiriamas gana didelés apimties 1.11.10. skyrelis.

(t. y. ty svyravimy periodas T — prie 27+ LC).

artéty prie +oo, o ju ciklinis daznis w, — prie

1.4.9. Dinaminés sistemos ir jy iSoriniai matematiniai modeliai

Dinaminés sistemos savoka, apie kuria jau kalbéjome Sio skyriaus pradzioje, tiesa, dar ne tokia
abstrakti ir apibendrinanti ir todél ne tokia plati savo apimtimi, kaip dabar priimta sistemy teorijoje,
susiformavo Zymiai anks&iau negu pati sistemy teorija. Si savoka susiformavo klasikinéje mechanikoje,
nagrinéjant mechaniniy sistemy (t. y. materialiniy tasky, kietyjuy kiiny ir i§ ty tasky bei kiiny sudaryty
sistemy) judéjima, veikiant iSorinéms bei vidinéms (mechaninés sistemos daliy saveikavimo) jégoms,
t. y. vykstant sistemos potencialinés energijos peréjimams | kineting ir atvirkStiniams peréjimams.

Kuriant matematinius modelius, aprasancius tokiy sistemy ir juy elementy judéjima, buvo
isitikinta, jog patogu ir tikslinga jsivesti tokia mechaninés sistemos elementy padétj ir judéjima
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aprasancia vektoring charakteristika, nuo kurios Kkoordinaciy reikSmiy pilnai (t.y.
vienareikSmiskai) priklausyty visi toje sistemoje vykstantys judéjimai bei jvykstantys poky¢iai:

1) pokyciai mechaning sistema sudaran¢iy materialiniy taskuy bei kiiny iSsidéstyme fizinéje
erdvéje vienas kito atzvilgiu, apibiidinami ty tasky bei kiiny erdviniy koordinaciy poky¢iais, pavadinti
pokyciais mechaninés sistemos konfiguiracijoje, ir 2) pokyciai ty tasky bei kiiny judéjimo greiciy
pasiskirstyme toje mechaninéje sistemoje isivestos koordinaciy sistemos atzvilgiu, pavadinti poky¢iais
mechaninés sistemos kinematikoje.

Minétoji charakteristika, susidedanti: 1) i§ sistemos materialiniy tasky i=1,2,...,n erdviniy
vektoriy koordinaciy x;, y;, z; reikSmiy, vaizduojanCiy ty tasky iSsidéstyma fizinéje erdvéje (t.y.
. . . . o S dx; dy; dz; .. . .
sistemos konfigliracija), 2) ir ty tasky greiciu projekciju Vix:d—l , viyz% , ViZ:d—l reik§miy duotuoju

t t t
laiku t, apraSanciy ty tasSky judéjima (t. y. sistemos kinematika), buvo isivesta ir pavadinta ,,dinaminés
sistemos judéjimo faze* (arba trumpiau — tiesiog ,,faze®).

Epitetas ,,dinaminé*, kuris yra kilgs i§ graikisko zodzio ,,dynamis®, reiSkiancio ,,jéga“, Cia
buvo pavartotas todél, kad buty pabrézta, jog mechaninés sistemos konfigiiracija ir kinematika bei
poky¢iai jose priklauso nuo jégy, veikianc€iy j sistema bei jos viduje.

Zodis ,fazé“ Cia yra tik trumpesnis savokos ,,dinaminés sistemos biisena stebimuoju
momentu t*“ pavadinimas. Si savoka aprépia ir mechaninés sistemos konfigiiracijos, ir tos sistemos
kinematikos savokas. Kartais Zodis ,,fazé* vartojamas ir Siek tiek siauresne prasme. Tai bus aptariama
veliau, nagrinéjant elektrodinamines sistemas. Nagrinéjant mechanines sistemas, savoka ,fazé“
visada bus suprantama aukSciau apibréZta biisenos momentu t prasme.

Naudodamiesi 1.3. skyriuje priimtais Zymenimis, mechaninés sistemos faz¢ Zymésime kintaciu
laike hierarchiniu vektoriumi Z(t) = (Z(t),Z,(t)), susidedanéiu i§ vektoriy 7, (t) ir Z,(t). Cia raidés 7,
Z, ir Z, Zymi nagrinéjamos sistemos biisena (zilr. $ios mokymosi priemonés 1.3. skyriy, kuriame buvo
isivesti tokie Zymenys).

Vektorius Z;(t) apraSo mechaninés sistemos konfigliracija momentu t, t.y. ta sistema
sudaranéiy elementy i koordinaéiy x;, y;, z; reik§mes pasirinktoje koordinaciy sistemoje. Kai mechaniné
sistema susideda i§ n elementy, tai Z;(t) = (x;(t),y;(t),z,(t);X, (1), ¥, (t),Z, (1);...; X;(t), y; (1), Z; (t);...;
X, (1), y,(t),z,(t)) turi 3n skaliariniy koordinaciy. Kadangi Zymenys x;, y;, z; — mechaninés sistemos
elemento i dekartinés koordinatés, vaizduojancios to elemento padéti trimatéje erdvéje, tai atsiranda
kolizijos galimybé, nes raide z Zymimi du skirtingi dalykai: sistemos biisena ir materialinio tasko
aplikaté. Todél, norint i§vengti kolizijos, kickviena karta biitina atsizvelgti i konteksta.

Vektoriaus z; reik§més, kurias jis igyja keiiantis laikui t, sudaro vektorinés laiko funkcijos
Z, = Z,(t) grafika, vaizduojantj mechaninés sistemos konfigairacijos kitima laikui bégant.

Vektorius Z,(t) apraso sistemos kinematika. Ji sudaro mechaninés sistemos elementy i greiciy
Vi
2Z(t) = (Vl,x (t)avl,y (t)a V],z (t): Vz,x (t)avz,y(t)avz,z (t);“‘;vi,x (t)avi,y(t)a Vi,z (t);"‘;vn,x (t)7 Vn,y (t)avn,z (t))
turi taip pat 3n koordinadiy — laiko t funkcijy, igyjanciu atitinkamas kiekybines reikSmes kiekvienu
momentu t. Vektoriaus Zz, reik§més, kurias jis igyja keiCiantis laikui t, sudaro vektorinés laiko

projekcijos  Viy, Viy, Viz. Kai mechaning sistema sudaro n elementy, tai vektorius

funkcijos Z, =Z,(t) grafika, vaizduojantj mechaninés sistemos kinematikos kitima laikui bégant.
Hierarchinio vektoriaus z =(z;,Z,) reik§més, kurias jis (jo koordinatés) igyja keiiantis laikui
t, sudaro hierarchinés vektorinés laiko funkcijos Z(t) = (Z,(t),Z,(t)) grafika, vadinama mechaninés

sistemos fazine trajektorija.

Visy galimy mechaninés sistemos faziniy trajektoriju taSku aibé (6n+1) matavimy erdvéje
Z,xZ,xT sudaro tos mechaninés sistemos fazine erdve".

Mechaninés sistemos visy galimy faziniy trajektorijuy projekeija { 6n matavimy erdve Z,xZ,,
vadinama mechaninés sistemos biiseny erdve, yra vadinama dinaminés sistemos faziniu portretu

21 = 21 (t)9

biiseny erdvéje. Jis yra gaunamas eliminuojant i§ lygciy sistemos { sudarytos i§ 6n

22 = zz(t)a

* Mechanikoje ir, bendrai, fizikoje, fazine erdve daZnai vadina 6n matavimy erdve ZxZ,, kuria sistemu
teorijoje vadina biiseny erdve. Manau, kad sistemy teorijoje vartojama terminologija yra racionalesné,
nes joje terminai sudaro nuoseklia antrojo tipo sistema. Sioje mokymosi priemonéje mes laikysimés
butent Sios terminologijos.
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skaliariniy lyg¢iu ir apibréztos 6n+1 matavimu fazingje erdvéje, laika t ir surandant matematiskai
iSreiksta tiesioginj sary$i tarp vektoriy z, ir Z, koordinaciy reikSmiu (pavyzdziui, sudarant lygciy

sistema), é(zl ,Zy ) =0 , apibrézta 6n matavimy biiseny erdvéje).
Kokios nors vienos fazinés trajektorijos z(t) projekcija i busenu erdve vadinama fazinés

trajektorijos portretu biiseny erdvéje.

Kai mechaningje sistemoje pasikeicia jos elementy padétis (t.y. pasikeiCia sistemos
konfigtiracija, o kartu — ir potencialinés energijos pasiskirstymas sistemoje) ar/ir ty elementy judéjimo
greiciai (t. y. pasikeiéia sistemos kinematika, o kartu — ir kinetinés energijos pasiskirstymas sistemoje),
tai sakoma, jog sistema pakeité savo blisena — peréjo i§ vienos fazé j kita.

Pavyzdziui, kai Ménulis, sukdamasis aplink Zeme, kuri pati sukasi aplink Saulg, kei¢ia savo
padéti Zemés ir Saulés atzvilgiu, dél ko pasikei¢ia mums matomos jo apiviestos dalies forma, mes
sakome, jog keiCiasi Ménulio fazé: ,jaunas Ménulis* pereina i ,,pilnati*, pastaroji — i ,,del¢ia“, po to —
,sudiles Ménulis vél tampa ,,jaunu‘ ir vél viskas kartojasi.

Stebédami svambalo (Svytuoklés) svyravimus, t. y. Svytuoklés biisenos pokycius, mes sakome,
jog Svytuoklé pereina i§ vienos svyravimuy fazés i kita. Tuos peréjimus galima apraSyti vektorine
funkcija z(t) = (z,(t),Z,(t)) — Svytuoklés svyravimy fazine trajektorija, matematiskai modeliuojancia
tuos svyravimus. Vektoriné funkcija Z,(t) = (x(t),y(t),z(t)) apraso $vytuoklés padéties trimatéje
erdvéje kitimo grafika (padéties kitimo, laikui bégant, trajektorija), o funkcija Z,(t)=
= (v (1), vy (1), v, (1)) — Svytuokles judejimo greifio v projekeijy kitimo grafika.

Siame skyrelyje, tik Siek tiek véliau, bus parodyta, kaip apskai¢iuojama Svytuoklés fazine
trajektorija ir surandamas jos portretas.

Dinaminés sistemos ir jos fazés savokos taikomos ne tik mechanikoje, bet ir
elektromechanikoje bei radiotechnikoje. Ten tokios sistemos buvo pavadintos elektrodinaminémis,
kadangi tose sistemose veikia ne mechaninés, o elektrinés jégos, kei¢iancios ty sistemuy biisenas.

Sios mokymosi priemonés 1.3. skyriuje mes nagrinéjome procesus P ir P,, matematiskai
aprasSydami 10 pav. pavaizduoty elektros grandiniy biisenas ir jy kitima.

Procesas P, — tai kondensatoriaus, turinCio talpa C, pakrovimo procesas, vykstantis per
rezistoriy, turintj varza R;, nuo elektros $altinio, turin¢io pastovia itampa Uy ir labai maza viding varza r,
kuria galima laikyti praktiskai lygia 0. Tokio proceso biisenos atvaizdavimui, kaip buvo nustatyta 1.3.
skyriuje, pakanka vienos koordinatés, pavyzdziui, itampos u,. tarp kondensatoriaus poliu. Todél proceso

t

R,C

P, faziné trajektorija yra skaliariné funkcija z;(t) =u (t)=Uy|1-¢ . Jos grafikas pateiktas

11 pav. To grafiko taskai plokStumoje Uc x T yra proceso P; faziy atvaizdai — proceso P, faziné
trajektorija. Jos portretas — atkarpa [z=0, z=U].

Procese P, veikia ne tik elektrostatinés, bet ir elektromagnetinés jégos, nes, jam vykstant,
vyksta ne tik elektrostatinio lauko, susidarandio kondensatoriuje, bet ir elektromagnetinio lauko,
susidaranéio aplink ritele, kurios laidais teka kintama elektros srové, pokyéiai. Sio proceso (ir grandinés
C R, L) biisena galima apraSyti jvairiais biuidais, pasirenkant dvi to proceso charakteristikas biisenos
vektoriaus Z koordinatémis z; ir z,. Nagrinédami procesa P, 1.3. skyriuje, buvome pasirinke z,=u,, z,=i.

2
d uc(t) N

Spresdami 1§ lygybés up(t)+ugr(t)tuc(t)=0 iSplaukianéia diferencialing lygti LC a2
t

t . . . .
+RC¥+uc(t) =0, esant pradinéms salygoms z;(0)=uc(0)=U, ir z,(0)=i(0)=0, kai proceso P,

parametrai C, R, ir L yra tokie, jog R%C2 #4LC, gavome tokias z(t) ir z,(t) reikSmes: z;(t)=uc(t)=

t
—CpeM 4 Cyet ir zz(t):i(t):C% = C(Clklek‘t +C,k,e*! )
3 —R,CF/R3C* -4LC §] R
Siose formulése k,, = 2 2 , Cpy=—2 17 RC .
2LC 2 R2C? —4LC
k' ek R,C k' ki’ U,C
Todél 7,(t)=Ug| &S 4 2 2T i gy =- 0 x
2 JRXC?-—4rc 2 R2C2 —4LC
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><(ek2t —ek‘t).
R2 1

Kai  R3C?=4LC  (ir todél k=ky=——2=——==ky), tai z(t)=uc(t)=
t

2L JLC

=Upe ' (1-kyt) = er E (1+ t) Uge r(1+ ), Zz(t):i(t):—%te Jie

t
JLC

Kai R%C2 <4LC, t.y., kai R, < 2\/%, tai JR%CZ —4LC = i\/4LC—R§C2 yra menamas

dydis ir todél grandinéje CR’L atsiranda elektromagnetiniai svyravimai.

—chJ—ri,MLC—R%c2 Ry 1/4Lc RC2
2LC

Tuomet k,, = 2L
2
R, _. R R, .
=——27Fi 1 (X =-——2Fio, C12—U01$ __RC ir
oL \Lc (2L 2L 2| ifarc—r2c?
R
U, -2t R . R .
z(t)=uc(t)=—2e 2L 1—+C e + 1++C et | =
2 i\/4ALC-R2C? i\/4ALC-R2C?
—&t eiu)t +e—imt ch eimt _e—iu)t —&t RZC

=Uye 2L |cosmt + sinot | =

+ . - . —
2 JaLCc-R2C? 2i J4LC - R2C?

Ry, Ry, o
=Upe 2L va®+b? — 2 cosot+——sinot Uge 2t e
Va? +b? Va? +b2 J4LC-R3C?

JaLc-Rr2c? R, [C WIC oy
X| ——————C0 soot+— s1n03t —UO e 2L [s1n\|/cosoat+cosws1noot]
2JLC JaLc-r2c?

= Asm(mt + \u).
Gautoji formulé rodo, jog Siuo atveju kondensatoriaus itampa z;(t)=uc(t) periodiskai svyruos su

J4LC-RIC? |1 m
2LC \LC o

X

2
cikliniu dazniu o = —[%} , t.y. su svyravimy periodu T=—

4nL.C . . 2JLC %‘
(3

=—————— . Svyravimy amplitudé A=U)——
J4LC-R1C? J4LC-R2C?

svyravimai galy gale uzges, nes limA =0. Taip atsitiks todél, kad dél varzos R,>0 egzistavimo
t—00

eksponentiskai mazés, ir

kondensatoriaus elektrostatiné (,,potencialiné®) ir ritelés elektromagnetiné (,,kinetiné*) energija ilgainiui
virs Silumine ir i$sisklaidys.

. 4LC-R3C* _ . . . L . .
Dydis  =arctg —RcC fizikoje vadinamas sinusoidiniy svyravimy pradine faze, o
2

J4LC -R3C? . \4LC -R3C?
2LC R,C

duc(t)
d

dydis ot +y = + arctg vadinasi $iy svyravimy faze momentu t.

Kadangi zy(t)=i(t)= C , tai z,(t)=i(t)= c% _C j [er 2 (cos ot +

Ry,
R,C R R,C R,C
f——2_sinot =U,Ce at|_ 22 €08 Wt + ———2———sin ot |+ —wsinwt+27mcoswt =
J4LC-R3C? 2L JALC-R3C? J4LC-R3C?

203



2L ,4LC—R§C2 2LC

R,

— 2y
e 2L sinmt.

=U,Ce 2L | cosot| ——=- .

2L /4LC—R§C2 2LC
20 RIC24+4LC-R2C? | 2U,C

=-U,Ce 2L - sinot = ——F/———
2LCy4LC-R1C? JALC-R3C?

Kaip matyti i$ Sios formulés, elektros srovés stipris z,(t)=i(t) taip pat svyruos su tuo paciu
cikliniu dazniu ® (vadinasi, ir su tuo paciu periodu T) kaip ir kondensatoriaus itampa z;(t)=uc(t), taciau
su Siek tiek skirtinga eksponentiSskai mazéjancia amplitude ir skirtinga faze. Pradiné elektros srovés
stiprio i(t) svyravimy fazé Siuo atveju yra lygi 0. Tai atitinka prading salyga 1(0)=0. Jei pradinis srovés
stipris biity buves nelygus 0, tai ir pradiné jos svyravimy fazé biity buvusi nelygi 0.

Kaip matome, nagringjant elektrodinaming sistema, terminas ,,fazé* buvo pavartotas, nors ir
artima anksciau jvestos savokos ,,dinaminés sistemos fazé“ prasmei, tadiau Siek tiek kita prasme:

R,
St R, R,C  y4LC-R3C? ]ﬂinw{_Rz. R,C J4LC-R3C?

.faze“ buvo pavadintas ne vektorius z(t) =(z;(t),z,(t))=(uc(t),i(t)), o kampas wt+y= 271% + v, kuris §iuo

J4LC-R3C? J4LC-R3C?
——ttarctg—m——.
2LC R,C
Sios savokos — vektorius Z(t) ir kampas ot+y — néra ekvivalenéios: Zzinodami faze

atveju yra lygus

Z(t) =(z1(t),zo(t)) mes visada galime rasti ,fazg“ otty, o ,fazés“ otty zinojimas ne visada yra
pakankamas fazés z(t) =(z;(t),z,(t))=(uc(t),i(t)) apskai¢iavimui.

Kaip jau buvo pabrézta anksCiau, nagrinédami mechanines dinamines sistemas mes
laikysime anksc¢iau jsivesto apibréZimo, jog fazé — tai sistemos biisena momentu t. Bet kartu su tuo
prisiminsime, jog, skaitydami literatiira, skirta elektrotechnikai bei radiotechnikai, galime susidurti ir su
§io termino vartojimu, nors ir artima, bet Siek tiek kitokia prasme, reiskiancia biiseny erdvéje
besisukancio biisenos vektoriaus Z; posiikio kampa ot+y momentu t.

Pailiustruosiu Siame skyrelyje ivestu dinamines sistemas charakterizuojanciy savoku esmg ir ju
taikyma, iSnagrinédamas labai paprasta konkreCia mechaning sistema, susidedanCia i§ stangrios
spyruoklés s, uzmautos ant vertikalaus virbo, kurio apatinis galas kartu su spyruoklés apatiniu galu
pritvirtintas prie nejudancios horizontalios plokstés, ir masyvaus rutuliuko, turin¢io mas¢ m, simetriskai
uzmauto ant to virbo ir uzdéto ant spyruoklés virSutinio galo (Zitir. 22 pav.).

Sis pavyzdeélis kartu bus ir konkre¢ios mechaninés dinaminés sistemos, jos matematinio
modelio sudarymo ir dinaminés sistemos judéjimo sisteminés analizés pavyzdys.

Tarkime, kad rutuliukas ir spyruoklés virSutinis galas, spyruokle spaudziant Zemyn ar tempiant
aukstyn, gali be trinties judéti Zemyn ir auksStyn. Tarkime taip pat, kad oro pasiprieSinimas tokiam
judéjimui yra toks silpnas, kad ji (kaip ir trintj { virba) galima laikyti lygu 0.

Tarkime, kad tos spyruoklés ilgis pradinéje biisenoje, kai tos spyruoklés niekas nespaudzia ir
netempia, yra lygus ¢ ir todél spyruoklés virSutinio galo koordinaté z(t) momentu t=0, kai | spyruokle
jokios jégos dar neveikia (laikant, kad virbo pagrindo ir apatinio spyruoklés galo koordinaté z visa laika
iSlieka pastovi ir lygi 0), yra lygi ¢, t.y. z(0)=/.

Tarkim, kad rutuliukas uzmaunamas ant virbo ir momentu t=0
labai palengva ir labai atsargiai, t. y. taip, kad momentu t=0 rutuliuko
greitis biity lygus 0, uzdedamas ant spyruoklés virSutinio galo. Kaip tik
ta momentg ir ta rutuliuko bei spiralés padéti vaizduoja 22 pav.

Tarkime, kad spyruoklés stangruma charakterizuoja stang-
rumo koeficientas A. Ji, naudojantis Huko désniu stangrioms deforma-

.. . . . F . . * *
cijoms, galima apibrézti formule A :A_dg’ kurioje Al=z(0)-z(t )=1-z

yra spyruoklés ilgio pokytis, atsirandantis pastovaus dydzio nedidelei
mechaninei jégai Fy vertikaliai spaudziant spyruokle zemyn iki tol, kol
dél spyruoklés deformacijos atsirandanti ir vis didéjanti deformuotos
spyruoklés stangrumo jéga F nesusilygina su F, ir, bidama prieSingos
krypties, atsveria pastaraja. Momenta, kuriuo pasiekiama $i
pusiausvyra, pazymésime Zymeniu t, o spyruoklés virSutinio galo
koordinate z tuo momentu — Zymeniu z .

Kalbant apie deformuojancia jéga Fg4, buvo pavartotas epitetas
,.nedidelé“. Jis pavartotas todél, kad Huko désnis galioja tik stangrioms
22 pav. deformacijoms, kuriy metu deformuojanti jéga Fy néra tokia didelé, jog
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galéty deformuoti spyruokle negriztamai, t. y. taip, jog po deformuojancios jégos iSnykimo deformuotas
kiinas jau nebegaléty sugrizti i iki deformacijos buvusia biisena.

Kai rutuliukas, kurio masé¢ yra lygi m, momentu t=0 su greiciu, praktiskai lygiu 0, pasiekia
virdutinj spyruoklés gala, jis pradeda spausti spyruokle zemyn savo svorio jéga P=mg. Sioje formuléje

m _ . Ly o . . .. .. . . .
g~9,81— —kuny, esanciy arti Zemés pavirSiaus, laisvo kritimo beoréje erdveje pagreitis, atsirandantis
s

dél Zemés traukos. Si pagrei¢io reik§mé nustatyta eksperimentaliai, matuojant beoréje erdvéje laisvai
krintan¢iy kiiny kritimo metu nueita kelia ir kritimo trukme. Jégos P veikiamas rutuliukas pradeda kristi
zemyn, deformuodamas spyruoklg, dél ko ir atsiranda spyruoklés pasipriesinimo jéga F=AA[,

f_ g—iAé .
m

Pradzioje, kol spyruoklés deformacija A/=z(0)-z(t) dar néra didelé, jéga F, dar neatsveria
jégos P ir rutuliukas krinta Zemyn su vis mazéjanciu pagreiciu.

Rutuliukui judant Zemyn, didéja spyruoklés deformacija A=/ —z(t), todél didéja jéga F=AAL .
Mazéjant jégy P ir Fy skirtumui, mazéja ir pagreitis a. Tas maz¢éjimas tesiasi iki momento t=t*, kuomet
jega Fy(t)=A[ £ —z(t")] tampa lygi P=mg, ir rutuliuko kritimo Zemyn pagreitis a tampa lygus 0. Tuo
momentu rutuliukas pasiekia didZiausia Zemyn kritimo greitj v(t').

Nors momentu t iSnyksta jéga, stumianti rutuliuka Zemyn, bet rutuliukas, turédamas greit
v(t"), i§ inercijos, kaip teigia pirmasis Niutono désnis, tesia savo judéjima Zemyn, dar labiau
suspausdamas spyruokle ir didindamas jéga F,=AA/ , kuri dabar tampa jau didesné uz P=mg. Todél jégu
P ir F atstojamoji dabar tampa jau nukreipta { virSy ir dél to atsiranda nukreiptas | virSy pagreitis

_EK-P A
=— Al —g, mazinantis rutuliuko kritimo greiti v.

mazinanti rutuliuko kritimo Zemyn pagreiti a =

m m
Rutuliuko kritimas vis mazéjanciu greiciu ir jégos F, vis létesnis didéjimas tesis iki tol, kol
rutuliukas sustos. Tq momenta, kai rutuhuko greitis taps lygus 0, pazymésime t=t . Momentu t=t

spyruoklés deformacija Al=/—z(t") pasicks maksimuma, ir rutuliukas, Velklamas jégos F—P=

ok . . ey F -
=A[ £ —z(t )]-mg, pradés judéti aukStyn, su pagreiéiu a =—2
m

spyruoklés deformacija A/, todél mazés ir jéga F bei pagreitis a. Taciau rutuliuko judéjimo i virSy
greitis didés, nors ir vis mazéjanciu tempu.

Momentu t=t vis maZéjanti jéga F, taps lygi P ir pagreitis a taps lygus 0. Rutuliuko judéjimo
{ vir§y greitis pasieks maksimuma. Ir nors momentu t=t  i$nyks jégu F, ir P atstojamoji jéga, stumianti
rutuliuka { virsy, jis i§ inercijos tgs savo judéjima, dar labiau mazindamos spyruoklés deformacija Al ir

. Judant rutuliukui aukstyn, mazés

jéga F, kuri taps jau mazesné uz P. Atsiras pagreitis a = nukreiptas Zemyn ir mazinantis

m
rutuliuko judéjimo { vir§y greitj v.

Kylant rutuliukui i virsy, jéga F, vis mazés ir didés jégu P ir F, skirtumas, dél ko didés pagreitis
a ir vis didéjanciu tempu mazés rutuliuko kilimo aukstyn greitis v.

Momentu t=t  rutuliukas sustos ir jo kinetiné energija taps lygi 0. Jei nebiity trinties, oro
pasiprieSinimo ir kity energijos nuostoliy, tai, vadovaudamiesi energijos tvermés désniu, turétume
padaryti i§vada, kad potencialiné rutuliuko ir spyruoklés energija momentu t=t" turéty biti ta pati kaip
ir momentu t—O kuomet rutuliukas buvo uzdétas ant spyruoklés virSutinio galo. Todél koordinatés z(t)
reikme z(t ) turéty biti lygl z(0)="/

Nuo momento t=t"  turéty pras1det1 ka tik aprasyto proceso kartojimasis, kuris, nesant trinties
ir kity energijos nuostoliy, turéty kartotis ir kartotis be galo. Esant trinciai, spyruoklés ir rutuliuko
svyravimy amplitudé turéty laikui bégant mazéti, kol svyravimai galy gale visisSkai uzgesty. Tai jvykty
gestandiy svyravimy pabaigoje spyruoklés virSutiniam galui atsidiirus taske z , kuriame F =M/ )
buty lygi priesingos krypties jégai P= =mg. Nesunku jrodyti, jog z =z(t" )—z(t "

Sia koordinatés z reiksme z', o taip pat laiko momenty t, ¢, 7", " bei kity mechaninés
sistemos judéjimo charakteristiky (grelcm, pagreidiy, padeédiy z(t), z(t), z(t") ir t. t., veikiandiy jégu,
potencialinés ir kinetinés energijos kiekiu) reikSmes mes galésime apskaiciuoti, sudar¢ nagrinéjamos
mechanings sistemos judé¢jimo matematinj modelj.

Naudodamiesi tais paciais mechanikos désniais, kuriais mes ka tik naudojomés, aprasydami
Sios mechaninés sistemos judéjima kokybiSkai, ir panaudodami ta pacia logika (t. y. tas pacias logikos
taisykles, kuriomis mes ,,automatiskai“ vadovavomés, darydami iSvadas savo samprotavimuose), bet
papildomai taikydami dar ir matemating kalba bei operavimo su tos kalbos ,frazémis*“ —
matematinémis formulémis — matematinj aparatga, mes galésime apskaiciuoti kiekybines to judéjimy
charakteristiky reikSmes, t.y. i§ ty paciy mechanikos désniy ir vadovaudamiesi ta pacia logika
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iSvesti Zymiai daugiau informacijos. Taip atsitinka todél, kad mes, naudodamiesi matematikos
aparatu, gauname galimybe naudotis dar ir matematikos mokslo nustatytais ir | matematikos
aparata ,,jmontuotais“ matematikos ir matematinés logikos désniais, tokiais pat bendrais kaip ir
sistemotyros désniai ir todél galiojanciais visoms sistemoms. Kuo galingesni bus miisy naudojami
matematikos ir sistemotyros formalis ,,aparatai®, tuo galingesni, darydami i§ turimos informacijos
iSplaukiancias i$vadas, busime ir mes. Jau vien dél Sios galimybés naudinga turtinti matematikos ir
sistemotyros kalbas, jy matematinius aparatus bei mokytis jomis ir jais naudotis.

Sudarydami nagrinéjamos mechaninés sistemos judéjimo matematinj modelj ir atsizvelgdami {
tai, kaip 22 pav. pasirinkome aplikaciy aSies z krypti, laikysime vektorius, nukreiptus Zemyn,
neigiamais, o vektorius, nukreiptas i virSy, — teigiamais. ISvestinéms vaizduoti naudosimés klasikingje

o e . . . o ... dz . d*z .. Con

mechanikoje placiai taikomais dar Niutono jvestais Zymenimis: z = e zZ= F . Dydzius z(t), z(t) ir
t

z(t) laikysime laiko funkcijomis, o ju reikSmes fiksuotais laiko momentais — algebriniais dydziais,

galiniais bti ir teigiamais, ir neigiamais skai¢iais. Siuo, dabar miisy nagrinéjamu, atveju yra aidku, jog

z(t)>0. Taciau z(t) ir z(t) reikSmeés gali buti ir teigiamos, ir neigiamos. Modelio parametrus I, m, A, g

laikysime teigiamais dydziais. Teigiamais dydziais laikysime ir svyravimo periodo T, svyravimy

ciklinio daznio ® 2% ir svyravimy amplitudés A reik§mes. Svyravimy pradinés fazés ¢ bei y galés

biiti ir teigiamos, ir neigiamos. Zymeniu z(t) Zymésime spyruoklés virdutinio galo koordinate momentu
t, todel z(0) vaizduos tos koordinatés reikSm¢ momentu t=0. Pradzioje mes nagrinésime atveji, kai
z(0)=l, taciau bendruoju atveju tokios lygybés gali ir nebiti: z(0) reikSmé gali biiti pasirenkama
eksperimentuojant su mechanine sistema bei aprasant eksperimento pradines salygas. Zymeniu z(t)
zymésime koordinatés z(t) kitimo greiti. Jis, iSskyrus vieng atveji, apie kuri bus kalbama véliau, bus
lygus spyruoklés virSutinio galo ir rutuliuko judéjimo greiiui momentu t. Zymeniu z(0) Zymésime
pradinj (t. y. atitinkantj momenta t=0) rutuliuko ir spyruoklés virSutinio galo greiti. Mes ¢ia nagrinésime

#(0)

tik tokius atvejus, kai z(0) <0. Todél dydis v = arctg—W/i milsy ¢ia nagrinéjamais atvejais tenkins
g Vm

salyga y<0, o dydis o=—y —salyga ¢=0.
Sudarydami mechaninés sistemos judéjimo matematini modeli, naudosimés mechanikos
désniais, kuriais jau naudojomés, sudarydami kokybinj to judéjimo modelj pirmojoje Sio skyrelio dalyje,

.. Fu (t) .
ir i§ ju iSplaukianGiomis formulémis: P=mg, F(t)=A[/-z(t)], Fas()=F(t)-P, 7(t)= #() Cia
m
F.. () — veikianciy jégy atstojamoji jéga.
Pradzioje iSnagrinésime atveji, atitinkantj pradines salygas z(0)=/ ir z(0)=0, o véliau ta atveji

apibendrinsime.
Sudarysime nagrinéjamos mechaninés sistemos (materialinio tasko, turinio mas¢ m) judéjimo

Fatst.(t) _ F (t)_ P _ 7‘[5 - Z(t)]_ mg _ A [/g _ Z(t)]—

diferencialing lygti: Z(t) = g.

Gavome antros eilés diferencialing lygti z(t)+—z(t):—€ —g su pastoviais koeficientais ir su
m m
pastovia deSiniaja jos puse. Rekomenduoju skaitytojui savarankiskai iSspresti Sia gana paprastg

diferencialing lygti ir isitikinti, jog jos bendrasis sprendinys yra z(t) =/ —% + {2(0)— [+ %} X

X COSw/it + 2(0)1/m sinwflt .
m A m
mg

Istate pradines salygas z(0)=/¢ ir z(0)=0, gausime konkrety dalini sprendini z(t) =/ —T+

+%cos —t . IS Sio sprendinio iSplaukia, jog spyruoklés virSutinis galas (o kartu ir rutuliukas)
m

o o - / Ao . . m,
harmoniskai svyruos su cikliniu dazniu ® = ,/— ir su pastovia amplitude A = mg .
m

Kadangi svyravimy ciklinis daznis « yra suriStas su svyravimy periodo trukme T formule

206



0= % , tai svyravimy periodo trukmé Siuo atveju bus lygi T =2m, f% . Si formulé rodo, kaip
svyravimy periodo trukmé priklauso nuo rutuliuko masés ir spyruoklés stangrumo, o formulée A = e
rodo, kaip nuo ty paciy dydziy priklauso svyravimy amplitudés dydis A.

mg

Momentu t=0 spyruoklés virSutinio galo koordinaté z(t) bus lygi Z(O)zZ—T—i-

A . e . . T / e
+%co{ —-0]=€, o praéjus ketviréiui svyravimy periodo Zzg % spyruoklés virSutinio galo
m

koordinaté z(t) taps lygi Z(;{ " } é——+—cos(\/T nd m} E—— Tame taSke spyruoklés

(ir rutuliuko) judéjimo greitis bus lygus z(t) = 2{21 {%] Apskaiciuosime ta greiti.

Diferencijuodami formulg Z(t) =/ —% +%co \/T t gauname z \/: s1n\/: =
m

=-g % sin,|—t . Momentu t=0 spyruoklés virSutinio galo ir rutuliuko judéjimo greitis Z(t) =7(0) bus
m

T =n|m .
lygus 0, o momentu t= Z = x tas greitis taps lygus z| — =—g.|— M in |2t -
- gwf— sm(wf— —1{ J -8, {— sm— = —gwf . Gautas rezultatas rodo, jog tas greitis bus nukreiptas

zemyn ir turés maksimaly dydi. Judéjimo pagreitis tame taske bus lygus 0. Tuo galime isitikinti,

iSvesdami pagreicio Z(t) formulg ir jstatydami laiko t reikSme, lygia —: _—g,, ‘/—x

><cos1f— =—gcos1f—t Momentu t=0 pagreitis lygus 7z(0)=—g, o momentu t—z pagreicio Z t)

reikSmeé taps Z( j =-g cos(\/7 \/7j =-g cos— =0.

Lygindami gautus rezultatus su anksciau atliktos kokybinés analizés rezultatais, matome, jog

ten minétasis momentas t yra lygus Z:g %, o z=z(t ):é—%. Taska z galime laikyti
svyravimy centru.

T m
Praéjus nuo svyravimy pradzios t=0 pusei svyravimo perlodo — =T 3 , spyruoklés virSutinio

galo koordinaté z(t) taps lygi Z(%j=f— (d J J mg mg =(-2—= Xg
VT o . m m A |m . .
spyruoklés virSutinio galo greitis z(t) taps lygus z| & 5 =—g Tsm —T n =0, o jo pagreitis
m
.. [ [m /7» / m . . L
z(t) bus lygus z(n le—gco{ —T leg ir nukreiptas { virsu.
m

. . T EX ok *k .. . .
Vadinasi, B yra t ir z(t )=z yra zemutinis svyravimy taskas. Tame taSke svyruoklés
. .. . . . . v ok ok m .. ..
virSutinio galo koordinaté z(t) igyja reikSme¢ z(t )=z =/ _2Tg greitis tampa lygus 0, o pagreitis —

kiino laisvo kritimo pagreiciui g, taciau nukreiptam ne zemyn, o aukstyn.
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Taske z(0)=¢ mechaniné sistema, susidedanti i§ spyruoklés ir rutuliuko, turéjo spyruoklés
apatinio galo atzvilgiu potencialing energija W®(0)=mg ¢ ir neturéjo kinetinés energijos, nes rutuliuko
greitis v(0)=2z(0) buvo lygus 0.

x m, m?g?
Taske z rutuliuko potencialiné energija tapo lygi mgz” :mg(f—Tg]:mgf— Xg , L.y.

2.2

sumazéjo dydziu . Rutuliuko potencialinés energijos sumazé¢jimo saskaita rutuliukas jgijo

- . mvz(t*) mzz(t*) Me 7 m?g? . ..
kineting energija 2 = 2 = 2 = TR o suspausta spyruoklé — potencialing energija

2
JRER | ) s
X(E—z) A m-g . L T .o
2 = 3 = T Bendras energijos kiekis mechaninéje sistemoje liko tas pats.

Taske z  rutuliuko potencialiné energija dar sumazéjo ir tapo lygi mgz™ = mg(ﬂ 2 jgj

2.2
mxg . Rutuliuko kinetiné energija tapo lygi 0, nes jo greitis v(z  )=z(t™) tapo lygus 0, o

2
e A2mE
. e . Cre . k(f—z )z A
suspaustos spyruoklés potencialiné energija dar padidéjo ir tapo lygi 2 = 5 =

=mgl -2

rrl2g2

. Bendras mechaninés energijos kiekis sistemoje isliko tas pats, t. y. mg /.

Palieku skaitytojui paciam isitikinti, jog momentu t~ situacija bus beveik ta pati, kaip ir
momentu t , iSskyrus tai, kad rutuliuko greitis z (t ) bus nukreiptas jau ne Zzemyn, o aukstyn ir lygus
m

gx-

Momentas t = bus momento t=0 pakartojimas. Ir bendrai: z(t+kT)=z(t), Z(t+kT):Z(t) ir
(t + kT) ( ) bet kurioms sveikoms skaic¢iaus k reikSméms.
ISvestos formulés:

Z(t)=r-Z8 \/7t 7t :—g\/:sm\/:,z(t —gcos\/:t,

Wr(p)(t)—mgz() cos\/7t mg| (- Ai],
m m 2
2 2,2
Wr(k)(t)zmz (t)zm £ sinz\/Tt m* ne ( cos2t\/7},
2 2h m 4n m
2

B 2.2 2 2 2.2
W, ()= Me—z(W)f _ m’e? l—COS\/zt _me még cOS\/zH M8 os? |
2 2 m 2. A m 2\ m

leidzia apskaiCiuoti spyruoklés virSutinio galo koordinate z(t), jos judéjimo greitii(t), pagreiti i(t),
rutuliuko potencialing energija, jo kineting energija ir suspaustos spyruoklés potencialing energija
kiekvienu momentu t.

Nesunku jsitikinti, kad bet kuriuo momentu t energijy suma W, (t)+W,"+W,P=mg ¢ =const.
Tai atitinka energijos tvermés désni.

Palieku skaitytojui savarankiskai isitikinti, jog Sios mechaninés sistemos fazinés trajektorijos —
jos biisenos z=(z,,2z,)=(z,z) kitimo grafikai trimatéje fazinéje erdvéje Z;xZ,xT — yra sraigtinés

elipsinés linijos o tu trajektorijy portretai, t.y. ju projekcijos i buseny erdve Z;xZ,, yra elipsés

(z-z)" )
32 b2

skirtingus parametrus a ir b, priklausancius nuo pradiniy salygy z(0) ir z(0). Kai z(0)=¢ ir z(0)=0, tai

Do . * m .- v ..
2 —1, turindios bendra centra — taska (z1=z :E—Tg; 7,=0), tadiau galinCios turéti

208



m, /m N . . o C ..
a :Tg , b=—g 3 Keiciantis pradinéms salygoms, parametry a ir b reikSmés gali keistis, taciau
a’ m
santykis —b2 = n iSlieka pastovus, todél islieka pastovi elipsiy Seimos orientacija: visos elipsés iSlieka

lygiagrecios tarpusavy, tik ju matmenys didéja didéjant sistemos pilnai energijai.
Pavyzdziui, atveju, kai z(0)=/, taciau rutuliuko pradinis greitis v(0)=v,#0, i§ bendrojo

diferencialinés lygties sprendinio z(t)=/¢ . z(0)—( + T8 | cos \/zt + i(O)\/E sin \/zt , Istatg
A A m A m

pradines salygas z(0)=/ ir z (0)=v(0)=vy#0, gauname dalinj sprendinj z(t)=/{— %co 1/ A t+
+vo | 2 sin Miop_me + ngz + ng X gx/a cos X ——5in
0 /_ /_ —¢_—5 /_
A m A 2 A \/mg2 +Avh wlmg +Avh
mg  [m’g? mV(z) A . A
=({-——=+ + X coswcoswf—t+sm\ysm1,—t =
A 22 A m m
r(ve Y ([
+ 08 1+—(ﬁj cos( —t—\y].
A m\ g m

Sioje formuléje = arctg&1f£ . Kadangi v, — rutuliuko kritimo zemyn greitis, tai v(<0.
g V\m

Todél ir y<O0. Isivede pradinei fazei Zymenj o=—y= arctgh1 f& >0, gausime spyruoklés virSutinio galo
g \m

padeét] z(t) kiekvienu laiko momentu aprasancia formulg:

2
z(t)=0— ng  me 1+k Yo | cos 1/&t+(p .
A A m{ g m

2
Sioje formuléje % 1+£(&j — svyravimy amplitudé A, ]fi — svyravimy ciklinis
m{ g m

. Vo | A . e
daznis ®, ¢ = —arctg—,/— — svyravimy pradiné faze.
g Vm

Lygindami $§j rezultata su rezultatu, kuri buvome gave atveju, kai v,=0, matome, jog atveju
vo#0 svyravimy ciklinis daznis isliko tas pats, svyravimy amplitudé Siek tiek padidéjo, nes daugiklis

2
1+£(&j >1, ir svyravimy pradiné fazé ¢ tapo didesné uz 0. Kaip matyti i§ formulés
m\ g

v /% . . .. L . . . . .
¢ = —arctg—L | | svyravimy fazés pradinis postiimis pirmyn yra tuo didesnis, kuo didesnis rutuliuko
g \m

pradinis greitis |[v,|. Be to, pradiné fazé priklauso nuo spyruoklés stangrumo ir rutuliuko masés.

Nors Siuo atveju pradiné svyravimy fazé jau néra lygi 0 ir amplitudé Siek tiek padidéjo,
svyravimy centras isliko toje padioje vietoje: jo koordinate z'=/¢ —%. Palieku skaitytojo
savarankiskam darbui i§siaiskinti, jog $iame taske jéga F,=A(/—z ), bidama priesingos krypties jégai
P=mg, bus lygi jai savo dydziu ir atsvers pastaraja.

Dél pradinés fazés postiimio anksc¢iau aprasytieji ivykiai, ijvyke¢ momentais t, t , t , dabar
ivyks Siek tiek ank$¢iau negu atveju, kai rutuliuko pradinis greitis buvo lygus 0.

Pavyzdziui, dabar spyruoklés virSutinis galas pasieks taSka z*zé—% ne momentu

T [m . A . T m
t=—,/—, o tokiu momentu t, kada suma ,/—t+ ¢ taps lygi —, t. y. momentut=| ——¢ [,/[—.
2V A m 2 2 A
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Nors dabar, kai v4#0, spyruoklés vir§utinio galo svyravimy Zemutinis taskas z* bus Siek tiek
. m . . . ok . . .
Zemiau negu f—ZTg, kaip buvo atveju vy=0, nes atveju vo#0 taSko z koordinaté bus lygi

mg

mg m . y .
-28_T8 it taciau tas taskas bus pasiektas

A A

w1 i [m ) fm
Siek tiek ankS¢iau: ne momentu t=m 3 o momentu t= (1 — @ 5

Grizdamas i§ $io tasko { virSy, spyruoklés virSutinis galas vél pasieks taska z'= /¢ —% irgi Siek

. s 3t [m 3n m
tiek anks¢iau: ne momentu t=— _|— , o momentu t=| — — o |,[— .
2 VA 2 A

Ivykiai svyravimo periodo pabaigoje, kai koordinatés z(t) reikSmé didédama artés prie ¢,
priklausys nuo to, ar amplitudés virSutinis galas yra pritvirtintas prie rutuliuko, ar ne.

Jei jis biity pritvirtintas, tai jam griztant | virSy ir pasiekus taska z= /¢ , kuomet jéga F=A( £ —z(t))
tapty lygi 0, spyruoklés virSutinio galo judéjimas dar nesibaigty: rutuliukas, i§ inercijos judédamas
aukstyn (nes jo greitis taske z=/¢ dar nebuty lygus 0), patempty virSutini spyruoklés gala iki tasko

2
’ =e-%+% 1+1(ﬁ] , kuris biity Siek tiek aukiiau tasko z=/, ir ten sustoty. Tai {vykty
m| g

m . . . - . . Hokokok m
momentu t = (27'C - (p)dx , t.y. Siek tiek anksCiau negu anksciau minétasis momentas t =2, ,7 . Po

to prasidéty naujas svyravimy periodas: momentu t=27 o spyruoklés virSutinis galas, judédamas

zemyn, pasiekty taSka z=/, momentu t= (5771 - (pjwf% jis vél pasiekty svyravimy centrg z*=/ —% ,

=5

2
momentu t= (37t — (p) — — zemutinj svyravimy taska z =/ — % —% 1+ A(ﬁj irt. t.
my g

ApskaiCiave  rutuliuko ir  spyruoklés  virSutinio galo judéjimo greitp  z(t) =

2
j —s1n[ —t+(p}, nesunkiai galime jsitikinti, jog ir $iuo atveju nagrinéjamos
m m

(z = Z*)z

32

mechaninés sistemos fazinés trajektorijos portretas bus elipsé +b—§:1. Sioje formuléje

) 2 2 2
z1=2(t), zz=i(t),z*=€—%,a2=mg 1+AE = %Jrv(z) ,b2=%+vg.
A b m| g YIS Py

Lygindami §j atveji su atveju z(0)=/¢ ir z(0) =0, matome, jog naujos elipsés parametry (elipsés

2
pusasiy) a ir b reikSmés padidéjo 1+£(E] karto. Tas padidéjimas atsirado todél, kad
m

g
nagrinéjamos mechaninés sistemos pilnoji energija iSaugo: ji pasipildé ta kinetine energija, kurig
atsine$é rutuliukas, jsijungdamas i sistema jau turédamas pradinj greiti v,#0.

Siek tiek kitaip vykty spyruoklés virsutinio galo judéjimas, jei jis nebaty pritvirtintas prie
rutuliuko, turin¢io mase m.

Laikydami, kad spyruoklé yra ideali ir todél turi tik stangruma, praktiskai neturédama inercijos,
gautume, jog, virSutiniam spyruoklés galui, jos svyravimy pirmojo periodo pabaigoje sugrizus | taska
z=/, kai jéga F, tampa lygi 0, nebebiity jégos, stumiancios spyruoklés virsutini gala ir deformuojancios
spyruokle. Todél spyruoklés virSutinis galas sustoty taske z= ¢, ir rutuliukas vienas, nebetempdamas su
savimi spyruoklés virSutinio galo, i§ inercijos tgsty judéjima aukStyn. Kadangi jam Siuo atveju jau
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nereikéty deformuoti spyruoklés, tai jis pakilty aukSciau negu iki tasko Z=€—%+

2
+ 28 1+£(Ej .

A m{ g
Rutuliuko greiti tuo momentu, kada spyruoklés virSutinis galas, kildamas aukstyn, pasiekia
taska z=/¢, nesunku  apskaiCiuoti, = naudojantis  jo  greiti  iSreiSkiania  formule

, 2
z(t) = _ng 1+&(&] 1’£ sin(wfit + (p) ir zinant, kad tuo momentu t funkcijos z(t) =/ LS
A m| g m m A
r(ve) ([ B
+ 28 1+—(&j cos[ —t +(p0} reikSmé turi buti lygi 7, t.y. cos[ —t+ (p} turi buti lygus
A m\ g m m

1

g

1
22 2
buti lygus — \/l—cosz(wfit+(p] ~Y A 1+£(&J . Istate Sia sin(1,£t+q)} reikSmg |
m g \m m| g m

greicio z(t) apskaic¢iavimo formulg, gautume, jog tuo momentu z(t)=vp>0, t. y. rutuliukas tuo momentu
vél turéty savo pradinj greiti, taiau dabar nukreipta ne i apacia, o i virSu.

Si rezultata, remiantis energijos tvermés désniu ir laikant, kad nesant energijos nuostoliy,
rutuliuko kinetiné energija spyruoklés pajudéjimo pradzioje ir pabaigoje, turéty biti ta pati, galéjome
gauti ir be jokiy skai¢iavimu.

2
AMve) |2 A o o o .
1+—| — . Kampo —t+¢ |, esanCio Siuo momentu ketvirtajame ketvirtyje sinusas turéty
m

2
Turédamas greiti |[vo| ir kildamas auk$tyn, rutuliukas pakils i auksti h:¥, t.y. svyravimy
g

2
e o . v
vir§utinio tasko koordinaté z taps lygi ¢+ 2—0 .
g

2
Nesunku irodyti, jog atveju, kada vy#0, atstumas / +‘2/—0 bus didesnis uz atstuma Z—%+
g
2 m AV :
0, MEN iy 21 Y0 | 1] I3 tikryju, jei abi Sios nelygybés puses
2g A m{ g
2 2 2 2
padaugintume i§ teigiamo dydzio 1+£(&J +1, tai gautume, jog Yoy I+A(Ej >0 ,
m{ g 2g m{ g g

2
t. y. gautume teisinga nelygybg, nes 1+ 1+£(Ej >2.
m\ g

Spyruoklés ir rutuliuko svyravimai Siuo atveju, kai vo#0 ir spyruoklés virSutinis galas
nepritvirtintas prie rutuliuko, biity nesimetriski ne tik atstumy, bet ir laiko atzvilgiu: spyruoklés

. . . o * mg . .. .. . .
virSutinio galo ir rutuliuko judéjimas nuo ,,svyravimy centro z = /¢ e iki Zemutinio svyravimy tasko
uztrukty, kaip ir tuo atveju, kai spyruoklés virSutinis galas yra pritvirtintas prie rutuliuko, lygiai viena

ketvirtaja periodo T, t. y. g*’% laiko vienety, o Stai spyruoklés virSutinio galo judéjimo aukstyn nuo

,svyravimy centro“ iki taSko z=/{ wuztrukty /%[g—q)), t.y. trumpiau nei 31/% Rutuliuko

judéjimas auksStyn nuo ,,svyravimy centro® iki virSutinio jo svyravimy tasko z=/¢ +2— uztrukty ilgiau,
g
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bitent \/% (g - (pj + % laiko vienety.
[vol [2

Kaip jau esame nustatg anks$ciau, ¢=arctg—,/— . Todél, matuodami kampa ¢ radianais,
g Vm

gautume, jog q)<m\/z, i kur iSplaukty, jog \/E(E—¢]+m>\/§(£—m\/z}+m:

{mn . . T . e g e . .
= R Vadinasi, rutuliukas iki vir§utinio savo svyravimy tasko judéty ilgiau negu ketvirti svyravimy

2
. ey e . . . \O v e v . .
periodo. IS virSutinio savo trajektorijos tasko z= /¢ +2—° jis griztu i taska z= /¢ po u laiko vienety, t. y.
g

[m 2v . . . s

momentu t= 7(27:—@)+M, skaitant nuo momento t=0, kada rutuliukas, krisdamas grei¢iu |vg|,
g

pirma karta palieté spyruoklés virSutini gala. Vadinasi, rutuliuko nesimetriniy svyravimy periodas bty

. L m e . e e
ilgesnis uz T=2n o o atstumas nuo auks¢iausio svyravimy tasko iki Zemiausiojo, biidamas lygus

—, bty ilgesnis uz

Visi Sie paskaiCiavimai ir samprotavimai buvo atlikti tam, kad bty pademonstruota, kaip
sisteminés analizés metu stengiamasi visapusiSkai analizuoti nagrinéjama rei§kinj ar sistema,
tikrinant savo samprotavimy ir skai¢iavimy teisingumg, atliekant juos ne maZziau kaip dviem
skirtingais biuidais. Tai padeda iSvengti skai¢iavimo ir loginiy klaidy sudétinguose tyrimuose ir
skaic¢iavimuose bei pastebéti tiriamojo reiskinio ypatumus.

Su panasia sisteminés analizés metodu taikymo demonstracija skaitytojas Sioje mokymosi
priemongje susidurs dar ne vieng kartg.

Noréciau atkreipti skaitytojo démesi | dar viena sisteminés analizés savybe — j kokybinés ir
kiekybinés analizés sinteze, jos taikymg ir tokios sintezés naudinguma. Juk jei biitume uzsiimingje
vien tik kokybine analize, ka daréme Sio skyrelio pradzioje, vargu ar biitume sugebéjg gauti visas tos
mechaninés sistemos parametry kiekybines charakteristikas, kurias gauti mums padéjo matematinio
aparato panaudojimas. Taciau, jei bltume apsiriboj¢ tik kiekybine analize ir bitume tik ,.grynai
matematiSkai® nagrinéj¢ sudaryta diferencialing lygti ir jos sprendinj, tai vargu ar biitume atkreipg

démesi { tai, jog nuo momento t:\/%(Zn—(p):\/%[2n+arctgﬂ\/zJ rutuliuko ir spyruoklés
g Vm

judéjimas gali pradéti vykti kitaip negu iki to momento. Tik sujunge abu metodus — kokybinj ir
kiekybinj — mes sugebéjome pastebéti skirtumus tarp atvejy, kada rutuliukas pritvirtintas prie
spyruoklés ir kada jis nepritvirtintas, bei gauti ta rezultata, kuri gavome. Be to, kokybiné analizé
buvo reikalinga ir sudarant nagrinéjamo proceso matematini modeli — diferencialing lygti

z(t) +£Z(t) = AE -g.
m m
Tiesa, tas modelis buvo dar labai idealizuotas ir dar stipriai skyrési nuo modeliuojamo tikrovés
reiSkinio, nes tikrovéje egzistuoja ir spyruoklés bei rutuliuko trintis i virba, ir oro pasiprieSinimas
spyruoklés ir rutuliuko judéjimui, ir energijos nuostoliai, spyruoklei deformuojantis, kuomet dalis
mechaninés energijos virsta Silumine. Todél spyruoklés ir rutuliuko judéjimo charakteristiky reikSmes,

apskaiciuotos naudojantis diferencialine lygtimi z(t)+—z(t)=—/¢—g, dar nebus visiskai tapacios
m m

realioms tu charakteristiky reikSméms. Apskaiciuotosios reikSmés skirsis nuo tikryjy ir ta skirtuma
sudarys ne tik ka tik minétosios modelio paklaidds, bet ir metodo paklaidés bei skaifiavimy
paklaidés suma. Metodo paklaida atsiranda taikant artutinius metodus, o skai¢iavimu paklaidos gali
atsirasti atliekant tokias matematines operacijas kaip Saknies traukimas, trigonometriniy funkciju
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reikSmiy apskaiciavimas ir pan., kuomet mes biiname priversti apsiriboti artutiniu operacijos rezultatu.
Skaiciavimo paklaidds dydi galima mazinti, didinant zenkly po kablelio skaiciy, metodo — taikant
tikslesnius metodus, o modelio paklaida — kuriant tikslesnius bei pilnesnius modelius.

Reikia nepamirsti ir to, kad kurdami objekty bei procesy matematinius modelius ir atlikdami
matematinius skaiciavimus, mes naudojamés modeliuojamus objektus bei procesus charakterizuojanc¢iy
parametry reik§mémis, kurios turéjo biiti kokiu nors biidu nustatytos, pavyzdziui, iSmatuotos. Todél
tenka turéti omenyje ir galimas matavimo paklaidas. [ matavimo paklaidas tenka atsizvelgti ir lyginant
skai¢iavimy rezultatus su realiy objekty bei procesy charakteristiky matavimo rezultatais.

Zinoma, ir matavimo paklaidas galima mazinti, didinant matavimy tiksluma, ta¢iau tokio
mazinimo galimybés praktiSkai visada yra ribotos, o, pavyzdziui, kvantinéje mechanikoje, kaip teigia
misy jau minétas (zidir. 1.2. skyriy) neapibréztumo principas, Siuolaikiné fizika teoriskai susidiiré su
absoliucia matavimo tikslumo didinimo riba, nes bet koks matavimas kartu yra ir poveikis j
matuojama objekta, kuris pakankamai maziems ar pakankamai jautriems objektams gali buti tiek
reikSmingas, jog galéty pakeisti matuojamo objekto blisena ir iSkreipti matavimo rezultatus.

Todél visada egzistavo, egzistuoja ir egzistuos galimybé atsirasti didesniam ar maZesniam
skirtumui tarp tikrovés ir jos matavimo bei matematinio modeliavimo rezultaty. Bet taip pat
visada egzistavo, egzistuoja ir egzistuos galimybé ta skirtuma mazinti, tikslinant modelj ir
matavimus, pasirenkant tikslesnius metodus bei skai¢iavimuose — didesnj Zenkly skaiciy. Daznai
pavyksta gauti rezultatus, kuriuos galima laikyti tenkinanciais $iandieninés praktikos reikalavimus.

Pavyzdziui, miisy ¢ia nagrinéjamos paprastos sistemos judéjimo matematini modelj galétume
padaryti adekvatesnj tikrovei, jei atsizvelgtume bent | kai kuriuos svarbesnius faktorius, lemiancius
mechaninés energijos ,,nutekéjimo* i§ analizuojamos sistemos atsiradima ir bent apytikriai jvertintume
to ,,nutekéjimo** nuostolius.

Tikslindami ta modelj, galétume, pavyzdziui, pabandyti jvertinti oro pasiprieSinimo spyruoklés
ir rutuliuko judéjimui jéga, kuri misy nagrinéjamu atveju yra svarbiausias faktorius, lemiantis
mechaninés energijos ,,nutekéjima‘.

IS praktikos zinome, kad kietas kiinas, judédamas ore (ar kitose dujose bei skysciuose)
susiduria su pasipriesinimo jéga, kuri priklauso nuo judéjimo greiCio, kiino skerspjlivio, statmeno
judéjimo krypciai, ploto, tos terpés, kurioje judama, tankio ir to kiino formos: igaubtas kiinas sutinka
didesnj pasiprieSinima negu iSgaubtas, aptakus kiinas. Kadangi kietas kiinas, judédamas dujinéje ar
skystoje terpéje, stumdamas tos terpés molekules, didina tam tikrame ju sluoksnyje molekuliy greicius,
kartais net sukeldamas stikurius, tai galima teigti, jog judédamas kuinas atliecka tam tikra darba,
didindamas tos terpés tam tikro sluoksnio molekuliy kineting energija. O tai leidzia manyti, kad terpés
pasipriesinimo jéga turéty tokiais atvejais priklausyti nuo judéjimo greicio v kvadrato.

Sia hipoteze galima patikrinti ir teoriskai, ir eksperimentais:

Teoriniam patikrinimui pasinaudosime metodu, kuri jau taikéme Sio skyriaus pradzioje,
iSvesdami léktuvo sparno keliamosios jégos formule.

Ieskosime oro pasipriesinimo jégos formulés formoje Fo,p:bp“SBV”, kurioje ,,b* — bedimensinis
koeficientas, priklausantis nuo judancio kiino formos, p — terpés, kurioje vyksta judéjimas, tankis, S —
judandio kiino skerspjiivio, statmeno judéjimo krypéiai, plotas, v — kiino greitis, terpés, kurioje judama,
atzvilgiu, o, B, v — kol kas neapibrézti (ieskomi) laipsniy rodikliai. Jei §i formulé teisinga (o ji, logiskai
mastant, neatrodo, kad priestarauty logikai ir praktikai), tai dimensijos Sios lygybés kairiojoje ir
desiniojoje pusése turéty sutapti.

Kairiojoje puséje jégos F,, dimensija turéty biti kg ms >, nes jéga (pagal jos apibrézima) yra
masés, matuojamos kilogramais (kg) ir pagrei¢io, matuojamo metrais i sekunde kvadrate (ms*),
sandauga, turinti dimensija kg ms .

Desiniojoje lygybés puséje tankio p, turindio dimensija kg'm >, ploto S, turin¢io dimensija m?,
ir grei¢io v, turintio dimensija ms ', laipsniy o, B, y sandauga p*SPv’ turés dimensija (kg m>)%(m*)"x
x(ms ' y'=kg"m"*P3%7,

Kad dimensijos abiejose lygybés pusése sutapty, turéty galioti lygybés: 1) o=1, 2) y+2p-3a=1,
3)y=2. I§ $iy lygybiy randame, jog o=1, p=1, y=2. Todél F,,=bc"S’v'=bpSv’. Tai patvirtina misy
anksciau iSsakyta prielaida.

Sia oro pasipriesinimo jégos priklausomybe nuo greigio v ir ploto S patvirtina ir fizikiniai
eksperimentai: nustatyta, kad intervale [2ms ', 240ms '] aerodinaminio pasipriesinimo jéga apytikriai
proporcinga judéjimo greiio kvadratui. Kai kiino judéjimo oro atzvilgiu greitis v yra mazesnis uz
2ms ', tai aerodinaminio pasiprie§inimo jéga tampa apytikriai proporcinga jau ne antrajam, o pirmajam
grei¢io v laipsniui. Kodél taip atsitinka, paaiSkinsiu Siek tiek véliau, kai iSnagrinésime i$vadas,
iSplaukiancias i§ formulés Fo‘p:bpSVz.

Tarkime, kad rutuliukas, turintis mas¢ m, krinta i§ tam tikro aukscio, veikiamas svorio jégos
P=mg, iveikdamas oro pasiprieSinimo jéga FOAp:bpSszsz. Sioje formuléje k reiskia sandauga bpS,
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kuria Siuo atveju galima laikyti pastoviu dydziu, nes, kai aukstis, i§ kurio krinta rutuliukas, néra labai
didelis, oro tanki p ir gravitacinj pagreiti g galima laikyti pastoviais dydziais.
Rutuliukas, kurio pradinis greitis v(0)=0, veikiamas svorio jégos P=mg, pajudés zemyn ir
dv(t)y P-F,, mg—kv?

pradés kristi su pagrei¢iu a= = = :g——vz. Didé¢jant rutuliuko kritimo
dt m m m

e .. . k o .. . o . . .
greiCiui, mazés skirtumas gf—vz, o todél ir mazés rutuliuko kritimo pagreitis, artédamas prie 0.
m
. . . . . T / m . . ey
Taciau, kol rutuliuko kritimo greitis v bus vis dar mazesnis uz c= gT , pagreitis a bus vis dar Siek tiek

didesnis uz 0 ir rutuliuko greitis v(t) artés prie ribos c:d% . Net nesprgsdami diferencialinés lygties

% —g——v?, galime pasakyti, jog rutuliukas, veikiamas vien tik savo svorio jégos, niekada negalés
v
pasiekti greicio, didesnio uz 021/& = \/ AL \/ gp.V =2 \/ EP:t , kur p, — terpés tankis, p, — rutuliuko
k bp,S bp,S 3bp,

3

medziagos tankis, r — jo spindulys, V :gnr — rutuliuko tiiris, S=nr® — rutuliuko skerspjivio plotas.

Pasinaudodami lygybe ¢’= glin i§ kurios i$plaukia k=52 , pertvarkysime diferencialing lygti
¢’
t . .
(10) —g——v2. Gausime, jog (0] = g—£V2 :é(c2 —Vz), t.y. dv -4t
dt m dt o2 o2 Z_v2
1 11 1) 111 . Y ‘
Kadangi 5= + =—/| ————|, tai i§ lygties I dv = J‘ﬁ dt
c“=v- 2cl\lc+v c—v) 2clc+v v-c c? _y? c?
v(0) 0
v(t) v v(t) t
gauname lygt] J - = J%
v V-
v(0) v(0) 0°

C+V(t)_ln v(t)—c_2gt In W lne%gt

Po integravimo gausime: In
& 8 c+v(0) v(0)-c ¢ e [c + V(O)][v(t) c]

. [c+v(t)][c V(O)]
[c+vO)]c-v(t)]

2 Zg
. . . +v(t ¢
Kadangi v(0)=0, tai gauname, jog C—VEt;: ¢ Lty . ctv(t)=e ¢ [c V(t)]
-V
28, gt gt S gt
c _1 C_p C D t

Todel V(t):c-e2 & 7% e C_cthE

28, gt gt h gt c

e +1 ec+e °© ¢ o
Vadinasi, krintancio rutuliuko grei¢io v(t) santykis su maksimaliu grei¢iu ¢ didés taip, kaip

didéja argumento g hiperbolinis tangentas. Si didéjima grafiskai vaizduoja 23 pav.
c

Galima apskaiciuoti ir tai, kaip keisis rutuliuko nueitas kelias s(t).

g st
& it d efte gt gt gt gt
. t t ¢C—e © |, DU N S
Kadangi V(t):%ﬂt-thg—:ce C i :E[ec -e ¢ }, tai [ec —e ¢ ]dt:
C

gt et dt t
e +e ¢

gt gt
g ﬁ gl gt —dlec +e ©
c gt gt s(t) —-e ¢ (g
C —_— = -
e s(jmds(t) C! J ds(t)= CI w g o
e +e °
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gt _at

dec+e ©
_E£ s gt
e +e ¢
2 gt gt 2 g?t *g?t 2
Integruodami gauname: s(t)—s(O):c—ln e +e ¢ ‘5 :C—ln%:c—lnchg—t.
g g g ¢

2
Kadangi s(0)=0, tai s(t):C—ln chg—t . Vadinasi, atstumas s(t) — rutuliuko nueitas kelias per laika
g c

t kritimo metu — didéjant t, didés kaip argumento g hiperbolinio kosinuso logaritmas.
c

e 0,964
09 T~~~ """ T T T T T T T T T =
08 T
0.7 T -~~~ "~~~ 777 7
06 T
05 T
04 T-~~7~
03 T
02 T
01 T

|
I
I
I
I
I
TR T T O N
LU
0010203040506 08 10 14 20 ¢

23 pav.

Rekomenduoju  skaitytojui, pasinaudojus atitinkamomis lentelémis (arba specialiomis
2
programomis, pavyzdziui, MAPLE) nubraizyti funkcijos s(t):C—In Chg—t grafika ir isitikinti, jog tas
g c

2
grafikas asimptotiSkai artéja prie tiesés s(t)=ct——In2, t.y. prie tiesés, vaizduojancios judé¢jima su
g

pastoviu greiciu c.
Zinodami auksti H, i§ kurio buvo paleistas kristi rutuliukas, ir laika t*, per kuri jis nukrito,
2
naudodamiesi formule s(t):C—ln chg—, istate i ja vietoj s(t) konkrety dydi H ir vietoj t — konkrety dydi
g c

2 gt*

t", gausime lygti H=S"In ch=—, leidzian¢ia apskaiCiuoti ¢ reik§me. Surade ¢ ir naudodamiesi formule
g c

czwf@ - B _ [EP v - |8 T =2 [BP bei sinodami rutuliuko spinduli r, jo medziagos
k bp,s bp,s bp,s3 3bp;,

tanki p, ir oro tankj p,, galime apskaiciuoti koeficiento b, priklausancio nuo judancio kiino formos,
reikSme.

Taip savo laiku Eifelis Paryziuje, leisdamas kristi jvairiy formy kiinams nuo Eifelio boksto ir
fiksuodamas laika, per kurj kiinas pasiekdavo zeme, apskaiciavo rutuliuko bei kvadratinés plokstelés
aerodinaminio pasiprieSinimo koeficientus, tiksliau koeficiento b ir oro tankio p, sandaugas, tuo
iSvengdamas reikiamybés matuoti medziagos tanki p, nes tai yra sudétingiau nei matuoti kiino, kurj
ruo$iamasi mesti, masg, ta kiing pasveriant.

Dabar aerodinaminio pasiprieSinimo jéga ivairiy formy kiinams yra matuojama specialiuose
aerodinaminiuose vamzdziuose, kuriuose patalpinami ivairiy formy kiinai. | tuos kiinus puc¢iama Zinomo
greitio oro srové ir matuojama veikianti i tuos kiinus srovés jéga, kuri ir yra F,,. Zinant ios jégos dydi
ir kiino matmenis, galima apskaiciuoti kiino formos koeficienta b.

Kai kiinas juda dujine ar skysta terpe nedideliu beveik pastoviu ar pastoviu greiiu, tai kiino
saveikavimo su terpe, kurioje jis juda, mechanizmas tampa jau kitoks: vyksta jau ne tiek kinetinés
energijos perdavimas terpei, kiek savotiska trintis, atsirandanti kiinui skverbiantis pro terpés molekules,
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t. y. sankabos jégu tarp kiino pavirSiaus molekuliy ir ta pavirsiy lie¢ianciy terpés molekuliy jveikimas, o
grimztanCiuose | skysti ar dujas kinams — dar ir iSstumianciy i§ skys€io ar dujy Archimedo jéguy
iveikimas. Su Siomis jégomis irgi reikia skaitytis. Juk laivai ir oro balionai plaukioja ir skraido kaip tik
Siy jégu palaikomi. Tiesa, Archimedo jégos prieSinasi tik kiiny grimzdimui ir tiesiogiai nedalyvauja
sudarant aerodinamini ar hidrodinaminj pasiprie§inima horizontaliam kiiny judéjimui, taciau vertikaliam
ty kiiny judéjimui tos jégos gali turéti reik§minga poveikj.

Nagrinédamas skysciy bei duju trinties jégas, kurios veikia | tuose skysciuose bei dujose
nedideliu greiciu judancius kiinus, angly fizikas ir matematikas Dz.Stoksas yra nustatgs, jog tos jégos
priklauso nuo to judéjimo greic¢io pirmojo laipsnio. Pavyzdziui, jis yra nustatgs, kad rutuliuka, kurio
spindulys yra r, veikia trinties jéga F,=6murv. Sioje formuléje koeficienta p vadina dinaminio
klampumo koeficientu. Jo dydis priklauso nuo skyscio bei dujy molekuliu sankabos su judancio kiino
pavirSiaus molekulémis jégu ir yra nustatomas eksperimentiskai. KeiCiantis temperatiirai, Sios jégos ir
koeficientas p gali keistis. Tai galima pastebéti kaip terpés klampumo pasikeitimus.

Kadangi rutuliuko masé, o kartu ir jo svorio jéga P=mg priklauso nuo jo medziagos tankio p ir
jo turio V, kuris yra proporcingas rutuliuko spindulio r tre¢iajam laipsniui, o trinties jéga priklauso tik
nuo pirmojo to spindulio laipsnio, tai tos pacios medziagos dideli rutuliukai grimzta Zymiai greiciau
negu mazi. Todél nuosédos skysciuose sluoksniuojasi ne tik pagal medziagy tanki, bet ir pagal ju daleliy
dydj. Stambios dalelés nuséda pirmos, o smulkios dulkelés ilgai plaukioja ir nuséda tik labai palengva.
Panasiai elgiasi ir dulkés, nusésdamos uzdarose patalpose.

Dar kitoks kiety kiiny pavirsiy trinties mechanizmas, nes sankabos jégos tarp ty kiiny pavirsiy
molekuliy tampa reik§mingais dydziais tik tada, kai tie pavirSiai yra artimai susiglaudg, t.y. tik tada,
kada kiinai yra prispausti vienas prie kito ty ar kity jégu.

Vienam kietam kiinui slystant kito kiino pavirSiumi, didelg reikSme trinties jégai, kuria tenka
iveikti tempiant judantj kiina, taip pat turi pavirSiy nelygumai, ju gruoblétumas, tepalo bei kitu skys¢iy
tarp ty pavirSiy buvimas.

Slydimo trinties jéga F,,, kaip teigia Amontonso désnis, yra aprasoma formule F,,=fN,
kurioje N yra slégis, statmenas besitrinan¢iy kiiny pavirS§iams, o f; — bedimensinis slydimo trinties
koeficientas, priklausantis nuo besitrinan¢iy pavir§iy medziagy bei ty pavirSiy kokybés (nelygumuy,
Siurk§tumo, skystos kokio nors tepalo terpés tarp ju buvimo bei jos kokybés ir pan.).

Siek tiek kitoks yra Zymiai maZiau priklausantis nuo pavir$iy nelygumy riedéjimo trinties

. N «. . .
mechanizmas. Riedéjimo trinties jéga F, , apraSo Kulono désnis: F, ,=f,— . Sioje formuléje f, —
r

riedéjimo trinties koeficientas, priklausantis nuo besitrinanc¢iy kiiny pavirSiu kietumo, N — tas pats
statmenasis slégis, o r — riedancio ktino spindulio dydis. Riedéjimo trintis daugelyje atveju Zymiai
mazesné uz slydimo trintj.

Remiantis Siuo pastebéjimu jau gilioje senovéje buvo iSrastas ratas, kuriuo bei slydimo trinties
pakeitimo riedé€jimo trintimi efektu labai placiai naudojamasi iki $iy dieny. Taciau ziema per gily ir pury
sniega lengviau yra slysti, o ne riedéti. Todél buvo iSrastos rogés ir slidés. O ¢iuoziant ledu trintis tampa
dar mazesné, kai stipriai spaudziamas ir trinamas ledas pradeda tirpti, dél ko tarp besitrinanciy pavirSiy
atsiranda savotiSkas skystas ,tepalas®, dar labiau mazinantis trinti. Pastebéjus §i reiskini, buvo iSrastos
paciiizos. Pastabumas, sujungtas su pastebéty reiSkiniy apmastymu, ir atvedé Zmonija prie mokslo
ir jo taikymo atsiradimo ir vystymosi.

Grizkime prie miisy nagrinéjamos paprastos mechaninés sistemos, sudarytos i§ spyruoklés bei
metalinio rutuliuko, ir panagrinékime, kokios jégos ja bei joje veikia.

Kadangi nei rutuliukas, nei spyruoklé, judédami virbu, jo tiesiogiai neslegia (statmenasis ju
slégis N | virba praktiskai yra lygus 0), o daznai jo net ir neliecia, tai rutuliuko ir spyruoklés slydimo
trintj { virba galima laikyti praktiskai lygia 0. Misy nagrinéjamu atveju nebus ir ried€jimo trinties.

Kadangi misy nagrin¢jamoje mechaninéje sistemoje rutuliuko judéjimo greitis yra palyginti
mazas ir spyruoklés deformacija yra palyginti nedidelé bei vyksta palyginti létai, tai spyruoklés
deformacija galima laikyti praktiskai idealia, t. y. absoliuciai stangria ir griztama. Todél galime laikyti,
jog tokios deformacijos metu spyruoklés deformacijos mechaniné energija nevirsta Silumine.

Kadangi metalinio rutuliuko medziagos tankis yra daug karty didesnis uz oro tanki (pavyzdziui,
gelezies tankis p, yra 7000-8000 kgm™, o oro tankis p, yra tik apie 1,29 kgm™), tai rutuliuka
iSstumiancioji Archimedo jéga, biidama lygi oro svoriui rutuliuko tiiryje, yra kelis tukstancius karty

mazesné uz rutuliuko svori P=mg= pggfcr3 g . Todél Archimedo jéga gali biiti laikoma, lyginant su

rutuliuko svoriu, praktiskai lygia 0.
IS visy iSoriniy poveikiy i nagrinéjama mechaning sistema praktiskai reikSmingi tik Zemés
traukos ir oro pasiprieSinimo rutuliuko ir spyruoklés judéjimui poveikiai. Spyruoklés deformacijos metu
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pasireiSkia vidiné jos stangrumo jéga F=A[ £ —z(t)], kuri taip pat yra reikSminga. Kadangi rutuliuko ir
spyruokles judéjimo grei¢iai yra mazi (mazesni uz 2ms '), tai oro pasipriesinimo jéga galima laikyti
proporcinga greiiui v ir judanciy kunuy skerspjivio, statmeno judéjimo krypciai, plotui S.
Atsizvelgdami | tai, kad miisy nagrinéjamoje sistemoje tas plotas visa laika islieka pastovus, mes galime
laikyti, kad oro pasiprieSinimo jéga galima apraSyti formule F, ,~kv, kurioje k — pastovus koeficientas,
iSreiSkiantis F, , priklausomybeg nuo judanciy kiiny formos ir ju skerspjiivio ploto S.

Jei rutuliuko judéjimo maksimalus greitis virSyty 2ms', tai oro pasipriesinimo jégos
apskaiCiavimo algoritmas tapty sudétingesnis, nes tekty atsizvelgti | tai, kad vienuose rutuliuko greicio
kitimo intervaluose, kuriuose greitis dar nepasieké 2ms”, tekty naudotis formule F,,~k;v, o kituose,
kuriuose greitis jau virijo 2ms ', — FOAp_:kzvz, t. y. keistysi ir priklausomybés nuo greicio v désnis, ir
proporcingumo koeficiento k reik§més. Suprantama, kad tiksliau skaiciuojant tekty atsizvelgti, jog
peréjimas nuo vienos formulés prie kitos Siuo atveju turéty buti ne ,Suolinis“, o tolydus. Todél
modeliuojant tokj rutuliuko judéjima, tekty naudotis interpoliacija.

Dar sudétingesniy skai¢iavimy prireikty apskaic¢iuojant oro pasiprieSinimo jéga tais atvejais, kai
rutuliuko judéjimo maksimalus greitis bity didesnis uz 240ms " ir artéty prie garso sklidimo grei¢io ore
(apie 330m/s) ar net virSyty ji. Juk garso greitis ore, tai garso sukelty oro bangu, pasireiskianciuy kaip oro
slégio pokyc¢iy sklidimas i§ilginémis akustinémis bangomis, greitis.

Kai judancio ore kiino greitis virSija garso greitj, tai jo sukeltas oro slégio padidéjimas pries$
prieking judanc¢io kiino dali jau nebegali suspéti ,,pabégti“ nuo judancio kiino. Todél pries prieking
judancio kiino dalj kaupiasi vis labiau suspausto oro sluoksnis ir oro tankis tame sluoksnyje vis didéja.
Susidaro suspausto oro ,;siena®, kurig judanc¢iam vir§garsiniu grei¢iu kiinui tenka ,,pramusti, patiriant
tos ,,oro sienos ,,smiigi“. Tie smugiai, judant pastoviu vir§garsiniu grei¢iu horizontaliai, periodiskai
kartojasi, o judant vertikaliai — kartojasi su besikei¢ianciu dazniu. Ty smiigiy daznis kei€iasi ir kei¢iantis
judancio kiino greiciui. Gali susidaryti salygos, kada tokiy smiigiy ir oro slégio bangy dazniai tampa
artimi judancio kiino ar jo daliy nuosavy svyravimy dazniams. Tuomet dél rezonanso reiskinio judantis
kiinas ar jo dalys gali pradéti stipriai virpéti. Su tokiu reiSkiniu neretai susiduria léktuvai, judantys
virSgarsiniu grei¢iu. Aviacijoje §i reiSkini vadina flateriu. Kad virSgarsiniu grei¢iu judantiems
léktuvams biity lengviau pramusti minétaja nuolat susidarancia suspausto oro ,,sieng”, jiems suteikiama
speciali forma (pavyzdziui, 1éktuvo priekingje dalyje itaisomas ilgas astrus: ,,spyglys®, o pa¢iam léktuvo
korpusui suteikiamos aptakios formos). Aerodinaminio pasipriesinimo jégos apskaiCiavimas, judant
vir§garsiniais greiciais, tampa gana sudétingu procesu, galima sakyti, specialia mokslo sritimi —
vir§garsine aerodinamika.

Miisy nagriné¢jamoje paprastoje mechaningje sistemoje, susidedancioje i§ stangrios spyruoklés
ir masyvaus rutuliuko, jos daliy judéjimo greidiai yra tokie mazi, jog net jy maksimumai nevirsija 2ms .
Todel, kaip jau buvo minéta, oro pasiprieSinimo jéga galima laikyti proporcinga judéjimo greiéiui v ir
judanciy kiiny skersinio pjiivio plotui. Atsizvelgiant i tai, kad miisy nagrinéjamoje sistemoje skersinio
pjuvio plotas islieka pastovus, galima laikyti, jog oro pasiprieSinimo jégos apskai¢iavimui tinka formulé
F,p=kv, kurioje k — pastovus koeficientas, lygus skersinio pjiivio S ir aerodinaminio koeficiento,
priklausancio nuo judancio kiino formos ir jo pavirSiaus kokybés, sandaugai.

IS Cia pateiktos procesy, vykstanciy rutuliukui ir spyruoklei judant, analizés iSplaukia, jog
sudarant rutuliuko ir virSutinio spyruoklés galo judé¢jimo matematini modelj, pakanka atsizvelgti { tris
$ioje mechaningje sistemoje veikianéias jégas: 1) Zemés traukos jéga, pasireiskiandia kaip rutuliuko
svorio jéga P=mg, kuri nukreipta Zemyn ir todél laikoma neigiamu dydziu; 2) spyruoklés stangrumo
jéga F&=MA[(—z(t)], atsirandancia spyruoklés deformacijos metu, besikei¢iant spyruoklés ilgiui, kuri
nukreipta aukstyn, kai z(t)</, ir zemyn, kai z(t)> /¢ ; 3) oro pasiprieSinimo jéga, nukreipta kryptimi,
prieSinga rutuliuko ir spyruoklés, judéjimo krypciai ir apraSoma formule F, , = —kz(t) .

Siu trijy jégu atstojamoji jega I—Tats' , suteikianti rutuliukui pagreiti a, yra ju vektoriné suma:

Fy =P+Fs+F,, =—mg+A[l—z(t)]-ki(t) .
d*z(t)

Kadangi rutuliuko pagreitis a= e =Z(t) turi buti lygus
t

Fatst.

, tai gauname diferencialing

lyti 3(t) —mg+A[/ ;nz(t)]—ki(t) _

—g+£[€ —Z(t)]ki(t) . Ja galima uZzraSyti formoje mz(t)+kz(t)+
m m
+Az(t)=Al—gm , su kuria jau buvome susidiir¢ §ios mokymosi priemonés ,,Ivade®, kai kalbéjome apie
struktliry izomorfizma (zitir. 0.2.6 skyreli), arba formoje Z(t) +£Z(t) +&Z(t) :Lli -g.
m m m

Sia gana standarting antros eilés diferencialing lygti, kurios koeficientai yra pastoviis dydziai,
galima spresti {vairiais biidais. Vienas i§ ju — operacinio skai¢iavimo metody taikymas, suvedantis
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diferencialiniy lygcéiu bei ju sistemuy sprendima i algebriniu lygéiuy bei ju sistemu sprendima. Jis
aprasytas §ios mokymosi priemonés 1.11.5., 1.11.6. ir 1.11.7. poskyriuose.
Sios diferencialinés lygties bendrojo sprendinio forma priklauso nuo jos charakteringosios

—k-Vk’-4hm . - ~k+vVk? —4am
2m 2 2m '
Kai s;#s,, t. y. kai k*~4Am=0, tai bendrasis §ios lygties sprendinys yra toks:

lygties Sakny s, =

| ko Vi —4hm
2()=(—Bf — ¢ om [(Z(O) —¢ +%j(k +Vk? - 4xm) + 2m2(0)}e m o
A 2k —4am A
\/k2747»2t

—sz) ¢ +%Ik VK2 —47»mj+2mi(0)}:_ m

Kai k’~4Am>0, tai abi charakteringosios lygties $aknys s, ir s, yra realiis neigiami dydziai, nes

Vk? —4m <k

Todél e ir e*' — eksponentikai mazéjantys dydziai ir z(t), laikui bégant turéty monotoniskai
L c . - .. P * mg
artéti prie jau musy nekarta minétos reikSmés z = /¢ .

Taip atsitikty, jei terpés, kuriame juda spyruoklé ir rutuliukas, pasipriesinimo jéga dél didelio

terpés tankio ar klampumo buty tokia didelé, kad rutuliukas toje terpéje iklimpty ir tik nedideliu vis
wa oy e . . _ . * mg
mazéjanciu grei¢iu eksponentiskai artéty prie pusiausvyros biisenos taske z=z =/ .

Taciau oro tankis ir jo pasipriesinimo jéga rutuliuko ir spyruoklés judéjimui, esant nedideliems
$iy kany grei¢iams, néra didelé. Nesunku jsitikinti, jog tokiu atveju k’<4Am, ir todél, kai terpe, kurioje
juda spyruoklé ir rutuliukas, yra oras, galioja nelygybé k*~4Am>0.

Tuomet charakteringosios lygties Saknys s; ir s, tampa kompleksiniai dydziais:

C—k-Vk*-4am k. Jam-k® Kk

5| = — i -~ e,
2m 2m 2m 2m

S _okVk-dm ko Vam-kP |k io

2 2m 2 2 om

m m
Siose formulése dydis ® :M = LS yra realus skaicius, mazesnis uz W/A ,
2m m \2m m

t.y. uz dydi, kuris tuo atveju, kai oro pasipriesinima laikéme lygiu 0, buvo rutuliuko ir spyruoklés
svyravimo ciklinis daznis.

2
Netrukus isitikinsime, jog ir dydis ——(2—] taip pat yra rutuliuko ir spyruoklés virSutinio

m m
galo svyravimy ciklinis daznis tuo atveju, kai terpé, kurioje vyksta svyravimai, trukdo kiiny
judéjimui, taciau ne taip stipriai, kad judantys ktinai iSkart iklimpty joje. Lygindami dydzius

’ 2

A k . . . e L .

——(2—] ir r , galime pastebéti, kad terpés trukdymas kiiny judéjimui mazina ju svyravimuy
m m m

dazni ir tas daznio sumazéjimas yra tuo didesnis, kuo didesnis yra k (t. y. kuo didesnis kiino skersinio
pjuvio plotas S bei terpés tankis ir kuo didesné kiino formos aerodinaminio pasipriesinimo koeficiento
reikSmé) bei kuo mazesné kiino maseé.
Atveju, kai k>~4Am<0, spyruoklés virutinio galo koordinatés z priklausomybés nuo laiko
formulé taps tokia:
k

1 “om' mg . 2 . iot
wy=¢-28, ¢ om {sz) 7 +—j k+ivarm—k2 |+ 2mz(0)}e n
A 2iy4am - k2 A ( )

k
—[(Z(O) —r +%)(k —iv4am-k> )+ 2mi(0)}ei“’t} _o-me, 1o {[(Z(O) —0 +%}<

A 4mio
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x (k +i2mo)+ 2m2(0)]ei‘°t—|:(z(0) —0 +%j(k —i2mo)+ 2m2(0)}e_i“’t} =

_k|2(0)- 1+08 , , ; . .
— l—% +e 2m . A [k(elmt —imt )+ 121’11(,0( + e—lmt )]+ 21’112(0) (ewat _ e—lwt) —
A i4mo i4mo
mg
k |z(0)—0+—= ot —iot iot | —iot . ot —iot
_7t —_ —
_,ome A P il ) e O
2me 21 0] 21
mg
_k Nz(0)—l+—= .
(-8 e om —[ksino)t+2mmcoswt]+i0)sinwt =
A 2mo ()

k
—t
-8 o om Z(O)—€+g k sin ot + cos ot +Qsmmt
A A ) 2mo

k. 2 2
LS 2 Z(O)—€+% ;sin LN t+cos LR .S t|+
A A '/4Xm—k2 m \2m m \2m

C2mx0) . [h (szt
x/4km k2

Istate | z(t) formule pradinés biisenos koordinaciy reikSmes, pavyzdziui, z(0)=/ ir z(0)=0,
gausime diferencialinés lygties dalini sprendini, atitinkantj tas pradines salygas:

k 2 2
—t
A A ‘/4km—k2 m \2m m \2m

—t
— _mg 1—e 2m

k
k .
————=SINOt+Ccoswt |.
A { [Mm-kz ]}

Nesunku isitikinti, jog §is dalinis sprendinys tenkina pradines salygos:

2(0) = “;g f-1o+1]=¢

k 2
. mg —_t k . k ko .
z(t) = __kg e m [—sm ot + —— c0s Ot — ————cos ot + msin cot] =

2my4am — k2 2m Vdam —k2

__me. 21:“ sin ot L+m +cosmt(£—£j __me. 21:ntx
A 2my4Am -k? 2m  2m A
K’ Vam-k2 | mg -t k% +4hm -k
X + sin ot :—Te m
k k

me/4km—k2 2m 2mv 4im — k2
mg 2\ -t 2mg .t

=——2___ " ¢ MM ginot=—-——-"=—-c 2™ sinot ;
A Jarm - k2 Vd4am — k2

Istate i Sig formulg laiko t reik§me t=0, gausime jog z(0) =0, kaip ir turi bati.

sin ot =

Sis sprendinys tenkina ir prading diferencialing lygti mz(t)+kz(t)+Az =Al —mg :

k 2 K
1) i(t)z—ﬂe 2m' —Lsinmﬂrmcosmt =—ge ' coswt—Lsinwt ;
V4rm-k? m Zm Varm-k2

219



k
2) 5(0) = —g; 3) mi(t) + ki(t) + Az = mge 2m

cosmt — sm ot
Varm— k2

k
—t

2mgk -
L s1no)t+coso)t } AM—mg+e M x

——=c¢ o' sinot+Af—mgil—e 2m

k., k., K
V4m -k { [\/Mm—k

x m—gksin ot +mgcos ot —2m—gksin ot —mgcosot + ——=—=sinot |=Al-mg, ka ir
V4m-k? V4m-k? \/4%m k?
turéjome gauti.
m ey
Bisenos z(t) formule z(t) =/ —Tg l-e 2m | ———ginwt+coswt | galima

V4rm—k?
supaprastinti, pasinaudojus formule asino +bcoso = Vva?+b? | ———sina+ L cosa |=
Va? +b? Va? +b?

:Vaz+b2(cosBsinaJrsinBcosoc):\/a +b? sin oc+[3 =+a’? +b? s1n((x+arctg ]

2 2
Miisy nagrinéjamu atveju a:;,bzl, a’+b? = K7 +4hm 2k 4hm >
Varm — k2 4im -k 4im -k

2Wam aretg® — arctg V4um - k2 A0=1-"¢/ | _2im zlfntx
Varm-k> b k M Vomok

p— 2 —_
x sin mt+arctg%] =1- . [ 2 N e om sm(mt+arctg mej]:
m 1 [A Xy 2mi
=1-28 1——1,—6 2m sin(wt+arctg wj .
A o \Vm

2m
Naudodamiesi iSvestomis formulémis mes galime apskaiCiuoti spyruoklés virSutinio galo
padéti, jo judéjimo greiti bei pagreitj, rutuliuko potencialing ir kineting bei spyruoklés potencialing
energija bet kuriuo laiko momentu t, panaSiai, kaip tai daréme, apskai¢iuodami tas charakteristikas
atveju, kai oro pasiprieSinima rutuliuko ir spyruoklés judéjimui laikéme lygiu 0.
Palieku skaitytojui savarankiSkai jsiaisSkinti, kad Siuo atveju mechaninés sistemos faziné
trajektorija yra sraigtiné elipsiné linija, kurios elipsiu matmenys laikui bégant eksponentiSkai mazéja ir,

mlcr

al+b? =

. TR . e « m . .
kai t—o0, sraigtinés linijos elipsés konverguoja i taska (zl =z :E—Tg, Zy, =127 :0], esant] visy ty

elipsiy centre.

(B-2)), 75 _,
2 208
a’(t) b (H

Fazinés trajektorijos portretas Siuo atveju — elipsiné spiralé , kurios
parametrai a(t) ir b(t) — eksponentiskai mazéjancios laiko t funkcijos.

Siek tiek kitaip buty sprendziama diferencialing lygtis mZ(t)+kz(t)+Az(t)=Al/—mg tuo
atveju, kai charakteringosios lygties ms*+ks+A=0 Saknys s, ir s, biity lygios, t. y. kai k*~<4Am=0. Tai
tarpinis atvejis tarp atvejo k’~4Am<0, kuomet terpés pasipriesinimo jéga yra maza ir leidzia sistemai
isisifibuoti, ir atvejo k~4Am>0, kai terpés pasiprie§inimo jéga yra palyginti didele ir sistema
monotoniSkai artéja prie pusiausvyros blisenos.

Atveju k=4Am, spresdami diferencialing lygti mz(t)+kz(t)+Az(t)=A¢/—mg, gauname

mg ot m k 2(L0 - mg)
bendraji sprendini z(t)= £ — 2 e 2m J70)— ¢+ 28 1 ff = 50)- 2T L sy (L.
A A | 2m K

Dalinis sprendinys, tenkinantis pradines salygas z(0)=/¢ ir z(0)=0, yra z(t)=/ —%4‘
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k k
Lot mg [k 20u-mg) ]|, mg, . mg  k/-4m(l-mg) |
A 2m k A A 2mk

k 2 k

—t — —t

_y Mg Ton'|mg  AAml-4Aml+dm7g| , mg .fmg  2mg|
A A 2mk A k

k
—t
—pome )y | 2L
A K

Sis sprendinys tenkina ir pradines salygas, ir diferencialing lygti mz(t)+kz(t)+Az(t) =

=AM -mg:
K
mg . mg -t 2An k 2\
1 0)=/——1-(10+0)=/;2 )=—=d—e 2m | 2~ 114+t =
) 2(0) /1{ (1+0)}=£32) Z(1) k{ [k S
_k _k 2 _k
(B b (e 0
A k 2m m A 2mk m

k k
4) #(t)=¢ 2m' (— g +§tj —ge 2m' (it _ 1) - 5) 5(0) = —g; 6) mi(t)+ ki(t) + Az(t) =
2m 2m

k Kk X

k. Lk s

“mee (%t_lj_kgte " +M—mg{1—e 2m [l+—2kk t}} = M—mg{ngr nling t+
m

k k 2 k
"t E—— — —t
:+m—gkt—mg—kgt e M =Al-mg+gt 2k—m+£—k e 2m =Al-mg+gt Ahm k™ e 2m =
2m k 2 2k
= Al —mg, ka ir turéjome gauti.

I§ $iy formuliy iSplaukia, jog ir Siuo atveju pradinis pagreitis Z(0) bus lygus (-g), t. y. bus
lygus nukreiptam Zemyn pagrei¢iui, kurj rutuliukui suteikia Zemés traukos jéga. Veikiant suspaustos
spyruoklés pasiprieSinimui, to pagreicio absoliutus dydis mazés savo absoliuc¢iau dydziu ir, kaip rodo

k
_Kk 2 .
formulé g(t)=ge 2™ (2—t—lj, momentu t:Tm taps lygus 0. Tuo momentu rutuliukas turés
m

k 2m
Z(z_mj‘z‘_gz_me 2m k

didziausia greicio absoliuciaja reikSme ” m , Ir tas greitis

2m _ 2
2m IH_ mg

bus nukreiptas Zemyn.

Tai atsitiks taske z 2_m =€_% 1-¢! 1+&_2_m =€—% 1-¢! 1+4km =
k A k k A k?

=Z—%(l—zj >€—%, t. y. dar nepasiekus tasko z" =E—%.

e

Po to rutuliuko pagreitis taps jau teigiamas, t. y. nukreiptas { virSy, ir rutuliuko kritimo Zemyn
greitis pradés mazéti, artédamas prie 0, o rutuliuko apatinis taskas vis mazéjanciu greiCiu artés prie
pusiausvyros tasko z" = ¢ —% .

Palieku skaitytojui savarankiskai i$siaiskinti, kaip vyks rutuliuko ir spyruoklés virSutinio galo
judéjimas atveju k*>4Am ir palyginti ta judéjima su atveju k’=4Am.

Taip pat palieku jo savarankiSkam darbui iSsiaiSkinima, kas pasikeis, lyginant su ka tik
iSnagrinétais atvejais, tuomet, kai rutuliuko pradinis greitis v(0) jau nebus lygus 0.

Visais Siame skyrelyje nagrinétais atvejais diferencialing lygti, aprasSancia dinaminés sistemos
judéjima, pavyko iSspresti tiksliai, nesinaudojant artutiniais diferencialiniy lyg€iy bei ju sistemy
sprendimo metodais. Taip atsitiko todél, kad tos lygtys buvo tiesinés: ju forma buvo Z(t) = f(z(t),z(t)),
kurioje funkcija f buvo tiesiné argumenty z ir z funkcija.

Kai funkcija f néra tiesiné, tai tokia diferencialing lygti bei tokiy lygéiy sistema i$spresti tampa
zymiai sudétingiau, ir gauti tiksly bendraji sprendini, iSreiksta tikslia formule, sudaryta i§ funkcijy, ku-
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rias priimta vadinti elementariomis, dazniausiai
nepavyksta. Tuomet belieka tenkintis artutiniy dali-
niy sprendiniy radimu, pasitelkiant artutinius skai-
¢iavimo matematikos metodus.

Su tokiu atveju susidurtume ir mes, jei
milsy nagrinétoje mechaninéje sistemoje rutuliuko
greitis bty galéjes virsyti 2m-s™.

Diferencialiniy lyg€iu netiesisSkumas gali
atsirasti ne tik todél, kad mechaninése sistemose
galimas energijos ,,nutekéjimas®, vykstantis ,netie-
siSkai“. Yra ir kity netiesiSkumo priezasciy.

Pavyzdziui, net tokios paprastos mechani-
nés sistemos kaip ideali Svytuoklé, susidedanti i$
turin¢io mas¢ m svorelio, pakabinto ant sitlo, turin-
Cio pastovu ilgi ¢ ir tokia maza masg, kad ja, lygin-
dami su svorelio mase, galime laikyti lygia 0, judé-

24 pav. jima apraso netiesiné diferencialiné lygtis. ISvedus

ta sistema i§ pusiausvyros, t.y. suteikus svoreliui

potencialinés energijos jo pusiausvyrinés blisenos atzvilgiu, jis pasiekia ta bliseng atitinkantj taska turé-

damas atitinkama kineting energija, kuria jis igyja anksCiau jam suteiktos potencialinés energijos

saskaita. Todél tame taske svorelis nesustoja, o juda toliau, paversdamas turima kineting energija i po-

tencialing. Taip prasideda svyravimai, kurie niekada nesustoty, jei nebiity mechaninés energijos
Lnutekéjimo®, jos virtimo Silumine.

Sudarysime ty svyravimy, vadinamy matematinés §vytuoklés Svytavimais, matematini modeli.

Tarkime, jog mes svorelj ir sitila, tempdami pastaraji, atlenkiame kampu ¢ nuo pusiausvyros
tasko O (zitir. 24 pav.), kurj laikysime koordinaciy sistemos xy pradZia.

Kadangi miisy pasirinktoje sistemoje koordinatés x reikSmeés didéja, judant | deSing, o

koordinatés y — judant i viriuy, tai svorelio svorio jéga P =mg , nukreipta vertikaliai Zemyn, laikysime
neigiamu dydziu (-mg). Tos jégos veikiamas, svorelis pradés kristi Zemyn, taciau siiilo laikomas jvis bus
priverstas judéti apskritimu, kurio spindulys lygus siiilo ilgiui /. I judantj svorelj veiks dvi jégos: Zemés
traukos jéga P= mg , kurig galima laikyti aktyviaja (pirmine) jéga ir siilo reakcijos jéga T, atsirandanti
svoreliui judant ir tempiant sitila. Ta jéga svorelio judéjimo atzvilgiu bus antriné, nes ji atsiranda kaip
itempto sidllo reakcija { svorelio poveiki. Ji suteiks svoreliui taip vadinamaji icentrini pagreiti a;,
iSkreipiantj svorelio judéjimo trajektorija. IS mokyklinio fizikos kurso zinome, jog to pagreiCio dydis
2
aic:VT priklauso nuo judéjimo greicio v kvadrato ir nuo apskritimo spindulio r, kuris Siuo atveju lygus

0.

Oro pasiprieSinimo jégos kol kas nenagrinésime, laikydami ja maza, lyginant su ka tik
paminétomis dviem jégom.

Jégu PirT atstojamoji jéga F suteiks svoreliui pagreit{ a, apskritimo liestinés kryptimi.
Situacijoje, kuria vaizduoja 24 pav., pagreitis a; bus neigiamas dydis, nes jo projekcijos ay ir ajy,
budamos nukreiptos i kair¢ ir Zemyn, bus neigiami dydziai. Pasinaudodami 24 pav., gauname, jog
a, =£=_—mgsm(p =—gsingQ.

m m

Sis pagreitis nebus pastovus dydis, nes, svoreliui judant, keisis kampas ¢, o kartu su juo keisis
ir pagreitis a,, ir svorelio judéjimo greitis v. Taciau formulé a;=—gsing(t) isliks teisinga.

Jei toje padétyje, kuria vaizduoja 24 pav., paleisime svorelj kristi, tai kampas ¢ pradés mazéti.
Todél to kampo kitimg apraSanti funkcija @=@(t) situacijoje, pavaizduotoje 24 pav., turés neigiama
iSvesting ¢(t) = o(t) , vaizduojancia svorelio judéjimo apskritimu kampinio grei¢io o kitima.

Svoreliui (kuri laikysime materialiniu taSku) judant, keisis jo koordinatés x ir y, tadiau ty
koordinaciy priklausomybés nuo kampo ¢ forma nesikeis: bet kuriuo laiko momentu t galios lygybés
x(t)= 1 sinp(t), y(t)=¢ (1—cosp(t)). Pasinaudodami Siomis formulémis ir anksCiau iSvesta formule
a;=gsin@(t), iSvesime diferencialing lygti, aprasancia svorelio judéjima.

Diferencijuodami x(t) ir y(t) gauname x(t) = /¢@(t)cos(t), y(t) = L(p(t)sinp(t). Situacijoje,
pavaizduotoje 24 pav., §ios iSvestinés bus neigiami dydziai, nes ¢(t) < 0. Tokj rezultata mes ir turéjome
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gauti, nes x(t) =v,(t), y(t)=v,(t), o greiCio v projekcijos v, ir v, Sioje situacijoje yra neigiami

v . v . iy oy . . . 2 2
dydziai. Absoliuciaja grei¢io v reikSmg gausime, pasinaudodami formule v=,/vi+vy =

=JX(t)% +y(t)? , i§ kurios i¥plaukia, jog v = £¢(t) = Lo(t) .

Diferencijuodami  antra  karta, gauname, jog  X(t)=/{(t)cosp(t)— E('p(t)2 sin(t),
§(0) = Li(1)sing(t) + (1) cos (1) .

I8 §iy formuliy iSplaukia iSvada, jog svorelio pagreitj a = Ei(t) + j'y(t) galima dekomponuoti i
du pagreitius: &, = 1%, (t)+ ¥, (t) = 1Lp(t)cosp(t) + JEH(D)sin@(t) it @, = ix,(t)+ jy, (1) =
=109 (t)sin@(t) + j (P> (t) cos(t) .

Pagreitio &, modulis a;=+/X>(t)+ 2 (t) = £§(t) , o pagreitio d, modulis a,=4/X2(t)+y2(t) =

=197 (1) = Lo’ (t) = ; ;

Kaip matome, pagreitis a,(t) yra miisy jau minétasis icentrinis pagreitis aic—VTz . Situacijoje,
pavaizduotoje 24 pav., to pagreiCio projekcija a,,(t)=X,(t) turéty buti neigiamas dydis, nes
icentrinés jégos T projekcija Ty nukreipta { kairg. Tai atitinka ir formulg X, (t)= —f('p2 (t)sin @(t) , kuri
vaizduoja neigiama dydj, nes Sioje situacijoje sing(t)>0. Projekcija a, :'yz(t):f(i)2 (t)coso(t) yra
teigiamas dydis, ir tai atitinka jégos T projekcija Ty, kuri nukreipta i virSu.

Nesunku jsitikinti, kad pagreitis a,(t) = ix;(t)+ jy;(t) yra svorelio judéjimo apskritimu
pagreitis. Tai tas pats pagreitis a,(t), kurio dydj a;(t)=—gsinp(t) mes jau esame apskaitiave. Todél

galime sudaryti lygybe (@(t) = —gsin@(t) . Gauname netiesing diferencialing lygti ¢(t) = —%sin o(t) .

Sia diferencialing lygti, apraiandia matematinés $vytuoklés judéjima, pasinaudojus energijos
tvermés désniu, buvo galima gauti Zymiai paprasciau.

Svytuoklei judant i§ padéties (0)=¢, kurioje jos kinetin¢ energija buvo lygi 0, o potencialiné
energija buvo lygi mgh(0)=mg ¢ (1-cosp(0)), jos ponetcialiné energija mazéja, virsdama kinetine.
Momentu t, kai kampas ¢ tampa lygus o(t), svyruoklés potencialiné energija sumazéja iki dydzio
mv’(t)  ml>¢(t)

2 2
IS energijos tvermés désnio, kai néra trinties it kity mechaninés energijos nuostoliy, iSplaukia, jog

ml2¢(t)
2

mg / [1—cos@(t)]. Tuo paciu metu iki to momento svyruoklé igyja kineting energija

=mg/l(l —cosp*) - mgf[l —cos (p(t)] .
Diferencijuodami abi formulés (i)2 (t)= 2—;” [cos o(t)—coso* (t)] puses gauname lygybe

20(0(t) = —%(p(t)smqo(t).

Kadangi visuose §vytuoklés judéjimo taskuose, idskyrus taskus, kuriuose @(t)=t¢", funkcijos
¢(t) reikSmé néra lygi 0, tai dalindami abi gautos lygybeés puses i§ 2¢(t), gauname diferencialing lygti

¢(0) =~ sing(t).

Kai Svytuoklés svyravimy amplitudé yra maza, tai Sia netiesing diferencialing lygti galima
aproksimuoti artutine tiesine lygtimi ¢(t) = —%(p(t), nes tuo atveju, kai kampas ¢ yra mazas ir jo dydis
matuojamas radianais, galioja artutiné lygybé sinp=p. Ta lygybé tuo tikslesné, kuo kampas ¢ yra

.. . .. . sin
mazesnis. Kai ¢—0, tai sinp—@, nes lim @_ 1.
>0 ¢

Diferencialing lygti ¢(t) = —%(p(t) iSspresti yra jau visai paprasta. Jos bendrasis sprendinys
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yra o(t) = @(O)cos\/Et +¢(0) \/Z sin\/gt _ lo?(0)+L%0) () cos\/gt +
1 g 1 g \/902 (O /

)+L02(0)
g

¥ <D(OZ ﬁsin\/% = |9’ (0)+£('P2(0) COS(\/%—\V)-
0O+ §0) & ¢ '

Sioje formuléje @(0) yra pradinis matematinés 3vytuoklés atlenkimo nuo vertikalios
pusiausvyrinés padéties kampas (zr. 24 pav.), ¢(0) — Svytuoklés judéjimo pradinis kampinis greitis

momentu t=0, y = arctg% \/Z — Svytuoklés svyravimy pradiné fazé.
¢ g

Kai pradinés salygos yra tokios, jog momentu t=0, ¢(0)=¢", o ¢(0)=0, t.y., kai §vytuokle,

kuri buvo atlenkta nuo pusiausvyrinés biisenos kampu ¢=¢ , momentu t=0 paleidziama laisvai (be
stumteléjimo ar prilaikymo) kristi, {tempiant ja prilaikanti besvori, neturinti inercijos ir
nesideformuojantj ,siiila“, tai y=0. Tuomet matematinés Svytuoklés svyravimus apytiksliai apraSo

lygybé ¢(t)=¢" cos %t .

Si lygybeé bus tuo tikslesné, kuo mazesné bus , kampiné* svyravimy amplitudé ¢ .

Naudodamiesi ~ gautu  artutiniu  bendruoju  sprendiniu  @(t) = /QDZ(O) +£(-p2 (0) x
g

xco{\/%t—arctg% \/Z} (arba artutiniu daliniu sprendiniu @(t) =" cos %t) bei formulémis
¢ g

x(t)= £ +sin(t), y(t)="1 [1—cosp(t)], v(t)=Lp(t), galime apskai¢iuoti materialinio tasko, vaizduojancio
matematinés Svytuoklés svorelj, koordinates x(t) ir y(t) bei svorelio judéjimo greitj v(t) kiekvienam laiko
momentui t.

Pazyméje matematinés Svytuoklés blisenas zZ=(z,, z,) ir apskaiiave ju reikSmes z;=@(t),
z,= ¢(t) , galime apskaiciuoti Svytuoklés artuting fazing trajektorija bei rasti artutini jos portreta — elipsg

2 2
zZy z . . . e . o
—12+—§=1, kurios parametrus a ir b galime apskaiCiuoti naudodamiesi formulémis
a” b

a’ = q)2 0) +£('p2 0), b% = %q)2 0)+ (i)2 (0), gaunamomis eliminuojant parametra t i§ ly¢iu z;(t)=o(t) ir
g
7,(t)=¢(0) panasiu budu, kaip mes tai jau daréme 1.2. skyriuje.
Matematinés Svytuoklés svyravimai vyks pastoviu periodu T =27 \/Z , kuris priklausys tik nuo
g

Svytuoklés ilgio ¢ bei nuo gravitacinio pagreicio g, nepriklausydamas nei nuo $vytuoklés masés m, nei
nuo pradiniy salygy.

L A e . 14 “:
Paskutinis teiginys néra absoliuciai tikslus, nes formulé T z2n\/: buvo gauta sprendziant

artuting diferencialing lygti ®(t) = —%q)(t) , i1Svesta priémus prielaida, jog Svytuoklés svyravimy
amplitudé ¢ yra tokia maza, kad praktiskai galioja lygybé @ ~sing .

Tikslus diferencialinés lygties ip(t)z—%sin(p(t) sprendimas leidzia iSreik$ti svyravimy
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du
\/l—sinzq)sinz u
2

apskaiCiuotos ir pateiktos specialiose lentelése (zr., pavyzdziui, [35, 36]). Tas reikSmes galima
apskaiCiuoti ir naudojantis kompiuterinémis programomis, jtrauktomis | standartinius taikomuyju
programy paketus MAPLE, MATLAB, MATHCAD.

Skai¢iavimai, atlikti naudojantis jau minétaja tikslia svyravimuy periodo T trukmés

, kurio reikSmés yra

2
periodo trukme T pirmojo tipo elipsiniu integralu T =4\/Z J
0

apskai¢iavimo formule, rodo, jog artutinés formulés T = 27 \/Z , i§vestds naudojantis prielaida, kad ¢ —
g

mazas kampas, paklaida yra maza ir $ia artutine formule galima naudotis ne tik tada, kai ¢ =0, bet ir

esant ne tokioms jau maZoms §vytuoklés svyravimy amplitudéms ¢ . Pavyzdziui, kai ¢*< % =10°, tai
periodo T trukmés apskaiCiavimo, naudojantis artutine formule T =~ 2n \/: , paklaida nevirsija 0,2 %. Ir
g

net tada, kai ¢* S% =30°, paklaida nevirsija 2 %.

Sia matematinés $vytuoklés svyravimy periodo T pastovumo savybe buvo pasinaudota
sukonstruojant §vytuoklini laikrodj, o svyravimo periodo trukmés T priklausomybe nuo Svytuoklés ilgio
¢ naudojamasi tokio laikrodzio reguliavimui: kai pastebima, jog laikrodis pradéjo ,,véluoti®, redukuotas
$vytuoklés ilgis ¢, apie kurj kalbésime Siek tiek véliau, biina Siek tiek sumaZzinamas, kad padidéty
$vytavimy daznis, o kai pastebima, jog laikrodis pradeda ,,skubéti* — redukuotas §vytuoklés ilgis ¢* Siek
tiek padidinamas.

Kad $vytuoklinis laikrodis ir ziema, ir vasara laika matuoty vienodai, jo Svytuoklg gamina i§
tokio metaly lydinio, kurio $iluminio plétimosi koeficientas yra labai mazas.

Kad $vytuoklinio laikrodzio $vytuoklés $vytavimy amplitudé @ nemazéty dél mechaninés
energijos nuostoliy, atsirandanéiy iveikiant oro pasiprieSinimg ir laikrodzio detaliy trinti, §vytavimai
palaikomi lengvais Svytuoklés stumteléjimais, atliekamais automatiskai, ir periodiskai kompensuo-
janciais mechaninés energijos nuostolius. Senoviniuose sieniniuose Svytuokliniuose laikrodziuose tokia
kompensacija vykdavo laikrodziuose esanciu svoreliy ar laikrodyje esancios prisukamos spyruoklés
potencinés energijos mazéjimo saskaita.

Diferencialinés lygties ({)(t):—%sinq)(t), pakankamai tiksliai apraSanc¢ios matematinés

Svytuoklés svyravimus beoréje erdvéje ir neegzistuojant trinciai, sprendinj galima rasti jvairiais budais.

Vienas ju — Dufingo diferencialinés lygties sprendimo budas (zr., pavyzdziui, [37]), susivedantis i

laipsninés eilutés sumos apskaic¢iavima. Rekomenduoju skaitytojui susipazinti su tuo sprendimo budu.
Sudarydami  matematinés  Svytuoklés svyravimus apraSanCia diferencialing lygti

o(t) = —%sin ¢(t) , mes laikéme, jog siiilas, prilaikantis svorelj, turint{ mas¢ m, pats neturi inercijos, t. y.
kad sitilo masé lygi 0, o pati svoreli laikéme materialiniu tagku, kurio visa masé sukoncentruota sitilo
gale.

Toks Svytuoklés modelis vadinamas matematine Svytuokle. Jis yra realios fizinés Svytuoklés
idealizacija, tik artutinis realios fizinés Svytuoklés modelis. Tac¢iau galima jrodyti, kad toks idealizuotas
matematinis modelis gali biiti taikomas ir realiy fiziniy Svytuokliy nagriné¢jimui, nes, fizinés Svytuoklés
svyravimy matematinj modelj galima suvesti | miisy jau nagrinétajj matematinés svyruoklés
matematinj modelj, apskai¢iuojant taip vadinamaji redukuotg fizinés svyruoklés ilgj ¢* ir jstatant jj i
matematinés svyruoklés lygti vietoj matematinés svyruoklés ilgio 7.

Fizine svyruokle vadinamas bet koks kietas kiinas, galintis svyruoti aplink nejudancia
horizontalig a$j, veikiant to kiino svorio jégai. Bet kuriame teorinés mechanikos kurse (Zr., pavyzdziui,

[38]), irodoma, jog redukuota fizinés svyruoklés ilgi ¢* galima apskai¢iuoti naudojantis
« 1 - e, . . < o
formule ¢ = q’ kurioje I yra svyruojancio kiino inercijos momentas svyravimy asies atzvilgiu, m —
m

to kiino mas¢, o d — to kiino masiy centro atstumas nuo svyravimy asies.
Inercijos momentas I yra fizikinis dydis, kuris sukamajame kiino judéjime vaidina vaidmeni,
analogiska masés vaidmeniui to kiino tiesiaeigiame judéjime. Pavyzdziui, besisukancio aplink savo asi
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. . o . _ T .. N (O SR . o
su pastoviu kampiniu grei¢iu o kieto kiino kinetiné energija yra lygi - ir §i formulé yra analogiska

2

tiesiaeigio judéjimo kinetinés energijos formulei . Sios formulés skiriasi tik tuo, kad vienoje

operuojama su tiesiniu greiciu v ir su mase m, o antrojoje — su kampiniu grei¢iu ® ir inercijos momentu

I. Materialinio tasko, turin¢io mas¢ m ir judancio apskritimu, turinciu spindulj r, su pastoviu linijiniu
2

greiciu v, kinetiné energija lygi Kadangi $iuo atveju v=or, tai to tasko kinetiné energija, iSreiksta

S . mrle?
per kampinj greit] o, yra lygi

, 18 kur iSplaukia, jog materialinio taSko inercijos momentas Siame

sukamajame judéjime yra lygus I=mr”.

Skaidydami kieta kiing, kurio medziagos tankis yra lygus p, 1 be galo mazus materialinius
taskus, kuriu taris bty lygus dV=dxdydz, o masé¢ buty lygi pdV=pdxdydz, ir matuodami ty taskuy
atstumus iki sukimosi aSies bei sumuodami kietaji kiing sudaranéiy tasky inercijos momentus,
apskai¢iuotus, naudojantis formule I=mr’, mes galime apskai¢iuoti jvairiy kiiny inercijos momentus.
Pavyzdziui, labai plonos lazdelés, turinCios ilgi ¢, labai maZa pastovy skersinio pjiivio plota S ir
pastovuy medziagos, i§ kurios ta lazdelé sudaryta, tanki p, inercijos momentas I asies, statmenos tai

£ 3 2

lazdelei ir kertancios ta lazdele viename i$ jos galy, atzvilgiu yra 1= I xszdx = pS%:%. Tuo
0
atveju, kai sukimosi asis, bidama statmena tai lazdelei, kirsty ja jos masés centre, gautume, jog jos
02 2
. . 4
inercijos momentas lygus =2 IxszdX = n;—z .
0

Sios formulés gali biiti laikomos teisingomis tik labai plonoms lazdeléms, kurioms jy taskus,
priklausancius vienam skersiniam jy pjuviui, galima laikyti praktiskai vienodai nutolusiais nuo sukimosi
aSims. Storesniy lazdeliy atveju tekty atsizvelgti ir | skersinius matmenis. Pavyzdziui, jei vietoj lazdelés
biity staciakampis gretasienis, turintis matmenis a*b*c ir pagamintas i§ medziagos, turincios visur

. . . Ce . .. - . .. - v e . _ - m 5 .9
vienoda tanki, tai to gretasienio inercijos momentai jo simetrijos asiy atzvilgiu buty lygis: o (a™+b"),

% (a®+c?), % (b*+c?). Rekomenduo¢iau skaitytojui pabandyti ivesti $ias formules.

Mokédami apskaiiuoti fizinio kiino inercijos momentus ir masés centro koordinates, mes

galime apskaiciuoti redukuota fizinés svyruoklés ilgi ¢ ir suvesti fizinés svyruoklés modelj i
matematinés svyruoklés modelj.
Pavyzdziui, jei fizing svyruokle sudaryty plonas ilgas virbelis, pakabintas uz vieno savo galo,
I m®2 2

tai tokios fizinés svyruoklés redukuotas ilgis bity (*=——=——===/_. Tokios svyruoklés
md 3-/m 3

*

svyravimus beoréje erdvéje ir be trinties apraSyty diferencialiné lygtis ¢(t) = _(i sinp(t) = —3—‘(; sin(t) .

Apytikris tokio virbelio svyravimy periodas buty T z27t\/Z =2n %ﬁ , t. y. mazesnis uz matematinés
g g

g
Atveju, kai fiziné svyruoklé turéty sudétingesne konstrukcija, pavyzdziui, buity sudaryta i§ uz
vieno savo galo pakabinto ilgo plono virbelio ir masyvaus rutuliuko ant virbelio kito galo, redukuoto
tokios svyruoklés ilgio nustatymas biity jau sudétingesnis: jos inercijos momentas biity lygus rutuliuko
ir virbelio inercijos momenty sumai, o atstuma d nustatymui tekty pasinaudoti formulémis: virbeliui

svyruoklés svyravimy perioda T =27 \/Z .

, m, g +m,(/+71)
d, =—, rutulivkui d, =¢+r, visai svyruoklei d=—*———— kuriose ¢ — virbelio ilgis, r —
2 m, +m,
rutuliuko spindulys, m, — virbelio mas¢, m, — rutuliuko mase.
Dar sudétingesnij fizinés svyruoklés svyravimy modelj gautume, jei reikéty atsizvelgti ir { oro
pasiprieSinima, ir | tos svyruoklés detaliy trinti. Suprantama, kad tikslaus diferencialinés lygties
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sprendinio tokiu atveju gauti jau nebepavyktu, taciau artutini sprendini, kuris biity vis délto adekvatesnis
tikrovei negu tikslus diferencialinés lygties, aprasancCios atitinkamos matematinés svyruoklés
svyravimus, sprendinys, gauti imanoma. Bet kuriuo atveju svyruoklés judéjima galima aprasyti
diferencialine lygtimi ¢(t) = f(¢(t),p(t)), kurioje f yra funkcija, vaizduojanti svyruoklés kampinio
pagrei¢io @(t) priklausomybg nuo jos kampinio greifio, charakterizuojanéio spyruoklés kineting
energija ir mechaninés energijos nuostolius dél oro pasipriesinimo bei kitokios trinties, ir nuo paties
kampo ¢(t), charakterizuojancio spyruoklés padéti ir tuo paciu — jos potencaling energija.

ISnagrinéti Siame (1.4.9.) skyrelyje mechaniniy dinaminiy sistemy pavyzdziai iliustruoja tokiy
sistemy matematiniy modeliy sudarymo metodika, susivedanéia i jégu, veikian¢iy mechaning sistema,
i§siaiSkinima, ju atstojamosios jégos ar jos momento projekciju nustatyma ir mechanikos désniy
taikyma, iSreiskiant sistemos bei jos daliy pagreiciy priklausomybg nuo veikianc¢iy jégu bei ju momenty,
atsizvelgiant { mechaning sistema sudaranéiy kiiny mases bei inercijos momentus.

Kai mechaning sistema sudaro materialinis taskas, galintis judéti trimatéje fizinéje erdvéje bet
kuria kryptimi, jos matematini modelj sudaro trijy skaliariniy antrosios eilés diferencialiniy lygciy

X (1) = £ (x(1), y(t),z(1), x (1), y(1),z(t)),
sistema: 1 y(t) = £, (x(t), y(t), 2(t), X(t), (), (1)),
Z(t) = £, (x(1), y(t), z(t), x(t), y(t), z(t)).

Si lygéiy sistema gaunama nagrinéjant ir nustatant materialinj taska veikianéiy jegu E = Fixf +

n n n
+FE, j+F,k projekcijas Fiy, Fiy, Fy,, sudarant ty projekcijy algebrines sumas ZFiX R zFiy R ZFiZ ir
i=1 i=1 i=1
taikant kiekvienai sumai antraji Niutono mechanikos désnj:
n n

2F 2F

X(t) === £, (x(1), (1), 2()X (), (1), 2(1)) 5 F(1) === £, (x(), y(1), ()% (t), (1), 2(1)) ;

m m

n

2F

(1) ==— =1, (x(1), y(1), (D)X (1), y(1), Z(1)) -

m
Taikant vektorinés algebros simbolika ir jos matematinj aparata, diferencialiniy lygciy sistema

galima uzra$yti kompaktiskiau: r(t)=f(F(t),f(t)). Sioje formuléje T(t)=x(t)i+y(t)]j+z(Dk,
f=f,i+f,j+f,k, T(t)=X()1+Y(t)j+2(0k, T(t)=X(D)i +F(t)j+Z()k.

Sprendziant Sig vektoring diferencialing lygti (ar triju skaliariniy diferencialiniy lygciy sistema),
randamas tos vektorinés diferencialinés lygties (triju skaliariniy diferencialiniy lygéiy sistemos)

x(t) = F, (x(0),¥(0),2(0),x(0),¥(0),2(0), 1),
bendrasis sprendinys. Skaliaringje formoje jis atrodo taip: | y(t) = F, (x(0),y(0),2(0),x(0), y(0),2(0),t),

z(t) = F, (x(0),y(0),2(0),x(0),y(0),2(0), t).

Ji galima uZraSyti ir vektorinéje formoje: T(t) = F(£(0),7(0),t) .

Konkrety vektorinés diferencialinés lygties -r;(t):f(f(t),?(t)) (bei ta vektoring lygti
skaliaringje formoje vaizduojancios trijuy skaliariniy lygciu sistemos) dalinj sprendini galima gauti i$
bendrojo sprendinio, jistacius i jo deSiniasias lygybiu puses konkrecias pradiniy salyguy reikSmes:

x(0)=xo, ¥(0)=yo, 2(0)=zo, X(0) =%, ¥(0) =y, 2(0) =2, .
X(t) = i (%0, ¥0-Z0> X0, Y05 205 1),
Dalinis sprendinys skaliarinéje formoje y(t) =F,(x¢,¥0,20,X05¥0529,t),  vaizduoja
z(t) = F, (X0, Y0, 20, X5 Y0, Zo» 1)
dinaminés sistemos, susidedancios i§ vieno materialinio taSko, kenfigiiracija — to taSko padéti

trimatéje erdvéje kiekvienu laiko momentu t.
Diferencijuodami dalinj sprendinj, gauname skaliariniy funkciju sistema
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dx(t) . . L

T):X(t):Fx(XO’YOazO’XO’YOaZO’t)’

dy(t)_.(t)_F( st . . di inés sist ki tika —
_dt =y() =F, (X0, ¥0,205X05¥05Z0> ), aprasanCia nagrinéjamos dinaminés sistemos kinematika
dz(t . . ...

%ZZ(t):FZ(XO»YOaZO’Xo’YOaZO»t),

ta sistema sudarancio materialinio taSko judéjimo grei¢io v projekciju vy, vy, v, priklausomybe nuo
laiko t ir nuo pradiniy salygu.

Vektoringje formoje, jsistatius { bendraji sprendini T(t) = F(7(0),7(0),t) konkreias pradines
salygas 1(0)=T1,, ?(O)zfo, dalinis sprendinys atrodys taip: f(t)=13(f0,?0,t). Si vektoring laiko

funkcija apraSo dinaminés sistemos, susidedancios i§ vieno materialinio tasko, konfigiiracija — to
materialinio taSko padét] trimatéje konfigiiracinéje erdvéje — kiekvienu laiko momentu t.

Diferencijuodami  vektoring funkcija T(t) = F(fo, I,t) gauname vektoring funkcija
?(t) = F(fo,?o ,t), aprasancia tos dinaminés sistemos kinematika vektoringje formoje.

Sudarant dinaminiy sistemy matematinius modelius biisenos vektoriaus Z koordinaéiy
zyméjimui skirtus Zymenis priimta standartizuoti, pertvarkant tas sistemas aprasancias diferencialiniy
lygciy sistemas { standartizuotg formg.

Pavyzdziui, diferencialiniy lygciu sistema, aprasancia matematinio taSko judéjima trimatéje

X(t) = £, (x(1), y(1),2(t), X (1), y(1), 2(1)),

Euklido erdveje §y(t) =1, (x(t),y(t),z(t),x(t),y(t),z(t)), isivedant Zymenis z,,=X, z,=y, 213572,
z(t) = £, (x(1), y(1), z(1),X(t), (1), 2(1)).

21=X, 2=y, Zp5=Z, ir atsizvelgiant { tai, kad z,,= 21’1 s 22,2=21’2 R Z2,3=2L3 ,0 X= 22,1 , ¥= iz,z s

Z=12,3;, galima pertvarkyti { $eSiy eilés diferencialiniy lyg€iy sistema

7y, (t) =25, (1),

2),(t) =25, (1),

21 3(t) =25 3(1),

2,51 () =11(21(1),2, 5 (1), 21 3(1), 21 (1), 25 5 (1), 2, 5(1)),

2,5 (1) =15(211(1),21 5 (1), 2 3(1), 251 (1), 255 (), 25 5(1)),

253(1) = 13(21; (0,215 (1), 2, 3(1), 25,1 (1), 25 5 (1), 25 3 (1))

Analogisku biidu 3n antrosios eilés diferencialiniy lyg¢iy sistema

X (1) = £ (X1 (0, y1 (1,2 (1), X5 (1), 2, (0, X (1), Y1 (D)., X, (1), Y, (0,2, (1)),

Y1) = £y, (X1 (0,y1 (1), 2 (1), X5 (0., 2, (0, % (1), 1 (1), X, (1), ¥ (1), 2,, (1)),

21 () = £, (X1 (0,y1 (1,2, (1), X (1), 2, (1), X (1), Y1 ()5, X, (1), ¥, (D), 2, (1),

X (1) = £y, (X1 (0, ¥, (0,21 (0, X (1), 2, (), X (1), Y1 (-0, X, (1), ¥ (D), 2, (1)),

X; (1) = £, (X0, y1 (0,2, (1), X5 (D)., 2, (0, X (£), 51 (D)., X, (1), ¥ (1), 2,, (1)),

yi() = £y (x1 (0, ¥1(1),21 (), X5 ()., 2, (1), X1 (1), Y1 (0,0, X, (1), ¥, (1), 2,, (1)),

z;(t) = £, (x1 (1), ¥, (1), 21 (0, X5 ()., 2, (1), X (1), ¥ (D)., X, (1), ¥, (1), 2,, (1)),

z, () =1, (x1(0,y1 (1), 21 (), X5 (1),..., 2, (1), X, (1), ¥, (D)., X, (), ¥, (1), 2, (1)),

aprasanti mechaninés sistemos, sudarytos i§ n materialiniy tasky, judéjimaq isivedus Zyméjimus x,=z; i,

Y1=2Z12, 217213, X07Z1 45 Y1TZ1,55 «ov5 Xit1™Z3i+15 Yit1T 231425 Zit17Z3i435 -++5 Xn~Z3n-2> Yn~ Z3n-1> Zn~Z3n, X|=Z3n+1,
V1=Z3n425 Z1=Z3043> s Xy =Zen2> Yn =Zen-1» Zn =Zen, gali biiti pertvarkyta { standartizuota pirmos eilés
6n diferencialiniy lygéiy sistema
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21 (t) =Z3n4 (t)a
25 (t) = 2342 (1),
23(t) = 23,45 (1),

24(t) = 2344 (1),

235 () =Zgp 5 (1),

Z34 (1) = Zgp (1),

23, (1) =z, (1),

230 () =11(21 (1), 25 (1)1, 23 (1), 23541 (1), Z33 42 (D)5, Z g (1)),
23042 (1) = £5(2, (1), 25 (1), 23, (), Z341 (1), Z3p 42 (1) Z (1)),
23,3 (1) = 15(2, (), 25 (1),.... 23, (1), 23511 (1), 2315 (1), 2, (1)),

Z6n72 (t) = f3n—2 (Zl (t)9Z2 (t)r"aZ}n (t)az3n+1 (t)9Z3n+2 (t)r"'?Zén (t))»

Z6n—l(t) = f3n—1 (Zl (t)’ZZ(t)""5Z3n (t)523n+1 (t)az3n+2 (t)r'-'azﬁn (t)),

Z6n (t) = f3n (Zl (t)9Z2 (t)r"aZ}n (t)az3n+1 (t)9z3n+2 (t)9""926n (t))»

iSreiSkiancia priklausomybes, egzistuojancias tarp mechaninés sistemos biisenos koordinadiy z;, z,, ...,
Z3ns Zant+1> Z3n+2, «++» Zen, Vadinamos fazinémis koordinatémis.

Sudarant mechaniniy sistemy judéjimo matematinius modelius, fazinémis koordinatémis gali
biiti pasirinktos ne buitinai dekartinés materialiniy tasky ir jy greiciy projekcijy koordinatés.

Kaip matéme matematinés svyruoklés pavyzdyje, fazinémis koordinatémis buvo pasirinktos
kampo o(t) ir jo iSvestinés reikSmés. Fazinémis koordinatémis taip pat gali bliti mechaning dinaming
sistema sudaranc¢iy materialiniy tasky bei kietyju kiiny potencialinés ir kinetinés energijos, materialiniy
tasky ir kiiny judéjimo kiekiai ir pan.

Apibendrinus dinaminés sistemos savoka ir taikant ja ne tik mechaninéms sistemoms, ju
biisenos vektoriaus z koordinatémis gali bati elektrinés jtampos, elektros srovés stipriai, demografiniai,
socialiniai bei ekonominiai rodikliai, rodikliai, apibidinantys kokios nors vietovés ar visos misy
planetos ekologing biisena ir t. t.

Gana daznai dinaminiy sistemy biiseny faziniy koordinaciy Zyméjimui vartojami ne tik
Zymenys z; (pastarieji, kaip jau buvo minéta, ne visada yra patys tinkamiausi, nes sutampa su erdvinés
koordinatés, vadinamos aplikate, standartiniu Zymeniu), bet ir Zymenys s;, g;, W; it pan.

Tokiy apibendrintyjy faziniy koordinaciy skaicius n gali bati labai ivairus ir priklauso nuo
dinaminés sistemos bei jos elementy laisvés laipsniy skai¢iaus. Gana {vairios gali bati ir
priklausomybés, egzistuojancios tarp ju. Todél bendruoju atveju dinaminés sistemos matematinis
modelis, uzrasytas vektorinéje diferencialinéje formoje, atrodo taip:

{ﬁ(t) = F(G(1)) = (q) (0,05 (DG (D0, (D),
A(te) =(q;(t)sq2(tg)s-qi (tg)s>qn (tg)) = (d1,0,92,05++9i.05+>n.0)-
Naudojantis mums jau jprastais Zymenimis, jis atrodyty taip:

{E(t) = £(Z(1) = £(2, (1), 2 ()e0rZ (Donn0s 2, (1)),

2(0) =(2,(0),2,(0),...,2;(0),....,2,(0)) = (21 0, Z3,0 >+ Zi g 5++++sZ 1.0 )-

Pereidami nuo vektorinés prie skaliarinés formos, gautume skaliariniy diferencialiniy lygciy
sistema:

qi(t) = fi (ql(t)9q2(t)r"sqi(t)a"'sqn(t))s
;i (0)=q; 0, i=1,2,...n.

Miisy ka tik nagrinétos matematinés Svytuoklés, §vytuojandios beoréje erdvéje ir be trinties,
atveju $i sistema atrodyty taip:
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q; (1) =1,(q;(1),q, (1)) =q, (1) = (1),
qxw=fxqmoﬂza»=—%anma>=—%wnwax

9 (M) =0(0)=¢",
q,(0) = (0)=0.
Anksciau nagrinétos mechaninés dinaminés sistemos — spyruoklés su rutuliuku, pavaizduotos
22 pav., matematinis modelis, kai oro pasiprieSinima laikome lygiu 0, yra diferencialiniy lyg¢iy ir
pradiniy salygy sistema:

a0y (0) = £,(q1 (0.4 (D) = 45 (1) = (1),

o (1) = £ (ay (0,05 (1) =2 [~ qy ()] — g = [0 — ()] &,
m m

(h(o) =z(0)=1¢,

15(0) = #(0) =O.

Tuo atveju, kai atsizvelgiame ir { oro pasiprieSinima, gauname toki spyruoklés su rutuliuku
judéjimo matematini modelj:

q; (1) =11(q; (1),q, () = q, (1) = z(1),

()= B (@) (DG (1) =g + [0 — s (0]~ (1) = —g + [0 — ()]~ (1),
m m m m

0, (0)=2(0) = 1,

05(0) = 2(0) = 0.

Sio skyrelio pradzioje nagrinéto proceso P, — elektrodinaminés sistemos — matematinis modelis
apibendrintoje formoje atrodyty taip:

qmo=ﬂmmaqu:éqxo=%ma

qﬂ0=QMN&QAm=—{mxo+R%an=—%m40+man
q;(0)=u,(0)=U, = const,

4,(0)=i(0) =0.
Naudodamiesi §iuo modeliu, galétume gauti mums jau jprasta antros eilés diferencialing lygti:

. 1. 1 1 ) . . .
q ()= E% (= _E[qu O+q (D)= _E[chl O+q(®], ty lygti LCq(t)+RCq(t)+

+q;(t) =0, kuria sprgsdami ir pasinaudodami pradinémis salygomis q;(0)=U,, qn(0)=Cq,(0)=0,
gautume tuos sprendinius, kuriuos gavome §io skyrelio pradzioje.

Dinaminiy sistemy aibéje iSskiriamas ju poaibis, jungiantis tokias dinamines sistemas, kurios
buvo pavadintos klasikinémis dinaminémis sistemomis (KSD).

Sioms sistemoms budinga, kad juy faziniy trajektorijy, atitinkanciy skirtingas pradines
salygas, faziniai portretai nesikerta tarpusavyje ir todél bet kurio portreto bet kurio vieno tasko
Zinojimas leidZia vienareikSmiSkai nustatyti visa ta portreta, t. y. visus kitus to porteto taskus. Dél
Sios savo savybés KDS kartais vadinamas dinaminémis sistemomis, apibréZtomis savo biisena.

Formalus matematinis KDS (kaip tam tikros tipiniy iSoriniy matematiniy modeliy klasés)
apibréZimas yra toks:

KDS - tai metrinés r-matés (r — sveikas teigiamas skai¢ius) erdvés Z, vadinamos biiseny
erdve, transformacijy { save vienaparametriné algebriné grupé” F(Z,t) € Z , apibréZta visoms biiseny
vektoriaus z € Z reik§méms, esant bet kokioms parametro t, vadinamo laiku ir vaizduojancio laika,
reik§méms te(—oo, +00), tenkinanti $ias tris salygas:

1) pradiniy salygy suderinamumo: F(Z(0),0) =Z(0),

2) funkcijos F(Z,t) tolydumo: funkcija F(Z,t) turi bti tolydi visy savo argumenty z,, s, ...,

Z,, ..., Z; ir parametro t atzvilgiu visoje tos funkcijos apibrézimo srityje Z € Z ir te(—oo, +o0),

* Algebrinés grupés apibrézima skaitytojas gali rasti Sios mokymosi priemonés 1.9.1.5. skyrelyje.
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3) algebrinés grupés: F(Z(0).t, +t,) = F(F(Z(0),t,),t,) = F(Z(t,),t,) visoms t; ir t,

reik§meéms i§ (—oo, +o0).

Si — tre¢ioji — salyga reiSkia, jog, judant fazine trajektorija Z(t)=F(Z(0),t), esancia
diferencialiniy lygéiy sistemos E(t):f (z(t)) , sudarancios dinaminés sistemos matematini modelj,
daliniu sprendiniu, atitinkan¢iu pradines salygas Z(0)=Z,, bet kuria tos fazinés trajektorijos
atkarpa turéty buti galima visiSkai vienodai nueiti visa iSkart arba dalimis, skaidant ta atkarpa i
bet kokj baigtinj bet kokiy atkarpy skaiciy.

ISnagrinésime klasikinés dinaminés sistemos ir Sio formalaus jos apibrézimo taikymo pavyzdj,

7z, =b+2t, .

irodydami, kad diferencialiniy lyg¢iu sistema {.1 esant pradinéms salygoms z;(0)=a=const,
Zy =2,

7,(0)=b=const, apibrézia klasikiniy dinaminiy sistemy Seima.

Surasime tai Seimai priklausan¢iy KDS faziniy trajektoriju portrety matematini modelj ir
pavaizduosime grafiskai tokiy portrety pavyzdzius:

t .
1) 18 lygties % =b+2t gauname, jog dz;=(b+2t)dt t. y. gauname, jog z;(t)=z,(0)+bt+t’=
=atbt+t’;
N . dz,(t) . .
2) 1§ lygties & =2 gauname, jog dz,=2dt, t.y. gauname, jog z,(t)=z,(0)+2t=b+2t=
_ dz, (1)
e’

3) kaip matome, duotaja diferencialiniy lygéiy sistema galima suvesti | standartine
. - z =7
(normaling) dinaminés sistemos matematinio modelio forma z=1(z)= { . ! 22’
ZZ = &y
kurioje i§vestinés z, (Siuo atveju — z; ir z,) priklauso tik nuo kanoniniy kintamyjy ir
tiesiogiai nepriklauso nuo parametro t;

4) funkcija  F(Z(0),t) = (F1 (z(0),1); F, (2(0),t)):(z1(0)+zz(0)-t+t2; 7,(0)+2t) yra apibrézta
visoms realioms z;, z, ir t reik§méms;

5) i vektoriné funkcija tenkina pirmaja KDS apibrézimo salyga — pradiniu salygu
suderinamumo salyga, nes F,(7(0),0) =z,(0)+2,(0)-0+0’=z,(0) ir F,(Z(0),0)=2,(0)+2-0=
=25(0);

6) jitenkina ir antraja — tolydumo — salyga, nes funkcijos F,(z(0),t) =7,(0)+2,(0)-t+t’=a+bt+t*
ir F,(z(0),t) = z,(0)+2t=bt+2t yra tolydzios savo argumenty atzvilgiu;

7) §i vektoriné funkcija tenkina ir treCiaja — algebrinés grupés — salyga, nes F,(2(0),t, +t,)=
=21 (0)+22(0)(t;+2)+(t1+,) =2, (0)+25(0)t 1+ 1] +(22(0)+20) o+ t5 =2y (t))+25(t) o+ t5 =
=F(Z(0),t,) + F,(Z(0),t))t, + 13 =F,(Z(t)ty) it Fy(Z(0),t; +1t;) =z5(0)+2(t;+2)=2o(0)+
+2t1+2t2:Z2(t1)+2t2: F2 (2(0), tl) + 2t2 = F2 (_Z.(tl)tZ) .

IS gauty rezultaty iSplaukia iSvada: duotoji diferencialiniy lygéiy sistema yra KDS

matematinis modelis, nes jis pilnai tenkina KDS apibrézima.

Surasime Sios KDS Seimos fazini portreta, pasinaudodami gautomis lygybémis

{zl(t):a+bt+t2,

ir eliminuodami i$ juy parametra t:
Z,(t) =b+2t

_ T 1\2 2 2 2 2
2) 21:a+b-M+ 2, ~b :a+2z2—b—+ﬁ—2bi+b—:lz§+ L
2 2 227 T T T Th T 4

2
:%zg +C, kur C:ZI(O)—(ZZT@] .
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2
Gautoji lygybé z, = 0,252% +C= O,252§ +(2,(0) _(Zzz( )] vaizduoja paraboliy Seima ir yra
nagrinéjamos KDS faziniy trajektorijy faziniy portrety Seimos matematinis modelis.

Fazinius portretus, atitinkanc¢ius dalinius diferencialiniy lygciu sistemos sprendinius, galima
gauti, pasirenkant atitinkamas pradiniy salygu z,(0) ir z,(0) reikSmes ir apskaic¢iuojant konstanta C.

Pavyzdziui, kai z,(0)=0 ir z,(0)=0, tai gauname parabolg z, = 0,2523 (zitir 25 pav.).

| 7 a=2,b=0 a=0, b=0
N _ -

3 a=2, b=0
7-- //
6
5+ L
4
34
1_

+—+ + + + +— + Z

4 -3 - -y 1 4 56 7 8 10 111213 1415 16
-39
4
S o~
-6
74 ~
8 ———__a=6,b=4

a=2,b=4 a=1,b=2

25 pav.

2
Keic¢iant konstantos C = ZI(O)—[ZZT()} reikSme, t.y. atitinkamai keiCiant pradines salygas

z1(0)=a ir z,(0)=b, nagrinéjamos portrety Seimos paraboliy vir§tinés slankios koordinatés z; asimi,
nekeisdamos koordinatés z,=0 reikSmés.

Esant skirtingoms pradinéms salygoms, tos parabolés arba bus paslinktos viena kitos atzvilgiu
(kai paraboliy konstantos C bus skirtingos), arba sutaps visais savo taskais (kai konstantos C bus
vienodos, kaip, pavyzdziui, atvejais a=0, b=0 ir a=1, b=2), tadiau niekada nesikirs kokiame nors
viename taske.

2

T b - . . TS .

Vadinasi, kiekviena konstantos C=a —(5] reik§me atitiks viena ir tik viena parabolé
z,=0,2523 +C ir per kiekvieng biiseny erdvés Z taska z* = (z;‘,z;) eis viena ir tik viena parabolé,

2
kurios tasky koordinatés z, ir z, tenkins lygti z, —0,2525 =z, —0,25(22)2 =C= a—(%j =7,(0)-

2
[ 22(0)
2

Zinodami bent viena tokios parabolés taska, galésime rasti visus kitus tokios parabolés tagkus ir
ja nubrézti.

Pavyzdziui, jei zinome, kad tam tikra Sios Seimos parabolé kerta taska, turintj koordinates
7} =6 ir z, =4, tai galime rasti, jog tos parabolés konstanta C" yra lygi z} —0,25(23)2 =6-0,25-4°=2.
Po to galima apskaiCiuoti, jog tos parabolés vir§iinés koordinatés z, reikSmé yra lygi 0, o tos virSunés
koordinat¢ z, = 0,252 +C=0,25-0 +2=2.

Taip pat kiekvienai koordinatés z, reikSmei, priklausanciai intervalui (—oo,+o0) visada galime
rasti atitinkama koordinatés z, = 0,2525 +C= 0,2523 +2 reikSme.

Dar vienas KDS pavyzdys — labai daznai stebimi procesai, kuriy matematinis modelis yra $ios
mokymosi priemonés ,[vado 0.2.6. skyrelyje pateikta diferencialiné logistinés Kkreivés lygtis

2(t) = k,z(t) - k32 (t) .
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Sios diferencialinés lygties i§vedimas, sprendimas ir taikymas ekologijoje gyviiny populiacijy
nariy skaiciaus z(t)=N(t) nagrinéjimui pateiktas §ios mokymosi priemonés 1.14.13. skyrelyje. Panasia
lygtimi pasinaudota ir 1.14.12.2.2. skyrelyje, nagrinéjant ekonomikos augimo procesa.

Cia jrodysiu, jog §i diferencialiné lygtis priklauso KDS modeliy klasei, t. y., kad jos bendrasis
sprendinys — faziniy trajektorijy Seimos matematinis modelis z(t)=F(z(0),t) — tenkina visas tas salygas,
kurias turi tenkinti KDS.

Pradzioje rasiu bendraji Sios lygties sprendini z(t)=F(z(0),t), pertvarkydamas diferencialing

lygti z(t) =k,z(t) - k%z2 (t) ilygti d _d_zk =k,dt ir pastaraja integruodamas.
z 1

k3
k
z(t)- [2(0) —ké]
Potenciuodamas integravimo rezultaty ——————2< = kit=1In ' ir igreiksdamas i3
20| 20—t
k2
1
gautos lygybés z(t), randu, jog z(t)=F(z(0),t)= 5 T
ﬁ —kt k72
——Z e+
z(0) k, k,
Nesunku jsitikinti, jog §i funkcija tenkina suderinamumo reikalavima, nes F(z(0),0)=z(0) ir, kai
z(0)=0, tai F(z(0),t) tampa konstanta, tapaciai lygia 0, kadangi F(z(0),t) = ! =
L_é —kgt kig
20) Kk ky

= 20) ir, kai z(0)=0, gauname, jog F(z(0),t)=0. Todél funkcija z(t)=F(z(0),t)

k3 e, K3
1-=2 70 kit L 22 500
( P )]e A0

1 1

egzistuoja visoms galimoms z(0)>0 ir te(—oo,+o0) reik§méms ir tenkina salyga F(z(0),0)=z(0).

. k . e e . k . L . .
Kai 0<z(0)<k—;, tai z(t), didéjant t, didéja, o kai z(O)>k—;, tai z(t), didéjant t, mazéja. Kai
2 2

S . . k . k
7(0)=0, tai, kaip jau buvo irodyta, z(t)=0, o kai z(O)=k—; , tai z(t)=k—; =const.
2 2
Si konstanta yra ribinis populiacijos dydis, priklausantis nuo resursy (maisto, erdvés ir pan.),
kuriais populiacija gali naudotis.
Nesunku isitikinti, jog funkcija z(t)=F(z(0),t) yra tolydi, kadangi lim F(z(0),t+ At) =F(z(0),t)
At—0

visoms t, At ir leistinoms z(0) reikSméms. Analogiskai galima jrodyti funkcijos F(z(0),t) tolyduma
pradinés salygos z(0) poky¢iy atzvilgiu: N 1(%)r)n 0F(Z(O) + Az(0),t) = F(z(0),t) .
z(0)—>

Belieka patikrinti, ar funkcija z(t)=F(z(0),t) tenkina treciaji (ir paskutinjji) — algebrinés grupés —
reikalavima:

1
1) F(Z(O)atl+t2): 2 3 ;
41 _& e*kl(tlﬂz)_'_&
20) K,
2 2
2)  z(t)=F(z(0),t;)= 21 . todel L[ K)o, B
L _& e*klt +& Z(tl) Z(O) k] kl
z2(0) k k,
! 1
3) F(z(t),L)= 5 5= =
L e Mt +& ! _ﬁ e kit +§_£§ o kitz +ki
z(t)) k; k, 2(t)  k Kk K,
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_ ! — =F(z(0).t; +1,). ka ir reikéjo irodyti.

2
1 _ﬁ e*kl(tlﬁz)_f_ﬁ
20) K K,

Gavome, kad dinaminé sistema, kurios peréjimo funkcija yra z(t) =k,z(t) —k%z2 (t), tikrai yra

KDS.
Taciau ne visos dinaminés sistemos yra KDS. Pavyzdziui, palikg tas pacias pradines salygas
z1(0)=a bei z,(0)=b ir tik Siek tiek pakeit¢ anks¢iau nagrinétaja diferencialiniy lyg€iy sistema, t. y. vietoj

. i1:b+2t, . . i1:b""2ts . . . .. .
sistemos 1 paéme sistema - ) gautume dinaming sistema, kuri jau nebepriklausytu
Zz = Z2 =1,
KDS klasei.

Tai nesunku parodyti ir jrodyti:

1) sprgsdami  duotasias  diferencialines lygtis gauname, jog  z(t)=z,(0)+t=b+t,
21(t)=z,(0)+bt+t’=a+bt+t*;

2) eliminuodami i§ ka tik gautos lyg€iy sistemos parametra t, gauname, jog t=z,—b ir

b)’ b’
zi=a+b(z,-b)+(z,-b)’= Z% -bz, +a= (Zz —E] + {a — T) .

2

Seima skiriasi nuo ankstesnés, nes dabar, keiCiantis pradinéms salygoms, parabolés virsiiné gali slankioti
2
ne tik horizontaliai (keiCiantis C=a —T), bet ir vertikaliai (keiCiantis b, nes parabolés virSunés

2 2
. . b b . . . . . . .
Gautoji lygtis z; :[zz ——j +[a—TJ vaizduoja irgi paraboliy Seima, taciau §i paraboliy

. b
koordinaté z, =z = By ).

Rekomenduoju skaitytojui atlikti 1.4.19. uzduotj ir grafiSkai pavaizduoti Sios dinaminés
sistemos kai kuriy faziniy trajektorijy portretus. Atlikdami $ia uzduoti, Jus isitikinsite ka tik i$sakyto
teiginio teisingumu, o taip pat tuo, kad skirtingos parabolés, atitinkancios skirtingus dalinius
diferencialiniy lygciu sistemos sprendinius, kirsis vienos su kitomis: dauguma baigtiniuose biisenu
erdvés Z taskuose, kai kurios kitos — begalybéje. Todél kiekvieng buiseny erdvés taska kirs jau ne

2 2
viena, o be galo daug skirtingy paraboliy z, :(zz —gj +[a—bTJ = z% —bz, +a . Kai kurios i§ ju

pavaizduotos 26 pav.

Zy

s
21 a=12, b=6
6 a=8, b=4
5 a=0, b=0
4 et
; i a4
1 ’/’

[ - ! \\ ! z

— } = + > 7

-4 3 D 3 5.6.7-8.9.10 m{)\ a=12, b=6
N T 48, b=4
2
4
s a=0, b=0
-6
74 a=2,b=4
34

26 pav.

Todél, zZinodami tokio tipo dinaminés sistemos prading busena Z(0)=(z;(0),z,(0)) ar koki nors
kita jos trajektorijos portreto taska, mes jau nebegalésime vienareik§miskai nustatyti kity Sio portreto
tasky, ka buvo galima padaryti, nagrinéjant KDS.

Irodysime, jog ka tik dabar nagrinétoji sistema netenkina formalaus KDS apibrézimo, nes
netenkina tame apibrézime suformuluotos treciosios salygos — néra algebriné grupé.
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Tuo tikslu apskaic¢ivosime funkcijy F,(z(0),t;+ty) bei F (Z(t,),t,) reik§mes ir isitikinsime, jog
§iuo atveju tos reik§més néra lygios:
1) Fi(Z0) ti+t)=2(0)+2(0)(t;+t,)+H(t+t,) =a+b(t +ty)+ t] +2t,t,+ t5 =a+bt,+ t] +bty+2t,ty+
+ t% =z (t) b+ttt ty+ t% =z(t)+za(t)t+ t% = F (Z(t), t,) Hit;
2) R, t) =zttt t5=21(0)+2x(0)t+ £ HZ(0)+)tot 15 =atb(tH)+ 1] +yty+ 15
3) kaip matome, Fy(Z(0),t1+t,)% F(Z(t,),t,), nes F1(Z(0) t1+t:)— F(Z(t,),t,) =t,,%0, kai t,>0,
t,>0.

z,=b+2t, |z, =b+2t, ) .
ir esant vienodoms pradinéms

Nors diferencialiniy lygciy sistemos < . .
Zz = 2 22 = 1,

salygoms, atrodo beveik vienodai, taCiau ju savybés, kaip matéme nagrinédami ty sistemy dalinius
sprendinius ir juos atitinkancius faziniy trajektoriju portretus, kardinaliai skiriasi.

To skirtumo priezastys paaiSkés, pabandzius rasti Siy sistemuy matematinius modelius
standartinéje (normalingje) formoje.
2)=25, ..
_1 > atitinkan-
Zz = 4,

Pirmosios sistemos, esancios KDS, atveju gauname diferencialiniy lygéiy {

¢iy normaling forma ?(t) :f(i(t)) , sistema, o antrosios sistemos | tokia forma transformuoti nepa-
vyksta. Kadangi z,(t)=b+t ir z;(t) =b+2t=z,(t)+t, tai gauname, jog antroji sistema gali biti uzraSyta
Z) =2, +t,

formoje {
z,=1,

t.y. formoje ?(t):f(i(t),t), kurioje iSvestiné priklauso nuo laiko t ne tik

netiesiogiai, bet ir tiesiogiai. Tai reiskia, jog antrojoje sistemoje blisenos kitimo greitis priklauso ne tik
nuo pasiektos blisenos, bet ir tiesiogiai nuo laiko, kitaip tariant, sistemos buisenos kitimo désnis, laikui
bégant, kei€iasi. Apie tokj reiskini jau buvo kalbéta 1.3. skyriuje, {vedant objekto biisenos savoka.

Tokios dinaminés sistemos vadinamos nestacionariomis, kai tuo tarpu KDS priklauso
stacionariyjy dinaminiy sistemy aibei.

Visos dinaminés sistemos, kai jos yra stebimos pakankamai ilga laika, pasirodo esancios
nestacionarios, nes per pakankamai ilga laika pasikeifia ne tik ty sistemy buseny koordinaciy
reikSmés, bet ir priklausomybés, egzistuojancios tarp dinaminés sistemos charakteristiky, t.y.
patys ty sistemy matematiniai modeliai tampa laiko t funkcijomis.

Taciau pakankamai trumpuose laiko intervaluose tokie pasikeitimai gal biiti dar nereik§mingi ir
todél nemaza dali dinaminiy sistemy tokiuose intervaluose galima laikyti praktiSkai
stacionariomis ir taikyti joms stacionariy dinaminiy sistemy matematinius modelius bei juy
funkcionavimo analizés matematinius modelius.

Su stacionariomis ir nestacionariomis sistemomis mes jau buvome susidiir¢ 1.3. skyriuje,
nagrinédami sistemy blsenos savoka ir busenos kitimo procesus. Ten mes buvome nustatg, jog
nestacionarios sistemos matematini modelj formaliai galima suvesti | stacionarios sistemos
matematinj modelj, formaliai priémus, kad laikas t — tai dar viena — papildoma — biisenos
vektoriaus Z koordinaté, taciau — ypatinga koordinaté, nes nuo jos kitimo gali priklausyti visy
kity vektoriaus Z (o taip pat ir vektoriaus X ) koordinaciy reik§més ir priklausomybés tarp ju.

Stacionariy dinaminiy sistemu, kai jos turi ,,trumpa“ atmintj, peréjimo funkcijos argumentais
gali buti momentinés ty sistemy bliseny z ir j¢jimy X koordinaciy reik§més, o kai tos sistemos turi
»ilga™ atminti, — ty sistemy faziniy trajektorijy bei iéjimo trajektorijy atkarpos. Nestacionariy dinaminiy
sistemy per¢jimo funkcijy argumenty sarasas gaunamas, papildzius jau minétuosius stacionariy sistemy
peréjimo funkcijy argumenty sarasus dar vienu argumentu — laiku t —, vaidinanéiu, kaip jau buvo minéta,
ypatinga vaidmenyi: jis veikia biisenos kitimo procesa ne tik netiesiogiai (per kintancius laike vektorius
X(t) ir Z(t), bet ir tiesiogiai, keisdamas pacios naujos busenos Z(t+1) ar jos kitimo greiéio
priklausomybes z(t) nuo X(t) ir z(t).

Sio skyriaus (1.4.) pradZioje objekto iSorinio modelio apra§ymas yra pateiktas tokioje
formoje, kuri tinka stacionarioms sistemoms, todél, kad, kaip ¢ia ka tik buvo minéta, i tokia forma
formaliai gali buiti suvestas ir nestacionarios sistemos iSorinis matematinis modelis. Operuoti su
tokiu modeliu galima taip pat, kaip ir su stacionarios sistemos iSoriniu matematiniu modeliu, taciau
tokiais atvejais butina atsizvelgti | to modelio dviguba priklausomybe nuo laiko. Tos priklausomybés
gana daznai apsunkina ne tik paties matematinio modelio sudaryma, bet ir jo taikyma, pavyzdziui,
apskai¢iuojant bei analizuojant fazing bei i$¢jimo trajektorijas bei ju portretus.
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Grizdami prie KDS nagrin¢jimo, galime pridurti, jog prie Sios dinaminiy sistemuy klasés
priklauso ne tik Siame (1.4.9.) skyrelyje nagrinéty mechaniniy dinaminiy sistemuy matematiniai modeliai
(svyruojanc¢ios spyruoklés su rutuliuku, spaudzian¢iu jos gala, neegzistuojant ir egzistuojant oro
pasiprieSinimui; krintan¢io ore kiino; matematinés ir fizinés Svytuoklés), bet ir 1.4.3. skyrelyje
nagrinétoji diferencijavimo grandele, ir 1.4.4. skyrelyje aprasytoji paprasta hidrodinaminé sistema, ir
elektromagnetiniy virpesiy konttiras, kurj nagrinéjome 1.4.8. skyrelyje bei dar nagrinésime (tik zZymiai
detaliau ir placiau) 1.11.10. skyrelyje.

Tiesa, reikéty pazyméti, jog tam, kad 1.4.3., 1.4.4. ir 1.4.8. skyreliuose nagrinéty objekty, bei
1.3. skyriuje aprasyty procesy P; ir P, matematiniai modeliai priklausyty KDS klasei, reikalinga, kad ty
objekty i¢jimai biity arba pastoviis, (t.y. nekintantys laike), arba kintantys laike pagal pastovu
(nekintantj laike) désnji, dél ko ta i€jima buty galima jtraukti | nagrinéjamaji objekta kaip pastarojo
sudedamaja dali. Taip pasielgti tekty todél, kad standartiniame klasikinés mechaninés dinaminés
sistemos modelyje nenumatyta iéjimy, t.y. nenumatytas nekontroliuojamy ir i§ anksto nezinomuy
aplinkos poveikiy | dinaming sistema egzistavimas, o nagrinéjami tik sistemos biisenos kitimo procesai,
veikiant Zinomoms iSorinéms jégoms, bei dinaminés sistemos viduje esanciy daliy saveikavimo jégoms.

Klasikiniy dinaminiy sistemy standartiniuose modeliuose nenagrinéjami ir ty sistemy poveikiai
i aplinka. Jiems dinaminiy sistemy aplinka kaip ir neegzistuoja. Todél i tokiy matematiniy modeliy
sudeéti nejeina ir i§¢jimo funkcijos.

Kitaip tariant, nagringjant KDS, nagrinéjamos tik objekty bei sistemy biusenos ir jy kitimo
procesai, dinaminés sistemos elementams sgveikaujant tarpusavyje ir to saveikavimo metu keiciant savo
santyking padét] (dinaminés sistemos konfigiiracija) ir savo greiCius bei pagreiCius vienas Kkito
atzvilgiu (dinaminés sistemos kinematika).

Apie tokius nepilnus iSorinius matematinius modelius §iame mokymosi priemonés skyriuje jau
buvo raSyta, kalbant apie taip vadinamus dalinius iSorinius objekty matematinius modelius.
Klasikinés mechanikos dinaminés sistemos papildo tokiy modeliy sarasa.

Baigiant dinaminiy sistemu iSoriniy matematiniy modeliu apZvalga, reikéty pazyméti, kad
dinaminés sistemos savoka, susiformavusi teorinéje mechanikoje, sistemy teorijoje gali ir turi buti
iSplésta ir apibendrinta, priimant papildyma, kad dinaminés sistemos, nagrinéjamos sistemy
teorijoje, gali turéti ne tik kintancia biisena, bet ir jéjimus bei iS¢jimus, t. y. gali turéti ne tik
dalinj, bet ir pilng iSorinj matematinj modelj, aprasyta Sio (1.4.) skyriaus pradzioje.

Todél siame (1.4.9.) skyrelyje nagrinétas dinamines sistemas, neturin¢ias j&jimy ir i§¢jimy, mes
laikysime dinaminiy sistemy, nagrinéjamy sistemotyroje, daliniu atveju, o objekty, nagrinéty 1.4.3.,
1.4.4. ir 1.4.8. skyreliuose, iSorinius matematinius modelius laikysime irgi dinaminémis sistemomis.

Reikéty padaryti dar viena Sio skyrelio papildyma — paminéti dar viena svarbia dinaminiy
sistemy teorijos Saka — katastrofy teorija.

Katastrofomis vadinsime reikSmingus Suolinius dinaminés sistemos biisenos bei jos reakcijos
(is¢jimuy) pokycCius, staiga atsirandancius tolydziai ir nereikSmingai keiCiantis ta dinaming sistema
supancioms iSorinéms salygoms, pavyzdziui, palengva ir tolydziai keifiant valdomyju kintamyju
reikSmes optimizuojant netiesinés sistemos valdyma. Tokie Suoliniai pokyciai neretai biina dideliy
avarijy prieZastimi.

Katastrofy teorija pradéjo intensyviai vystytis palyginti visai neseniai: jos pradininku laikomas
pranciizy topologas René Tomas (R. Thom), 1972 m. pasiiilgs panaudoti topologing dinaminiy sistemy
teorija (kurios pradininku buvo miisy jau ne karta minétas pranciizy matematikas, fizikas ir filosofas
H. Puankaré) Suoliniy poky¢iy gamtoje (ypac biologijoje) modeliavimui.

Matematinj katastrofy teorijos pagrindg sudaro dinaminiy sistemy funkcionavimo stabilumo
(bei nestabilumo) teorija, H. Puankaré dinaminiy sistemy kokybiné teorija (ypac ta jos dalis, kuria
galima pavadinti bifurkacijy teorija) ir amerikie¢iy matematiko H.Whitney‘o glodZiy atvaizdy
ypatumy teorija, nagrinéjanti glodziy pavirSiy projekcijy i plokStuma ypatumus, interpretuojamus, kaip
dinaminés sistemos funkcionavimo ypatumai, atsirandantys keic¢iant valdomyju kintamyjy reikSmes.

Katastrofy teorija ne tik Zymiai i$plecia bei papildo dinaminiy sistemy teorija, ypac ta jos dali,
kuri nagrinéja dinaminiy sistemy funkcionavimga ir jo stabiluma bei nestabiluma, ir atveria naujas
dinaminiy sistemy teorijos taikymo sritis, tampancias ypatingai aktualiomis projektuojant ir
eksploatuojant sudétingas ir rizikingas sistemas (pavyzdziui, atomines elektrines, Siuolaikinius
avialainerius, atominius povandeninius laivus, kosmines raketas bei tokius kompleksus kaip kosminés
stotys), bet ir taria nauja Zodi, nagrinéjant tolydumo — diskretumo dilema, apie kuria jau buvo kalbéta
§ios mokymosi priemonés 1.2. skyriuje, kitaip tariant, permeta dar viena tiltuka tarp tolydZiosios
klasikinés fizikos ir diskreciosios kvantinés fizikos.

Prie katastrofy teorijos mes dar griSime 1.14.12.1.1. skyrelyje, nagrinédami pavirSius

u=Y""-Y;?, o taip pat antrojoje Sios mokymosi priemonés dalyje, nagrinédami dinaminiy sistemy
funkcionavima bei jo stabiluma ir sudétingy netiesiniy sistemy funkcionavimo ir valdymo ypatumus.
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Norintiems susipazinti su $ia jdomia ir turin¢ia placias taikymo perspektyvas teorija jau dabar,
rekomenduociau pastudijuoti kuria nors i§ knygy [39+43]. Po to rekomenduociau paskaityti ir knyga
[44], kuri skirta ne Kkatastrofy teorijai, bet sistemotyros mokslui labai svarbiam sistemy
saviorganizacijos reiSkiniui. Taip padaryti rekomenduoju todél, kad katastrofy ir saviorganizacijos
,mechanizmai® turi nemazai bendry bruozu: saviorganizacija dazniausiai irgi jvyksta Suoliu, susidarius
ypatingoms salygoms, t. y. kaip savo rasies ,,katastrofa” sudétingos netiesinés sistemos funkcionavimo
ypatinguose taSkuose bei srityse.

Prie dinaminiy sistemy matematinés sistemotyros kurse mes dar griSime ne viena karta.
Pavyzdziui, 1.11. skyriuje mes nagrinésime dinaminiy sistemy funkcionavima ir jo ypatumus,
klasifikuosime dinaminiy sistemu fazines trajektorijas | tipus, {sivesime dinaminés sistemos
funkcionavimo stabilumo ir ekvifinaliSkumo savokas ir nagrinésime ivairius to stabilumo tipus bei ju
apibrézimus, nagrinésime faziniy trajektorijy Kkritinius (izoliuotus ir nejzoliuotus) taskus bei
ypatinguosius ty trajektorijy taskus, dinaminiy sistemy funkcionavima ty tasky aplinkoje.

Antrojoje Sios mokymosi priemonés dalyje, nagrinédami tipinius objekty ir sistemy
makromodelius, mes dar labiau iSplésime dinaminés sistemos savoka ir nagrinésime dinamines
sistemas, turin¢ias miSry kalendoriy.

1.4.10. Baigtinio determinuoto automato, turincio priesistore,
isorinis matematinis modelis

Baigtiniais automatais, turinc¢iais priesistore, vadinami baigtiniai automatai, kuriy peréjimo
funkcijos argumentai — ne tik momentiné automato biisena dabar z(t) ir {¢jimas X(t), bet ir baigtiné jo
fazinés trajektorijos, atvedusios automata j dabartine biisena, atkarpa, susidedanti i§ k tasky — k
momentiniy automato biisenu Z(t —1),Z(t —2),...,Z(t — k) . Parametras k turi sveikaskaitines reik§mes 1,
2, 3, ... ir reiSkia automato prieSistorés takty skaiciy. Tod¢l §i parametra vadina baigtinio automato
priesistorés ilgiu. Kai k=0, tai baigtinis automatas prieSistorés neturi ir yra paprastas baigtinis
automatas — Markovo objektas (Zilir. Sios mokymosi priemonés 1.3. skyriu).

Baigtiniai automatai, turintys prieSistore, gali biiti determinuoti ir stochastiniai. Siame
skyrelyje bus iSnagrinétas determinuoto baigtinio automato, turinéio priesistorg, matematinis modelis ir
jo taikymas to automato fazinés ir i§¢jimo trajektorijy apskai¢iavimui. Stochastinio automato pavyzdys
pateiktas 1.4.12. skyrelyje.

Pateikdami konkrety turin€io priesistorg determinuoto baigtinio automato pavyzdi, paprastumo
délei priimsime, kad automato momentiné biisena — skaliaras z(t) ir kad k=2, t.y., kad automato
peréjimo funkcija yra z(t+1)=y(z(t), z(t-1), z(t-2), X(t)). Priimsime, jog §io automato {¢jimai ir i§¢jimai —
taip pat skaliarai x(t) ir y(t). Todél $io automato i$¢jimo funkcija bus y(t)=p(x(t), (z(t), z(t-1), z(t-2)), o
peréjimo funkceija bus z(t+1)=y(z(t), z(t-1), z(t-2), x(t)).

Kaip matome i§ ¢ia pateikty bendryjy Sio automato matematinio modelio formuliy, jos savo
forma beveik nesiskiria nuo paprasto (,,markovisko*) automato, turinio vektoring blisena Zz(t),
formuliy: skirtumas tik toks, kad:

1) padidéja blisenos vektoriaus Z(t) koordinadiy skaidius ir vietoj ankséiau buvusiy r

koordinaciy (kur r=1, 2, ...) dabar ty koordinaciy skaicius tampa lygus r+kz=r(k+1);

2) pridedamos k vektoriy koordinatés yra véluojancio argumento funkcijos ir priklauso ne

nuo t, o nuo t—1, t-2, ..., t-k automato kalendoriaus (jo priesistorés) momentu.

IS to, kas Cia pasakyta, iSplaukia, jog baigtinio automato, turin¢io priesistore, iSorinis
matematinis modelis formaliai gali biiti suvestas j paprasto (,,markoviSko*) baigtinio automato
iSorinj matematinj modelj.

Naudojant toki modelj automato fazinés ir iS¢jimy trajektorijy apskaiciavimui, kai tas
automatas yra stacionarus, t. y., kai funkcijos ¢ ir y, laikui bégant nesikeicia, reikia tik atsizvelgti { tai,
jog baigtinio automato, turinio prieSistorg, ,.iSpléstinis biisenos vektorius %(t) , turintis r+kr
koordinaciy, laikui bégant, slenka laike, t.y. miisy nagrinéjamu paprastu atveju gauname, jog
z(t+1)=y(z(t), z(t-1), z(t-2), x(t)), z(t+2)=y(z(t+1), z(t), z(t-1), x(t+1)), z(t+3)=y(z(t+2), z(t+1), z(t),
z(t-1), x(t+2)), z(t+4)=y(z(t+3), z(t+2), z(t+1), x(t+3)) ir t. t.

Taciau toks ,,slinkimas® néra kokia nors ypatinga tokio automato savybé¢, nes panasiai ,,slenka‘
ir paprasto (,,markovisko*) automato biisenos vektorius jo peréjimo funkcijoje: Z(t +1) = y(Z(t),X(t)),
Z(t+2) =y(EZ(t+1),X(t+1)) ir t. t. Analogiska ,,poslinki“ pastebésime ir automaty i§¢jimo funkcijose.
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Sie ,,poslinkiai“ — tai paties laiko poslinkio automato kalendoriuje padariniai, kurie budingi bet kokiems
automatams.

[liustruodami Siame skyrelyje iSsakytus bendrus teiginius konkreéiu pavyzdziu, priimsime, jog
milsy nagrinéjamas automatas yra ,loginis automatas®, t.y., jog skaliarai x, y ir z gali turéti tik
klasikinés dvireik§més logikos logines reik§mes ,,0° arba ,,1°.

Tarkime, jog miisy nagrinéjamo automato, turin¢io priesistorg, iSorinis informacinis modelis
yra toks, kaip parodyta 23. lenteléje. Jis vaizduoja automato iSéjimo y(t) ir jo naujos biisenos z(t+1)
priklausomybg nuo argumenty z(t-2), z(t-1), z(t) ir x(t) visy galimy reik§miy visy galimy kombinacijy.

23. lentelé

Eil. Nr. | z(-2) | z(t-1) | (t) | x(0) | y(8) | z(t+1)
0 0 Jolo]o 0

N I N IS I R I Y R BN IS N B
—=m == = = = = OO |||
—t e | [ = | OO OO = === ||
= el E=1 =) Y e K=l Rl el Y Nl Renll e Ol Rand
= E=1 =t = Y K= e Rl P Nenll R Rl e Ranll 0
— I — O = O— O ||| OO =]
=l k=] K== I Bl Fenll Ranll P RN Renll R Renll RN Rawll BE

ApskaiCiuosime Sio automato fazinés ir i$¢jimo trajektorijuy atkarpas, atitinkancias ié&jimuy
trajektorijos atkarpa (x(t), x(t+1), x(t+2), x(t+3), x(t+4))=(1,0,0,0,1) ir ,,prading’ automato su priesistore
busena (z(t-2), z(t-1), z(t))=(1,0,1).

Momentu t turésime situacija, atitinkancia 12-aja 23. lentelés eilutg. Todél gausime, jog y(t)=0,
o z(t+1)=1. Busenos ,,vektorius“ taps (z(t-1), z(t), z(t+1))=(0,1,1). Kadangi x(t+1)=0, tai momentu t+1
turésime situacija, atitinkancig 23. lentelés 7-gja eilutg. Gausime, jog y(t+1)=0 ir z(t+2)=0. Bisenos
,vektorius“ taps (z(t), z(t+1), z(t+2))=(1,1,0). Kadangi x(t+2)=0, tai momentu t+2, turésime situacija,
atitinkancia 23. lentelés 13-aja eilutg. Gausime, jog y(t+2)=1 ir z(t+3)=1. Bisenos ,,vektorius* taps
(z(t+1), z(t+2), z(t+3))=(1,0,1). Kadangi x(t+3)=0, tai momentu t+3, turésime situacija, atitinkancia 23.
lentelés 11-aja  eilutg. Gausime, jog y(t+3)=1, z(t+4)=0. Bisenos ,vektorius“ taps
(z(t+2), z(t+3), z(t+4))=(0,1,0). Kadangi, x(t+4)=1, tai momentu t+4 turésime situacija, atitinkancia 6-
aja 23. lentelés eilutg. Gausime, jog y(t+4)=0, z(t+5)=1.

Misy atlikta eksperimenta galima pavadinti imitaciniu, nes mes imitavome automato veikima,
atlikdami su automatu eksperimentus ne ,,fizinéje®, o ,,informacinéje erdvéje (zitir. 1 pav. §ios mokymosi
priemonés ,[vade®). Gavome automato i8¢jimo trajektorijos atkarpa (y(t), y(t+1), y(t+2), y(t+3),
y(t+4))=(0,0,1,1,0) ir pratgséme turétaja fazinés trajektorijos atkarpa (z(t-2), z(t-1), z(t))=(1,0,1),
gaudami atkarpa (z(t+1), z(t+2), z(t+3), z(t+4), z(t+5))=(1,0,1,0,1).

Gautus rezultatus galima panaudoti 1.3. skyriuje ivesty savoky ,,daliné momentiné béisena® ir
»pilnoji biuisena® iliustracijai: Cia pazymétos ir nagrinétos automato, turinCio prieSistorg, biisenos
(busenos — skaliarai) z(t-2), z(t-1), z(t), z(t+1), z(t+2), z(t+3), z(t+4), z(t+5) yra dalinés momentinés to
automato biisenos, o automato fazinés trajektorijos atkarpos — ,slenkantys vektoriai* (z(t-2), z(t-1),
z(1)), (z(t-1), z(t), z(t+1)), (z(t), z(t+1), z(t+2)), (z(t+1), z(t+2), z(t+3)), (z(t+2), z(t+3), z(t+4)), (z(t+3),
z(t+4), z(t+5) vaizduoja pilngsias to automato biisenas z(t), Z(t+1), z(t+2) z(t+3) zZ(t+4)
Z(t+5) momentais t, t+1, t+2, t+3, t+4, t+5, nes misy nagrinétasis automatas kiekvienu momentu

,atsimena® ne tik §iuo momentu turima momenting biisena, bet ir prie§ tai buvusiu dvieju takty
momentines biisenas ir atsizvelgia i jas, reaguodamas i i$¢jima, ateinantj nagrinéjamu momentu, t.y.
pereidamas { nauja biisena ir formuodamas i$¢jima.

Kaip matome, stacionariy determinuoty baigtiniy automaty, turinciy priesistore, informaciniy
modeliy sudarymas ir juy funkcionavimo imitavimas principiniy sunkumy nesukelia. Modeliai tampa tik
Siek tiek grémézdiskesni, o funkcionavimo imitavimui reikia atlikti Siek tieck daugiau skaic¢iavimuy.
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Nesukelia ypatingy sunkumy ir tokiy automaty matematiniy modeliy sudarymas,
perkoduojant tokiy automaty informacinius modelius — i&jimuy — peréjimuy — i8¢jimy lenteles — {
dvejetaing sistema ir uzraSant peréjimo ir i§éjimo funkcijas, naudojantis klasikinés matematinés logikos
kalba, o po to tas funkcijas, reikalui esant, minimizuojant.

Sudarysime miisy nagrinétojo konkretaus automato iSorinj matematinj modelj, iSvesdami jo
peréjimo ir i$¢jimo funkcijas.

Kadangi automato informacinis modelis — 23. lentelé — pateiktas jau dvejetainéje sistemoje, tai
perkodavimo reikiamybé Siuo atveju atpuola. Minétasias funkcijas, galima raSyti iSkart, naudojantis
loginés funkcijos TDNF gavimo metodu (zilir. bet kuri matematinés logikos vadovéli, pavyzdziui, $iy
eiluciy autoriaus paraSyta knygute [51]). Gauname:
z(t+1)=y(z(t-2), z(t-1), z(t), x(t))=Z (t-2) z (t-1) Z (H)x(t)v Z (t-2) Z (t-1)z(t)x(t)Vv Z (t-2)z(t-1) Z (t)x(t)v
v Z (t-2)z(t-1)z(t)x(t)vz(t-2) Z (t-1) Z (t) X (t)vz(t-2) Z (t-1)z(t)x(t)vz(t-2)z(t-1) Z () X (t)v
vz(t-2)z(t-1)z(t)x(t)=z(t — 2)x(t) v z(t)x(t) v Z(t — 2)z(t)x(t) .
y()=0(z(t-2), z(t-1), z(t), x(t))=Z (t-2) z (t-1) z (O)x(t)v Z (t-2) Z (t-1)z(t) X (t)v Z (t-2)z(t-1) Z (t) X (t)v
vz(t-2)z (t-1) Z (t) X (H)vz(t-2) Z (t-1)z(t) X (t)vz(t-2)z(t-1) Z (t) X (t)vz(t-2)z(t-1)z(t) X (t)v
vz(t-2)z(t-1)z(t)x(t)= z(t — 2)x(t) v z(t - 1)z(t)x(t) v z(t — 1)z(t)x(t) v z(t — 1)z(t)x(t) v
vz(t —2)z(t - 1)z(t)x(t).

Galutinés (jau minimizuotos) peréjimy ir iS¢jimy funkcijy reikSmeés c¢ia uzraSytos (jos
paryskintos) minimalioje disjunktyvinéje normalinéje formoje (MDNF). Jos buvo gautos i§ TDNF,
taikant Karno korteliy metoda (zidir. 1.16.1.4.3. skyreli).

1.4.11. Véluojancio argumento dinaminés sistemos
isorinis matematinis modelis

Véluojancio argumento dinaminémis sistemomis priimta vadinti sistemas, turinCias tolydy
kalendoriy, kuriy peréjimo funkcijos iSreiskiamos véluojancio argumento diferencialinémis lygtimis bei
ju sistemomis. Tai dinaminés sistemos, turinios baigtinio ilgio ,,atmintj* ir esancios ka tik
nagrinéty automaty su prieSistore tolydZiu analogu.

VéluojanCio argumento dinaminés sistemos pavyzdziu gali biti dinaminé sistema, kurios
peréjimo funkcija diferencialingje formoje yra diferencialiné lygtis z(t) =az(t—t)+bz(t), kai a ir b yra
pastovils koeficientai, o T — pastovus dydis, turintis laiko dimensija ir vadinamas vélinimo konstanta,
arba tiesiog — vélinimu (delsa).

Norint gauti konkrety dalinj Sios lygties sprendini — konkrecia Sios sistemos fazing trajektorija
aprasancia funkcija z(t), — jau nebepakanka Zzinoti tik prading salyga — prading tos sistemos biisenos
reik§me z(tp), kur t=t, — pradinis sistemos funkcionavimo stebéjimo momentas.

Kad jsitikintume ka tik iSsakyto teiginio teisingumu, pakanka pabandyti spresti duotaja
diferencialing lygti kokiu nors artutiniu metodu, pavyzdziui, Oilerio metodu.

Norédami pasinaudoti tuo metodu funkcijos z(t) artutinés reikSmeés artimiausiame nuo t=t,
taske t=t,+At, kur At — pakankamai mazas dydis, apskai¢iavimui taikant artuting formule z(t,+At)=z(ty)+
+H[z(t)]i=y, - At =z(to)H(a-z(to—1)+bz(to))At, mes turétume Zinoti ne tik z(to) reikSme, bet ir z(t—7) reikSme.

Jei ta reikSme 1§ kur nors suZinotume ir apskai¢iuotume artuting z(ty+At) reikSme bei po to
pabandytume rasti artuting iSvestinés z(t) reikSmg¢ taske t=ty+At, kurios mums prireikty apskaiciuojant
artuting z(t) reikSm¢ sekanciame tasSke t=(totAt)tAt=t;+2At, tai, pastebéje, jog z(tyt2At)=
~Z(tot AT [2() ] 1=, +a - At=z(totA)H(az(to+AE-T)+bz(ty+At))At, suprastume, jog dabar mums prireiks

funkcijos z(t) reikSmés taske t=ty+At—t Zinojimo, o po to — dar ir taske t=to+2At—t ir t. t. Zinojimo.

Kadangi dydis At gali buiti pasirenkamas jvairiai, tai i§ to iSplaukia, jog mums, norint rasti
diferencialinés lygties z(t)=az(t—t)+bz(t) dalini sprendinj, gali prireikti funkcijos z(t) visuy reikSmiy
intervale [ty—t<t<t)] Zinojimo, kitaip tariant, taip vadinamos pradinés funkcijos z(t)=f(t) intervale
[to—t<t<ty] reikdmiy zinojimo. SprendZiant véluojancio argumento diferencialing lygtj, pradiné
funkcija atlieka pradiniy salygy vaidmen;j.

Pasinaudodami pradinés funkcijos reik§mémis f(t,—t) ir f(t)) mes galétume rasti artuting z(t)
reik§me taske t=tytAt, o po to, pasinaudodami rastaja artutine z(ty+At) reikSme ir pradinés funkcijos
reik§me f(ty+At—t), apskaiCiuotume artuting z(t;+2At) reikSme ir t. t. Slinkdami laiko tiese tolyn, mes
galétume rasti vis naujas artutines fazines trajektorijos z(t) reikSmes.

PanasSiai galima elgtis ir ieSkant ne tik artutinio, bet ir tikslaus dalinio diferencialinés lygties
z(t) =az(t—1)+bz(t) sprendinio, atitinkanCio ta ar kita pradine funkcija f(t), integruojant duotaja
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véluojancio argumento diferencialing lygti.

Pailiustruosiu tai konkreciu pavyzdziu, priémgs jog t,=0, a=1, b=—1, 1=2 ir pasirinkgs pradine
funkcija f(t) funkcija f(t)=t, atitinkancia atveji, kai z(ty)=z(0)=0.

Diferencialinés lygties z(t) =az(t—t)+bz(t) integravimui pasinaudosime superpozicija z=uv ir,
pasinaudodami tuo, jog z=uv+uv, vietoj lygties z(t)-bz(t)=af(t-t), kai [tp—T<t<ty], gausime i
diferencialinés lygties u(v—bv)+bvu=f(t—1) iSplaukiancia dviejy diferencialiniy lygéiy sistema:

v—bv=0,
vu=af(t—1).
v(t) t
S L . dv . . dv . .
Spregsdami pirmaja diferencialing lygt] E:bv gausime, jog J —= bjdt , t. y. gausime, jog

A%
v(to) to

v(t) = v(ty)e" ).
Pasinaudodami pirmosios diferencialinés lygties bendruoju sprendiniu ir, spr¢gsdami antraja

u(t)
diferencialing lygti, gausime Jdu:

u(ty)

f(t—t)e *7dt, i§ kur iSplaukia, jog u(t)=u(ty)+
V(to)to

t
a

v(to)

+ f(t—1)e "t .

t
Kadangi  z(t)=u(t)-v(t),  tai z(t):u(to)v(to)eb(“o>+eb<‘*t0>aj f(t—1)e ) dt =

to

t

=2(ty)e" 1) ae®) j f(t—1)e ™'0)dt, kai kintamojo t reikimé keiGiasi nuo t, iki to+t, t.y. kai
to

pradiné funkcija keiia savo reik§mg nuo f(te—t) iki f(t).

Naujame integravimo intervale nuo (ty+t iki t;+21) pradinés funkcijos vaidmenij galés atlikti jau
apskaiciuota argumento t reik§méms te(ty, ty+t] funkcija z(t). Atidéliodami ilgio t intervalus ant laiko
aSies t vis toliau { prieki, mes galésime gauti kokio tik norime ilgio fazinés trajektorijos z(t) atkarpa,
esancia véluojancio argumento diferencialinés lygties daliniu sprendiniu, atitinkan¢iu duotaja (ar
pasirinktaja) prading funkcija.

Taikydami Cia aprasytaji metoda miisy nagrinéjamam konkreciam atvejui t;=0, a=1, b=1, 1=2,
£(t) =2(t) (11, =t » gautume:

t t
1. Kai 0<t<1=2, tai ty=0, z(to)=2(0)=0, z(t) =z(0)e " +e" I(t —2)e'dt = eftJ‘(t —2)e'dt =
to 0

=e [tet -3¢ ]I) =e [tet —0-3(e' —l)]=t—3+3eft .

Gautas sprendinys tenkina salyga z(0)=0, nes z(0)=0-3+3¢"=0.

Intervalo gale, t. y. tadke t=2, biisenos z(t) reik§meé yra z(2)=2-3+3e =3¢ 1.

2. Pereidami prie intervalo 2<t<4, prading funkcija f(t)=z(t)=t, kuri galiojo intervale
te—T<t<to, t.y. intervale —2<t<0, pakeisime funkcija z(t)=t+3e"'-3, galiojancia intervale 0<t<2. Todél
funkcija z(t) intervale 2<t<4 gali biiti apskaiCiuota laikant, kad dabar ty=2, ir naudojantis formule

t t
2(t) =z(ty)e 1) 471 j (t—2+3e (D _3)e' o dt=3e 2 —1)e (D 42 j (t+3e"2=5)e'2dt=
to 2

=3¢t ¢ +e_t+2{tet_2 f—6e“2 I+3(t—2)} =3¢ —e et [te“2 —2-6(e" —1)+3t—6]: 3¢t —
2 2
—e et [tet_2 —6e'? +3t —2J: 3¢ —e M t—6+3te 2 —2e P =3¢ =3 4 t+3te 2 -6
Sio intervalo pradZioje, t.y. taske t=2 gautume, jog z(2)=3e —e’+2+3-2-e"—6=3¢ —1. Si
reik§mé sutampa su anksciau apskaiciuota z(2) reikSme. Tai reiskia, jog peréjimas i§ intervalo 0<t<2 {
intervalg 2<t<4, vyksta be triikiy, kaip ir turéjo biiti, nes pradiné funkcija bei kitos funkcijos, ieinancios i
diferencialing lygti, yra tolydzios funkcijos.
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3. Apskaitiave, jog z(4)=3e ‘-3¢ +4+3-4-¢ —6=3¢ +9¢ -2 ir priéme, jog dabar pradiné
funkcija yra z(t)=3te+t-3¢ "*+3e -6, galime pereiti prie z(t) apskaitiavimo intervale 4<t<6:

t
z()=Be ™ +9¢ 2 —2)e "V 4 (Y j [3(t —2)e 4 t—2 -3¢ 437D 6]et_4dt =3¢+
4

t
+9e72 e ot j (3(t —2+te"™ =8 43¢ )dt =3¢ +9e7" —2e T 4ot B(t2 ~16)—
3

—9(t—4) +te"™ —4-9(c"™ 1) +3e 7 (t— 4)]: et +9e72 —2e 2 +%tze_t+4 +17e"* 9t -

_ _ _ _ s 34 _ _
—9+t+3te™ 2 —12¢ 2 =3¢t =372 +15¢ t+4+5t2e 4 _9te ™™ 94t 43t

Apskai¢ivosime z(4), pasinaudodami ka tik gauta funkcija z(t) ir palyginsime su z(4) reikSme,
apskai¢iuota ankstesniame intervale: z(4)=3¢ *—3¢ *+15+24-36-9+4+12¢ *=3¢ +9¢ 2.

Gauta z(4) reikSmé sutampa su anksciau gauta z(4) reik§me. Taip ir turéjo buti.

4. PanaSius skaiiavimus galima tgsti toliau, gaunant tolimesnius tolydzius fazinés
trajektorijos tegsinius.

Skai¢iavimai, tiesa, tampa vis gremézdiSkesni, taliau, pasitelkiant kompiuterj ir fazing
trajektorija vaizduojant ne tik formulémis bet ir grafiskai, spresti panaSias diferencialines lygtis ir
nagrinéti gaunamus sprendinius galima ir net pakankamai patogu. Rekomenduoju skaitytojams
susipazinti su panasiy lygciy sprendimais, kuriuos atliko studentés R. Kutavicitté, V. Tomkovskaja,
A. Pereskokova ir A. Ikvildaité, naudodamosios programy paketu MAPLE V. Su $iais studenciy darbais
galima susipazinti VU MIF Matematinés statistikos katedroje.

Nesunku jsitikinti, kad véluojancio argumento diferencialiniy lyg¢iy daliniai sprendiniai labai
priklauso nuo pradinés funkcijos. Pavyzdziui, jei nagrinéjamu atveju biitume pasirinkg, jog pradiné
funkcija yra konstanta C, tai biitume gaveg, jog z(t)=C visoms t>0 reikSméms.

Véluojancio argumento diferencialinés lygties sprendinys keiCiasi ir kei¢iant vélinimo
konstantg t.

Jei milsy nagrinéjamame pavyzdyje vietoj =2 bltume pasirink¢ 1=1, o visas kitas salygas
butume palikg tas pacias, tai bitume gavg, jog intervale —1<t<0 funkcija z(t) bty buvusi lygi t, o z(0),
kaip ir anksc€iau, biity buves lygus 0. Taciau toliau faziné trajektorija z(t) biity jau kitokia:

1. kai 0<t<1, tai z(t)=t+2¢ -2,

2. kai 1<t<2, tai z(t)=2te " +2¢ +t-4,

3. kai 2<t<3, tai z(t)=(t'—2t+2te '+2e+2)e +t—6 ir t.t., i§ kur iSplaukty, jog z(t)=2e’',

2(2)=2e *+4e -2, z(3)=2e *+6e *+5¢ '3 ir t. t.

Palyginsime gautus rezultatus, sudarydami 24. lentelg.

24. lentelé
(1) t =1 =2
2(0) 0 0
2(0,5) 2¢ %°—1~-0,2869 3¢ *7-2,5~0,6804
z(1) 2¢'-1~-0,2624 3¢ '-2~0,8964
2(2) 2¢ *+4e '-2~-0,2578 3e—1~-0,5940
7(3) | 2e7+6e*+5¢ '—32-0,1992 | 3 +6¢ '-320,6434

Kaip matome, rezultatai stipriai skiriasi, nors abiejuose modeliuose visos salygos tos pacios,
i§skyrus vélinima t.

Sis (1.4.11) ir 1.4.10. skyreliai buvo jtraukti i mokymosi priemonés 1.4. skyriu dél dvieju
priezasc¢iu:

1) S§iy skyreliy studijavimas padeda giliau (ir todél pilniau bei tiksliau) suvokti objekto
pilnosios ir momentinés buiseny savokas, apie kurias buvo kalbéta 1.3. skyriuje, isivedant labai svarbia
sistemotyros mokslui ,,objekto biisenos* savoka;

2) visi realtis procesai turi didesn¢ ar mazesn¢ trukme, todél objekto reakcija, kokia staigi ji
bebiity, visada Siek tiek véluoja to poveikio, i kuri objektas Sia savo reakcija reaguoja, atzvilgiu; todél
véluojanéio argumento funkcijos tampa reikalingomis, Kkuriant matematinius modelius,
atsizvelgiancdius i realiy procesy trukmes.
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Su véluojancio argumento funkcijomis mes Sioje mokymosi priemonés dalyje dar susidursime
1.11. skyriuje. Ten mes nagrinésime tokiy funkcijy Laplaso ir Hevisaido atvaizdus ir sprgsime procesu,
kuriuose pasireiskia vélavimai, faziniy ir i€jimo trajektoriju apskai¢iavimo ir analizés uzdavinius (Zir.,
pavyzdziui, 1.11.15.,1.11.47.,1.11.48., 1.11.49., 1.11.67., 1.11.70. uzduotis). Su véluojancio argumento
funkcijomis susidursime ir 1.14. skyriuje, nagrinédami biznio ciklus bei laiko eiluciy regresinius
modelius su pasiskirsciusiais lagais, taip pat kai kuriuose 1.16. skyriaus skyreliuose (pavyzdziui,
nagrinédami laiko logikoes funkcijas).

Kuriant procesy imitacinius modelius irgi daznai teks atsizvelgti { {vykiu ivykimo galimus
vélavimus ir juos imituoti. [vairiy imituojamy procesy trukmés daznai btna atsitiktinés, dél to
atsitiktiniais blina ju pabaigos, o kartais — ir juy pradzios momentai. [ dél Siuy priezasCiu atsirandancius
atsitiktinius vélavimus tenka atsizvelgti, taikant tinklinius grafikus darby kompleksy, kuriuos atlieka
skirtingi vykdytojai, planavime ir operatyviniame valdyme, apie ka bus kalbama ir Sios mokymosi
priemonés pirmosios dalies 1.9. skyriuje, ir antrojoje jos dalyje.

1.4.12. Stochastiniy automaty isoriniai matematiniai modeliai

Stochastiniais automatais vadinami automatai, kuriuose peréjimai i§ vienos automato biisenos
i kita gali vykti ir vyksta (kartais ar net visada) ne tik determinuotai, bet ir atsitiktinai, nesvarbu, ar
tie atsitiktinumai yra ,tikri atsitiktinumai®, ar jie mums tokie tik atrodo dél tuos peréjimus sukélusiu
galimy priezasCiu gausybés, ivairovés ir sudétingumo (zitir. Sios mokymosi priemonés 1.2. skyriy,
kuriame mes jau buvome susidirg su determinuotumo — stochastiSkumo dilema).

Stochastinio automato stochastiSkumas gali pasireiksti ne tik tuo, kad mes negalime
vienareik§miskai atsakyti i klausima, i kokia nauja blisena dabar pereis (ar net nepereis) miisy
nagrinéjamas stochastinis automatas, bet kartais ir tuo, kad mes neretai negalime tiksliai Zinoti, kada tas
peréjimas {vyks. Mes galime tik, surinkg ir apdorojg statisting informacija apie stochastinio automato
funkcionavima, apskaiéiuoti galimy automato peréjimy i§ vienos biisenos i kita tikimybes bei tokiy
ivykiy ivykimo momenty tikimybinj pasiskirstyma laike.

Atsitiktiniais gali buti ne tik stochastinio automato peréjimai i§ vienos biisenos i kita, bet ir jo
iS¢jimai. Todél, sudarant stochastinio automato iSorini matematini modelj, butina nustatyti ir nurodyti
visy galimy (ar bent ty, kurie ivyksta pakankamai daznai) peréjimy ir i$¢jimy tikimybes ar ty tikimybiu
pasiskirstymo skirstinius ir ty skirstiniy parametry pakankamai tikslius statistinius jvercius, kuriais
naudodamiesi mes galétume tas tikimybes apskaiCiuoti. Stochastiniy automaty pavyzdziais gali biti
ivairtis, dabar labai populiariis, zaidimy automatai.

Stochastiniai automatai gali biiti stacionarlis ir nestacionaris, paprasti (t. y. ,,markoviski“, zidr.
1.3. skyriy) ir automatai, turintys priesistore, (zidir. 1.4.10. skyreli).

Stacionariais vadinami tokie stochastiniai automatai, kuriy peréjimy ir i$é¢jimy tikimybeés
nesikei¢ia laikui bégant. Paprasto stacionaraus stochastinio automato pavyzdys — kaleidoskopas.
Galimos jo biisenos — i§ spalvoty stikliuky susidarantys jvairts vaizdeliai, kuriuos matome pazvelgg i
kaleidoskopo vamzdeli.

Nestacionariais stochastiniais automatais vadinami tokie stochastiniai automatai, kuriy
peréjimo ar/ir i$éjimo tikimybés gali keistis, laikui bégant. Nestacionaraus stochastinio automato
pavyzdys — urna su jvairiy spalvy rutuliais, i§ kurios laikas nuo laiko atsitiktinai i§imamas atsitiktinis
skaiCius rutuliy, kurie po to pakei¢iami atsitiktinai paimtais naujais rutuliais (ne butinai ty paciy spalvy
ir ne biitinai tuo paciu skaic¢iumi).

Siame skyrelyje nagrinésime paprasto (be prieSistorés) stacionaraus stochastinio automato
matematini modeli ir to modelio taikyma automato funkcionavimo galimy trajektorijy nustatymui ir ty
trajektorijy tikimybiy apskaiciavimui.

Norint sudaryti paprasto stacionaraus stochastinio automato iSorinj matematinj modelj,
reikia:

1) aprasyti jo kalendoriy, t. y. nurodyti taisykles, leidziancias nustatyti (rasti) to kalendoriaus
ypatinguosius taskus, reiskiancius to automato kalendoriaus takty pradzias bei pabaigas (ar bent pateikti
tokiy tasky sara$a);

2) apraSyti automaty i€jimus ir i€jimuy erdve, t. y. nurodyti i€jimy vektoriaus koordinates ir ju
reikSmiy galimo kitimo sritis, sivedant j€jimo proceso ir {éjimuy srauto matematiniam apraSymui
reikalingus zymenis ir {¢jimy apraS§ymo gramatikos taisykles;

3) pana$iu biidu matematiskai apraSyti automato i$¢jimus ir i$¢jimy erdve;

4) matematiskai aprasyti automato biisena ir buiseny erdve;

5) nustatyti galimus automato peré¢jimus ir ty peréjimy tikimybes, sudaryti peréjimo
tikimybiy matricas;

6) nustatyti galimy automato i$éjimy tikimybes ir sudaryti ty tikimybiy matricas.
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Peré¢jimo ir i§éjimo tikimybiy matricas galima sujungti | peréjimy — i$¢jimy tikimybiy matricas,
sudarant tokiy matricy matrica.

Isivesime peréjimo ir iSéjimy tikimybiy savokas bei ju Zyméjimo kalba, pradzioje
iliustruodami tas savokas paprastais pavyzdziais, kai automato j¢jimas, iS¢jimas ir biisena apraSomi
skaliarais X, y, z.

Tarkime, jog stochastinio automato i¢jimas gali turéti u diskreciy reikSmiy Xy, Xy, ..., X, -+er Xy,
biisena — v diskre¢iy reik$miy z;, 2o, ..., Z, ..., Z,, 18¢jimas — w diskreciy reikSmiy yi, ya, ..., Vs, --» Y-

Paprasciausio ,,loginio* stochastinio automato atveju u=v=w=2.

Tikimybg, kad stochastinis automatas, biidamas biisenoje z; ir gaves i€jimo signala z,, pereis 1
biisena zj, Zymésime p(z;j/z;, Xy), o tikimybe, kad automatas, biidamas biisenoje z;, atreaguos { i&jima Xy
i$¢jimu y,, pazymésime p(yy/z;, Xy).

Zymeniu p(ys, zi/z;, Xi) Zymésime peréjimy — iS¢jimy tikimybe, reiSkiancia tikimybg, jog

signala ys.
Tikimybés p(ys, zj/zi, Xx) sudaro kvadratiniy matricy (p(ys, zj/zi, Xx) )

Xk=eomt pnrinéiy vy
ys=const ’ u
matavimy, matrica, turin¢ia uxw matavimy. Sios matricy matricos eilutés k yra sudarytos i§ matricy

Xy =const <y . oy . .
(P(Ys> 24/Zis Xi0) )y _conse » tUNINCiy vienodas automato igjimo x reikSmes xi, k=1, 2, ..., u, o tos matricy

X =const

matricos stulpeliai s sudaryti i§ matricu (p(ys, zj/zi, xk))y eonst

turin¢iy vienodas automato i$¢jimo y

reik§mes y, s=1, 2, ..., w.
X =const

Kvadratines matricas (p(ys, zj/zi, Xk) )y eonst ®

priklausan¢ias matricy matricai, turinéiai uxw

matavimy, vadinsime tos matricy matricos elementariomis matricomis, nes jos, biidamos matricy
matricos elementais, uzims tik po viena pastarosios ,,langeli.

Elementariyju matricy eilutés i sudaromos i§ tikimybiu p(ys, zi/z, Xx), turinCiy vienodas
automato dabartinés biisenos z reik§mes z;, i=1, 2, ..., v, o ty matricy stulpeliai — i§ tikimybiy, turin¢ias
vienodas biisenos, { kurias automatai pereis, reikSmes z;, j=1, 2, ..., v.

w \
Tikimybiu p(ys, z/z, Xi) sumos ZZp(yS, zj/z;,x)=1 bet kurioms pastovioms z;
s=1 j=1
reikSméms, i=1, 2, ..., v, ir bet kurioms pastovioms x; reikSméms, k=1, 2, ..., u, nes automatas i§ bet
kurios biisenos z;, paveikus bet kuriam j&jimui x,, pereis i kuria nors i§ galimy biiseny z;, j=1, 2,..., v (kai
j=i, tai automatas i§ biisenos z; ,,pereis® { biisena z;, t. y. pasiliks toje pacioje biisenoje), ir i§duos kuri
nors i§ galimy i§¢jimo signaly, paimta i§ ju pilno saraso yi, ya, ..., ¥, ---» Yw» Kuriam priklauso ir ,,tuséias*
signalas, zymintis ta atveji, kai automatas i aplinka niekaip neveikia.

W
PanaSiai samprotaujant, nesunku jrodyti, jog Zp(y—s, zi/zi, X ) =p(zi/zix —k), o

s=1

\4
D (Y5257 20 %) = P(Ys 205 Xy -
j=l

Kai stochastinis automatas yra autonominis, t.y., kai aplinkos poveikis | automata yra
nesvarbus (pavyzdziui, todél, kad jis nereikSmingas), tai vietoj peré¢jimy tikimybiy matricy
(P(zj/2;, X))y, —const  Vektoriaus, turin¢io u komponenCiy, gauname viena matrica (p(zi/z)) —
autoniminio automato peréjimy tikimybiy matrica, turinia vxv matavimy, o vietoj matricy
vektoriaus (p(z;/z;, Xy))y, —const - taip pat turincio u komponenciy, taip pat gauname tik viena matrica

(p(ys/z;)) — autonominio automato is¢jimy tikimybiy matrica, turinéia vxw matavimy.
Kai paprasto stacionaraus stochastinio automato iéjimai, blsenos ir iS¢jimai yra vektoriai
X=(X1, X05 cor Xiy woes Xn)y Z =(Z1, Z2, cois Zpy w0y Ze)s Y =(Y1, Y25 -0 Yoo o> Ym), Kuriu koordinatés x;(i=1, 2, ...,

n), z,(p=1, 2, .., 1) ir y,(£=1, 2, .., m) turi baigtines galimy reikSmiu aibes (xiyl,xiyz,...,xi,ul),
(Zp,l,zpyz,...,zp,vp) s (Yor>YopssYow, ), tal vietoj peréjimy — i8¢jimy tikimybiy matricy matricos

X =const

(p(¥s> Zi/Zi, X)), susidedancios i§ uxw matricu (p(ys, Zj/Zi, Xk) )ys=const ,

turiniy po vxv matavimy,

n w
gauname zymiai sudétingesng matricy matrica, susidedancig 1§ HuiXHW ,  matricy
i=1 (=1

243



T T
(p(¥s, » ijp /Zip s Xy ))%‘:ch;f: , turinéiy po va XHVP matavimy.
p=1 p=l1

Operuodami su $ios matricy matricos komponentémis, galétume apskaiciuoti atskiras peréjimy
ir iS¢jimy tikimybes p(z;/z;, Xy) ir p(¥s/Z;, Xy), kaip jau tai buvo padaryta paprasty ,skaliariniy*
1€jimy, biiseny ir i§¢jimy atveju.

Dar sudétingesnes matricas ir matricy matricas privalétume sudaryti, kurdami nestocianaraus
vektorinio stochastinio automato iSorinj matematinj modelj. Siuo atveju jau nebeuztekty vienos
matricy matricos, o tekty kurti matricy matrica kiekvienam automato taktui (ar bent jau tiems taktams,
pereinant prie kuriy, peréjimy — i§¢jimy tikimybése jvyktu kokie nors pasikeitimai. Zinoma, jei tie
pasikeitimai vykty désningai ir mes zinotume, kaip tuos désningumus matematiskai apraSyti, tai vietoj
laiko eilutés, sudarytos i§ peréjimy — i$¢jimy tikimybiy matricy matricy, pakakty algoritmy,
apskaiCiuojanciy tas tikimybes, matricy matricos (ar kokio nors vieno sudétingo algoritmo, galin¢io
apskaiciuoti visas peréjimo — i$¢jimo tikimybes kiekvienam galimam stochastinio automato peréjimui —
i8¢jimui, t. y. kiekvienam jo funkcionavimo taktui).

Kai nestacionarus stochastinis automatas funkcionuoty asinhroniniame rezime ir jo ypatingieji
taskai (peréjimy i nauja biisena ir i§éjimy i§davimo bei pasiuntimo i iSoring automato aplinka momentai)
buty pasiskirste laike atsitiktinai ir tolydziai pagal koki nors tikimybinj pasiskirstymo désnj, tai tokio
automato peréjimy — i$¢jimy matricy matrica turéty sudaryti ne konkredios peréjimuy — iS€jimu
tikimybés, o laiko funkcijos, leidzianCios generuoti automato kalendoriaus ypatinguosius taskus —
peréjimy i nauja buseng ir i$¢jimy signaly iSdavimo momentus — ir apskaiCiuoti peréjimo — i$¢jimo
tikimybes p(¥s,Z;/Z;, X)) bet kuriam laiko momentui t.

Sukurti toki analizinj nestacionaraus ,,vektorinio® stochastinio automato iSorini modelj bitu
sunku ir daugumoje atvejy vargu ar imanoma, ta¢iau sukurti jo algoritminj imitacini modeli, turint
pakankamai informacijos apie automato funkcionavima, daugumoje atvejy biity jmanoma.

Dabar jau galima detaliai paaiskinti Sio skyrelio pradzioje pateiktus penktaji ir Sestaji saraso
darby, kuriuos reikia atlikti, sudarant stacionaraus stochastinio automato iSorinj matematinj modelj,
punktus.

Tie punktai reiskia, jog, sudarant stacionaraus stochastinio automato iSorinj matematini modelj,
reikia nustatyti (t. y. apskai¢iuoti, apdorojus nattriniy aktyviy bei pasyviu eksperimenty metu sukaupta
statisting informacija) tikimybiu p(y,,Z;/Z;, X, ) reikSmes ir, sudarius i3 $iy tikimybiy atitinkamas

matricas, pastarasias sujungti i matricy matrica, turincia tiek eiluciy, kiek reikSmiy gali turéti vektorius

n
X (o tai ne daugiau negu Hui ), ir tiek stulpeliy, kiek reik§miy gali turéti vektorius y (o tai ne
i=1

W
daugiau negu HW /) Sios matricy matricos elementais bus kvadratinés matricos, turingios po tiek
(=1
eiluéiy ir stulpeliy, kiek skirtingy reik§miy gali turéti automato biisenos vektorius z . Kiekvienos tokios
elementarios matricos elementy skaicius — galimy skirtingy automato peréjimy i§ vienos biisenos i kita
2

I
skaiCius. Tas skaiCius ne didesnis uz skaiciy va
p=l

Dabar pateiksiu konkretaus paprasto stacionaraus automato iSorinio matematinio modelio
pavyzdj.

Tarkime, jog miisy nagrinéjamas stochastinis automatas funkcionuoja tokiame asinchroniniame
rezime: jis gali pereiti { nauja biiseng ir suformuoti i§¢jimo signala tik tada, kai ateina koks nors i&¢jimo
signalas, o laiko intervaluose tarp i€¢jimo signaly atéjimo momenty, automatas savo biisenos nekeicia.

Tarkime, kad automatas turi du j¢jimo kanalus, t. y., kad jo i¢jimas — vektorius X = (X;,X,) .

Tarkime, kad {¢jimo pirmojo kanalo abécélg sudaro j¢jimo signalai X, ir X;, — kintamojo x;
reik§més, o antrojo kanalo — X, 1, Xz, X, 3 — kintamojo x, reik§meés. Todél u,=2, u,=3.

Tarkime, kad automatas turi tik vieng i$éjima ir i§éjimo abécéle sudaro signalai y; ir y, —
kintamojo y reik§més. Todél w=2.

Tarkime, jog automatas gali biti vienoje i§ trijy biiseny z,, z,, z3, kurios yra automato biisenos —
kintamojo z konkrecios reik§més. Tai reiskia, jog automato biisena — skaliaras ir biiseny abécélé
susideda i$ 3 raidziy. Todél v=3.

Pries pradédami aprasinéti peréjimy ir i8¢jimy tikimybes, transformuosime i¢jimy erdvg: vietoj
dviejy i¢jimo kanaly su ié¢jimo signalais X, |, X2, Xa.1, X2, X3 ISivesime vieng apibendrinta &jima su
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u=u;xu,=2-3=6 i¢jimo signalais: &§=x;1AXy1, &7 X1 AXg), E3TX1AXy:, EaTX10AXy ), E5TX)0AX) ),
E¢=X12AXp3, laikydami jog ¢ia konjunkcijos Zenklas ,,A“ reiSkia tai, kad automatas gavo ié¢jima
susidedanti i§ dvieju signaly: vienas atéjo pirmuoju kanalu, kitas — antruoju.

Po tokios transformacijos stochastinio automato peréjimy ir i$¢jimy tikimybés
p(¥s»2i/2;, € ), sudarys matricy matrica, turinCia u=u;xu,=6 eilutes bei w=2 stulpelius ir susidedancia

s=const

i§ matricy (p(ys, zj/z;, ék))g‘

—onst? turin€iy po vxv=3x3 matavimuy.
=

Tarkime, jog §i matricy matrica yra tokia:

Y=y Y=y2
% Zy |22 | Z3 % Z1|Z2 |23
Z; Z;
E=€,; z; 10,110,310,1 z, (0,210,1]0,2
z, (0,210,4]0,1 z, 10,11 0 {0,2
z; 10,2]0,2]0,1 z; 10,3]0,1]0,1
% Zy |22 | Z3 % Z1|Z2 |23
Z; Z;
£=¢, zz [0]o]o z [1]0]o
Z 0110 Z 0[01]0
Z3 0[]01]0 Z3 001
% Zy |2 | Z3 % Z1 |22 | Z3
Z;i Z;i
E=¢&; z, (0,11 0 ]0,3 z, [0,5] 0 ]0,1
Z 0110 Z 001
zz [0,5] 0 10,5 73 0(0]O
% Zy |22 | Z3 % Z1|Z2 | Z3
Zl Zl
E=¢, z; 10,510,10,1 z, 0,110,1]0,1
z, (0,110,1]0,1 z, 10,110,1{0,5
zz 0,110,1]0,1 zz 10,110,5(0,1
% Zy |2 | Z3 % Z1 |2 | Z3
Z; Z;
E=Es Z 0]01]0 z, (0,210,5]0,3
Z 0]01]0 Z 110]0
Z3 0]01]0 73 0 (0,410,6
% Zy |2 | Z3 % Z1 |22 | Z3
Z;i Z;i
E=E¢ Z 0110 Z 0[01]0
z, (0,410,1]0,5 Z 0(0]0
zz 10,310,7] O zz [0]0]O0

Si matricy matrica ir yra miisy nagrin¢jamo stochastinio automato iSorinis informacinis
modelis, kurj kartu galima laikyti ir to automato matematiniu modeliu, nes jis matematine kalba apraso
automato i¢jimus, i$¢jimus, blisenas ir peréjimy — i§é¢jimy tikimybes.

Turédami ka tik sudaryta konkretaus paprasto stacionaraus stochastinio automato iSorini modelj
ir zinodami automato prading biisena, pavyzdziui z(ty)=z;, bei, jo i&jimo trajektorija (j¢jimo signaly
atéjimo momentus t;, t, t3, ..., t; ir ju reikSmes &) arba generuodami iéjimo signaly seka, mes galime
imituoti stochastinio automato funkcionavima, rasti galimas jo fazines ir i$¢jimo trajektorijas bei ju
tikimybes.

Tarkime, kad miisy nagrinéjamo stochastinio automato atsitiktinés i¢jimo trajektorijos prading
atkarpa sudaro keturiy i€jimo signaly &, seka &s, &, &, &, o kalendoriy — laiko momentai to, t;, to, t3, s,
kur ty — pradinis laiko momentas, kurio metu z(ty)=z;, t; — pirmojo signalo &; atéjimo momentas, t, —
antrojo signalo &; atéjimo momentas ir t. t.
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27 pav.

Atéjus pirmajam j¢jimo signalui X (t;)=(X12, X2,)=Es, galimus
automato peréjimus, biisenas ir i§éjimus bei ju tikimybes galima atvaizduoti
grafu (zitr. 27 pav.)

Sis grafas, sudarytas naudojantis duotaja matricy matrica,
vaizduoja, jog, atéjus iéjimo signalui &=&s, automatas su tikimybe, lygia 0,2,
gali pereiti { biisena z, (t. y. pasilikti senojoje biisenoje), su tikimybe, lygia
0,5, pereiti i blisena z, ir su tikimybe, lygia 0,3, gali pereiti i blisena z;.
Automato i$¢jimas Siuo atveju gali biti tik vienas — y,, todél jo tikimybeé
lygi 1.

Po antrojo i¢jimo &;, (t. y. po dviejy i¢jimy signaly sekos &s, &;) stochastinio automato peréjimy —
i8¢jimy grafas iSsiSakos zZymiai daugiau (zidr. 28 pav.)

28 pav.

Gavome, jog atéjus dviems pirmiesiems jéjimo signalams &s, &;, galimos tokios automato
faziniy trajektorijy pradinés atkarpos ir tokios ju atsiradimo tikimybés:

1) 2z, z; z; su tikimybe 0,2(0,1+0,2)=0,06,
2) z; z; z su tikimybe 0,2(0,1+0,3)=0,08,
3) 2z z; z3 su tikimybe 0,2(0,2+0,1)=0,06,
4) z; z, z; su tikimybe 0,5(0,2+0,1)=0,15,
5) z; z; z, su tikimybe 0,5-0,4=0,20,

6) 2z, z, z3 su tikimybe 0,5(0,1+0,2)=0,15,
7) 7, z3 z; su tikimybe 0,3(0,2+0,3)=0,15,
8) z; z3 z, su tikimybe 0,3(0,2+0,1)=0,09,
9) z; z3 z3 su tikimybe 0,3(0,1+0,1)=0,6.

Galima rasti ir i$¢jimo trajektoriju pradines atkarpas bei ju atsiradimo tikimybes, esant duotajai
i€jimo trajektorijos pradinei atkarpai ir automato pradinei biisenai:

1) vy, y;sutikimybe 0,2(0,1+0,3+0,1)+0,5(0,2+0,4+0,1)+0,3(0,2+0,2+0,1)=0,6,

2) vy, yasutikimybe 0,2(0,2+0,1+0,2)+0,5(0,1+0,2)+0,3(0,3+0,1+0,1)=0,4.

Galima rasti ir stochastinio automato funkcionavimo trajektoriju pradines atkarpas bei ju

atsiradimo tikimybes:

1) z(z1, y2)(z1, y1) su tikimybe 0,2-0,1=0,02,
2)  z1(z1, ¥2)(z1, y2) su tikimybe 0,2-0,2=0,04,
3)  zi(z1, ¥2)(z2, y1) su tikimybe 0,2-0,3=0,006,
4)  z1(z1, ¥2)(Z2, ¥2) su tikimybe 0,2-0,1=0,02,
5)  zi(z1, ¥2)(z3, y1) su tikimybe 0,2-0,1=0,02,
6) z1(z1, ¥2)(z3, ¥») su tikimybe 0,2-0,2=0,04.
7)) z1(z2, ¥2)(21, y1) su tikimybe 0,5-0,2=0,10,
8)  z1(zy, y2)(z1, ¥2) su tikimybe 0,5-0,1=0,05,
9)  z1(22, ¥2)(22, ¥1) su tikimybe 0,5-0,4=0,20,
10) z1(z3, ¥2)(z3, y1) su tikimybe 0,5-0,1=0,05,
11) z1(z3, ¥2)(z3, ¥2) su tikimybe 0,5-0,2=0,10.
12) z(z3, y2)(z1, y1) su tikimybe 0,3-0,2=0,06,
13) z1(z3, y2)(z1, ¥2) su tikimybe 0,3-0,3=0,09,
14) z(z3, ¥2)(22, y1) su tikimybe 0,3-0,2=0,06,
15) z1(z3, ¥2)(22, ¥2) su tikimybe 0,3-0,1=0,03,
16) z(z3, y2)(z3, y1) su tikimybe 0,3-0,1=0,03,
17) z((zs, ¥2)(z3, y) su tikimybe 0,3-0,1=0,03.
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Zinodami treiaji j¢jimo signala &(t;)=&s, analogiskai galime rasti pailgéjusias faziniy, i§é¢jimo ir
funkcionavimo trajektorijy pradines atkarpas bei ju atsiradimo tikimybes, esant duotajai ié&jimo
trajektorijos pradinei atkarpai ir automato pradinei biisenai.

Pavyzdziui, galétume gauti 3+3-3+3-2=18 faziniy trajektoriju skirtingy pradiniy atkarpu su ju
atsiradimo tikimybémis:

1) 2z, z; z; z, su tikimybe 0,060,
2) 7, 25 71 Z, su tikimybe 0,150.
3) 2z 237y 7, su tikimybe 0,150,
4) 7,2 7, z; su tikimybe 0,032,
5) 7y 71 2, 7, su tikimybe 0,008,
6) 7, z; 7, z3 su tikimybe 0,040 ir t. t.
Pailgéjusiy i$é¢jimo trajektoriju pradiniy atkarpy biity vél tik dvi:
1) y»y:Yy; sutikimybe 0,6 ir
2) vy, Vv, y; sutikimybe 0,4.
Pailgéjusiy funkcionavimo trajektoriju skirtingy pradiniy atkarpy bty 6+5-3+6-2=33,
pavyzdziui:
1) zi(z1, y2)(Z1, y1)(22, ¥1) su tikimybe 0,020,
2)  z(z1, Y2)(Z1, ¥2)(Z2, Y1) su tikimybe 0,040,
3)  z1(z1, y2)(z2, y1)(Z1, 1) su tikimybe 0,024,
4)  zi(z1, ¥2)(22, Y1)(22, y1) su tikimybe 0,000,
5)  z1(z1, ¥2)(Z2, V1)(Z3, ¥1) su tikimybe 0,030 ir t. t.

Analogiskai samprotaudami rastume, kad po ketvirtojo i¢jimo signalo &(ty)=&; faziniy

trajektorijy pailgéjusiy skirtingy atkarpy atsirasty 27, pavyzdziui:
1) 2z 7 2 2, z3 su tikimybe 0,0600,
2) 7y 2, 7, Z, 73 su tikimybe 0,1500,
3) z; 23 7, 7, Z3 su tikimybe 0,1500,
4) 2,2, 7, 7, 7, su tikimybe 0,0192,
5) zi 2, 2, z; z3 su tikimybe 0,0128,
6) z; 2, 2, 7, 73 su tikimybe 0,0800,
7) 2z, 2y 2 73 z; su tikimybe 0,0200,
8) z; 71 2 z3 z3 su tikimybe 0,0200 ir t. t.
Dabar atsirasty jau keturios skirtingos i§¢jimo trajektorijy pradinés atkarpos:
1) y2y1y1 Yy sutikimybe 0,2232,
2) Y2 ¥1Vy1Yssutikimybe 0,3768,
3) ¥2¥2y1 Yy sutikimybe 0,0534,
4) v, ¥, V; ¥, sutikimybe 0,3466.
Funkcionavimo trajektoriju pailgéjusiu skirtingy pradiniy atkarpy atsirasty jau 71, pavyzdziui:
1) zi(z1, y2)(Z1, y)(Z2, y1)(23, y2) su tikimybe 0,0200,
2)  zy(z1, y2)(Z2, Y)(Z1, Y1)(Z1, Y1) su tikimybe 0,0024,
3)  z1(z1, y2)(Z2, Y)(Z1, Y1)(Z3, Y1) su tikimybe 0,0072,
4)  z(z1, y2)(Z2, y)(Z1, y)(2Z1, y2) su tikimybe 0,0120,
5)  zi(z1, ¥2)(22, Y1)(Z1, ¥1)(23, ¥2) su tikimybe 0,0024,
6) z1(z1, ¥2)(22, Y1)(22, Y1)(23, ¥2) su tikimybe 0,0060,
27) z1(z2, ¥2)(21, ¥1)(22, ¥1)(23, ¥2) su tikimybe 0,1000,
28) z1(z2, ¥2)(22, Y1)(21, ¥1)(21, ¥1) su tikimybe 0,0080,
29) z1(z2, y2)(Z2, Y1)(Z1, Y1)(2z3, Y1) su tikimybe 0,0240,
46) z1(z3, y2)(Z1, y1)(Z2, y1)(23, y2) su tikimybe 0,0600,
47) z(23, y2)(Z2, y))(Z1, y1)(Z1, y1) su tikimybe 0,0024,
48) z1(z3, y2)(Z2, y1)(Z1, y1)(23, y1) su tikimybe 0,0072,
49) z1(z3, y2)(Z2, y1)(Z1, y1)(2Z1, y2) su tikimybe 0,0120,
50) zi(z3, y2)(22, Y1)(Z1, ¥1)(23, ¥2) su tikimybe 0,0024,
51) z1(zs, v2)(Z2, Y1)(Z2, ¥1)(Z3, ¥2) su tikimybe 0,0060,

y T1) z1(z3, y2)(23, y2)(Z2, y1)(Z3, y2) su tikimybe 0,0210.

Zinodami trajektorijas ir juy tikimybes, galime apskaiCiuoti bliseny ir i$¢jimy tikimybes bet
kuriame automato kalendoriaus taske. Pavyzdziui:

piz(t)=21}=0,2, p{z(t1)=2,}=0,5, p{z(t1)=23}=0,3;
piy(t)=y:}=0, p{y(t)=y2}=1;

247



p{z(t,)=z,}=0,2(0,1+0,2)+0,5(0,2+0,1)+0,3(0,2+0,3)=0,36;

p{z(ty)=2,}=0,2(0,3+0,1)+0,5-0,4+0,3(0,2+0,1)=0,37;

p{z(t,)=23}=0,2(0,1+0,2)+0,5(0,1+0,2)+0,3(0,1+0,1)=0,27,;

p{y(t)=y:}=0,2(0,1+0,3+0,1)+0,5(0,2+0,4+0,1)+0,3(0,2+0,2+0,1)=0,69;

p{y(ty)=y,»}=0,2(0,2+0,1+0,2)+0,5(0,1+0,2)+0,3(0,3+0,1+0,1)=0,4;

p{z(t:)=2,}=0,229, p{z(t3)=2,}=0,568, p{z(t;)=23}=0,185;

piy(t)=y1}=1, p{y(t:)=y»}=0;

P {2(14)=21}=0,2299, p {(t4)=2}=0, p{z(ts)=23}=0,7701;

p{y(ty)=y:}=0,2480-+0,0534=0,3014, p{y(ts)=y,}=0,3520+0,3466=0,6986;

Tuo atveju, kai mus dominty tik automato biiseny ir jo faziniy trajektorijy tikimybés, tai bity

galima supaprastinti skai¢iavimus.

W
Pradzioje, naudodamiesi formule p(z/z;, xk)=Zp(yS,zj/zi, Xy ), surastume peréjimy
s=1
tikimybes p(zj/z, X,) ir gautume peréjimo tikimybiy matricy vektoriy, kuris biity paprastesnis ir
patogesnis uz peré¢jimy — i$¢jimy matricy matrica:

% Zy | x| 23 Z Z1 |2y | z3
Zi Z;

E=€, z, (0,310,4]0,3 =€, Z 1{0]0
z, (0,310,4]0,3 z, [0]1]0
zz [0,5]0,3]0,2 zz 0101

4 Zy |22 | Z3 Z Z1| 2, | z3
Z; Z;

&=&; z; |0,6] 0 (04 &=, z; 10,6]0,2[0,2
z, 0101 z, (0,210,2]0,6
zz 10,5 0 {0,5 zz (0,210,6]0,2

% Z1 |22 | 23 Z 71 |2 | z3
Z; Z;

E=&;s z; 10,210,5(0,3 E=&¢ Z 01110
Z, 1{0]0 z, (0,410,1]0,5
z; | 010,4]0,6 zz 10,310,7| O

Turédami peréjimy tikimybiy reikSmes pavaizduotas matricy vektoriuje, galime sudaryti
peréjimy grafa, pavaizduota 29 pav.

t:to

t:t4

£=E;
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Biseny tikimybiy p{z(ty)=z;} apskaiCiavimas labai supaprastéja, nes ju apskaiCiavimas tampa
N4
nuosekliu rekurentiniu procesu: p{z(tk+l) = zj}: Zp{z(tk) =z} p{zj /z;, é(tk+1)}.
i=1

I§ sios formulés iSplaukia, kad automato biiseny tikimybiy apskai¢iavimui momentu t+1 galima
pasinaudoti jau apskaiCiuotomis biisenomis, kurias automatas galéjo turéti momentu t; dauginant jas i$
atitinkamy peréjimo tikimybiu ir sumuojant gautas sandaugas. Atitinkamy sandaugy sumos — biiseny
tikimybés — 29 pav. {rasytos i sta¢iakampius $alia atitinkamy buisenuy.

Naudojantis 29 pav. pavaizduotu peréjimu grafu, labai paprasta surasti visas galimas fazines
trajektorijas, ir apskaiCiuoti ju atsiradimo tikimybes, atitinkancias duotaja prading biisena ir duotaja
i€jimo trajektorija.

Pavyzdziui, gauname tokius rezultatus:

1) 2z z; 2, z, z3 su tikimybe 1,0x0,2x0,3x1,0x1,0=0,0600,
2) 7,2 2 71 71 su tikimybe 1,0x0,2x0,4x0,4x0,6=0,0192,
3) 2z 7 2, 71 z3 su tikimybe 1,0x0,2x0,4x0,4x0,4=0,0128,
4) 7,2 2, 7, 73 su tikimybe 1,0x0,2x0,4x0,1x1,0=0,0080,
5) 77y 2, 73 z; su tikimybe 1,0%x0,2x0,4x0,5%0,5=0,0200,
6) 7,7, 7, 73 73 su tikimybe 1,0x0,2x0,4x0,5%0,5=0,0200,
7) 71 2y 23 7 ; su tikimybe 1,0x0,2x0,3x0,3x0,6=0,0108 ir t. t.

Galima sudaryti grafa, panasu i 29 pav. pavaizduota grafa, taciau jau skirta i$éjimy tikimybiu
bei automato funkcionavimo trajektoriju tikimybiu apskai¢iavimo palengvinimui. Tokio grafo
sudarymui, isivesime situacijos savoka, pavadindami situacija biisenos ir i$¢jimo reikSmiy galima
kombinacija. Situacijy, pavaizduoty skrituliais, grafas pateiktas 30 pav. Kiekvienos situacijos
charakteristika — biisenos ir i§¢jimo reikSmés jrasytos skrituliy viduje. Horizontalios skrituliy eilutés
atitinka automato taktus ir tuo paciu metu iéjimy reikSmes. Jos uzrasytos kairéje 30 pav. puséje. Kad
iSvengtume susikertanciy tiesiy margumyno, pavaizduoti tik ,situacijy {¢jimai“, prie kuriy surasytos
patekimo i ta situacijg tikimybés i$ biiseny z;, z,, z3, esant duotajai iéjimo &(t) reikSmei. Tos tikimybés
randamos per¢jimy — i$éjimy matricy matricoje atitinkamy elementariy matricy stulpeliuose,
atitinkanciuose skrituliu vaizduojama situacija. Prie kiekvienos situacijos sta¢iakampiuose jraSomos
situaciju tikimybés. Jos apskai¢iuojamos kaip jau minéty patekimo { situacija i§ atitinkamu blseny
tikimybiu sandaugu su ty busenuy tikimybémis sumos. Bisenuy tikimybes galima imti i§ 29 pav.
pavaizduoto grafo, o taip pat ir i§ 30 pav. pavaizduoto grafo, sudedant situacijy, kurios turi tas pacias
buseny reik§mes ir skiriasi tik i$¢jimy reikSmémis tikimybes.

o

0,5

0,2 0,3
SIS
=Es

[0,200] [0.500] [0.300]

0,1 02 02 03 04 02 o001 0101 0201 03 0,1 00 0,1 0202 0,1

ol Rolol

[o.180] [0.320] [o,100] [o.180] [0,050] [0.170]

00 04 03 1,0 01 07 00 0500 00 0000 00 00 00 0,0 00 0,0

oo Rolol

[0.229] [0.586] [0,185] [0,000] [0,000] [0,000]

0,1 0,0 0,5 00 00 00 03 00 05 05 00 00 0,0 00 00 0,1 1,0 0,0

oo lolclclo

[0,1154] [0,0000] 0,1612] [o,1145] [0,0000] [0,5080]

30 pav.
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Naudotis 30 pav. labai paprasta: norint surasti kiekviename takte t;, t,, t;, t, automato
atitinkamos biisenos tikimybe, reikia sudéti skaicius, uzraSytus staciakampiuose ta takta atitinkancioje
eilutéje, kurie priklauso situacijoms, charakterizuojamoms biisena, o norint surasti atitinkamo i§éjimo
tikimybg, reikia sudéti skaiCius, irasytus i statiakampius, priklausanéius tam i$¢jimui.

Pavyzdziui, jei norime suzinoti tikimybg p{z(t;)=z,}, tai sudedame eilutés, atitinkancios t=t; (ir
&=¢&4) skaicius 0,586 ir 0,000, priklausancius situacijoms (z,, y;) ir (22, y2). Gauname, jog p(z(t;)=z,}=
=0,586. Tai sutampa su rezultatu, pavaizduotu 29 pav. grafe. 1§ Sio fakto iSplaukia, jog 30 pav. grafas
gali bti grafo, pavaizduoto 29 pav., pakaitalu.

Jei norime suzinoti tikimybe p{y(t,)=y;}, tai sudedame eilutés, atitinkancios t=t, (ir i€¢jimo
&=&)) skaiCius staCiakampiuose, priklausanciuose situacijoms, charakterizuojamoms y=y;, biitent,
skaicius 0,180, 0,320 ir 0,100. Gauname, jog p{y(t;)=y;}=0,600. Tai sutampa su jau anks¢iau minétu
rezultatu.

Dabar jau galima dar karta paaiskinti, kaip apskaiciuojamos situaciju tikimybiy reikSmés,
iraSytos i sta¢iakampius.

Situaciju, priklausanciy eilutei t=t;, tikimybiu reikSmiy apskai¢iavimo algoritmas aiSkus i$
brézinio, pateikto 30 pav.

Situacijy, priklausanéiy eilutei t=t,, tikimybés apskaiiuojamos, dauginant biiseny,
priklausanéiy eilutei t=t;, tikimybes i§ peréjimy i§ ty bliseny i eilutés t=t, situacija tikimybiy ir gautas
sandaugas sumuojant.

Pavyzdziui, situacijos (z;, y;), priklausancios eilutei t=t,, tikimybg randame kaip sandaugy
suma: 0,2-0,1+0,25-0,2+0,3-0,2=0,18. Situacijos (z,, y;), priklausancios tai paciai eilutei, tikimybe
randame analogiskai: 0,2-0,3+0,5-0,4+0,3-0,2=0,32.

Panasiai randame ir situacijy, priklausanéiy eilutei t=t;, tikimybes. Pavyzdziui, situacijos
(z1, y1) tikimybé yra lygi eilutés t=t, buseny sandaugy i§ peréjimy i eilutés t=t; situacija (z;, y;) i8
ty biuseny tikimybiy sumai: (0,180+0,180)-0,0+(0,320+0,050)-0,4+(0,100+0,170)-0,3=0+0,37-0,4+
+0,27-0,3= 0,148+0,085=0,229. Analogiskai randame situacijos (z,, y;), priklausancios ecilutei t=t;,
tikimybés reiksme: (0,180+0,180)-1,0+(0,320+0,050)-0,1+(0,100+0,170)-0,7=0,36+0,37-0,1+0,27-0,7=
=0,360+0,037+0,189=0,586.

Analogiskai apskai¢iuojamos ir visy kity situaciju tikimybés.

Grafa, pavaizduota 30 pav., galima panaudoti ir i§éjimo bei funkcionavimo trajektorijy pradiniuy
atkarpy tikimybiy reikSmiy apskaic¢iavimui. Tai gana universalus grafas.

I stochastinio automato buiseny ir i§¢jimy kitima galima ziuréti kaip { diskrety atsitiktinj
procesa, o | to kitimo matematinj apraSyma, — kaip i diskrec€ias atsitiktines (stochastines) funkcijas,
kuriy realizacijomis (ir grafikais daugiamatése erdvése) ir yra konkrec¢ios stochastinio automato fazinés
ir i8¢jimo trajektorijos z(t) ir y(t).

Autonominiy stochastiniy automaty fazinés trajektorijos — tai atsitiktiniy procesy,
vadinamy Markovo grandinémis, realizacijos.

Kai paprastas stochastinis autonominis automatas yra stacionarus, tai jo fazinés trajektorijos
priklauso taip vadinamy homogeniniy Markovo grandiniy poklasiui, o kai — nestacionarus, tai jo
fazinés trajektorijos yra nehomogeniniy Markovo grandiniy realizacijos.

Kai paprastas autonominis stochastinis automatas funkcionuoja su apibréztais tam tikro ilgio
taktais Ait=T;, tai automato fazinés trajektorijos priklauso Markovo grandiniy su diskrecéiu laiku
poklasiui, o kai autonominis automatas funkcionuoja rezime su atsitiktiniais peréjimuy momentais,
pasiskirsciusiais laike tolydziai, tai jo fazines trajektorijas galima priskirti Markove grandiniy su
tolydzZiu laiku poklasiui.

Siuo atveju stochastinio automato modelis yra dalinis atvejis tipinio universalaus i§orinio
matematinio modelio — Buslenkos agregato modelio [32, 45], turin¢io mis$ry kalendoriy ir peréjimo
bei i8¢jimo funkcijas, kurios gali biiti ir stochastinés, ir determinuotos, o taip pat — ir diskrecios, ir
tolydzios. IS tokiy agregaty konstruojamos agregatinés sistemos (BAS). Buslenkos agregatus ir BAS
nagrinésime antrojoje Sios mokymosi priemonés dalyje.

Kalbant apie ry$j tarp stochastiniy automaty matematiniy modeliy ir Markovo grandiniy,
galima teigti, jog paprasto (be prieSistorés) autonominio stochastinio automato fazinés
trajektorijos visada priklauso Markovo grandiniy klasei ir Markovo grandines su diskreciu lauku
visada galima interpretuoti kaip paprasto stochastinio automato biisenos Kkitimo proceso
matematinj modelj — jo fazing trajektorija.

Apie Markovo procesus ir Markovo grandines dar bus kalbama Sios mokymosi priemonés
pirmosios dalies 1.14. skyriuje, o taip pat antrojoje Sios mokymosi priemonés dalyje. Markovo
grandinés nagrinéjamos ir iy eiluciy autoriaus sudarytame preprinte [4], kuris jau buvo minétas Sios

>
v

mokymosi priemonés ,Ivade”. Cia apsiribosiu tik Kolmogorovo — Cepmeno formulés Markovo
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grandinéms su diskreciu laiku pateikimu bei Kolmogorovo diferencialiniy ir alegbriniu lygciu sistemos
Markovo grandinéms su tolydziu laiku iSvedimu.

Pazymésime tikimybe P{z(t. )=z}, reiSkiancia tikimybe, jog momentu ti; diskretaus laiko
Markovo grandiné bus bilisenoje zj, sutrumpintai Pj(t.;). Kai Markovo grandiné homogening, tai jos
peréjimy i$ vienos biusenos | kita tikimybés nepriklauso nuo laiko. Todél peré¢jimy i§ kokios nors
biisenos z; i kokia nors biisena z; salyging tikimybg homogeninése Markovo grandinése galima Zyméti
pij, nenurodant laiko, kada tas peréjimas jvyks.

Tarkime, kad buiseny, kuriose gali biiti nagrinéjamoji Markovo grandiné, skai¢ius yra n ir visos
tos blisenos sunumeruotos nuo 1 iki n. Tarkime, jog indeksai i ir j yra kintamieji, kuriy reikSmés yra
minétieji numeriai.

n
Naudodamiesi isivestais Zymenimis, galime uZraSyti formulg P;(t,,) = ZPi (t)pjj » kuri homo-
i=1
geninéms Markovo grandinéms yra akivaizdZiai teisinga. Tai ir yra Kolmogorovo — Cepmeno formulé.
Si formulé nehomogeninéms diskretaus laiko Markovo grandinéms skirsis tik tuo, kad joje
reikés kokiu nors biidu pazyméti salyginiy peréjimo tikimybiy priklausomybg nuo laiko. Kadangi laikas
Siuo atveju diskretus, tai pakanka nurodyti to momento, kada vyksta peréjimas, numerj, pavyzdziui

K (ke
pfj), pr+) ir pan.

Todél Kolmogorovo — Cepmeno formulé diskretaus laiko nehomogeninéms Markovo grandi-

néms atrodo taip P;(t,,;) = ZP (tk)p(k+l) _

i=1
Tolydaus laiko Markovo grandinéms salygines tikimybes, kad grandiné, kuri momentu t buvo
biisenoje z;, per laiko intervala At pereis | bilisena z;, Zymésime taip: p;(t, t+At), kur At>0, o (t, t+At) —
laiko intervalas nuo momento t iki momento t+At.
Tuomet, samprotaudami analogiskai, kaip buvo samprotauta sudarant Kolmogorovo -

n
Cepmeno formulg, gauname lygybe Pi(t+At) = z P;(t)p;;(t,t+At).
i=1

Akivaizdu, kad ) p;i(t,t+At) =1, taip pat, kad ) p;; (t,t+At) =1.
j=1 i=1

n

IS paskutinés lygybés gauname, jog pji(t, t+At)=1- Z pji(t,t+AD).
i=l
i#j

I§ ¢ia pateikty akivaizdziai teisingy lygybiy akivaizdziai i§plaukia tokios lygybés:

n n n
Pi(t+At) =Y P(O)py(t,t+At) +P()py;(t,t+At) = D P, (Opy(t,t+At)+ Py () = Py(1)D_pji (L.t +At).
i= i=1 i=
i¢g i#]j i¢g
Kadangi At>0, tai i$ ka tik uzrasytos lygybés iSplaukia lygybés:
P(t+At) Pi(t) & pl(tt—i-At) pl(tt—i-At)
I AR R A _P ( )Z J

ZP()

1¢J 1¢J
P(t+At) Pi(t) & P (t P (tt+At)
- P; 1 R —P t 1 Rt L
Sy Y
I#J 1==J

Kadangi nagrinéjamoji Markovo grandiné — tolydaus laiko grandiné, tai ribos
Pi(t+At)—P;(t) p;(t,t+At) pj(t,t+At)
m b b
At—0 At At At

dp;(1)

turéty egzistuoti.

Pirmoji riba yra tiesiog iSvestinés apibrézimas.

Nagrinédami antraja ir treciaja ribas, galime pastebéti, jog, At artéjant prie 0, intervalas (t, t+At)
trumpéja ir t+At artéja prie t: intervaliné funkcija artéja prie taskinés funkcijos ir, kai At tampa lygus
0, gauname tam tikras tasko t funkcijas, kurias pazymésime A(t) ir A;(t).

Funkcijas A;(t) ir Aji(t) galime interpretuoti kaip atsitiktiniy jvykiy — peréjimy i biisenos z; i
bilsena z; ir i$ biisenos z; | bisena z;— srauto tankius (momentinius tankius, atitinkancius moments t).
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Kai Markovo grandiné homogeniné, tai Sie tankiai nepriklauso nuo laiko ir yra
konstantos 1; ir 1;, nehomogeninéms tolydaus laiko Markovo grandinéms Sie tankiai yra laiko
funkcijos A;(t) ir A;(t).

ZP (DA4(t) —P; (t)Zk ji(t) vadinama Kolmogorovo diferencialine

i=l
1¢J i#j

lygtimi tolydzioms Markovo grandinéms.

Tokia lygti galima uzrasyti kiekvienai Markovo grandinés busenai j=1,2, ..., n. Todél gauname
diferencialiniy lyg¢iy sistema, vadinama Kolmogorovo diferencialiniy lygéiy sistema Markovo
grandinéms.

Gautoji lygybe

dP;(t
Si lygéiy sistema néra nepriklausoma, nes ZP (t)=1 ir todél Z dt( ) =0.

j=1

Todél, sprendziant tokia diferencialiniy lygéiu sistema, viena k1ntamq11, naudojantis ka tik
uzraSytomis lygybémis, galime iSreiksti per kitus, ir spresti jau n—1 lyg€iy sistema su n—1 nezinomuoju.

Galima irodyti, kad didelé dalis atsitiktiniy procesy (ju tarpe ir tie, kuriy modeliai yra Markovo
grandinés), laikui bégant, artéja prie dinaminés pusiausvyroes, kurioje nusistovi pastovios biiseny
finalinés tikimybés P;, j=1, 2, 3, ..., n: nors atsitiktiniai peréjimai i§ vienos biisenos j kita ir vyksta,
bet skirtingy krypc€iy peréjimy srautai atsveria vienas Kkita ir todél vidutinés biiseny tikimybés
tampa pastovios. Kitaip tariant, vidutinés santykinés trukmés, kuriy metu sistema biina biisenose z;,
j=1, 2, ..., n, finalinéje pusiausvyrinéje situacijoje islicka pastovios ir proporcingos nusistovéjusioms
tikimybéms P;, kurios, kaip jau buvo minéta, vadinamos finalinémis tikimybémis.

Todél, kai tikimybés P;j(t) tampa finalinémis, tai jos tampa pastoviomis tikimybémis P;. Tuomet

dP;
iSvestinés d_tj tampa lygios 0 ir Kolmogorovo diferencialiniy lygciy sistema tampa Kolmogorovo

algebriniy lyg¢iy sistema Markovo grandinés finalinéms tikimybéms P, j=1, 2, ..., n

n n
D Pij—P; Y 2ji=0,j=1,2,3,..,n
=l i=l
i#]j i#]
n
Spregsdami Sia sistema (ji taip pat néra nepriklausoma) kartu su lygybe ZPJ =1, mes, Zino-
j=1
dami A ir A; reikSmes (jos nustatomos, apdorojant surinkta statisting informacija apie nagrinéjamos
Markovo grandinés funkcionavima), galime apskaiciuoti finaliniy tikimybiy reikSmes ir, pasinaudo-
dami jomis, apskaiiuoti kitas vidutines finalines statistines Markovo grandinés charakteristiky
reikSmes.
Tokie skai¢iavimai placiai taikomi masinio projektavimo sistemy projektavime ir analizéje,
ju funkcionavimo tobulinime. Masinio aptarnavimo sistemy (MAS) funkcionavima ir jo modeliavima
mes nagrinésime 1.14. Sios mokymosi priemonés skyriuje.

1.4.13. Deskripciniai ir normatyviniai iSoriniai modeliai

ISoriniai informaciniai (tame tarpe ir matematiniai, taiau ne butinai vien tik
matematiniai) modeliai gali vaizduoti realiai egzistuojancius objektus, aprasydami ju
1€jimus, iS¢jimus, biisenas bei rySius tarp ju taip, kad tas aprasymas kiek jmanoma
tiksliau atvaizduoty tai, kas yra tikrovéje. Tokie modeliai vadinami apraSomaisiais,
arba deskripciniais. Pagrindinis reikalavimas, kurj turi tenkinti deskripcinis modelis,
yra jo adekvatumas tam objektui, kuri tas modelis apraso. Adekvatumo laipsnis
priklauso ir nuo modelio pilnumo (t. y. nuo to, kuria dali realaus objekto savybiy ir
santykiy tas modelis atspindi), ir nuo modelio objektyvumo (t. y. nuo to, kaip tiksliai
bei besaliskai realaus objekto savybés ir santykiai atvaizduoti modelyje).

Taciau galima sudarinéti ne tik jau egzistuojanciy objekty deskripcinius
modelius, bet projektuoti naujus objektus bei galvoti apie egzistuojanciy objekty
tobulinima ir kurti tokiy patobulinty objekty modelius — projektus. Jie vaizduoty ne
tai, kas yra, o tai, kas, miisy nuomone, privaléty biiti, ko mes pageidautume. Tokie
modeliai vadinami normatyviniais. Pagrindinis reikalavimas, kurj turi tenkinti

252



normatyvinis modelis, yra jo racionalumas: normatyvinis modelis turéty biti toks,
kad naudojantis juo biity galima kuo lengviau pasiekti pageidaujama tiksla: sukurti
nauja objekta, kuo geriau tenkinantj projektuojamo objekto vartotojy poreikius, arba
pervesti turima objekta i tokia nauja biisena, kurioje tas objektas funkcionuoty taip,
kad geriausiai tenkinty jam keliamus reikalavimus. Antrasis reikalavimas, kuri turi
tenkinti normatyvinis modelis, yra to modelis (projekto) realizuojamumas:
normatyvinis modelis turi biiti toks, kad ji biity galima realizuoti, t. y. sukurti realiq
sistema, turinfia deskripcini modelj, sutampanti su duotuoju (suprojektuotu)
normatyviniu modeliu. TreCiuoju reikalavimu, kuris dabar dar ne visada yra
tenkinamas, bet yra bitinas, siekiant, jog kuriami nauji objektai bei projektuojama
veikla tarnauty Zmonijos progresui ir misy planetos bei jos gamtos ivairoves
iSsaugojimui ar bent jau nekenkty Sioms vertybéms, turéty biiti siilomy projekty
moralinis ir juridinis priimtinumas, jy atitikimas visuomenés pripazistamumas
moralinéms ir teisinéms socialinéms bei ekologinéms normomes.

143, 144 ir 1.4.8. skyreliuose sudarytus diferencijavimo grandelés,
hidrodinaminés sistemos ir elektromagnetiniy virpesiu kontiiro matematinius modelius
galima priskirti prie labai supaprastinty (idealizuoty) deskripciniy modeliy, o 1.4.1.,
1.4.2 ir 1.4.5. skyreliuose sudarytus DVS, NVDS ir medziagy sandélio modelius — prie
normatyviniy iSoriniy matematiniy modeliy. Prie normatyviniy informaciniy modeliy
galima priskirti ir 1.4.13.2. skyrelyje pateikta pareigybés paso pavyzdi, kuri mes dar
nagrinésime. Kai kurie teoriniai matematiniai modeliai gali biiti interpretuojami bei
taikomi ir kaip deskripciniai, nes buvo sukurti apraSant realius objektus, ir kaip
normatyviniai, nes gali biiti naudojami, projektuojant naujus objektus.

Deskripcinius ir normatyvinius modelius galima sudarinéti ne tik objektams,
bet ir procesams. Valdymo sistemose deskripciniai modeliai kuriami apskaitos, o
normatyviniai — planavimo metu.

Apskaitos metu jvertinama esama situacija ir sudaromos ataskaitos,
aprasancios ir jvertinancios tai, kas ir kaip buvo padaryta ar nepadaryta, kas ty darby
rezultate buvo pasiekta ar nepasiekta. Ataskaitos, biidamos deskripciniais
informaciniais modeliais, turi tenkinti pakankamo pilnumo ir objektyvumo
reikalavimus, turi pakankamai adekvaciai atspindéti padaryta darba ir jo rezultate
pasiekta esama padét;.

Planavimo metu sudaromi planai, kuriuose nustatoma, kokiy tiksly turi bati
siekiama, kokie rezultatai turi biiti gauti, kas, ka, kada, kur ir kaip privalo padaryti,
kokiy rezultaty kada pasiekti, kam, kada ir kaip atsiskaityti uz padaryta darba ir jo
rezultatus. Planuojant atsizvelgiama i tai, kad didel¢ dalis procesy, nuo kuriy priklauso
misy darbo rezultatai ir pagrindiniy tiksly pasiekimas, néra pilnai nuo misy
priklausomi, néra miisy valdomi, o valdomais procesais yra tik nedaugelis procesuy,
pirmoje eil¢je tie procesai, kurie sudaro miisy paciy, bei mums pavaldziy asmeny ir
technikos veikla. Todél planuojant stengiamasi prognozuoti nevaldomy procesy eiga
ir, atsizvelgiant | prognozavimo rezultatus, planuoti valdomy procesy eiga, tokiu
biidu priartinant objektyviy procesy salygojama prognozuojama biiseng prie
miisy subjektyviai pageidaujamos planuojamos biisenos. Planai, biidami misy
busimos veiklos normatyviniais modeliais, privalo, kaip jau buvo minéta, tenkinti
racionalumo ir realizuojamumo reikalavimus, taip pat ir moralinio bei teisinio
priimtinumo reikalavimus.

Naujy bei patobulinty objekty ir procesy normatyviniai modeliai, skirti naujy
objekty gamybai bei egzistuojanciy objekty tobulinimui, vadinami projektais, o tokiy
modeliy kiirimas — projektavimu.
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Kai projektuojamas ar tobulinamas objektas yra sudétinga sistema, tai gana
daznai tokio objekto projektavimo procesa skaido i stadijas (prieSprojektine, kurios
metu sudaroma ir derinama projektavimo techniné uzduotis, projekting ir projekto
realizavimo), o pacias stadijas — dar | etapus. PavyzdZziui, projektine stadija
skaidoma i tris etapus: 1) technini projektavima, 2) techninio projekto tinkamumo
patikrinima nattriniuose eksperimentuose bei eksperimentuose su modeliu, 3) darbin
projektavima.

Techniniu projektu vadinamas objekto nmormatyvinis (dazniausiai dar tik
iSorinis, o vietoj vidinio modelio pateikiamas kol kas tik pagrindinés jo — vidinio
modelio projekto — sukiirimo id¢jos, buisimos sistemos veikimo principai, principiné
vidinio modelio schema) modelis, nusakantis projektuojamojo objekto paskirti, jo
funkcionavimo principus bei to funkcionavimo salygas ir to funkcionavimo iSdavoje
gausimus rezultatus.

Darbiniu projektu vadinamas objekto vidinis normatyvinis modelis, detaliai
aprasantis ne tik projektuojamo objekto kaip naujai kuriamos sudétingos sistemos
viding sandara (sudétj ir struktiira), sistemos posistemiy ir elementy funkcionavima,
bet ir tos sistemos pagaminimo procesa. Tod¢l darbiniame projekte galima iSskirti
projektuojamos sistemos konstrukcinj projekta (tos sistemos vidini jos sudéties ir
struktliros normatyvini modelj) ir technologinj projekta (sistemos pagaminimo
technologijos normatyvini modelj), t. y. i§ darbinio projekto galima suZinoti ne tik
tai, kaip projektuojamoji sistema bus sudaryta ir kaip ji veiks, bet ir tai, kaip
tokia sistemg pagaminti.

Techninis projektas tikrinamas tada, kada kyla abejoniy, ar ta projekta pavyks
realizuoti ir ar tas projektas leis sukurti gaminj, tenkinantj jam keliamus reikalavimus.
Kai projektuojamoji ar tobulinamoji sistema projektuotojams néra sudétinga bei néra
jiems jau tokia nauja, kad, sukiir¢ technini jos projekta, jie galéty abejoti jo
realizuojamumu bei tinkamumu, tai néra prasmeés projektavimo procesa skaidyti i
auks$ciau iSvardintus tris etapus. Tuomet eliminuojamas antrasis etapas, o pirmasis bei
treCiasis etapas daznai sujungiami i viena, ir tokios sistemos konstrukcinis ir
technologinis projektai kuriami iSkart ir beveik vienu metu. Tai pagreitina
projektavimo procesa ir palengvina galimy projektavimo klaidy pasteb¢jima ir
taisyma.

Turédamas darbini projekta, naujo objekto gamintojas sudaro dar viena nor-
matyvini dokumenta — gamybos plana. Gamybos planas — tai normatyvinis gamybos
proceso modelis, papildantis technologinj projekta, nurodant ne tik tai, kaip ir 1§ ko
gaminti sistemos elementus bei kaip juos jungti { sistema, bet ir pateikiant informacija
apie tai, kas, kur ir kada vykdys gamybos procesa sudarancias operacijas. Kai
gamybos planas yra sudétingas ir jo realizavime dalyvauja daug subjekty, tam planui
daznai suteikiama tinklinio grafiko™ forma.

IS to, kas buvo pasakyta, iSplaukia, jog projektuojant naujus objektus ir ju
gamyba, kuriama triju ruSiy normatyviné dokumentacija: konstruktoriné,
technologiné ir planiné.

Projektuojant ir tobulinant organizacines sistemas, jy veikla bei ju
valdymo sistemas, kuriama normatyviné organizaciné dokumentacija (NOD).
Priklausomai nuo NOD paskirties, skiriamos tokios NOD rtSys: struktiriné,
technologiné ir planiné. Kartais NOD vadinama organizacijos vidiniais standartais.

* Apie tinklinius grafikus, ju sudaryma bei taikymus bus kalbama 1.9.2.16.—1.9.2.18. §ios mokymosi
priemonés skyreliuose bei dar placiau — jos antrojoje dalyje.
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Struktiiriné NOD apraso normatyving organizacijos ir jos padaliniy struktiira,
santykius (pirmoje eiléje pavaldumo ir atsakomybés bei atsiskaitomybés) tarp
organizacijos nariy (pareigiiny) bei santykius tarp organizacijos padaliniy, o taip pat
veiklos funkciju (pareiginy ir organizacijos padaliniu pareigy) paskirstyma
organizacijoje. Struktiriné NOD nustato (reglamentuoja), kas kam yra pavaldus, kas
ka turi daryti, kas kam privalo atsiskaityti, kas kokias teises turi, kas uz ka
atsako. Struktiirinei NOD priskiriama: 1) organizacijy jstatai, 2) organizacijy
padaliniu nuostatai, 3) pareigliny pareiginiai pasai (taip vadinamosios pareiginés
instrukcijos).

Technologiné NOD nustato (reglamentuoja) organizacijoje vykdomy veiklos
funkciju (pareigy atlikimo) normatyvine technologija, nurodydama, kaip ta ar kita
operacija ar i§ ju sudaryta sudétinga procediira turi biiti atliekama, kokiomis
priemonémis ir kokia eilés tvarka visa tai turi buti daroma, Kkaip turi buti
vertinama pareigy atlikimo kokybé. Technologin¢je NOD galima iSskirti tokias jos
risis: 1) marSrutines technologines korteles (MTK) ir 2) operacines korteles (OK)
bei operacines instrukcijas (OI).

Operaciné Kkortelé reglamentuoja atskiros rutininés operacijos atlikima,
nurodydama, kaip ta operacija privalo biti atlikta, kiek ir kokiy resursy (tame tarpe
ir laiko) numatoma, esant normalioms salygoms, tos operacijos atlikimui sunaudoti,
t.y. apraso operacijos vykdymo algoritmg. Ta pacia paskirti turi ir operaciné
instrukcija (OI), kuri skiriasi nuo OK tik tuo, kad OK turi reglamentuota
(standartizuota) forma, o OI pateikiama laisva forma.

Operacijomis vadinamos tdkios eclementarios veiklos funkcijos, kurios yra
vykdomos vieno vykdytojo (dazniausiai vieno pareigiino, nors kartais — ir pastoviai
egzistuojancio ir kartu vykdancio ta operacija keliu pareigiiny junginio, sudarancio
struktiirini toliau jau nebedaloma vieneta) vienoje darbo vietoje, naudojantis vienu ir
tuo paciu jrangos komplektu, per viena laiko intervala, nereikalaujant] jo
pertraukimo. Keiciantis veiklos atlikéjui, jos vykdymo vietai bei jos atlikimui
reikalingai irangai, o taip pat uZzsibaigiant pradétai veiklai jos rezultato gavimu ir
prasidedant kito (nebiitinai kitonisko) rezultato siekianciai veiklai, ivyksta peréjimas
nuo vienos operacijos prie Kitos (nebiitinai kitoniskos). Pavyzdziui, kai darbininkas
tekina partija vienody detaliy, tai jis atlicka ne viena tekinimo operacija, o kartoja tiek
vienody (aprasomuy viena ir ta pacia OK) gamybiniy operacijy, kiek toje partijoje
yra detaliy. Kai jis keicia techning iranga ir pradeda tekinti kitoniSkas detales, tai jis
pereina prie kitoniSku gamybiniu operacijy, aprasomu kitomis OK. Peréjimas prie
kitos operacijos, turinios kita OK, jvyksta ir tada, kai vienas ir tas pats darbininkas,
atlikes kokia tai operacija su detale, su ta pacia detale pereina | kita darbo vieta
(pavyzdziui prie kity stakliy) ir toliau tgsia tos detalés apdorojimo procesa. Operacija
susideda i§ elementariy veiksmy. Sudarant OK ir OI tie veiksmai {vardijami ir
iSvardijami, nurodoma ju atlikimo tvarka.

Veiklos funkcijos gali biiti kiirybinés ir rutininés.

Rutininémis veiklos funkcijomis (tame tarpe ir rutininémis operacijomis)
vadinamos tokios funkcijos, kuriy atlikimo procesas gali biti pilnai algoritmizuotas ir
todel gali biiti pilnai reglamentuotas. Pavyzdziui, buhalterinés apskaitos vedimas ir
buhalterinés ataskaitos sudarymas daugumoje atvejy yra (ar bent jau turéty biti)
rutininés procediiros, kurios gali ir privalo biiti reglamentuotos ir kuriose ,kiirybos
elementai, galintys privesti prie piktnaudziavimuy, ne tik neskatintini, bet ir neleistini.
Kaip tik todel, kuriant AVS, tas operacijas buvo nesunku algoritmizuoti ir juy atlikima
automatizuoti. Grieztesnis buhalterinés apskaitos ir ataskaity reglamentavimas bei Sios
veiklos automatizavimas — veiksminga priemoné kovoje su korupcija, kurios
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klestéjimui dabar labai padeda patogi ,komercinés“ bei ,valstybinés*
»paslapties® skraisté ir keliy skirtingy nuosavybés formy egzistavimas. Todél kai
kurios grupuotés labai suinteresuotos tokios ,,skraistés buvimu ir jos didinimu,
paZeidziant pilieCiy teis¢ Zinoti ir tokiu biidu palengvinant jy mulkinimg.

Kirybinémis veiklos funkcijomis vadinamos tokios veiklos funkcijos, kuriy
atlikimo pilnas reglamentavimas, sudarant visy i ta veikla jeinan¢iy operacijy OK, yra
ne tik negalimas dél tos veiklos griezto algoritmo neturéjimo ar net neegzistavimo, bet
daznai — ir nepageidautinas dél tos veiklos vykdytojo kiirybinés iniciatyvos ir jo
kurybiniy galiy galimo iSankstinio suvarzymo. Kirybinés funkcijos pavyzdys —
organizacijos raidos perspektyvinio plano sudarymas. Kirybinei veiklai priklauso,
pavyzdziui, ir $ios mokymosi priemonés rasymas.

Nors kiirybiné veikla negali ir neturi biiti grieztai reglamentuota, taCiau tai
nereiskia, jog kiirybiniy funkcijy vykdyme negali biti ir rutininiy operacijy, o taip pat,
kad kirybiné veikla negali ir neturi buti reglamentuojama jstatymais bei moralinémis
normomis. Cia svarbu pazyméti tik tai, kad kiirybinéje veikloje egzistuoja ir jos
pagrindin¢ dalj sudaro tokios operacijos, kurioms OK suprojektuoti yra ir
nejmanoma, ir nepageidautina. OK sudaromos tik rutininéms operacijoms, kas
jau buvo pazyméta, jvedant OK savoka. Kiirybinéms operacijoms gali biiti sudaromi
tik juridiniai bei moraliniai apribojimai ,,i§ apacios®, kuriuos perzengti neleistina.
Pati kiirybiné veikla jokia normatyvine technologine dokumentacija negali ir
neturi biiti reglamentuojama, nes kiirybinés veiklos metu kaip tik ir gimsta naujos
technologijos.

Reikia pazymeti, kad ne tik kirybinés, bet ir reglamentuotos rutininés
operacijos bei jas reglamentuojanti NOD gali biiti tobulinamos, tobulinant turimaja
NOD. Tokios dokumentacijos kiirimas ir tobulinimas — irgi kiirybiné veikla.

MarsSrutine technologine kortele vadinama NOD, reglamentuojanti sudétin-
gos veiklos funkcijos (kurios vykdyme dalyvauja keli vykdytojai ir kuriame galima
iSskirti keleta etapy) atskiry operaciju vykdymo tvarka. MTK nustato, kokios
operacijos ir kur turi buti {vykdytos Sios sudétingos procediiros pradzioje, kas ir kur ta
procedira bei jos ,,Sakas® privalo tgsti, kas ir kur ta procediira turi baigti, kokiomis OK
bei OI pareigtinai turi vadovautis, vykdydami sudétingos funkcijos turini sudarancias
elementarias veiklos funkcijas — operacijas.

Planiné NOD — tai organizacijos, jos padaliniy ir atskiry pareigliny perspekty-
viniai, einamieji bei operatyviniai darbo planai ir darbo grafikai. Planin¢ NOD
reglamentuoja veiklos funkcijy atlikimo pasiskirstyma bei paskirstyma laike,
nustatydama laiko momentus, iki kuriy turi ivykti tie ar kiti organizacijai reikSmingi,
jai bei jos nariams ,,pavaldiis“ jvykiai, bei konkrecius laiko intervalus, skirtus rutininiy
darby atlikimui.

Noréciau atkreipti skaitytoju démesi { planavimo, plany ir planinés NOD prak-
ting reikSme ir nauda, racionalizuojant ir optimizuojant savo veikla. Taip darau todél,
kad Lietuvoje po Nepriklausomybés paskelbimo pradéjo plisti Siek tiek nihilistinis
pozitris { planavima ir planus, bandymas juos priskirti ,,sovietmecio reliktams.

Tai néra gerai, taCiau tai — naturali reakcija { perdéta planavimo sureikSminima
ir net dogmatizavima sovietmeciu, kuomet planavimas ir planai buvo tap¢ ne tik
veiklos valdymo priemone, kuo jie ir turéty biti, bet daznai net ir veiklos tikslu. Toks
dogmatizuotas planavimas, vadovaujantis lozungu ,,Ilman mo6o#i menoit!“, neretai
duodavo daugiau zZalos negu naudos ir diskreditavo planavimo idéja.

Taciau, atmetant dogmatizmg planavime, nederéty atsisakyti paties
planavimo, kitaip tariant, iSpilant vandeni i§ vonelés, nereikéty kartu ,,iSpilti“ ir
kidikélio, kurj tame vandenyje maudéme.
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Netiesa, kad Vakaruose, kuriuos mes dabar stengiames visur ir visaip megdzioti
(net ir ten, kur nederéty), néra planavimo. Planavimo skeptikams siiily¢iau susipazinti
su Vakary firmy verslo planais, vadinamais biznio planais, o taip pat su tuo, kaip
Pentagonas planuoja savo veikla. Taip pat rekomenduociau paskaityti JAV matematiko
T. Saati knyga [46] apie planavima, tuo labiau, kad toje knygoje planavimas labai
tampriai suriStas su sistemotyra ir to rySio déka planavimas tampa moksliSkai
pagristu ir realistiSku.

Galima pasidziaugti, kad planavimo neigimo liga Lietuvoje pamazu pradeda
praeiti: jau ir Lietuvos firmos pradeda sudarinéti gana detalius ir pakankamai realius
biznio planus, kuriuos lietuviskai deréty vadinti verslo planais, o Vyriausybéje jau
pradedama kalbéti apie valstybés programinj valdyma, apie programinj valstybés
biudZeto 1éSy skirstymg. Apmaudu tik, kad tas kalbéjimas dar netapo rimta ir
moksliSkai pagrista valstybine veikla, juridiSkai jteisinta jstatymais, numatanciais ne
tik politing, bet ir asmenine¢ ,,valdZios vyry“ atsakomybe uz savo veiklg ir jos
rezultatus, uZ rinkimy metu duoty pazady teséjima.

Apie NOD ir jos projektavima, apie normatyviniy ir deskripciniy informaciniy
modeliy kiirimo metodologija ir priemones, tame tarpe ir apie automatizuotas projek-
tavimo ir modeliavimo sistemas daugiau informacijos skaitytojas gali rasti Siy eiluciy
autoriaus parengtoje metodingje priemongje [16], be to apie tai bus gana detaliai pasa-
kojama antrojoje Sios mokymosi priemonés dalyje. Ten studentai galés susipazinti ir su
sudétingy deskripciniy modeliy, sudétingy projekty ir jvairios NOD pavyzdziais. Sioje
mokymosi priemonés dalyje apsiribosiu tuo, kad pateiksiu metodinius nurodymus,
kaip projektuoti pareigybiy normatyvinius modelius — pareigybinius pasus (PP), ir
vienos pareigybés paso, suprojektuoto vadovaujantis tais nurodymais, pavyzdi. Dau-
giau jvairiy PP pavyzdziy skaitytojas gali rasti kurso déstytojo sukauptoje studenty
darby bibliotekéléje.

PP sudarymo metodiniai nurodymai Siy eiluciy autoriaus buvo paraSyti dar septintajame
praéjusio amziaus deSimtmetyje Vakary Sibiro jmoniy, émusiy racionalizuoti valdyma ir diegti
automatizuotas valdymo sistemas (AVS) ,nuo apadios*’, uzsakymu. Véliau, autoriui sugrizus i
Lietuva, Sie nurodymai buvo pakoreguoti, pritaikant Lietuvos salygoms, ir perrasyti jau lietuviy kalba.
Buvo parasyta ir speciali knyga apie valdymo sistemy kiirimo sisteming metodologija ir jos principus,
skirta organizacijy vadovams ir AVS projektuotojams [15]. Minétaisiais metodiniais nurodymais buvo
naudojamasi Kauno radijo gamykloje ,,Banga®“, o taip pat Vilniaus ,,Viktorijoje“. Naujoji ju redakcija,
uzsakovams i§ Tolimyjy Ryty ir Uzbekistano pageidaujant, vél buvo iSversta | rusy kalba, o lietuviskoji
redakcija buvo ir dabar tebéra taikoma buvusiy VU Maf studenty R. ir R. Sabrinsky ikurtoje UAB
,Digrija“. Statistikos departamento vadovybés praSymu §ie metodiniai nurodymai (kartu su jau minétaja
kita metodine priemone [16]) buvo perduoti ir Statistinés informacinés sistemos (SIS) projektuotojams,
taCiau Statistikos departamente jais (pilna ju apimtimi) praktiSkai vis dar nesinaudojama ir dél Sios
priezasties departamento ir jo skyriy vadovai bei darbuotojai praktiskai vis dar beveik nedalyvauja jiems
projektuojamos ir diegiamos informacinés sistemos kiirime.

Norédamas konkreciai supazindinti studentus — buisimuosius sudétingy informaciniy sistemu
projektuotojus bei tokiy sistemy diegimo ir tobulinimo procesy dalyvius — su tokiy sistemy darbuotoju
veiklos normatyviniy modeliy projektavimu ir sistemiskumo bei sistematiskumo principy taikymu darby
organizavime, 1.4.13.1. skyrelyje pateikiu tos ty metodiniy nurodymy redakcijos, kuria dabar naudojasi
UAB ,,Digrija“, kopija.

Kartu pridedu (2iﬁr.1.4vl.13.2. skyrelj) ir PP (pareigybés paso) pavyzdij, pasiskolinta i§ UAB
,Digrija“, jos vadovui p. R. Sabrinskui ir §io PP autorei — tos UAB ekonomistei — deklarantei
p. R. Irzékevicienei — maloniai leidus tai padaryti.

Norétysi pazyméti, kad UAB ,,Digrija® susikiirimo ir jos darbuotoju PP atsiradimo istorija irgi
yra Siek tiek surista ir su Siy eiluciy autoriumi bei jo skaitomais kursais VU Matematikos fakultete.

" Apie valdymo ir savivaldos sistemuy kiirima ,,;nuo apacios* skaitytojas gali suZinoti paskaites $ios mokymo
priemongés 1.8.6.2. ir 1.16.4.4. skyrelius bei $iy eilu¢iy autoriaus atsiminimus ir straipsnius, pateiktus internetiniame
tinklalapyje adresu http./www.mif-vu.lt/~sukys.
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Pries keliolika mety VU Maf Taikomosios matematikos katedra, kurioje teko dirbti ir man,
sugrizus i§ tremties, bendradarbiavo su Kauno ir Siauliy televizoriy gamyklomis, o taip pat su Panevézio
,Ekrano® ir Vilniaus ,,Vingio“ gamyklomis televizoriy kokybés bei ju patikimumo didinimo ir AVS
diegimo srityse.

Siauliy gamyklos ,,Tauras“ vadovy uzsakymu miisy katedra paruo$é studentus R. ir
R. Sabrinskus tos gamyklos AVS skyriui kaip sisteminius projektuotojus. Tagiau miisy buvusiems
studentams neteko ilgai dirbti ,,Tauro“ AVS skyriuje, nes, pereinant | rinkos ekonomika, ,,Tauro
gamykla sunyko, ir AVS skyriaus darbuotojams teko ieskotis kity pragyvenimo $altiniy.

R. ir R. Sabrinskai sukiiré savo UAB, kurioje nutaré diegti progresyvius darbo ir valdymo
metodus, kuriuos jie buvo studijave miisy universitete. Kad $is darbas vykty sparciau ir kvalifikuoc¢iau,
UAB ,,Digrija“ vadovai pakvieté i talka buvusi savo déstytoja — iy eilu¢iy autoriy — ir jo studentus.

Man labai malonu, kad UAB ,,Digrijai“ neblogai sekasi, kad ji stipriai iSaugo ir turi savo
filialus visuose didesniuose Lietuvos miestuose, o taip pat Baltarusijoje, Ukrainoje, Kaliningrado srityje.

Dar labiau malonu, kad progresyviis darbo ir valdymo metodai save pateisina ir kad UAB
,.Digrija“ palaiko labai glaudzius rysius su Vilniaus Universitetu, o taip pat kad p. p. R. ir R. Sabrinskai
stengiasi padéti savo Alma Mater bei jos darbuotojams (tame tarpe ir Siy eiluciy autoriui), uz ka
Matematikos fakultetas yra dékingas savo buvusiems auklétiniams. Tik labai gaila, kad i§ VU MAF
(dabar jau MIF) katedry saraSo dingo Taikomosios matematikos katedros pavadinimas. Buvusioji
Taikomosios matematikos katedra buvo pervadinta | Matematinés statistikos katedra, kuri atitikdama
nauja savo pavadinima, stengiasi siauriau specializuotis. Zinoma, VU MIF reikia ir Matematinés
statistikos katedros, ta¢iau jam reikty ir Taikomosios matematikos, ir Matematinés sistemotyros katedry.
O gal tai turéty biiti (bent jau kol kas) viena jungtiné katedra? Juk Kauno TU jau turi matematinés
sistemotyros katedra. Yra sistemotyros katedra ir Klaipédos universitete, o uzsienyje egzistuoja ne tik
sistemotyros (sistemologijos) katedros, bet ir fakultetai. Ir net atskiri moksliniai sisteminiy tyrimuy
institutai. Ar Lietuvai ir VU tai neaktualu? Nesaky¢iau, kad VU MIF Matematinés statistikos katedros
darbuotojai nepakankamai ar blogai dirbo su Kauno ,,Banga“, Panevézio ,,Ekranu‘ ar Vilniaus ,,Vingiu®.
Dirbo net labai gerai ir pasieké puikiy rezultaty produkcijos kokybés, jos patikimumo gerinime. Taciau
vien tik to neuzteko, kad Sios Lietuvai labai reikalingos imonés sugebéty issilaikyti negailestingoje
konkurencinéje kovoje. Pritriko kaip tik sisteminio matymo ir sisteminio mastymo, pritriko
supratimo, kad vien tik geros kokybés ir pigios darbo jégos faktoriy nepakaks, kad biitina pereiti
prie naujausiy technologijy, investuojant | ju diegima ne tik jmoniy bet ir valstybés lésas.
Sistemiskai mastant, buvo galima ir buvo privalu numatyti, kad Lietuvoje darbo jégos kaina negali ilga
laika iSlikti mazesné negu Siltose Pietu Azijos ar Afrikos Salyse, kuriose Zmogaus pragyvenimo (ir
iSgyvenimo) islaidos Zymiai mazesnés, kad misy S$alis gali (ir jai tai naudinga) konkuruoti tik
gamindama produkcija, kurios gamybai reikia aukstos kvalifikacijos darbuotojy. Sito nesugeba (ar
nenori) suprasti ne tik misy Salies verslininkai, bet ir Lietuvos vyriausybés, pradedant nuo
nepriklausomybés atkiirimo laiky (zifir. Sios mokymosi priemonés 1.14.12.2.1. skyrelj). Tai rodo
sisteminio mastymo ir atsakomybés stoka miisy valstybéje. Ar nederéty apie tai pamastyti ir miisy
universitety vadovybéms? Juk galy gale ir universitetai yra atsakingi uZz savo Salies pilieciy
mastymo lygj.

Noréc¢iau pazymeti, kad, kurdama savo PP, p. R. Irzékeviciené (ir ne tik ji, bet ir dauguma UAB
,Digrija“ darbuotoju) ne ,,aklai“ naudojosi 1.4.13.1. skyrelyje pateiktais metodiniais nurodymas, o
kiirybiskai juos pritaiké, sukurdama originaly funkcijy vykdymo technologijos aprasymo buda ir net
savotiska sistema. Si sistema jai leido gana kompaktikai aprasyti sudétingas ekonomistés — deklarantés
funkcijas ir yra patogi ty funkcijy tolimesniam tobulinimui ir kompiuterizavimui. Zinoma, net nuo tokio
PP dar toli iki matematinio pareigybés modelio, taciau praktiniam naudojimui pilnai pakanka tokio
informacinio normatyvinio modelio verbalingje formoje, koks pateiktas 1.4.13.2. skyrelyje bei jau
minétuose studenty sudarytuose PP pavyzdziuose.

1.4.13.1. Pareigybés paso (PP) (pareigybés instrukcijos (Pl))
projektavimo metodiniai nurodymai

1. PP paskirtis

PP — tai normatyvinis dokumentas, charakterizuojantis atitinkama pareigybg, jos vieta ir
vaidmen] organizacijoje, jos funkcijas ir teises, tai pareigybei keliamus reikalavimus, jos atsakomybe,
jos santykius su kitomis pareigybémis, ta informacija, kuria pareigiinas gauna, su kuria dirba ir kuria
teikia kitiems pareiginams bei organizacijoms.
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2. PP sudétinés dalys

I PP sudétj jeina Sie skyriai:
1) Bendroji dalis
2) Tikslai
3) Funkcijos
4) Informacija
5) Teisés
6) Atsakomybé
7) Priedai (ju pavadinimai iSvardijami konkretaus PP sudéties turinyje)

3. PP sudétiniy daliy turinys
3.1. Bendrosios dalies turinys

Bendroje dalyje apraSoma pareigybés vieta ir vaidmuo organizacijoje, nurodomos pagrindinés
veiklos kryptys, apibréziami pavaldumo, pavadavimo ir atsiskaitomybés santykiai, iSdéstomi tie
reikalavimai (i$silavinimo, patirties, charakterio, moraliniy bei fiziniy savybiu ir t.t.), kuriuos turi
tenkinti asmuo, pretenduojantis | ta pareigybe, nusakomos priémimo, darbo (darbo dienos ir darbo
savaités trukmé, atostogy trukmé, ju suteikimo ypatumai ir pan.) bei darbo apmokéjimo, jo efektyvumo
skatinimo (alga, premijos) ir atleidimo i§ pareigy salygos.

3.2. Tiksly skyriaus turinys

Tiksly skyriuje iSvardinami visi tikslai, kuriy turi siekti pareiglinas, ir nurodomos visos jo
veiklos organizacijoje kryptys.

Pareigiiny tikslai ir veiklos kryptys turi iSplaukti i§ visos organizacijos ir to jos padalinio,
kuriam priklauso pareigtnas, tiksly ir veiklos krypéiy ir savo visumoje (turint omenyje visus to
padalinio bei visos organizacijos pareigiinus) turi uztikrinti padalinio bei visos organizacijos tiksluy
pasiekima ir visos veiklos sékminga vykdyma.

Nustatant organizacijos, jos padaliniy ir atskiry pareigiiny tikslus, reikia atsizvelgti { tai, kad
tikslai gali buti dvieju tipu:

a) tikslai, uztikrinantys sékmingg (efektyvy) ir stabily organizacijos funkcionavima dabar;

b) tikslai, nukreipti | ateiti, 1 organizacijos vystymasi besikei¢ianCiose aplinkybése, jos
sudéties, jos struktiiros ir jos veiklos tobulinima, pareigiino kvalifikacijos kélima.

Dauguma zemutinio lygio pareigiiny tiksly turi priklausyti tipui ,,a“, o tipui ,,b* gali priklausyti
tik nuosavos veiklos (funkcijy vykdymo technologijos) tobulinimo bei savo kvalifikacijos kélimo tikslai.

Kuo aukstesniam organizacijos valdymo eSelonui priklauso pareigiinas, tuo didesng jo tiksly
dalj turi sudaryti ,,b* tipo tikslai. Aukstesniyju eSelony pareigiinai, sudarydami savo tiksly ir funkciju
sarasus, privalo vadovautis principu: jei kokj nors tiksla gali pasiekti ir kokia nors funkcija gali
ivykdyti (kokj nors darba gali padaryti) mano pavaldiniai be manes, tai tikslinga ta tiksla ir ta
funkcija palikti pavaldiniams, o pacdiam imtis sudétingesniy tiksly siekimo ir sudétingesniy
funkcijy vykdymo.

Gana daznai jauni nepatyre vadovai daro klaida, bandydami beveik viska aprépti vieni patys ir
per mazai funkciju, teisiy ir atsakomybés deleguodami savo pavaldiniams, palikdami jiems per mazai
savarankiSkumo. Reikia stengtis nepadaryti tos nepatyrusiy vadovy klaidos, nustatant pareigybiy tikslus,
veiklos kryptis ir funkcijas. Kuo daugiau funkcijuy, teisiy ir atsakomybés bus patikéta organizacijos ir jos
valdymo sistemos zemesniyjy eSelony atstovams, tuo aktyvesné, atsakingesné ir efektyvesné bus ty
eSelony veikla.

3.3. Funkcijy skyriaus turinys

Siame skyriuje i§vardinamos ir apraomos visos funkcijos, i$plaukiancios i§ pareigybés vietos
ir vaidmens organizacijoje, jos tiksly ir veiklos krypciy, t.y. atsakoma { klausima, ka pareigiinas
privalo daryti.

Pareigybés funkciju sarasas turi uztikrinti visy pareigiino tiksly, iSvardinty antrajame PP
skyriuje, pasiekima, ir jame neturéty buti funkciju, nereikalingy né vienam tiksly, iSvardinty skyrelyje
,Tikslai“. Sio reikalavimo netenkinimas rodo, jog tas pareigybés pasas buvo sudarytas dar
nepakankamai atsakingai, nepakankamai sistemiskai ir jog tuos saraSus dar reikia derinti.

Priklausomai nuo tiksly, kuriy sickiama vykdant ta ar kita funkcija, ir nuo funkcijos vykdymo
procesa sudaranciy procediiry apibréztumo lygio pareiginy funkcijos gali biti skirstomos {
reglamentuotas (,,rutinines®) ir nereglamentuotas (,,klirybines®).

Reglamentuotos funkcijos — tai tokios funkcijos, kurios vykdomos siekiant ,,a“ tipo tiksly ir
kuriy vykdymo procesai susideda i§ taip vadinamy ,rutininiy® procediiry, t.y. procediiry, turinciy
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nusistovéjusius (ir tapusius standartiniais ar beveik standartiniais) algoritmus, kuriuos galima
pakankamai pilnai ir vienareikSmiskai apraSyti.

Nereglamentuotos funkcijos — tai tokios funkcijos, kurios vykdomos siekiant ,,b tipo tiksly ir
kuriy vykdymo procesy sudétis nustatoma kiekvienam planuojamam periodui ,,individualiai, sudarant
,,b tipo tiksly pasiekimo planus.

Reglamentuoty funkciju vykdymo algoritmai turi buti aprasyti specialiame PP ,Priedy”
skyriuje, o PP funkcijuy skyriuje (3—jame PP skyriuje), i$vardinant funkcijas, turi biti duotos tik
nuorodos | tuos ,Priedus”, kuriuose pateikiama reglamentuotos funkcijos technologiné ir planiné
normatyviné organizaciné dokumentacija (TNOD ir PNOD), nurodanti, kaip ir kada pareigiinas
privalo ta funkcija vykdyti.

TNOD nevarzo pareiglino kiirybinés iniciatyvos ir nusako tik Zemutin¢ reglamentuoty
funkcijy vykdymo kokybés riba: pareigiinas privalo vykdyti savo funkcijas ne blogiau negu nurodyta
technologinéje NOD, taciau jis gali sifilyti tos TNOD patobulinimus. Tokiu biidu TNOD tampa veiklos
tobulinimo ir patirties kaupimo instrumentu. Todél TNOD turéjimas labai praveréia, keiCiantis
pareigiiny kartoms ir apmokant naujai priimtus nepatyrusius pareigiinus bei priimant | darba naujus
pareiglinus.

Nereglamentuotoms funkcijoms TNOD nesudarin¢jama. Tokiy funkcijy vykdymo procesai
apraSomi tik ty funkcijy tiksly pasiekimo plany lygyje. Tokie planai gaunami dekomponuojant
pagrindinius ,,b“ tipo tikslus | smulkesnius potikslius, jvertinant ty potiksliy pasiekimo sanaudas ir
paprocesiu trukmg bei nustatant potiksliy pasiekimo direktyvinius terminus.

Nereglamentuoty funkciju vykdymo planai, numatantys, kokie darbai bus atlikti einamaisiais
metais, einamajame ketvirtyje, einamajame ménesyje, einamaja savait¢ bei ateinancia diena, taip pat turi
buti pateikti PP ,,Priedy” skyriuje (popieriuje arba kompiuteryje, nes pats PP gali biti irasytas i
kompiuterj ir saugomas jame), o funkcijy skyriuje pakanka tik funkciju iSvardijimo ir nuorody i
atitinkamus priedus.

Paskirstant funkcijas pareigiinams ir aprasant kiekvienos pareigybés funkcijas bei sudarant
reglamentuoty funkciju TNOD ir nereglamentuoty funkciju vykdymo planus, bitina laikytis
reikalavimy, iSdéstyty Siuose organizaciniuose valdymo sistemy projektavimo principuose:

1) ,,Valdymo funkcijy, valdymo personalo teisiy ir atsakomybés apibréZtumo
(vienareik$miskumo) principas®,

2) ,,Valdymo funkcijy paskirstymo vienaadresisSkumo principas®,

3) ,,Funkcinés atsiskaitomybés ir personalinio pavaldumo vienaadresiskumo principas®,

4) ,,Valdymo sistemos mazguy galingumo ir ju vykdomuy funkciju apimties (darbo imlumo)
atitikimo principas®,

5) ,,Valdymo funkcijy grupavimo ir ju priskyrimo valdymo sistemos mazgams principas®,

6) ,,Valdymo funkciju ivykdymo kriterijy ir to ivykdymo kokybés rodikliy reglamentavimo
principas®,

7) ,,Valdymo funkcijy (pareigu), teisiy bei atsakomybés atitikimo principas®,

8) ,,Rutininiy valdymo darby technologijos inzinerinio projektavimo, reglamentavimo ir
dokumentavimo principas®

9) ,,Rutininiy valdymo darby automatizavimo principas‘

10) ,,Atsakomybés formy ir atsakomybés dydzio intervaly apriorinio reglamentavimo ir
dokumentinio fiksavimo principas®,

11),,Valdymo darby agregavimo | kompleksus principas®,

12) . Kirybiniy darby technologijos tobulinimo principas®.”

3.4. Informacijos skyriaus turinys

Siame skyriuje aprasoma:

1) kokia informacija reikalinga iSvardinty treCiajame PP skyriuje funkciju vykdymui,

2) kokia informacija ty vykdymo metu atsiranda,

3) i$ kur ir kokiame reZime (reglamentuotame, signaliniame ar uzklausy reZime) gaunama
funkcijy vykdymui reikalinga informacija,

4) kam, kada ir kokiame reZime pareigiinas privalo perduoti informacija, uz kurios
savalaiki parengima ir jos kokybg atsako,

" _ Visi Sie ir eilé kitu principy aprasyti knygeléje: A. Sukys. Pirmosios kartos JAVS neefektyvumo prieZastys.
Antrosios kartos [AVS projektavimo principai. Sioje knygeléje ankséiau i§vardintieji principai pazyméti numeriais:
3.4.6-3.49, 3.4.11-3.4.18. Visy $iy principy formuluotes ir i§ ju iSplaukiancias rekomendacijas galima rasti ir
autoriaus tinklalapyje adresu http./www.mif-vu.lt/~sukys.
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5) kokia informacija kaupia bei susikuria pareigiinas pats sau, norédamas padidinti savo
darbo efektyvuma bei pagerinti darbo rezultaty kokybe, t. y., kokius zurnalus, kartotekas, tvarkaras¢ius,
bloknotus ar kitus panaSius dokumentus pildo pareigiinas ir susikuria nuosavus duomeny ar Ziniy"
bankus savo paties reikméms.

Informacijos apdorojimo algoritmai bei reikalingos pirminés informacijos surinkimo
technologija turi buiti apraSyti jau minétoje funkciju vykdymo technologinéje NOD, pridedamoje
septintame PP skyriuje (kaip PP priedai), todél Siame — ketvirtame — PP skyriuje tie algoritmai ir
technologijos neaprasSinéjami, o apsiribojama tik nuorodomis | atitinkamus jau minétus PP priedus.

Projektuojant pareigiiny informacinio apriipinimo sistema, rekomenduojama vadovautis
atitinkamais JAVS antrosios kartos projektavimo principais.”

PP prieduose turi biti pateikti rekomenduojamy dokumenty bei kity informaciniy pranesimy
formy ir jy pildymo pavyzdziai ir turi biiti apraSytos ty praneSimy (dokumenty) parengimo ir
panaudojimo technologijos, o Siame—ketvirtame—PP skyriuje, aprasant informacinius procesus, kuriuose
dalyvauja pareigiinas, vykdydamas savo funkcijas, turi buti apsiribojama tik nuorodomis i atitinkamus
PP priedus.

Reikia stengtis visur, kur galima ir apsimoka, informacinius procesus automatizuoti, ir i tai
butina atsizvelgti, sudarant PP projektus.

3.5. Teisiy skyriaus turinys

Siame skyriuje i§vardinamos ir apra$omos visos tos teisés, kurios reikalingos pareigybés
funkcijy vykdymuli, o taip pat i§ pareigybeés statuso iSplaukiancios pareigiino socialinés teisés.

Projektuojant §i PP skyriy, biitina vadovautis $iais (jau minétais) principais:

1) ,,Valdymo funkcijy, valdymo personalo teisiy ir atsakomybés apibréZtumo
(vienareik$miskumo) principas‘;

2) ,,Valdymo funkcijy (pareigy) ir pareigliny teisiy bei atsakomybés atitikimo principas®.

Pagrindiniai reikalavimai, kuriuos turi tenkinti §is PP skyrius, yra tokie:

1) teisés turi baiti apraSytos tikrai vienareikSmiskai, kad negaléty kilti gincy dél nevienodo
ju supratimo;

2) kiekvienam pareigiinui turi biiti duota tiek teisiy, jog jy pilnai pakakty visy pareigiino
funkcijy vykdymui, tadiau ty teisiy neturi bati per daug, t.y. neturi biiti sudaryta galimybé
pareiglinui piktnaudZziauti savo teisémis.

Tikslinga, kad, sudarant §i PP skyriy, biity konsultuojamasi su juristu.

3.6. Atsakomybés skyriaus turinys

Sio PP skyriaus tikslas — tiksliai apra$yti, uz ka (uz kokius objektus ar darbus), kokia forma ir
kokiose ribose asmuo, uzimantis $ia pareigybe, atsako ir kam uz tai atsiskaito.

Labai daznai $is PP skyrius turi trikuma, pasireiSkianti tuo, kad Siame skyriuje konkrec¢iai
nenurodomos atsakomybés formos ir atsakomybés dydzio intervalai, o apsiribojama tik
atsakomybés objekty bei darby nurodymu.

Todél, sudarant §i PP skyriy, biitina vadovautis jau minétu , Atsakomybés formy ir
atsakomybés dydZio intervaly apriorinio reglamentavimo ir dokumentinio fiksavimo principu*.

Zinoma, $io principo reikalavimy tenkinimas reikalauja daug kruopstaus darbo ir net keliy $io
skyriaus projektavimo iteraciju, kol galy gale surandami racionaliis atsakomybés dydzio intervalai,
taiau tas didelis darbas ilgainiui Simteriopai atsiperka, nes jis, i§ anksto ir apgalvotai
reglamentuodamas atsakomybg, pastoviai duoda didel¢ nauda ir pareigiinui, ir jo vadovui, ir visai
organizacijai. Jei minéty reikalavimy nesilaikoma, tai §is PP skyrius tampa beveik neinformatyvus ir
beveik netenka prasmés, nes atsakomybé lieka tik zodiné (ir, galbat, moraliné), be to ir ta pati beveik
neapibrézta. O tai reiskia, jog lieka beveik nepanaudota labai svarbi darbo efektyvumo skatinimo ir
jo kokybés gerinimo priemoné, neuzZkertamas Kkelias galimiems piktnaudziavimams ir i§
pareigiino, ir jo vadovy pusés.

3.7. PP priedy turinys

PP priedus sudaro:

7.1) pareigiino vykdomy reglamentuoty funkciju MTK ir OK bei OI;
7.2) pareigino nereglamentuoty funkcijy vykdymo planai;

7.3) pareigitino darbo grafikas — tvarkarastis (Time Manager);

* — Apie duomeny ir Ziniy bankus Zidr. 1.16.33. §ios mokymo priemonés skyrelj.
** _ Ziiir. jau minétos A. Sukio knygelés 3.5. skyriaus principus, pazymétus numeriais 3.5.1-3.5.16.
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7.4) pareigiino gaunamy, papildomy bei iSduodamy dokumenty (spausdinamy, raSytiniy,
gaunamy displéjy ekranuose) formy ir ju pildymo pavyzdziai bei aprasymai;

7.5) darbo automatizuotoje darbo vietoje (ADV) scenarijai ir instrukcijos (jei pareiginas turi
ADV ar ruosiasi ja turéti);

7.6) PP papildymy bei pakeitimy lentelé;

7.7) ivairios pastabos, santrumpy paaiskinimai ir pan.

4. PP priedy parengimo instrukcija

MTK - marsrutinés technologinés kortelés — sudaromos sudétingoms reglamentuotoms
funkcijoms, t.y. funkcijoms, susidedancioms i§ keliy reglamentuoty elementariy funkcijy (operaciju),
vykdomy skirtingy vykdytoju skirtingose darbo vietose skirtingu darbo laiku. MTK todél ir vadinamas
MTK, kad jos apraso sudétingos funkcijos vykdymo marsrutg.

OK - operacinés kortelés — sudaromos reglamentuotoms elementarioms funkcijoms, kurias
vykdo vienas (paprastas ar kompleksinis) vykdytojas vienoje darbo vietoje kaip nepertraukiama keliu
standartiniy veiksmu seka ar viena nepertraukiama veiksma. OK apraso reglamentuotos operacijos
vykdymo algoritma, t. y. apraso, kaip turéty buiti vykdoma ta operacija, ir atsako i klausimus: a) i$
kokiy standartiniy veiksmy ta operacija susideda; b) kokia vidutiné kiekvieno veiksmo ir visos
operacijos trukme; c¢) kokia informacija ir kokios priemonés reikalingos operacijos vykdymui; d) i§ kur
ta informacija gaunama; e) kokia informacija atsiranda operacijos vykdymo metu; f) kur ji panaudojama
bei kam perduodama.

OK sudaromos tais atvejais, kai atsakymus i auks$¢iau iSvardytus klausimus ir visa operacijos
vykdymo algoritmo apraS§yma jmanoma ir patogu pateikti standartinéje formoje — standarting struktiira
turincioje lenteléje (zitr.1 pav.).

OPERACIJOS PAVADINIMAS
OK KODAS
Veiksmy Gaminama Vidutine
Eil. | pavadinimai ir | Reikalingos | Reikalinga | I8 kur ji | informacija Kam ji K
Nr. | aprasymai priemonés | informacija | ateina bei kita perduodama verksmo
2o .. trukmé
(algoritmai) produkcija
1.
2.
n | | | |
Visos operacijos vidutiné trukme

1 pav.

Tais atvejais, kai reglamentuotos operacijos vykdymo algoritmo apraSyma pateikti standartine
forma neimanoma arba netikslinga (pavyzdziui, kai tame algoritme yra ne tik vykdymo, bet ir loginiai
blokai, ir algoritmo blokiné schema ,,Sakojasi®), tas apraSymas pateikiamas laisva forma (laisvu tekstu,
blokinémis schemomis, formulémis, pieSiniais ir pan.) ir vadinamas OI — operacine instrukcija. OI —
tai OK, pateikta ne standartine, o laisva forma.

MTK apraso sudétingy funkcijy vykdymo procesa operacijy, apra§yty OK arba OI,
lygyje ir atsako | klausimus: a) i§ kokiy operacijy susideda sudétinga funkcija; b) kokia eilés
tvarka, kas ir kur vykdo tas operacijas; c) kokia vidutiné kiekvienos operacijos trukmé ir koks
bendras visos sudétingos funkcijos vidutinis darbo imlumas. Sudarant MTK, galima naudotis
standartine forma, parodyta 2 pav.

FUNKCIJOS PAVADINIMAS
MTK KODAS
Eil. | Operacijos | OK arba OI | Padalinys, kuriame Op cracijos Vidutiné operacijos
.. .. vykdytojas .
Nr. | pavadinimas kodas vykdoma operacija T trukmé
(pareigybé)
1.
2.
n_| | | | |
Vidutinis pilnas sudétingos funkcijos darbo imlumas

2 pav.
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I PP ,,Prieda” patalpinamos tik tokiy sudétingy reglamentuoty funkciju MTK, kuriy sudétyje
yra nors viena (gali biiti ir daugiau) operacija, vykdoma to pareigiino, kurio pareigybei sudaromas PP.
Visuy tokiy operaciju OK arba OI taip pat patalpinamos i PP ,,Prieda“.

Nereglamentuotoms funkcijoms, kaip jau buvo minéta, MTK, OK bei Ol nesudariné¢jamos,
kadangi tokiu funkcijy turinys néra pastovus.

Tokioms funkcijoms periodiskai sudarinéjami einamujy darby, sudaran¢iy einamuoju momentu
ty funkcijy turini, vykdymo planai: metiniai (ketviriais), einamojo ketviréio (ménesiais), einamojo
ménesio (savaitémis), einamosios savaités (dienomis), ateinandios darbo dienos (valandomis ir
minutémis). Metiniai, Ketvirtiniai ir ménesiniai nereglamentuoty funkcijuy vykdymo planai
derinami su pareigiino tiesioginiu vadovu ir po jo patvirtinimo tampa PP priedais, kurie
atitinkamais laiko tarpais kei¢iami naujais, senuosius perduodant { archyva. Siais planais ir
reglamentuoty funkcijy apraSymais vadovaudamasis pareigiinas susidaro nuosavam naudojimui
savaitinius ir darbo dienos planus, o taip pat ir grafikus — tvarkarascius (Time Manager). |
savaitinius ir darbo dienos grafikus — tvarkarasCius jtraukiami ir reglamentuoti, ir nereglamentuoti
darbai. Naudojantis statistiniais ir ekspertiniais metodais jvertinamos vidutinés laiko sanaudos
atsitiktiniams darbams, nenumatytiems reglamente bei planuose ir, sudarant tvarkarasti, paliekami
atitinkami laiko rezervai tokiems atsitiktiniams darbams. Tai padaryti reikalinga, kad gautume atspary
ivairiems atsitiktinumams tvarkarastj, kuri pazeisti buty galima tik nelaimingy atsitikimy atveju.
Tvarkara$Cio atsparumo didinimui gali pasitarnauti ir racionalus reglamentuoty ir nereglamentuoty
darby ir darbo laiko rezervy iSdéstymas laike. Jei kuria dieng nenumatyty darby neatsiranda, tai laisvi
laiko rezervai panaudojami nereglamentuoty darby, numatyty einamosios savaités bei einamojo ménesio
planuose, vykdymui. Grafiky — tvarkaras¢iy sudarymas pradedamas nuo virSaus: pradzioje
sudaromi organizacijos ir jos vadovy darbo grafikai — tvarkara$¢iai, po to — organizacijos pirmojo lygio
padaliniy ir ju vadovy grafikai — tvarkarasciai ir t. t. iki eiliniy administracijos darbuotoju darbo grafiky
— tvarkarasciy. Tokiu biidu gaunama suderinta visos organizacijos darbuotojy tvarkaras¢iy sistema,
leidzianti zymiai padidinti darbo laiko panaudojimo efektyvuma ir darbo organizuotuma.

Pareigiino darbo planus ir jo grafika — tvarkaraStj galima sujungti { viena kintamo turinio
dokumenta, kurio vienos i§ galimy formy pavyzdys parodytas 3 pav.

PAREIGONO DARBO TVARKARASTIS IR DARBO PLANAI
Darbo dienos| Darby pavadinimai ir neregla- | Savaitiniai | Ménesiniai |[Ketvir¢iy| Metiniai | Epizodiniai darbai
laikas mentuoty darby turinys (kodai) | planai planai planai darbai (pagal butinuma)
(val., min)
Pirmadienis| ... | Penktadienis
9:00-9:07
9:07-9:13
3 pav.

Jei pareiglinas turi personaling ADV, tai savo darbo grafika — tvarkarasti (Time Manager) ir
darbo planus jis gali laikyti kompiuterio atmintyje ir naudotis jais reglamentiniame (iSvedant {
kompiuterio ekrana arba spausdinant spausdintuvu kiekvienos darbo dienos pradzioje ir pabaigoje),
uzklausy (pavyzdziui, norédamas perzitiréti, kur galéty iterpti atsitiktinai atsiradusi epizodini darba) ir
signaliniame (kai, pavyzdziui, kompiuteris signalizuoja darbuotojui apie tai, | ka jis privaléty atkreipti
démesi) reZimuose.

Tais atvejais, kai pareigiinas neturi personalinés ADV, pareigiino darbo grafikas — tvarkarastis
ir darbo planai raSomi specialiuose blankuose(,,popierinis ,,Time Manager* variantas) ar Siaip popieriuje
ir pridedami prie PP kaip periodiskai kei¢iamas jo priedas.

Sudarant pareigtino technologing ir planing NOD, rekomenduotina vadovautis jau minétaja
A.Sukio knygele [15] ir joje iSdéstytais principais bei technologinés ir planinés NOD pavyzdziais,
pateiktais knygoje [17], o taip pat Cia pateiktame PP pavyzdyje (257270 p.p.).

Funkciju vykdymo technologijos aprasymai turi buti pakankamai pilni ir detalds, kad
programuotojai, naudodamiesi net vien tik jais, sugebéty kurti algoritmus ir programas,
reikalingas ty funkcijy automatizavimui, o naujai priimti { tas pareigas, kurioms skirti PP, darbuotojai,
pastudijavg PP teksta, galéty pradéti iskart teisingai (nors pradzioje galbiit ir léCiau negu reikéty)
vykdyti savo funkcijas.

Pareigtinui, planuojant savo darba, tikslinga einamyjy mety plana sudaryti ketvirciais,
artimiausiam ketviréiui — ménesiais, artimiausiam ménesiui — savaitémis, artimiausiai savaitei —
dienomis, o artimiausiai dienai sudaryti savo darbo grafika jau valandomis ir minutémis, iSskiriant
grieZtai reglamentuota darbo laika reglamentuotiems darbams ir tam tikrus laiko tarpus tarp
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reglamentuoty darby — nereglamentuotiems ir atsitiktiniams darbams, kuriy ir kuriy trukmiy i§
anksto numatyti nebuvo galima, taiau statistiSkai {vertinti visiems atsitiktiniams darbams reikalingo
laiko vidurkj vis délto jmanoma ir todél imanoma apytikriai prognozuoti biisimo darbo trukmeg.

Jei AVS ar AIS projekte tai pareigybei numatoma personaliné ar profesionaliné ADV, tai PP
priede 7.3. reikia aprasyti, kaip ta ADV bus naudojama. Ypatingai detaliai reikia apraSyti darba
uzklausy rezime, iSvardinant galimus uzklausimus ir apraSant ju tenkinimo scenarijus, kad
projektuotojai, zinodami apie tai, iS anksto paruoSty atitinkama programine jranga ir informacinj
banka.

Zinoma, reikia taip pat i¥§ anksto pranesti projektuotojams ir programuotojams apie tai,
kokia informacija pareigiinas pageidauty gauti signaliniame reZime ir kokie signaliniy rodikliy
nuokrypiai nuo jy normatyviniy reikSmiy turi inicijuoti signalinés informacijos atsiradima.

Prieduose galima pateikti ir kai kuriy PP pagrindinio teksto viety papildymus, paaiskinimus,
patikslinimus, kai kurias iSimtis i§ veikianciy taisykliy ir pan., kas Siaip galéty perkrauti pagrindini PP
teksta. Pagrindiniame PP tekste, naudojantis priedais, tuomet apsiribojama tik nuorodomis | tam tikrus
PP priedus, kuriu pavadinimy saraSas ir numeriai bei patys priedai turi buiti pateikti septintajame PP
skyriuje.

Kadangi, keiciantis salygoms, gali keistis pareiginy funkcijos, ju vykdymo technologija ir t. t.,
todél Siame PP skyriuje pridedama ir PP pakeitimy bei papildymy kortelé.

Keiciant PP, atitinkamoje PP vietoje jraSomas specialus pakeitimo zenklas, rodantis, jog §i PP
vieta jau pakeista, ir nuoroda i PP pakeitimy kortelg, kurioje galima rasti nauja tos PP vietos tekstq ir
data, nuo kurios tas pakeitimas jsigalioja.

Kai PP pakeitimy korteléje susirenka pakankamai daug pakeitimy, PP tekstas perraSomas i$
naujo. Taip atsiranda antroji, trecioji ir t. t., PP redakcijos.

Ilgainiui, kai nusistovi organizacijos struktlra ir joje vykdomu darbu technologija, PP
pakeitimy skaicius palaipsniui mazéja ir naujos PP redakcijos tampa gana retu reisSkiniu. Taciau tai
nereiskia, jog ilgainiui PP pradeda visai nebesikeisti. Jei taip {vyksta, reikia specialiai paanalizuoti, ar
organizacija ir jos struktiira nesustabaréjo, ar joje neprasidéjo stagnacija. Nors, Zinoma, PP stabilumas
gali reiksti ir tai, kad organizacijos struktiira ir vykdomy darby technologijos pasieké gana auksta
tobulumo lygi, kuris organizacija §iuo metu visiskai tenkina.

5. PP sudarymo, tvirtinimo ir keitimo tvarka

PP sudarymo procese galima isskirti keturis etapus.

Pirmajame etape pareigiino tiesioginis vadovas praneSa | atitinkamas pareigas paskirtam
pareiglinui apie jo pareigybés vieta ir vaidmenj organizacijoje, nurodo pagrindinius pareigiino veiklos
tikslus bei kryptis ir i$ to iSplaukiancias pagrindines pareigiino funkcijas, apibrézia pareigiino teises bei
atsakomybe ir duoda uzduotj, gerai susipazinus su $iai pareigybei budingos veiklos specifika, paruosti
pareigybés paso projekta.

Labai pageidautina, kad pareigiino tiesioginis vadovas, duodamas pareiginui $ig uzduoti,
pateikty pareigiinui savo PP kaip pavyzdi ir kaip orientyra, kuris padéty pareigiinui geriau matyti savo
vieta organizacijoje ir sudaryti kokybiska PP. Tai reiskia, jog tikslinga struktiirinés NOD
(organizacijos ir jos padaliniy nuostaty, pareigybiy pasu) sudaryma pradéti vykdyti ,,nuo vir§aus®,t. y.
nuo organizacijos vadovy. Bty gerai, kad pareigiinas gauty ir to padalinio, kuriame jis dirba,
nuostatus bei visos organizacijos jstatus ir struktiiring schema. Tai irgi labai padéty pareigiinui savo
veikla ir funkcijas geriau jkomponuoti { savo padalinio ir visos organizacijos veikla.

Antrajame etape pareigiinas, vadovaudamasis savo tiesioginio vadovo nurodymais, savo
darbo patirtimi bei savo vaidmens organizacijoje supratimu, o taip pat ir Siais metodiniais nurodymais,
sudaro savo PP projekta, aptaria ji su savo kolegomis padalinyje bei organizacijoje ir pateikia savo
tiesioginiam vadovui koregavimui ir tvirtinimui.

Treliajame etape pareigiino tiesioginis vadovas analizuoja pateikta projekta, aptaria ji su PP
projekta pateikusiu pareigiinu ir jo kolegomis, kuriuos tas projektas lie¢ia, iSsiaiSkina, ar visi to projekto
pasitilymai yra teisingi, racionaliis ir realizuojami bei realizuotini praktikoje, o po to, priklausomai nuo
analizés rezultaty, arba tvirtina ta projekta arba grazina ji pareiglinui su reikalavimais ir konkreciais
nurodymais, ka reikéty pakoreguoti ar i naujo parasyti.

Po korekcijos projektas vél perduodamas pareigiino tiesioginiam vadovui, kuris, i§analizaves
pataisyta projekta ir ji aptargs, arba ta projekta tvirtina, arba sprendzZia klausima apie pareigiino
atitikimg atitinkamoms pareigoms.

Kartais, kaip iSimtis, gali buti leidziama ir antroji PP projekto korekcija ir tik po to seka
projekto tvirtinimas arba pareigiino atleidimas i§ uzimamuy pareigu (tiksliau, jo nepriémimas | tas
pareigas).
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Jei pareigiinas mano, kad jo PP projektas nepriimamas ir nepatvirtinamas neteisingai dél
tendencingos ir neteisingos jo tiesioginio vadovo nuomonés apie pareigiing, jis turi teis¢ kreiptis i
aukstesng instancija, kuri privalo objektyviai i$spresti iSkilusj ginca.

Ketvirtasis etapas — tai PP jdiegimo, jo funkcionavimo ir tobulinimo etapas, kada kaupiama
patirtis ir PP pakeitimai, kurie registruojami pakeitimy lenteléje. Patys pakeitimai jsigalioja tik
pareigiino tiesioginiam vadovui leidus, o pakeitimy iniciatoriumi gali biti ir pats pareigiinas, ir
pareigiino vadovas, ir pareigiino kolegos. Kitaip tariant, PP pakeitimo idéjas gali silyti ir pats
pareiglinas, ir pareigiino vadovas, ir pareigiino kolegos, net ir pareiglino pavaldiniai, taciau ju
igyvendinimui reikalingas pareigiino vadovo ir paties pareigiino sutikimas, ju konsensusas.

Visi tokie pasitlymai apsvarstomi ir arba priimami, arba argumentuotai atmetami, jrodant tokiy
pakeitimy netikslinguma.

PP sudarymo, tvirtinimo ar keitimo metu, kilus nesutarimui tarp pareigiino ir jo tiesioginio
vadovo, arbitro vaidmenj atlieka pareigiino tiesioginio vadovo vadovas, o kilus konfliktui tarp
pareigiino ir jo pavaldinio ar pavaldiniy, arbitru biina pareigiino tiesioginis vadovas.

PP projektavimas ir idiegimas reikalauja i§ darbuotojo ir jo tiesioginio vadovo nemazy laiko
sanaudy. Taciau tos sanaudos keleriopai atsiperka, nes:

1) PP sudarymas padeda apibréziau ir racionaliau paskirstyti funkcijas organizacijoje,
sumazinti ,,balty démiy” ir pareigiiny funkciju ,,persidengimo* atvejy skaiciy ar net visai to iSvengti;

2) gerai apgalvotos ir organizacijos kolektyve suderintos skatinimo (premijavimo ir baudimo)
sistemos jdiegimas ir palaikymas, reguliariai ja tobulinant, didina darbuotojy suinteresuotuma savo
darbo rezultatais ir to darbo nasuma;

3) dél pirmame punkte nurodyty priezaséiy sumazéja nesusipratimuy ir konflikty tarp
darbuotoju skaiCius, o dél antrame punkte nurodytuy priezas¢iy padidéja skatinimo objektyvumas,
premiju ir nuobaudy pagristumas, o visa tai gerina psichologinj klimata organizacijoje, darbuotoju
tarpusavio santykius, o taip pat santykius tarp darbuotojy ir juy vadovy bei darbdaviy;

4) pareiginai, sudarydami savo PP, biina priversti sistemiskai apzvelgti savo darbg ir savo
vieta organizacijoje ir gana daZnai pastebi tai, kas turéty biti tobulintina; todél PP sudarymas ir
idiegimas stimuliuoja pareigiiny darbo nasumo didéjima ir darbo rezultaty kokybés geréjima;

5) PP su savo priedais (technologine NOD) tampa darby vykdymo technologijos
tobulinimo, pareigiiny darbo patirties kaupimo ir jos perdavimo kitiems darbuotojams bei kitoms
ju kartoms instrumentu;

6) PP gali buti panaudoti kaip naujai priimty pareigiiny apmokymo priemoné, o taip pat
kaip priemoné, padedanti tiems darbuotojams, kuriems tenka laikinai pavaduoti ta ar Kkitg
pareigiing (pavyzdziui, pareigiino ligos atveju ar jam i$éjus atostogy, iSvykus { komandiruotg ir pan.);

7) PP galima panaudoti kaip pagalbing priemong, parenkant kandidatus j ta ar Kita
pareigybe: pretenduojantiems | tokia pareigybg galima pasiilyti susipazinti su jos PP, iSskiriant 2—-3
dienas laiko, ir po to organizuoti pretendentams ,kvalifikacini egzaming“; egzamino metu galima
nesunkiai patikrinti pretendento kvalifikacija, jo atiduma, jo kiirybinius sugebéjimus ir Kitas
svarbias savybes;

8) toks pareigiiny parinkimo biidas naudingas ne tik darbdaviui, bet ir samdomam
darbuotojui: psichologiskai daug lengviau pacioje pradzZioje pasitikrinti savo sugebéjimus, negu po
to apvilti kitus, nusivilti savimi ir tapti atleistu i pareigy;

9) organizacijose, kuriose pareigiinai turi gerai suprojektuotus veikian¢ius PP ir technologing
NOD, daug lengviau diegti automatizuotas sistemas (AVS ir AIS): informacinés, programinés ir
techninés jrangos projektuotojai daug greiciau, pilniau ir tiksliau i$siaiSkina juos dominancius klausimus
ir sukuria {ranga, pilniau ir tiksliau atitinkancia vartotoju poreikius; tarp projektuotojy ir vartotojy
kyla daug maZiau nesusipratimy ir vienas kito kaltinimy; automatizuotos sistemos kokybé biina
zymiai auksStesné, o pati ta sistema sukuriama ir jdiegiama Zymiai grei¢iau ir uZ Zymiai mazZesne
kaina;

10) PP sudarymas ir tobulinimas gali ir turi biiti panaudotas kaip darbuotojy kvalifikacijos
kélimo ir jy atestavimo priemoné: jei darbuotojas nesugeba racionaliai suprojektuoti ir aprasyti savo
darbo, tai vargu, ar jis sugeba gerai tq darba vykdyti, nors, Zinoma, reikia nepamirsti ir to, kad ne visi
darbuotojai, sugebantys gerai parasyti, nori ir sugeba gerai dirbti; gery PP sudarymas yra bitina, taciau
dar nepakankama gero sudétingy funkciju vykdymo salyga, nes reikalinga dar ir gera darbo vertinimo ir
skatinimo sistema (kurios idiegimui taip pat reikalingi geri PP) bei pakankamai aukSta pareigiino
kvalifikacija ir jo atsakingumas;

11) PP sudarymas ir tobulinimas padeda sukurti ir jdiegti rutininiy darby darbo imlumeo ir
kitus organizacinius normatyvus: pradzioje darbuotojai, raSydami TNOD rutininiams darbams,
suskaido juos | elementarias operacijas ir ekspertiniu biidu jvertina ty operaciju ivykdymui reikalingas
sanaudas (tame tarpe — ir darbo laiko sanaudas); véliau, statistiSkai apdorojus darbuotojuy pateiktus
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ekspertinius jvertinimus, o kai kuriuos i§ ju dar ir patikrinus natiiraliais eksperimentais, sudaromi
statistiniai darbo sanauduy normatyvai, kuriais galima po to vadovautis, sudarant ir tobulinant nauja
TNOD ir naujus PP, planuojant nauju darby vykdyma, apskaiciuojant ju kaina;

12) Tai, kad pareigiinai neblina priversti besalygiSkai ir nuolankiai paklusti ,,i§ virSaus
nuleistoms® pareiginéms instrukcijoms, sudarytoms jiems patiems nedalyvaujant, o patys kuria sau PP,
kuriais po to vadovaujasi, atlikdami savo pareigas, Zymiai padidina pareigliny savigarbos jausma, ju
atsakinguma, iniciatyvuma ir savarankiSskuma, o tai tampa ypac svarbu susidiirus su kokia nors PP
nenumatyta situacija, kuriy atsiradimo tikimybé¢ visada islieka.

6. Literatura

Sudarant PP, tikslinga naudotis §ia literatiira:

1. A.Sukys. Pirmosios kartos JAVS neefektyvumo priezastys. Antrosios kartos [AVS
projektavimo ir diegimo principai. Vilnius: VU, 1987.

2. Aunapu F. F., Linkov A. S., Teres¢enko V. I, Sukys A. A., Avtomatizirovannyje sistemy
upravlenija predprijatijem i objedinenijem, pod red. d.e.n. V. I. Teres¢enko. Kiev: Technika, 1978
(rusu k.)

3. A.V.Kazakov. Metodiceskije ukazanija po razrabotke dolznostnych instrukcij dlia
sotrudnikov podrazdelenij predprijatij. Trudy Altaijskogo politechni¢eskogo instituta, vypusk 19.
Barnaul: Altaijskoje kniznoje izdatelstvo, 1972 (rusu k.)

1.4.13.2. Pareigybés paso pavyzdys

TURINYS
1. Bendroji dalis.
2. Tikslai.
3. Funkcijos.
4. Informacija.
5. Teisés.
6. Atsakomybeé.
7. Papildymai ir pakeitimai.
8. 1 priedas — funkcijy apraSymas.
9. 2 priedas — funkciju prioritetai.
10. 3 priedas — metinis planas.
11. 4 priedas — procediiry paaiskinimai.
12. 5 priedas — pareigybiy sutrumpinimai.
13. 6 priedas — dokumenty pavyzdziai.”

PAREIGYBES PASAS
1. BENDROJI DALIS

1.1. Skyrius (padalinys) — UAB ,,DIGRIJA*
1.2. Pilnas pareigybés pavadinimas — ekonomisté — deklaranté (DK2x*)
* Visi pareigybiu sutrumpinimai pateikiami 5 priede.
1.3. Si pareigybé pavaldi ir gauna jsakymus bei nurodymus i§ DK 1
1.4. Papildomus jpareigojimus gali gauti i$:
1.4.1.PV
1.4.2.GD
1.4.3. VF
Siy darbuotojy nurodymai vykdomi, jeigu jie nepriestarauja tiesioginio vadovo nurodymams.
1.5.Si pareigybé duoda jpareigojimus ir metodinius nurodymus DK3.
1.6. Sios pareigybés vykdytoja pavaduotoja DK3 (funkcijas 3.1., 3.2, 3.3., 3.4., 3.6.)
1.7. Sios pareigybés vykdytojas pavaduotoja DK 1 (funkcijas 3.1., 3.2., 3.3., 3.4., 3.5.), DK3 ir,
esant buitinybei, PV(funkcijas 3.7., 3.2, 3.11., 3.14.)
1.8. Pareigybés patvirtinimas:

' Dokumenty pavyzdziai ¢ia nepridedami, nes ty dokumenty gana daug (62) ir kai kurie i§ ju uZima net po du lapus.
Norintieji susipazinti su pilnu PP, turin¢iu ir Sestaji prieda, tai gali padaryti VU MIF Matematinés statistikos
katedroje.
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Patvirtinimo pareigose pozymiai Reikalavimai Faktiskai

1.8.1. ISsilavinimas Aukstasis Aukstasis
189, Specialybé Fkonomistass Maisto pramonés inZinierius —
ekonomistas
183, Minimalus dar.bo stazas pagal 2 metai 18 mety
specialybe
1.8.4. Rekomendacija Reikalinga Buvo reikalinga
1.8.5. Seimynin¢ padétis Neturi reikSmés IStekéjusi

* Kadangi pagrindiné firmos veiklos kryptis — prekyba maisto produktais, tai privalumas —
specialybé susijusi su maisto pramone.

1.9. Teisés atostogauti — 28d.

1.10. Atlyginimas — pagal susitarima.

1.11. Premijavimas:

Premijuy tipai Dydis Gavimo salygos
1.11.1. Uz metinius rezultatus Ne <500 It Pasibaigus metams
Uz papildomy uzduoc¢iy, nesusijusiy
1.11.2. su tiesioginémis funkcijomis, 10+100 1t Atlikus uzduoti
atlikima

Uz KNP kodo patvirtinima BD,

o
1.11.3. | leidziantj sutaupyti mokant muito, 3% nuo sutaupytos

Kas ménesij

akcizo, PVM mokescius SUMOos
1.11.4. ,proginés* Iki 500 1t 30, 40, 50 ir t. t. Jubiliejy proga
Inesti piniginius indélius ir gauti 2
1.11.5. kartus (ar daugiau) didesnes Pagal tuo metu Pagal tuo metu galiojancia tvarka

paliikanas negu banke nustatyta tvarka

Naudotis firmos paSalpomis ir
1.11.6. | lengvatomis vaiky gimimo, ligos,

Pagal tuo metu Pagal tuo metu galiojancia tvarka

artimyjy mirties atvejais nustatyta tvarka
1117, Nusipirkti ﬁrmos. pardlilodamas Neribotai Bet kuriame prekybos skyriuje
prekes urmine kaina darbo metu
Uz i8dirbta firmoje laika:
5 metai 5 MGL .
1.11.8. 10 mety 10 MGL Sukakus terminui
15 mety 15 MGL
2. TIKSLAI

2.1. Siekti, kad apiforminant importa ir eksporta nebiity padaromi nuostoliai firmai.

2.2. Siekti kuo palankesnémis salygomis (vadovaujantis vyriausybés nustatyta tvarka)
apiforminti importg ir eksporta.

2.3. Maksimaliai iSnaudoti kompiuterj ir kitas darbo naSuma didinancias priemones savo
funkcijy atlikimui.

2.4. Kelti savo kvalifikacija, priklausomai nuo funkcijy sudéties. *

+* Budai Siam tikslui pasiekti pateikiami 3 priede (3,4,5 punktai).
3. FUNKCIJOS*

3.1. Importo apiforminimas.

3.2. Eksporto ir iSmuitinimo apiforminimas.

3.3. Sertifikaty atrinkimas prekiy realizavimo leidimams gauti.

3.4. Prekiy liku¢iy muitinés sandelyje kontrolé.

3.5. Permokeéty mokesciy iSieskojimas.

3.6. Nutarimy, reguliuojanéiy importa, eksporta, muitiniy darba, mokeséius ir kt. Lietuvoje,
sekimas, analizé, pasitilymai.

3.7. Baltarusijos, Ukrainos importo mokesciy tarify paieska bei ju pasikeitimy sekimas, analizé,
pasitlymai.

3.8. Reikalingy duomeny suvedimas i ,,kainy biirimo* programa.
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3.9. Baltarusijos, Ukrainos mokes¢iy paskai¢iavimo, mokes¢iu sumokéjimo kontrolé, gauty
rezultaty perdavimas reikalingiems asmenims.

3.10. Sutarciy su klientais, esanciais ne Lietuvoje, ruoSimas.

3.11. BD istaisymas pagal muitinés sprendima.

3.12. Duoti pasitilymus (pateikiant praSymus) IKC dél atskiry funkcijy kompiuterizavimo.

3.13. Ménesiniy ataskaity apie prekiy importa, priskai¢iuotus mokes¢ius, PVM saskaity
panaudojima paruoSimas ir pateikimas vyr. buhalterei.

* Funkcijy apraSymas pateikiamas 1 priede. Funkcijy prioritetai pateikiami 2 priede.
4. INFORMACIJA
4.1. INFORMACIJA FUNKCIJY ATLIKIMUI*.

4.1.1. Funkcijos 3.1. atlikimui reikalinga informacija:

Informacijos turinys Kas ir kam Dokumentas| Rezimas
perduoda
— Gaunama informacija
4.1.1.1. Dokumenty paketas: DK1 REGL—**
CARNET TIR, D1
CRMR D2
saskaita — faktiira, D3
svoriy vaztarastis, D4
kilmés sertifikatas EURI arba D5
kilmés sertifikatas ,,OF ORIGIN, D6
specifikacija. D7 5
4.1.1.2. Nauju prekiy rasies pavadinimas, LR MUITU LEID UZKL***
kombinuotosios prekiu nomenklattiros kodas, TARIFAI*
muity, akcizy, PVM tarifai. y
4.1.1.3. Naujy prekiy pavadinimas, nomenklatarinis TSVRS D8 REGL-
kodas, ipakavimas, svoriai, kaina, ttris. PV D9 REGL-
4.1.1.1. Prekiy pasiskirstymas. PR.,DUTY* D18 REGL-
4.1.1.1. Prekiy pasiskirstymas pagal rasis. DK1 70D SIGN*%**3*
4.1.1.1. PraneSimas apie trukumus. PR.PAKET.
4.1.1.1. Bendrojo dokumento pildymo instrukcija. ,MUITINE* KOMP UZKL
4.1.1.1. Vertes deklaracijos pildymo instrukcija. PR.PAKET.
.MUITINE* KOMP UZKL

4.1.1.2. Apiforminty bendryju dokumenty rinkiniai: DK1 REGL-
M7, D10
IM4 (procediira 4000), D11
ETI, D12
ET3, D13
EK1, D14
EK3. D15
4.1.1.10. Prane$imas apie transporto priemones. TSV2 70D UZKL
4.1.1.11. Garantiniai rastai. DK1 D16 REGL-
4.1.1.12. PraneSimas apie mokesciy sumokéjima BUHI D17 REGL-
(mokomujy pavedimy kopijos). SPI DISK REGL-
4.1.1.13. Programinio paketo ,,Muitiné* pakeitimai. 5
4.1.1.14. Baltarusijos importo indikatyvinés kainos. BY DK1 D57 UZKL
—Perduodama informacija
4.1.1.15. Prane§imas apie reikalingu dokumenty 5 5
nebuvima, klaidas importo dokumentuose. TSVRS, 70D SIGN
4.1.1.16. Prekiy pasiskirstymas (jeigu yra IM4). PV, DK1
4.1.1.17. Paaikinamieji radtai (prekiy sarasai pagal DK3 D9 REGL~-
sandéliavimo vieta): DK1 REGL-
prekés | MS, D49
prekés | CM. D50
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4.1.1.18. Paruosti bendrieji dokumentai:

IM4 (procediira 4000), D11

M7, DK1 D10 REGL-
ETI, D12

ET3, D13

EK1, D14

EK3, D15

vertés deklaracija, D19

disketés su BD jrasu. DISK

4.1.1.19. Papildomi reeksporto dokumentai:

PVM saskaita — faktiira, DK1

rusi$ka saskaita — faktiira, D56 REGL-
CMR, D20

TIR CARNET, D21

specifikacija, D22

sutartis su gavéju (kopija), D23

imongs registracijos pazyméjimas (kopija). D51

D52
4.1.1.20. Atidéty mokesciy sarasas. D25
4.1.2. Funkcijos 3.2. atlikimui reikalinga informacija:
—Gaunama informacija

4.1.2.1. Uzsakymai prekiy iSvezimui: PV REGL-
i$ muitinés sandélio, D26

i$ centrinio sandélio. D27

4.1.2.2. Uzsakymo pakeitimas. PV 70D SIGN
4.1.2.3. Uzsakymai turto i§vezimui: elektroninés technikos, IKC D28 REGL-
maginy baldy ir kt. OP 70D | REGL-
4.1.2.4. PraneSimas apie transporto priemones. TSV2 70D UZKL
4.1.2.5. Uzsakymo suvestiné. PR.,DUTY* D30 REGL-
4.1.2.6. Programinis paketas ,,Muitiné“. SPI DISK | REGL-
4.1.2.7. Bendrojo dokumento pildymo instrukcija. PR.PAKET. KOMP | UZKL

,MUITINE*
4.1.2.8. Vertés deklaracijos pildymo instrukcija. PR. PAKET. KOMP | UZKL
,MUITINE*

4.1.2.9. Apiforminty bendryjy dokumenty rinkiniai: DK1

ETI, DI2 |REGL-
ET3, D13

EK1, D14

EK3, D15
IM4(procediira 4071) D29
4.1.2.10. PraneSimas apie sumokétus mokescius (mokomuyjy BUH1 D17 REGL-
pavedimuy kopijos),

pavedimy kopijos.

4.1.2.11. Baltarusijos importo indikatyvinés kainos. BY DKl D57 UZKL
—Perduodama informacija
4.1.2.12. Papildomi reeksporto dokumentai: DKl REGL-
PVM saskaita — faktiira, D56

rusiska saskaita — faktiira, D20

CMR, D21

TIR CARNET, D22
specifikacija, D23

sutartis su gavéju(kopija) D3l
4.1.2.13. Neto svoriy nuraSymas pagal deklaracijas. DKl D31 REGL-
4.1.2.14. Likuciai MS pagal deklaracijas. DKl D32 | REGL-
4.1.2.15. Prekiy pasiskirstymas pagal kilmés 3alis. DK1 D33 | REGL-
4.1.2.16. Papildomi i§muitinimo dokumentai: DK1
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prekiuy importo saskaita, D34 REGL-
transporto priemoniy sarasas, D53
DP sarasas.
4.1.2.17. Paruosti bendrieji dokumentai: DK1 REGL-
IM4 (procediira 4071), D29
ETI, D12
ET3, D13
EK1, D14
EK3, D15
vertés deklaracija D19
disketés su BD jrasais. DISK
4.12.18. Pranesimas apie eksportuojamas augalinés kilmés PVA D54 REGL-
prekes.
4.12.19. Atidéty mokesCiy pagal IM4 sarasas. D25 REGL-
4.1.3. Funkcijos 3.3. atlikimui reikalinga informacija:
—Gaunama informacija
4.1.3.1. Prekiy paskirstymas. PV D9 | REGL-
4.1.3.2. Originaliis prekiy sertifikatai su pasienio muitinés posto Zyme DK1 REGL-
,ivezti leidziama“ arba ,,privaloma papildoma kontrolé“. D37
— Perduodama informacija D38
4.1.3.3.Dokumentai reikalingi prekiy realizavimo leidimams gauti: PVA REGL-
Kokybés sertifikatas, D38
Fitosanitariniai sertifikatai, D39
Kokybés sertifikatai, D36
Saskaita— faktiira, D3
BD IM7, D10
BD IM4. D11
4.1.4. Funkcijos 3.4. atlikimui reikalinga informacija:
—Gaunama informacija 5
4.1.4.1. Muitinés sandélio prekiy likuciai. II D40 UZKL
— Perduodama informacija 5
4.1.4.2. MS liku¢iy nukrypimai. SV Z0D SIGN
4.1.4.3. MS liku¢iai prekiy apskaitos kortelése. AGRO | D41 | REGL+
4.1.4.4. Prekiy liku¢iai MS pagal pavadinimus. AGRO | D42 | REGL-
4.1.5. Funkcijos 3.5. atlikimui reikalinga informacija:
—Gaunama informacija
4.1.5.1. Prekiy kilmés sertifikatai PV D5 REGL-
EURI, D6
,»OF ORIGIN*.
4.1.5.2. PraneSimas apie reikalingy mokes¢iu sumokéjima. S1 D17 REGL-
4.1.5.3. Muitinés sprendimas apie mokes¢iy grazinima. MUIT D62 REGL-
— Perduodama informacija
4.1.5.4. Pragymas su mokeséiy perskai¢iavimais Siauliy teritorinei MUIT D43 | REGL-
muitinei.
4.1.5.5. Dokumenty kopijos: MUIT REGL-
BDIM 7, D10
BD IM 4 (procediira 4000), D11
BD IM 4 (procediira 4071), D29
vertés deklaracijos, D19
saskaitos—faktiiros, D3
mokomieji pavedimai, D17
CMR, D2
kilmés sertifikatai EUR1, OF ORIGIN. D5,D6
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4.1.5.6. Prekiy judéjimo sertifikatai EUR1 MUIT D55 REGL-
4.1.5.7. Originaliis kilmés sertifikatai EUR1. MUIT D5 REGL-
4.1.5.8. Originalis kilmés sertifikatai OF ORIGIN. MUIT D6 REGL-
4.1.5.9. Muitinés sprendimas apie mokes¢iy grazinima. VB D62 REGL-

4.1.6. Funkcijos 3.6. atlikimui reikalinga informacija:

—Gaunama informacija

4.1.6.1. Vyriausybés nutarimai, ministerijy jsakymai. Vyriausybés Zinios LEID | REGL-
— Perduodama informacija 5
4.1.6.2. Muity, akcizy, PVM tarify pasikeitimai. GD, PV, TSVRS, DK1
4.1.6.3. Nutarimai susije su importo, eksporto tvarka, GD, PV, TSVRS, DK1| D44 | REGL-
muitiniy darbu.
LEID | REGL-
4.1.7. Funkcijos 3.7. atlikimui reikalinga informacija:

—Gaunama informacija PROGRAMOS
4.1.7.1. Naujy prekiy rtsiy Baltarusijos ir Ukrainos »DEKLARANT* KOMP | UZKL
muity, akcizy, PVM tarifai. ,,BROKER®, BY DK1, UK 5 5
4.1.7.2. Baltarusijos importo indikatyvinés kainos. VADOVAS 70D UZKL

— Perduodama informacija BY DK1 D57 | UZKL
4.1.7.3. Baltarusijos, Ukrainos muity, akcizy, PVM
tarify pakeitimai. GD, TSV1 KQMP, REGL-

70D
4.1.8. Funkcijos 3.8. atlikimui reikalinga informacija:

—Gaunama informacija 5
4.1.8.1. Lietuvos, Baltarusijos, Ukrainos LR MUITU TARIFAI*“ PR. LEID UZKL
muity, akcizy, PVM tarifai, prekiy KPN PAKETAI ,MUITINE®, KOMP | UZKL
kodai ,DEKLARANT“ ,BROKER“BY | ZOD UZKL

— Perduodama informacija DKI, UK VADOVAS
4.1.8.2. Informacijos 4.1.8.1. pakeitimai. GD KOMP | REGL-

4.1.9. Funkcijos 3.9. atlikimui reikalinga informacija:

—Gaunama informacija
4.1.9.1. ISankstinis praneSimas apie atvykstancio { Minska tralo BY DK1 D58 | REGL-
mokescius su GD atzyma.
4.1.9.2. PraneSimas apie faktiSkai atvykusio tralo mokes¢ius BY DKl D59 | REGL-
4.1.9.3. Ménesinés ataskaitos apie gautas prekes, sumokétus
muitinés mokescius. BY DK1, UK D46 | REGL+

— Perduodama informacija VADOVAS D47
4.1.9.4. PraneSimas apie ataskaity patikrinimo rezultatus. 5

VF, TSVRS D48
D45 | REGL+
4.1.10. Funkcijos 3.11. atlikimui reikalinga informacija:

—Gaunama informacija
4.1.10.1. Muitinés sprendimas. MUIT D24 | REGL-
4.1.10.2. Bendrojo dokumento taisymo pazyma. MUIT D60 | REGL-
4.1.10.3. Prekiy klasifikavimo aktas. MUIT D61 | REGL-

— Perduodama informacija
4.1.10.4. Naujas ir anuliuotas BD. MUIT D10, | REGL-

D11

* Dokumenty pavyzdziai pateikti 6 priede.
** REGL-, — dokumentas pateikiamas reglamentuota forma, taCiau nebutinai reglamentuotu
laiku.
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**%  JZKL“ — informacija pateikiama uzklausy rezime.
wdkxk  SIGN“ — informacija pateikiama signaliniame rezime.
wkxkx  REGLA — informacija pateikiama ne tik reglamentuota forma, bet ir reglamentuotu laiku

4.2. RESURSAI

4.2.1. Kompiuterio komplektas.

4.2.2. Kalkuliatorius.

4.2.3. Programiné {ranga:

4.2.3.1. MUITINE3 — BD pildymo programa,

4.2.3.2. DUTY - importo, eksporto programa,

4.2.3.3. WORD 6.0 — redaktorius,

4.2.3.4. EXEL 5.0 — skai¢iuokle,

4.2.3.5. BROKER — Ukrainos muitinés programa,
4.2.3.6. DEKLARANT 4 — Baltarusijos muitinés programa,
4.2.3.7. KAINOS — kainininkas,

4.2.3.8. LIKUCIAI MS - likuéiy perziira,

4.2.3.9. ATSARGOS - atsargy skai¢iavimo programa.
4.2.4. ,,Vyriausybés zinios.

4.2.5. Leidinys ,,LR muity tarifai®.

4.3. VEDAMI ZURNALAI, KORTELES

4.3.1. Garantiniy rasty registracijos zZurnalas,
4.3.2. Sertifikaty kartoteka,

4.3.3. Muitinés sandélio prekiuy apskaitos kortelés,
4.3.4. BD pagal tiekéjus ir gavéjus bylos,

4.3.5. Mokesciy registravimo byla,

4.3.6. Sutaréiy byla,

4.3.7. Baltarusijos, Ukrainos ataskaity bylos,
4.3.8. I$siunéiamy ir gaunamy rasty bylos.

5. TEISES

5.1. Funkcijy vykdymui suteikiamos teisés:

5.1.1. SavarankiSkai parinkti prekéms kombinuotosios prekiy nomenklatiiros koda, nustatyti
prekiy rasi.

5.1.2. I8kilusius klausimus aiSkintis su muitinés departamento, Siauliy teritorinés muitines,
mokesCiy inspekcijos atstovais.

5.1.3. Reikalauti i§ asmenuy, pateikusiy ataskaitas, iStaisyti klaidas, padarytas apskai¢iuojant ir
sumokant muitinés mokescius Baltarusijoje ir Ukrainoje.

5.2. Teisé gauti atlyginima.

5.3. Kasmet gauti atostogas norimu laiku, jeigu nuo to nenukencia darbas.

5.4. Duoti metodinius nurodymus DK3.

5.5. Teisé gauti nedarbingumo pasalpa.

6. ATSAKOMYBE

6.1. Uz numatyty funkcijuy nepatenkinama vykdyma t.y. jeigu dél aplaidumo, apiforminant
importa ir eksporta, padaryti nuostoliai firmai ir nuostolio sumos negalima atsiimti oficialiu btdu,
skiriama bauda — iki 50% patvirtinto ménesinio atlyginimo, taciau nevir§ijant nuostolio sumos.

6.2. Uz importo ir eksporto dokumenty paruoS§imo nesavalaikiskuma, t.y., jeigu dél
nepateisinamy priezasc¢iy nebuvo laiku paruosti dokumentai ir dél tos priezasties firma turéjo nuostoliy,
skiriama bauda — iki 50 Lt, jeigu nuostolio nebuvo — bauda 10 Lt.

6.3. Atostogaujant, funkcijy atlikimo kokybé, terminai neturi nukentéti. PrieSingu atveju —
atSaukimas i$ atostogy.

PAREIGYBINE INSTRUKCIJA PAREIGYBINE INSTRUKCIJA
SUDARE PATVIRTINO
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7. PAPILDYMAI IR PAKEITIMAI

Eil. Nr. Punkto nr. Nauja redakcija Data Kas patvirtino pakeitima
1 PRIEDAS
FUNKCIJU APRASYMAS

F-JOS NR. | FUNKCIJOS TURINYS TRUKME

3.1. Importo apiforminimas.

3.1.1. Pagal gautus kilmés sertifikatus nustatoma galima preferencija —3.1.2. —| 20 min.
—3.1.3. Trukstant reikalingy sertifikaty (arba jeigu jie netvarkingi) taikyti
minimaliems muity mokes¢iams, informuojamas tiekimo skyrius —3.5.

Sudaromas trikstamy sertifikaty saraSas. Gavus sertifikata, uZzraSoma
gavimo data.

3.1.2. Padaromas programos DUTY archyvas (DUTY/ARCHYVAS). 5 min.

3.1.3. Perzitirimi atvykusiy prekiy dokumentai (INVOICE arba specifikacija): 10 min.

3.1.3.1. if — yra nauju rusiy prekiy —3.1.4. -53.1.6. »3.1.7. ->3.1.8.

3.1.3.2. if — yra naujy pavadinimy esamy rasiy prekiy, kurios dar nesuvestos i
kainininkg —3.1.5. —53.1.7. -53.1.8.

3.13.3. if — naujy prekiy néra —3.1.8.

3.1.4. I§ kombinuotosios prekiy nomenklatiiros saraso (knyga ,Lietuvos| 60 min.
respublikos muity tarifai“l ir 4 leidimai) arba programinio paketo
,,Muitiné* parenkamas optimaliausias prekiy rusies kodas.

3.1.5. Kainininko atnaujinimas (automatinis) (DUTY /kainininkas/atnaujinimas) ir | 10 — 30 min.
perzitira (DUTY/kainininkas/koregavimas)

3.1.6. Duomenys apie naujas rasis (pavadinimas, kombinuotosios prekiy| 20 min./1
nomenklatiiros kodas, muity, akcizy, PVM tarifai) suvedami i kompiuteri rasiai
(DUTY/muitai/Lietuva).

3.1.7. Duomenys apie naujas prekes (tickéjas, rasis, nomenklatiirinis kodas,| 10 min./1
pavadinimas, pakavimas, svoris, tiris, kaina, KPN kodas) i$ prekiy korteliy prekei
(duoda TSVRS) suvedami { kompiuterj (DUTY/kainininkas/koregavimas).

3.1.8. Duomenys apie atvykusias prekes (kiekis, verté, NETO ir BRUTO svoriai), | 20 — 40 min.
ivertinant juy paskirstyma (duoda PV), i$ originaliy dokumenty (INVOICE,

PACKING LIST, specifikacija, CMR, sertifikatai, TIR CARNET)
suvedami | kompiuteri (DUTY/INVOICE/jvedimas).

3.1.9. Atspausdinamos prekiuy apskaitos kortelés (kiekis priklauso nuo prekiu| 10 min.
rusiy) ir pasiskirstymo suvestiné (spausdinimas automatinis).

3.1.10. Analizuojama pasiskirstymo suvesting: 10 min.

3.1.10.1. if — muitinis sandéliavimas (procediira 7100%) —3.1.11. —3.11.12. arba
—3.1.13. (varianta pasako DK1) —3.1.20. —»3.1.21.

3.1.10.2.  [if — importas vidaus vartojimui (procedira 4000%) —3.1.11. —3.1.14. >
—3.1.25. 53.1.20. »3.1.21. »3.1.22. -3.1.23. »3.1.24.

3.1.10.3. |if — reeksportas (procedira 3171%) —3.1.13.—53.1.15.-53.1.16.53.1.18.—>
—3.1.20. arba —3.1.12.—53.1.15.53.1.16.—3.1.20. (varianta pasako DK1).

3.1.10.4. If — reeksportas K-M/1 (procediira 3171) —3.1.13. —»3.1.17. -3.1.18. >
—3.1.20. arba —3.1.12. -3.1.17. —3.1.20. (varianta pasako DK1).

3.1.10.5. If — muitinis sandéliavimas (procediira 7100) —3.1.10.1. —3.1.9. ir

importas vidaus vartojimui (procedira 4000) —3.1.10.2. —3.1.19. —
—3.1.25.
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3.1.11.

Esant trakumui (pasako DK1), atliekamas triikumo paskai¢iavimas, taisomi
duomenys kompiuteryje (DUTY/jvedimas/anuliavimas) suvedant duomenis
i$ naujo, prekiy apskaitos kortelése (kai procediira 7100%), paskirstymo
suvestinéje. Apie trikuma informuojamas teikimo skyrius.

30 — 60 min.

3.1.12.

Paskirstymo suvestiné perduodama DKI1 muitinio sandéliavimo (kai
procedira 7100%) apiforminimui, jeigu bendrasis dokumentas (IM7)
spausdinamas AB ,,Agrokomplekte®.

10 min.

3.1.13.

Bendrojo dokumento (IM7) su papildomais lapais (esant dviem ir daugiau
rusiy prekiy) arba be ju (esant vienos rusies prekei) surinkimas pagal BD
pildymo instrukcija  (MUITINE/INFO/bd  pildymo instrukcija),
atspausdinimas, jraymas i diskete (MUITINE/bendrasis dokumentas/
eksportavimas).

30 — 50 min.

3.1.14.

Bendrojo dokumento (IM4) su papildomais lapais (esant dviem ir daugiau
rusiy prekiy) arba be ju (esant vienos rusies prekei) bei vertés deklaracijos
(kai vert¢é >3000Lt) surinkimas pagal BD pildymo instrukcija
(MUITINE/INFO/BD  pildymo instrukcija/VD pildymo instrukcija),
atspausdinimas, iraSymas i diskete (MUITINE/bendrasis
dokumentas/eksportavimas).

30 — 60 min.

3.1.15.

Pagal paskirstymo suvestinés duomenis (prekiy verté gali biiti perskaiciuota
pagal PV nurodyma kainomis > negu FOB) atspausdinama rusiska saskaita
— faktiira (DUTY/iSrinkimas/rusiskas vaztarastis arba EXEL) PVM saskaita
— fakttira (EXEL), uzpildomas CMR (DUTY/jvedimas/perzitra/C), TIR
CARNET (pildymas rankiniu biidu), parasoma specifikacija (EXEL).

2 -3 val.

3.1.16.

Rusiska saskaita — faktlira, specifikacija faksu perduodama Minskui ir
Odesai. Laukiamas atsakymas tolesniam dokumenty ruo§imui arba
duomenys taisomi.

30 — 60 min.

3.1.17.

Pagal paskirstymo suvestinés duomenis atspausdinama saskaita — faktiira
(DUTY/isrinkimas/rusiskas vaztarastis), PVM saskaita — faktira (EXEL),
uzpildomas CMR (DUTY/jvedimas/perzitira/).

40 — 60 min.

3.1.18.

Bendrojo dokumento (EK3 — su TIR CARNET arba ET3 — be TIR
CARNET) su papildomais lapais (esant dviem ir daugiau riisiy prekiy) arba
be ju (esant vienos riiSies prekéms) surinkimas pagal BD pildymo
instrukcija (MUITINE3/INFO/BD pildymo instrukcija), atspausdinimas ir
jragymas i diskete (MUITINE3/bendrasis dokumentas).

0.5—1 val.

3.1.19.

Parasomi ir atspausdinami iSmuitinamy ir padedamuy { MS prekiy sarasai
(paaiskinamieji rastai) (EXEL).

20 — 30 min.

3.1.20.

Reikalingi dokumentai atSvieCiami. ParuoStas dokumenty komplektas
perduodamas DK 1 muitinés procediiry iforminimui.

20 min.

3.1.21.

Patvirtinty bendryju dokumenty (IM7 ir IM4) numeriai ir datos suvedami |
kompiuteri (DUTY/INVOICE/deklaraciju numeriy jvedimas). IM7 numeris
uzraSomas ant prekiy apskaitos korteliu. Registracijos knygoje
uzregistruojamas IM4 garantinis rastas. Perzilirima, ar sugrazinti visi
reikalingi dokumentai, jie sugrupuojami ir susegami.

30 min./1
tralui

3.1.22.

Sudaromas mokesCiy saraSas pagal patvirtintus IM4 bendruosius
dokumentus ir pateikiamas sekretorei pavedimy paragymui(kas savaitg).

10 min./1
BD

3.1.23.

Savalaikio mokes¢iy sumokéjimo kontrolé (turi buiti sumokéta per 20 darbo
dieny).

20 min./1
MP

3.1.24.

Sumokéjus mokescCius, procediiros uzbaigimas atzymimas registracijos
knygoje, pavedimo kopija prisegama prie BD.

20 min./1
MP

3.1.25.

Kai prekés atvezamos su kilmés sertifikatu EURI ir jos paskirstomos i MS
bei CS, prekéms, kurios skirtos vidaus vartojimui, atspausdinamas
pakeitimo sertifikatas (DUTY/jvedimas/perzitra/E).

20-30
min./1
EURI

3.2

Eksporto ir iSmuitinimo apiforminimas.

3.2.1.

Jeigu eksportuojamos prekés i§ muitinés arba centrinio sandélio —3.2.2.
jeigu issiunciamos masinos ar kitas turtas (laikinam naudojimui arba
parduodama) —3.2.21. -3.2.22. 53.2.11. -3.2.13. -»3.2.18. -»3.2.24.

0 min. if 1

salyga, 1
val. If 2

salyga
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3.2.2.

Analizuojamas uzsakymas (duoda PV):

if — reeksportuotas i§ muitinés sandélio (procediira 3171)—3.2.3.53.2.4.—>
—3.2.5. 53.2.7. -53.2.8. -3.2.11. -»3.2.12. -»3.2.14. —>3.2.18. arba
—3.2.3. 53.24. 53.2.5. 53.2.7. 53.2.8. 53.2.11. »3.2.14. -»3.2.18.

if — iSmuitinimas arba importas vidaus vartojimui i§ muitinés sandélio
(procedira 4071%) —3.2.3. —3.2.4. —3.2.5. —3.2.15. -»3.2.16. >
—3.2.17. 53.2.19. 53.2.18. »3.2.20.

10 min.

3.2.3.

Jeigu uZzsakymas koreguojamas zodziu (PV nurodymu), kai daromas
papildymas arba neatitinka kiekiai uzsakyme su kiekiais programoje
DUTY, pataisymai perduodami sandélio vedéjui.

10 — 30 min.

3.2.4.

Uzsakymo duomenys (kiekis, gavéjas, numeris) suvedami | kompiuteri
(DUTY/iSrinkimas).

10 — 30 min.

3.2.5.

Atspausdinama uzsakymo suvestiné, NETO svoriy nuraSymas pagal
deklaracijas, prekiy likuéiai pagal deklaracijas, uZsakymo suvestiné,
uzsakymo dokumentas (spausdinimas automatinis).

10 min.

3.2.6.

Atspausdinama uzsakymo suvestiné, uzsakymo dokumentas (spausdinimas
automatinis).

5 min.

3.2.7.

Jeigu yra tos pacios rusies prekiy i§ skirtingy tiekéjy, iSrenkamos prekiu
rasys (kiekiai, NETO ir BRUTO svoriai, vertés) pagal atskirus tiekéjus i$
uzsakymo dokumento; padaromas $iy prekiy sarasas.

10 — 30 min.

3.2.8.

Nurasomi NETO svoriai arba kiekiai nuo prekiy apskaitos korteliy. Pagal
uzsakymo suvestinés duomenis (prekiy verté gali biiti perskaiciuota pagal
PV nurodyma kainomis > negu FOB) atspausdinama rusiska saskaita —
faktiira (DUTY/isrinkimas/rusiS$kas vaztarastis), PVM saskaita — faktira
(EXEL), uzpildomas CMR (DUTY/INVOICE/perzitra/C), TIR CARNET
(pildymas rankiniu biidu), paraSoma specifikacija (EXEL).

3 -4 val

3.2.9.

Nurasomi NETO svoriai arba kiekiai nuo prekiy apskaitos korteliy, pagal
uzsakymo suvestinés duomenis atspausdinama rusiSka saskaita — faktiira
(DUTY/ isrinkimas/ rusiSkas vaztarastis), PVM saskaita — faktura (EXEL),
uzpildomas CMR (DUTY/INVOICE/perziiira/C).

1 -2 val.

3.2.10.

Pagal uzsakymo suvestinés duomenis (prekiy verté gali biiti perskaiciuota
PV nurodytomis kainomis) atspausdinama rusiSka saskaita — faktiira
(DUTY/isrinkimas/rusiS$kas vaztarastis), PVM saskaita — faktira (EXEL),
uzpildomas CMR (DUTY/INVOICE/perzitra/C), TIR CARNET (pildymas
rankiniu budu), parasoma specifikacija (EXEL).

2 —3 val

3.2.11.

Patvirtinta rusiska saskaita — faktiira, specifikacija, priedas prie sutarties
(Minskui) faksu perduodami gavéjams (Minskui, Odesai). Laukiamas
atsakymas tolesniam dokumenty ruoSimui arba duomenys taisomi.

30 — 60 min.

3.2.12.

Bendrojo dokumento (EK3 — su TIR CARNET arba ET3 — be TIR
CARNET) su papildomais lapais (esant dviem ir daugiau riisiy prekiy) arba
be ju (esant vienos riSies prekéms) surinkimas pagal BD pildymo
instrukcija (MUITINE3/INFO/BD pildymo instrukcija), atspausdinimas ir
jragymas i diskete (MUITINE3/bendrasis dokumentas/eksportavimas).

40 min. —
1.5 val.

3.2.13.

Bendrojo dokumento (EK1 — su TIR CARNET arba ET1 — be TIR
CARNET) su papildomais lapais (esant dviem ir daugiau riisiy prekiy) arba
be ju (esant vienos riiSies prekéms) surinkimas pagal BD pildymo
instrukcija (MUITINE3/INFO /BD pildymo instrukcija), atspausdinimas ir
jragymas i diskete (MUITINE3/bendrasis dokumentas/perZiiira).

40 min. —
1.5 val.

3.2.14.

Suruosiami papildomi dokumentai reikalingi muitinés kontrolei (kilmés
sertifikaty, kokybés sertifikaty, sutarCiy, registracijos pazyméjimo kopijos).
Eksporto 1 Minska ir Odesa atveju reikalingi higienos centro leidimai kavai,
rieSutams, arbatai, saulégrazoms. Informacija apie tai (prekiy kiekis, NETO
svoris, masinos numeris, sienos pravaziavimo postas) perduodama PVA.

30 — 60 min.

3.2.15.

Nurasomi NETO svoriai arba kiekiai nuo prekiy apskaitos korteliy. I8
uzsakymo dokumento iSrenkamos prekiy riSys pagal atskirus tiekéjus, pagal
kiekviena IM7 deklaracija, i§ kurios paimamos iSmuitinamos prekes.
Sudaromas sarasas, pagal kur] atspausdinamos prekiy iSmuitinimo
saskaitos—fakttiros (EXEL).

30 —40
min./1
tiekéjui
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3.2.16. Bendryju dokumenty (IM4) su papildomais lapais (esant dviem ir daugiau| 20 -30
rusiy prekiy) arba be ju (esant vienos rusies prekei) bei vertés deklaraciju min./1
(kai vert¢ >3000 Lt) surinkimas pagal BD pildymo instrukcija| tiekéjui
(MUITINE3/INFO/BD  pildymo instrukcija/VD pildymo instrukcija),
atspausdinimas, iraSymas i diskete (MUITINE3/bendrasis
dokumentas/vertés deklaracija). BD kiekis priklauso nuo tiekéjy skaiciaus.

3.2.17. Suruosiami papildomi dokumentai (kilmeés sertifikaty, IM7 kopijos). 1—1.5 val.

3.2.18. Paruostas dokumenty komplektas perduodamas DK1 muitinés procediiry| 20 min.
iforminimui.

3.2.19. Kai prekés turi kilmés sertifikata EURI, atspausdinamas pakeitimo |20-30min./1
sertifikatas (DUTY/INVOICE/perzitra/E). EURI

3.2.20. Pagal patvirtintus bendruosius dokumentus (IM4) sudaromas atidéty |30 — 60 min.
mokesCiy sarasas ir pateikiamas sekretorei pavedimy apraSymui.

3.2.21. ISsiaiskinami su gavéjais visi klausimai su i$siun¢iamo turto dokumenty| 1—4 val.
forminimo formalumais.

3.2.22. ISsiun¢iamoms masinoms ar kitam turtui paraSoma rusiska saskaita — 2 val.
faktira, PVM saskaita — faktira (laikinam iSvezimui — nereikia)
specifikacija, priedas prie sutarties (Minskui) (EXEL).

3.2.23. Bendryjuy dokumenty (IM4) su papildomais lapais (esant dviem ir daugiau| 1 — 1.5 val.
rusiy prekiy) arba be ju (esant vienos rusies prekei) bei vertés deklaraciju
(kai vert¢ >3000 Lt) surinkimas pagal BD pildymo instrukcija
(MUITINE3/INFO/BD pildymo instrukcija/VD pildymo instrukcija),
atspausdinimas, jraSymas i diskete (MUITINE3/bendrasis
dokumentas/eksportavimas).

3.2.24. Nepasibaigus metams dél laikino iSvezimo, atlickamas procediiros| 1.5 —2 val.
uzbaigimas, t. y. iforminamas importas (3.1.10.2.) arba pratgsiama laikinojo
i8vezimo procediira.

3.3. Reikalingy sertifikaty atrinkimas prekiu realizavimo leidimams gauti. 10 — 30 min.

3.3.1. Perzitirimi gauti su prekiy siunta sertifikatai:

3.2.1.1. if — yra Stampas ,,[vezti draudziama®, sertifikatas pateikiamas PVA.

3.2.1.2. If — yra Stampas ,,Privaloma papildoma kontrolé*

3.2.1.2.1. —kai prekés atiduodamos muitiniam sandéliavimui, leidimai iSimami

iSmuitinimo metu,

3.2.1.2.2. —kai prekés pateikiamos vidaus vartojimui, originalis kokybés

sertifikatai ir patvirtinti BD IM7 bei IM4 pateikiami PVA.

3.4. Prekiy liku¢iy muitinés sandelyje kontrolé. 1 —3 val

34.1. Prekiy likuéiai programoje DUTY sutikrinami su kompiuteriniais prekiy
likuciais ,,Agrokomplekto muitinés sandélio prekiy kortelése (kas ménesi).

Esant nukrypimams, aiSkinamos nukrypimuy priezastys.

3.4.2. Prekiu likuciai prekiy apskaitos kortelése derinami su prekiu likuciais
,»Agrokomplekto® muitinés sandélio prekiy kortelése (kas ménesj). Esant
nukrypimams, aiSkinamos nukrypimy prieZastys.

3.5. Permokétuy mokesciy iSieskojimas (kas ménesi).

3.5.1. Gavus pavéluotai kilmés sertifikata (pateikia tiekimo skyrius), pagal kuri| 1 -2 val.
galimi mazesni mokesciai, atlickamas mokesciu perskaiiavimas, raSomas
prasymas Siauliy teritorinei muitinei dél permokéty mokes¢iy grazinimo.

3.5.2. ParuoSiami reikalingi dokumentai: BD, vertés deklaraciju, INVOICE,| apie 1 val.
pavedimy, CMR, paaisSkinamyju rasty kopijos, originaltis kilmés sertifikatai
arba ju kopijos (2 egz.), atspausdinami pakeitimo sertifikatai
(DUTY/INVOICE/perziiira/E).

3.5.3. Pakeitimo sertifikatai patvirtinami teritorinés muitinés sertifikaty skyriuje. 1 —2val.

3.5.4. Paruosti dokumentai pateikiami teritorinés muitinés mokesciy skyriui. Apie 1 val.

3.6. Nutarimy, reguliuojan¢iy importa, eksporta, muitiniy darba, mokescius ir kt.| Pastoviai,
Lietuvoje, sekimas. turint laiko

tarpa.

3.6.1. »Valstybés ziniy“ studijavimas. Reikalingos informacijos perdavimas
suinteresuotiems asmenims (GD, PV).

3.6.2. Duomeny apie mokeséiy pasikeitima suvedimas 1 kompiuteri

(DUTY/muitai/Lietuvos).
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3.7. Baltarusijos, Ukrainos importo mokesciu tarify paieska bei ju pasikeitimu| Pastoviai,
sekimas. turint laiko
tarpa.
3.7.1. Atsiradus nauju rusiy prekéms, surandami mokesciy tarifai Sioms prekéms
(Baltarusijos muitai, Ukrainos muitai). Sie tarifai suvedami i kompiuterj
(DUTY/muitai/ Baltarusijos/Ukrainos).
3.7.2. Operatyviis mokeséiy pasikeitimai suzinomi i§ Minsko ir Odesos telefonu.
Pasikeitimai suvedami analogiSkai 3.7.1.
3.8. Reikalingy duomeny suvedimas i ,kainy bilirimo* programa| Pastoviai,
(DUTY /kainininkas). esant naujy
daviniy.
3.9. Baltarusijos, Ukrainos mokeséiy paskai¢iavimo, mokes¢iy sumokeéjimo |3 — 5 dienos
kontrolé (kas ménesj), gauty rezultaty perdavimas reikalingiems asmenims| kas mén.
(iki sekan¢io ménesio 15 dienos).
3.10. Sutaréiy su klientais, esanéiais ne Lietuvoje, ruosimas. Pastoviai,
esant
reikalui.
3.11. BD istaisymas arba anuliavimas pagal muitinés sprendima. Pastoviai,
gavus
sprendima.
3.11.1. Gavus BD taisymo pazyma dél prekés kodo pasikeitimo ar dél mokesciy
perskai¢iavimo, padaromi iStaisymai BD, pazyma prisegama prie BD
rinkinio.
3.11.2. Anuliuojamas BD performinamas einamaja data, paliekant buvusj valiutos
kursa ir atliekant nurodytus sprendime pakeitimus. Senasis BD kartu su
naujuoju pateikiamas DK1.
3.12. Duoti pasiilymus (pateikiant apraSymus) IKC dél atskiry funkciju| Pastoviai,
kompiuterizavimo. esant
reikalui.
3.13. Ménesiniy ataskaity apie prekiy importa, priskaiiuotus mokes¢ius, PVM | Pasibaigus
saskaity panaudojima paruosimas ir pateikimas vyr. buhalterei. ataskaitin.
ménesiui.

* Zvaigzdute pazyméty muitinés procediiry paaiskinimai pateikiami 4 priede.

2 PRIEDAS
FUNKCIJU PRIORITETAI

Funkcijos atlickamos tokia tvarka:

1. 3.1.ir3.2.
2. 3.3.
3. 3.13.
4. 3.6.
5. 3.7.
6. 3.8.
7. 3.5.
8. 3.4.
9. 3.9.
10. 3.10.
11.3.11.
12.3.12.

Besidubliuojanciy funkcijy vykdymo tvarka:

I§ funkciju (3.1., 3.2. ir 3.4.), besidubliuojan¢iy su DK3 funkcijomis, DK 2 prioriteta skiria
funkcijoms, reikalaujan¢ioms papildomo issiaiSkinimo, organizacinio darbo, t.y. funkcijoms 3.1.1.,
3.1.2,3.14.,3.1.5,3.1.6.,3.1.7.,3.2.21.,,3.2.22.,3.4.2.

Kitos besidubliuojancios funkcijos atliekamos kolektyviniu principu, turint tiksla — kuo
greiciau paruosti dokumentus.
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3 PRIEDAS
METINIS PLANAS 1998 METAMS

1. Toliau mokytis naudoti ir pritaikyti praktikoje kompiuterines programas ,EXEL® ir

»WORD“:
— iki 1998 mety pabaigos iSmokti braizyti grafikus ir diagramas.

2. Duoti pasitlymus IKC dél programos ,,DUTY* tobulinimo, pritaikymo prie besikei¢ianciu
muitinés reikalavimuy.

3. ISmokti geriau naudotis programomis L, LIKUCIAI MS“ ir ,,ATSARGOS*, kad galéciau,
esant biitinybei, atlikti PV funkcijas 3.7., 3.2., 3.11., 3.14.

4. Gilinti Zinias BY istatymuose, reglamentuojanciuose importg ir eksporta.

5. ISmokti naudotis ,,TIME MANAGER* programa.

ASMENINIS PLANAS
1. Esant galimybei, pailséti ir pasigydyti sveikata sanatorijoje.
4 PRIEDAS
PROCEDURUY PAAISKINIMAI

Procediira 7100 — prekés, dalyvaujant muitinés inspektoriui ir muitinés sandélio atstovui,
iSkraunamos | muitinés sandélj.

Procediira 4000 — prekés, dalyvaujant muitinés inspektoriui, iSkraunamos i centrinj sandélj.

Procediira 4071 — prekés i§ muitinés sandélio, dalyvaujant muitinés inspektoriui ir muitinés
sandélio atstovui, pakraunamos i automasing ir pervezamos i centrinj sandélj.

Procediira 3171 — prekés i§ muitinés sandélio, dalyvaujant muitinés inspektoriui ir muitinés
sandélio atstovui, pakraunamos i automasing ir iSvezamos gavéjams uz Lietuvos Respublikos riby.

Procediira 4000 — prekeés i§ centrinio sandélio, dalyvaujant muitinés inspektoriui, pakraunamos
1 automasing ir iSvezamos gavéjams uz Lietuvos Respublikos riby.

5 PRIEDAS
PAREIGYBIY SUTRUMPINIMAI

DK1 — deklarantas nr.1,
DK2 — deklarantas nr.2,
DK3 — deklarantas nr.3,
PV — prekybos vadybininkas,
PVA — prekybos vadybininko asistente,
VF — vyriausia finansiste,
GD — generalinis direktorius,
TSVRS — tiekimo skyriaus vir§ininkas,
TSV1 — tiekimo skyriaus vadybininkas nr.1,
. TSV2 — tiekimo skyriaus vadybininkas nr.2,
. TSV3 — tiekimo skyriaus vadybininkas nr.3,
. VB — vyriausioji buhalteré,
.BUHI1 - buhalteré nr.1,
. S1 — sekretoré nr.1,
. OP — operatyvinis pavaduotojas,
.BY DK1 — Baltarusijos deklaranté nr.1,
. IT — informatikos inzinierius,
. SV —sandélio vedéja,
. SPI — sisteminio programavimo inzinierius,
. PI1 — programavimo inZinierius nr.1,
. PI2 — programavimo inZinierius nr.2,
. PI3 — programavimo inzinierius nr.3.

6 PRIEDAS.
DOKUMENTY PAVYZDZIAI

RN R WD =
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(Cia nepridedami, su jais galima susipazinti toje Sio PP kopijoje, kuri saugoma pas kurso déstytoja)
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Naudodamiesi Cia pateiktais metodiniais nurodymais ir §iuo pareigybés paso
pavyzdziu (o veéliau — ir anksCiau studijavusiy studenty sudarytais PP projektais),
sistemotyros kursa studijuojantys studentai, gave atitinkamas uzduotis, savarankiskai
kiiré pareigybés pasy projektus realiems (jiems pazistamiems) pareigiinams. [domesni
ir vertingesni PP projektai (o tokiy buvo gana daug), tiksliau — ju kopijos, nes patys
projektai pareigiinu pageidavimu dazniausiai biidavo perduodami toms organizaci-
joms, kuriose dirbo tie pareigiinai, buvo palikti VU MIF Matematinés statistikos
katedroje ir joje saugomi iki Siol. Jie naudojami kaip pavyzdziai ateinan¢ioms studenty
kartoms. Ir ne tik studentams, bet ir organizacijy bei ju padaliniy vadovams, norin-
tiems tobulinti valdyma savo organizacijose bei ju padaliniuose, nes tuos PP pareigii-
nai, kuriems jie buvo projektuojami, ir ty pareigiiny vadovai, susipazing su PP ir
patvirting ty PP tinkamuma savo paraSais, labai gerai juos jvertino ir pripazino
rekomenduotinais praktiniam naudojimui ne tik savo, bet ir kitose organizacijose. Ir
jais i tikryjy naudojamasi.

Ypatingai daznai jais naudojamasi, priimant naujus darbuotojus i taq ar analo-
gisSka pareigybe, taip pat kaip pavyzdziais kitiems pareigiinams, kuriantiems savo PP.

Visi, susipazing su studenty sukurtais PP projektais, pripazista, jog tokie PP
Zymiai vertingesni negu dabar daugelyje organizacijy egzistuojancios labai for-
maliai sudarytos pareigybinés instrukcijos. Tai dar karta patvirtina praktine
sisteminio poziiirio ir sisteminés projektavimo metodologijos taikymo nauda.

1.4. skyriaus santrauka

Sis skyrius supazindina su sistemotyros mokslui ir sistemotyros kursui labai svarbia savoka —
objekto iSorinio matematinio modelio savoka, tokio modelio sudétimi, jo sudarymo procesu ir su
ivairiy objekty iSoriniy matematiniy modeliy sudarymo ir ty modeliy panaudojimo objekty
funkcionavimo analizei pavyzdziais.

Objekto iSoriniu matematiniu modeliu vadinamas matematine kalba iSreikStas sarySiy tarp
objekto jéjimy, biiseny ir i§éjimy bei objekto biisenos keitimosi, laikui bégant ir jéjimui veikiant,
désningumy aprasSymas, kuriuo naudojantis ir Zinant aplinkos poveikj i objekta bei pilnaja to objekto
biisena kokiu nors jo stebéjimo momentu, biity galima apskaiciuoti pokyc¢ius objekto biisenoje ir objekto
reakcija — jo poveiki { aplinka.

Kitaip tariant, objekto iSoriniu matematiniu modeliu vadinamas toks objekto iSorinis
matematinis apraSymas, kuris yra biutinas ir pakankamas, kad i§ jo, Zinant objekto jéjimo
trajektorija ir pilnaja to objekto biisena, biity galima matematiskai iSvesti ar bent apskaiciuoti to
objekto fazine ir iSéjimo trajektorijas.

Sudarant objekto iSorini matematini modelj, reikia:

1) nustatyti modeliuojamo objekto padétj to objekto egzistavimo erdvéje, t. y. nustatyti ir
apraSyti, kas yra nagrinéjamas objektas, o kas — jo aplinka, nustatyti ir aprasyti objekto jéjimus bei
iSéjimus (kaip tai padaryti, buvo aprasyta 1.2. skyriuje) ir jo biiseng (kaip tai padaryti, zidir 1.3. skyriy),
isivedant atitinkamus zymenis, leidziancius matemati§kai atvaizduoti objekto jéjimus, iSéjimus ir
buisenas vektoriais X, y ir Z apibrézti ir aprasyti ty vektoriy koordinates, ju kitimo sritis,
iéjimy, iSéjimy ir biiseny erdves X, Y, Z;

2) nustatyti ir aprasyti matematine kalba objekto funkcionavima laike bei to funkcionavimo
stebéjimo ypatumus, t. y. nustatyti ir aprasyti, kokj kalendoriy — tolydy, diskrety ar misry tikslinga
panaudoti objekto funkcionavimo stebéjimui ir to funkcionavimo matematiniam apraSymui, t. y.
jo iéjimy, iSéjimy ir faziniy trajektorijy X (t), y (t) ir z (t) sudarymui;

3) nustatyti ir matematiskai aprasyti priklausomybes, egzistuojancias tarp objekto jéjimy,
iSéjimy ir biiseny vektoriy koordinaciy reikSmiy, taip pat objekto biisenos kitimo laike, jéjimams
veikiant, désningumus, t. y. to kitimo priklausomybeg nuo objekto i&jimy ir pacios biisenos. Matematine
kalba sakant, tai reiSkia: sudaryti objekto iS¢jimy funkcija y = ¢(X,z) ir objekto peréjimy funkcija
dz(t)

dt

Z((k +1)T) = y(z(kT),x(kT)), kai objekto kalendorius diskretus, arba :f(i(t),i(t)), kai
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t+At
objekto kalendorius tolydus, arba, taikant Lebego integrala, z(t+At)=z(t)+ J‘f(i(r),i(r))dr bendruoju
t

atveju, t. y. taikant bet koki kalendoriy: tolydu, diskrety ar misry.

ApraSant {&jimy, i8¢jimy ir biseny vektorius X, y ir Z bitina nurodyti, kokias jéjimy, i$¢jimy
ir biiseny charakteristikas iSreiSkia ty vektoriy koordinatés, kaip nustatomos tu koordinaciy reikSmés,
t. y. kokias budais, kokiomis skalémis bei kokiais matavimo ar kitokio vertinimo ,,vienetais® minétosios
charakteristikos vertinamos, matematisSkai iSreiS$kiant to vertinimo rezultatus atitinkamy koordinaciy
reik§mémis. Pageidautina nurodyti ir to vertinimo galimy paklaidy jvercius.

Aprasant objekto stebéjimo kalendoriy, butina nurodyti laiko matavimo vienetus, laiko
intervalo, kuriame buvo, yra ar bus stebimas modeliuojamas objektas, ribas, o diskretaus kalendoriaus
atveju — dar ir objekto stebéjimo momentus (objekto kalendoriaus ypatinguosius taskus) ar algoritma,
kuris leisty tuos taskus nustatyti. Taikant miSryji kalendoriy, turi biiti nurodyti tolydumo intervaly
ribiniai tagkai, o diskretumo intervaluose — objekto stebéjimo momentai.

Objekto stebéjimo momentai gali biiti parenkami ,,sinchroniskai®, iSdéstant juos laike tolygiai,
ir ,asinchroniskai®, parenkant tuos taskus taip, kad jie i$ tikryjy blity kuo nors ypatingi, pavyzdziui
atitikty kokius nors ypatingus ivykius objekto ar jo aplinkos funkcionavime, ypatinguosius objekto
fazinés, jo 1éjimy ar i$¢jimy trajektorijuy taskus.

Sudarant objektu iSorinius matematinius modelius ne visada butina sudarinéti abi (peréjimy ir
i$¢jimy) funkcijas, nes ne visy objekty biisena reikSmingai keiciasi stebéjimo metu, o kai kuriy objekty
aplinka yra tokia, jog jie { jos poveikius reik§mingai nereaguoja. Todél modeliy sudétis gali biti jvairi.
Ivairi gali bati ir funkcijy forma, pradedant nuo elementariy funkcijuy ir baigiant sudétingomis
operatorinemis bei algoritminemis formomis, sudétingomis kompiuterinémis programomis bei
programy paketais.

Neretai (ypa¢, kai objektas — sudétinga sistema ar objekto funkcionavime pasireiskia
stochastiSkumas), nepavyksta sudaryti objekto iSorinio matematinio modelio analizinéje formoje.
Tuomet sudaromas arba sistemos vidinis matematinis modelis, kuris gali biiti panaudotas ir jos
iSorinio modelio vaidmenyje (zitr. 1.12. Sios mokymosi priemonés skyriy), arba objekto
funkcionavimo imitacinis modelis (zitir. 1.13. ir 1.14. skyrius), galintis buti ir deteministinis, ir
stochastinis.

Papildomi sunkumai atsiranda, kai objektas néra stacionarus, t.y. kai gali keistis ne tik jo
1€jimy, i8¢jimy ir biiseny koordinaciy reik§més, bet ir modeliuojamos sistemos struktiira ar/ir sudétis, dél
ko gali keistis paciy peréjimo ar iSéjimo funkcijy struktiira ar/ir sudétis. Nors ir Siuo atveju
bendraja iSorinio matematinio modelio formg jmanoma formaliai suvesti i ,,standarting forma*, pateikta
§io skyriaus ir Sios jo santraukos pradzioje, tadiau reallis konkretaus modelio sudarymo sunkumai
iSlieka: ne visada paprasta nustatyti, kaip, laikui bégant, keiciasi pacios priklausomybés tarp objekto
i8¢jimy, 1éjimy ir bliseny bei kaip keiciasi objekto biisenos kitimo désningumai, objektui senéjant, ir visa
tai iSreik$ti matematiskai, sudarant sudétingas laike kei¢iancias save funkcijas.

Kitas papildomas sunkumas — objekto ,,nemarkoviSkumas“, pasireiskiantis tuo, kad objektas
gali turéti ne tik ,,momenting“, bet ir ,,ilgalaike” ,,atminti, t. y. tuo, kad objekto funkcionavimas gali
priklausyti ne tik nuo jo ,,momentinés biisenos dabar®, bet ir nuo jo funkcionavimo trajektorijos,
kuri ta objekta atvedé j dabarting jo biiseng.

Norint suvesti tokiy objekty iSorinius modelius | Markovo objekty matematinius
modelius, tenka iSplésti objekto biisenos savoka ir jos matematinio apraSymo forma, tuo zymiai
padidinant buisenos vektoriaus koordinadiy skaifiy, papildant prading objekto momenting biisena
objekto fazinés trajektorijos, atvedusios objekta i dabarting biisena, atkarpa, vaizduojancia objekto
»priesistore“. Visa tai Zymiai padidina skai¢iavimy apimtis bei jy sudétinguma, ir tik kompiuterinés
technikos déka tokiy modeliy panaudojimas tampa praktiskai jmanomas.

Objekty matematiniy modeliy kiirimas — ne tik sudétingas mokslas, bet ir subtilus menas,
reikalaujantis ne tik gero matematikos Zinojimo bei mokéjimo naudotis jos kalba ir aparatu, bet ir
sugebéjimo suvokti tos srities, kuriai priklauso modeliuojamas objektas, reiskinius ir ju specifika,
sugebéjimo visa tai, pasitelkiant sistemini matematini mastyma, sintezuoti ir formalizuoti. Tokios Zinios
ir tokie sugebéjimai atsiranda ne iSkart, o tik palengva kaupiasi, vystosi, tobuléja, pakankamai ilgai
dirbant §i sudétinga kiirybinj darba.

Kad studentams bty lengviau suvokti ir jsisavinti §io sudétingo mokslo ir meno pagrindus bei
pradmenis, Siame skyriuje pateikta gana daug jvairiy objekty bei procesy nagrinéjimo ir jy iSoriniy
matematiniy modeliy sudarymo pavyzdziy. Todé¢l Siame skyriuje ir atsirado smulkiu Sriftu pateikti
1.4.1.+1.4.12. skyreliai, skirti iSoriniy matematiniy modeliy sudarymo ir jy taikymo, nagrinéjant objektu
funkcionavima, proceso demonstravimui ir iliustravimui. Siy skyreliy tekstai skirti ne tam, kad juos
studentai ,,iSkalty”, o tam, kad jie buty perskaityti ir suprasti, kad galéty buti panaudoti kaip pavyzdziai,
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atkreipiantys démesi i tuos sunkumus, su kuriais tenka susidurti, kuriant objekty matematinius modelius,
ir, galy gale, kaip iSoriniy matematiniy modeliy kiirimo ,treniruokliai, kuriais naudojantis palengvéja ir
pagreitéja reikalingo supratimo, reikalingy Ziniy ir reikalingy igiidziy isigijimo procesas. Pasimokius
kurti objekty matematinius modelius, naudojantis ,treniruokliais®, galima pereiti ir prie uzduociy,
pateikty Sio skyriaus pabaigoje, t.y. pabandyti kurti Siame skyriuje neaprasytu objektuy iSorinius
matematinius modelius jau savarankiSkai. Skaitytojams, norintiems iSmokti kurti objekty ir procesy
iSorinius matematinius modelius, rekomenduoju atlikti §ias uzduotis.

Siu eilu¢iy autoriaus ilgameté déstymo patirtis rodo, jog i¥mokyti studentus savarankiskai
kurti objekty ir procesy matematinius modelius, nors ir nelengva, bet jmanoma.

Matematiniai, informaciniai (placiaja prasme) ir techniniai modeliai gali buti ne tik
deskripciniai, bet ir normatyviniai.

Normatyviniy modeliy kiirimas vadinamas projektavimu. Tai — irgi mokslas ir menas, ne
maziau sudétingas ir ne maziau svarbus bei naudingas uz deskripciniy modeliy kiirimo mokslg ir mena.

Priimta naujo objekto kiirimo procesa skaidyti { tris stadijas: prieSprojekting, projekting ir
projekto realizavimo stadija.

Priesprojektinéje stadijoje atlickami poreikiy ir galimybiy tyrimai, projektuojamo objekto
vizijos formavimas ir misijos formulavimas, biisimojo projekto idéjos kiirimas ir jos techninis bei
ekonominis pagrindimas. Si stadija uZsibaigia projektavimo techninés uZduoties sudarymu,
aptarimu ir patvirtinimu.

Projektiné stadija, kai projektuojamas visiskai naujas objektas, savo eile skaidoma { tris
etapus, o kai naudojamasi jau turimais tipiniais projektais ir belieka tik juos adaptuoti, pritaikant prie
konkreciy salygu ir biisimojo vartotojo specifiniy poreikiu, tai pakanka tik dviejuy etapy, o ir tie daznai
sujungiami.

Pirmojo etapo metu sudaromas techninis projektas — iSorinio normatyvinio informacinio
modelio ir vidinio modelio principiniu idéjuy, ty modeliu principiniu schemu junginys, leidziantis
patikrinti ir patvirtinti kuriamo projekto realizuojamuma ir naudinguma, pakankamai patikimai jvertinus
projektuojamo objekto sukiirimo sanaudas bei jo biisimos eksploatacijos ekonominj efektyvuma.

Projektinés stadijos antrajame etape, vyksta ty idéjy ir ty prielaidy, kuriy pagrindu buvo
kuriamas visiskai naujo objekto techninis projektas, ir paties techninio projekto principinés schemos
iSbandymas, atliekant matematinius ir natirinius eksperimentus. Kartais specialiai tokiems
iSbandymams kuriami busimojo objekto svarbiausiyjy daliy ir net viso objekto bandomieji
egzemplioriai. Naudojantis tipiniais projektais §is etapas tampa nereikalingas.

Projektinés stadijos treCiajame etape kuriamas objekto darbinis projektas, kuriame galima
i8skirti dvi dalis:

1) detaly vidini biisimojo objekto normatyvini modeli, kuri galima pavadinti to objekto
konstrukcijos projektu,

2) objekto pagaminimo proceso informacini modeli, kuri galima pavadinti objekto
technologiniu projektu, nes, ji sudarant, suprojektuojamas objekto pagaminimo ir jo eksploatavimo
technologijos.

Projekto realizavimo stadijoje pagaminamas ir iSbandomas suprojektuotas objektas. Sudétingy
sistemy projekty realizavimo atveju $§i stadija taip pat skaidoma | etapus, o sudétingos sistemos
diegimas — dar ir | eiles. Visa tai bus nagrinéjama antrojoje mokymosi priemonés dalyje, o kol ji dar
neatspausdinta, besidomintieji sisteminiu projektavimu tikrai daug naudingos informacijos gali rasti
knygose [15, 16] ir Siy eiluciy autoriaus tinklalapyje.

Sudétingy sistemy deskripciniy ir normatyviniy modeliy kiirimas reikalauja specialios
sisteminés modeliavimo ir projektavimo metodologijos taikymo. Su ta metodologija skaitytojas galés
susipazinti antrojoje mokymosi priemonés dalyje, o dabar — jau minétose knygose [15, 16].

Siame (1.4.) skyriuje apsiribota tik vienu normatyvinio verbalinio modelio sukiirimo pavyzdziu —
pareigybés paso projekto sudarymu, vadovaujantis Siame skyriuje pateiktais metodiniais nurodymais
ir konkreciu ten pateiktu praktikoje patikrintu ir gerai save uzsirekomendavusiu pareigybés pasu (jo
kopija).

Pareigybés paso sudarymo uzduotj atlieka kiekvienas sistemotyros kursa studijuojantis
studentas. Keliolikos mety patirtis rodo, jog $ia uzduotj dauguma studenty atlieka pakankamai gerai, o
nemaza ju dalis — net labai gerai, nors matematinius objekty modelius didZioji dalis studenty
sudarinéja labai nelengvai. PP projektavimas jiems sekasi Zymiai geriau. Tai galima paaiSkinti,
matyt, tuo, kad PP normatyvinis modelis — dar tik verbalinis, o taip pat tuo, kad PP projektavimo tema
gana artima tai gyvenimo praktikai, kuriag nemaza dalis studenty jau turi. Labai svarbu, kad, atlikdami
Sia uzduotj, studentai praktiskai isitikina sistemotyros metoduy ir principy naudingumu. Tai didina juy
pasitikéjima savo jégomis ir palengvina mokymasi kurti objekty bei procesuy sisteminius matematinius
modelius ir eksperimentuoti su jais.
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ISsiaiskintinos savokos

abstrahavimo operacija

abstrakti savoka

adaptacija

aktyvus sistemos elementas

aktuariné matematika

algebriné grupé

algebrinés grupés salyga, kurig turi tenkinti KDS

algoritmas

algoritminé kalba

algoritminé modelio forma

algoritmo neegzistavimo jrodymo problema

Amontsono désnis slydimo trin¢iai

amperas

amplitudé

amplitudiné — dazniné charakteristika

analiziné matematinio modelio forma

analoginis modeliavimas

antroji signaliné sistema

apibendrintos fazinés koordinatés

apibendrintos koordinatés

apribojimai (sudétiné optimizacinio modelio dalis)

apskaita

Archimedo jéga, veikianti skystyje ar dujose
panardinta kiing

baigtinis automatas

baigtiniy automaty teorija
baigtiniy elementy metodas
bandomasis egzempliorius
bandomoji eksploatacija

bendrasis lygties sprendinys
bendrasisteminiai principai
bendroji i$¢jimy funkcijos forma
bendroji peréjimy funkeijos forma
Bernulio désnis tekanéiam skys¢iui

chaosas
chaoso teorija
chaotiSkumas

,,daliné* biisena

daliné logikos funkcija
,dalinis* automatas
,,dalinis“ modelis

dalinis sprendinys

darbinis projektas

darbo grafikas

darbo tvarkarastis

dedukcija

de Morgano formulés

delsa

deskripcinis modelis
deterministiné chaoso teorija
determinizmas
determinuotas automatas
determinuota Tifiringo masina
dezorganizacija
dezorganizacijos lygis

artutiniai skai¢iavimo ir sudétingy uzdaviniy
sprendimo metodai

ataskaita

atminties elementas

atraktorius

atsitiktinis vélavimas

automatas

automatas, juntantis ,,prieSistor¢* (automatas,
turintis ,,prieSistorg®)

automatiné valdymo sistema

automatinis valdymas

automatizuota imitacinio modeliavimo sistema
(AIMS)

automatizuotas valdymas

automatizuota projektavimo sistema (APS)

automatizuota valdymo sistema (AVS)

automato blisenos matematinis aprasymas

automato momentiné biisena

automato pilnoji biisena

automaty teorija

autonominio automato peréjimy | naujas blisenas
tikimybés

autonominis automatas

AVS kiirimo principai, ju klasifikavimas ir taikymai

bifurkacija

bifurkacijy teorija

biznio ciklai

blokiné schema

Bulio algebra

,.blisena dabar®

biiseny erdvé ir jos matematinis apraSymas
Buslenkos agregatas (BA)

Buslenkos agregatiné sistema (BAS)

ciklinis svyravimy daznis
CPM (,,kritinio kelio metodas®)
Ciorco tezé

diferencialiné lygtis

diferencialiné peréjimy funkcijos forma

diferencialinis vektorinis operatorius

diferencijavimo grandelé

dinaminé pusiausvyra

dinaminé sistema (DS)

dinaminé sistema, turinti misry kalendoriy

dinaminés sistemos apibendrintosios fazinés
kordinatés

dinaminés sistemos fazé

dinaminés sistemos faziné erdvé

dinaminés sistemos fazinés koordinatés

dinaminés sistemos faziné trajektorija

dinaminés sistemos kalendorius

dinaminés sistemos kinematika

dinaminés sistemos konfigiiracija

dinaminés sistemos matematinis modelis

dinaminés sistemos nestabilumo priezastys
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dinaminés sistemos stabilumo tipai ir salygos
dinaminis klampumo koeficientas

dinaminis modelis ir dinaminis modeliavimas
DYNAMO

disjunkcija

disjunktorius

ekologija

ekologija ,,placiaja prasme*
ekologiné sistema
ekonometrija
ekonometrinis modelis
ekonominis efektyvumas
eksploatacija
ekvifinaliskumas

elektriné jtampa

elektrinés analoginés modeliavimo masinos
elektriné talpa

faradas

Faradéjaus désnis

fazé

faziné — dazniné charakteristika
faziné erdvé

fazinés koordinatés

faziné trajektorija

fazinés trajektorijos ypatingieji taskai
fazinés trajektorijos kritiniai taskai
fazinés trajektorijos portretas
fazinis objekto portretas

finaliné biisena

finaliné pusiausvyra

finalinés tikimybés

gamyba

gamybinis darbinis projektas
gamybos planas

gestantys svyravimai

glodziyjy atvaizdy ypatumy teorija
GPSS

Hamiltono operatorius (hamiltonianas)
henris
Hevisaido transformacija

diskreti dinaminé sistema

divergencija (div)

Dufingo diferencialiné lygtis

dvejetainis kodas, dvejetainis kodavimas
dvejetainis vienaskiltis sumatorius (DVS)
DVS3

elektrodinaminé sistema
elektromagnetiniy virpesiu kontiiras
elektroninés modeliavimo masinos
elektroniné skai¢iavimo masina (ESM)
elektros sroveés stipris

elektros varomoji jéga (e.v.j)
elementarioji funkcija

elementari Titliringo masina
emerdzencija

energijos tvermés désnis

fiziné erdve

fiziné Svytuoklé

fizinis objekto modelis

flateris

formalizavimas

Foresterio dinaminé sistema (FDS)

funkcija (diskreti ir tolydi, iS¢jimo ir peréjimo,
perdavimo)

funkcija (pareigiino)

funkcijos atlikimo kokybé

funkcijos atlikimo kokybés rodikliai

funkcijos atlikimo kriterijus

funkcinis organizacijos modelis

gradientas (gr_aci )

grafas

grafikas

grafiné modelio forma
gravitacija

gravitaciné konstanta

hierarchiné vektoriné funkcija
hierarchinis vektorius
hiperbolinés funkcijos

hibridiné (integraliné) skaiciavimo sistema (masina) hipotetinis modelis

hidrodinamika
hidrodinaminé sistema
hidrostatika

hidraulika

hierarchija

hierarchiné struktura

1€jimy erdvé

1€jimy erdvés matematinis apra§ymas
1€jimy trajektorijos

1€jimu vektorius

imitacinis modeliavimas

imitacinis modelis

indukcija

hipotezé

hipoteziy kélimo ir tikrinimo metodas
hipoteziy teisingumo tikrinimo metodai
homogeniné Markovo grandiné
homomorfizmas

induktyvumas

inercija

inercijos momentas

informacinis modelis

Linformacinis modelis“ (knygoje [34])
informacinis modelis ,,pla¢iaja prasme®
informacinis modelis ,,siauraja prasme*
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informaciniy modeliy kompiuteriné analizé
integraline lygtis

integralinis operatorius

integravimo grandelé

integro — diferencialiné lygtis

integro — diferencialinis operatorius
intervaliné funkcija

intervaliné matavimy skalé

invertorius

katastrofa

katastrofy teorija

katastrofy tipai

kauzalinis modelis

keistasis atraktorius

kiekybiné analizé

kiekybinés ir kokybinés analizés sintezé

kinetiné energija

Kirchofo désniai

klasifikavimo pagrindo vienumo taisyklé

klasikiné dinaminé sistema (KDS)

kodas

kodavimas

kokybiné analizé

kokybinis objekto modelis

Kolmogorovo algebriniy lygciy sistema Markovo
grandinéms

Kolmogorovo — Cepmeno formulé

labiausiai tikétina blisena

lagas

laiko eiluté

laiko logika

laiko logikos funkcija

Laplaso operatorius

Laplaso transformacija

Lebego integralas

lygiagretaus veikimo dvejetainis n — skiltis
sumatorius (LVDS)

makroekonomika

makrometodas

makromodelis

maksimumas, maksimumo taskas, jo radimas

MAPLE

,,markoviskumo* savybé

Markovo grandiné

Markovo grandinés su diskreciu laiku

Markovo grandinés su tolydziu laiku

Markovo objektas

Markovo procesas

mars$rutiné technologiné kortelé (MTK)

masinio aptarnavimo sistema (MAS)

masinio aptarnavimo sistemy teorija

masé

masiy centras

masiy centro koordinatés ir juy reikSmiy
apskai¢iavimas

matavimo paklaida

matavimo vienetas

i$¢jimy erdvé

i8¢jimo funkcija

i8¢jimo signalo i8davimo tikimybé
i$¢jimo trajektorija

iSorinio matematinio modelio sudétis
iSorinis matematinis modelis
,,1881gimes® automatas

izoliuotas kritinis taskas

Kolmogorovo diferencialiniy lyg¢iy sistema
Markovo grandinéms

kombinaciné schema

kompleksinis informacinis modelis

koncepcinis modelis

kondensatorius, kondensatoriaus talpa

konjunkcija

konjunktorius

konsensusas

konstruktyvinis apibrézimas

konstruktorinis projektas

koordinaté

koordinatés reikSmé

krastinés salygos

kritiné reik§mé

Kulono désnis elektriniams kriiviams

Kulono désnis riedéjimo trinciai

kiirybiniai darbai

lygiagretus jungimas
linkio taskas, jo radimas
loginé funkcija

loginé schema

loginis automatas

loginis operatorius

loginis sistemos elementas
logistiné kreivé

losimy teorija

matavimy (vertinimy) skalés

matematiné ekonomika

matematiné Svytuoklé

matematinio modelio parametrai

matematinio modelio strukttira

matematinio modelio sudarymo procesas

matematinio modelio struktira

matematinio modelio sudétis

matematinis modelis (deskripcinis, normatyvinis,
sisteminis, optimizacinis)

matematiniy modeliy izomorfizmas

MATHCAD

MATLAB

matrica

matricy matrica

matricy vektorius

mazojo parametro metodas

medziagy sandélio matematinis modelis

mechaniné dinaminé sistema

Mendelejevo — Klapeirono lygtis
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metodo paklaida

mikroekonomika

mikrometodas

mikromodelis

Milio automatas

minimali disjunkciné normaliné forma (MDNF)

minimali konjunkciné normaliné forma (MKNF)

minimumas, minimumo taskas, jo radimas

misija, misijos formulavimas

misrus objekto kalendorius, jo matematinis
apraSymas

nabla operatorius

Navje — Stokso lygtis
neapibréztyju koeficienty metodas
nedeterminuota Tiliringo masina
nehomogeniné (heterogeniné) Markovo grandiné
neisreikstiné funkcijos forma
nekiekybinis objekto modelis
neizoliuotas kritinis taskas
nereglamentuota funkcija
nereglamentuotas rezimas
nestabili pusiausvyra

nestacionari dinaminé sistema
nestacionarus objektas

netiesinis modelis

objektas

objekto aprasymas

objekto aplinkos apraSymas

objekto bilisenos aprasymas

objekto biiseny erdvé

objekto buiseny vektorius

objekto fazinés trajektorijos

objekto fazinis portretas

objekto iéjimy apraSymas

objekto iéjimy erdve

objekto iéjimy trajektorijos

objekto iéjimy vektorius

objekto i$¢jimy aprasymas

objekto i$éjimy erdve

objekto i$¢jimy trajektorijos

objekto i$¢jimy vektorius

objekto iSorinio matematinio modelio sudarymas
objekto iSorinio matematinio modelio sudétis
objekto iSorinis matematinis modelis
objekto kalendoriaus matematinis apraSymas
objekto stebé¢jimo kalendoriaus pasirinkimas

pageidaujamoji blisena

pareigybés pasas (PP)

pareigybés paso redakcijos

pareigybés paso sudarymo etapai
pareigybés paso sudarymo metodiniai nurodymai
pareigybiné instrukcija (PI)

pasyvus elementas

percepcija

percepcinis modelis

perdavimo funkcija

peréjimo funkcijos diferencialiné iSraiska

modelio adekvatumas tikrovei
modelio nestabilumas
modelio objektyvumas
modelio paklaida

modelio pilnumas

modelio stabilumas
,momentiné* biisena
morfologinis modelis
multimedia priemonés

Muro automatas

nevaldomieji modelio parametrai

nominaliné skalé

nominaliné reik§meé

normaliné dinaminés sistemos matematinio modelio
forma

normalusis Markovo algoritmas

normatyviné logika

normatyviné organizaciné dokumentacija (NOD)

normatyviné technologija

normatyvinis modelis

nuosavi svyravimai

nuoseklaus veikimo dvejetainis sumatorius (NVDS)

nuoseklus jungimas

omas
Omo désnis

operacijos atlikimo algoritmas
operacijy tyrimas

operacijy tyrimo metodai
operaciné instrukcija (OI)
operaciné kortelé (OK)
operatoriné blokiné schema
operatorius

optimalumo kriterijus
optimalumo rodiklis
optimizacinis modelis
optimizavimas

optimumas, optimumo taskas
organizacija

organizacijos jstatai
organizacijos padalinio nuostatai
organizmas

organizuotumas

organizuotumo lygis

peréjimo funkceijos skirtuminé israiska
peréjimo — iséjimo tikimybeé

peréjimo — i$é¢jimo tikimybiy matricos
peréjimy funkcija

peréjimy tikimybeés

peréjimy tikimybiy matrica

peréjimy charakteristikos

PERT

pilnas iSorinis matematinis modelis
pilnoji objekto blisena

pirmoji signaliné sistema
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planavimas

planiné normatyviné dokumentacija (PNOD)
planuojamoji biisena

populiacija

populiacijos augimo greicio formulé
potencialiné energija

POWERSIM

pradiné biisena

pradiné funkcija

pradinés salygos

pradiniy salygu suderinamumas
priesistoré

priesistorés ilgis

prieSprojektiné stadija

principiné schema

priverstiniai svyravimai
prognozavimas, prognozeé
prognozuojamoji biisena

rangas

rangy skalé

ranginé koreliacija

redukcija

redukuotos fizinés Svytuoklés ilgis
reglamentas

reglamentuota funkcija
reglamentuota informacija

reglamentuoto informacinio apriipinimo rezimas

regresija
regresinis modelis
regresinis modelis su pasiskirsciusiais lagais

santykiy skalé

sarysiai tarp objekto biisenos, i¢jimy ir i$¢jimuy

saviorganizacija

sekvenciné masina

signalas

signaliné informacija

signalinis informavimo rezimas
simboliné duomeny forma
simbolis

sisteminé metodologija
sisteminé projektavimo metodologija
sisteminiai modeliai

sisteminiai principai

sisteminis mastymas

sisteminis modeliavimas
sisteminis poziiiris

sisteminis projektavimas
skai¢iavimo paklaida
skaitmeniné duomeny forma
skaitmeninis modelis

skaliaras

skaliariné funkcija

skaliarinis operatorius
skirtuminé lygtis

skys¢io nesuspaudziamumo désnis
slydimo trintis

S$ilumos laidumo diferencialiné lygtis

projektas

projektavimas

projektavimo sanaudos
projektavimo techniné uzduotis (PTU)
projektiné stadija

projektinés stadijos etapai
projekto ekonominis pagrindimas
projekto kiirimo stadijos

projekto optimalumas

projekto optimizavimas

projekto racionalumas

projekto realizuojamumas
projekto techninis pagrindimas
pusiausvyra

pusiausvyriné biisena
pusiausvyros nestabilumo salyga
pusiausvyros stabilumo salyga

rekurentinis procesas
rekursija

rekursiné funkcija, rekursyvioji funkcija
rekursinis modelis
rezistorius, rezistoriaus varza
rezonansas

rezonanso energija

riedéjimo trintis

ritelé, ritelés induktyvumas
rutininé operacija

rutininiai darbai

solitonas
srauty tinkluose valdymas

stabilaus funkcionavimo tikslai (tiksly grupé ,,a“)

stabilioji pusiausvyra

stacionari dinaminé sistema

stacionarus objektas

standartiné dinaminés sistemos matematinio
modelio forma

,standartinis* iSorinis matematinis modelis

standartinis* operatorius

statinis modelis

statistinis modeliavimas

statistinis modelis

stochastinis automatas

stochastiSkumo — determinuotumo dilema

Stokso désnis rutuliuko grimzdimui

struktirinis stabilumas

suderinamumo salyga KDS apibrézime

sukamasis kiino judéjimas

svyravimy amplitudé

svyravimy ciklinis daznis

svyravimy daznis

svyravimy fazé

svyravimy periodas

svorio centras

$vytuoklés matematinis modelis
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taisyklingas automatas
taktas
taskiné (tasko) funkcija
techniné uzduotis (TU)
techninis projektas
techninis projektavimas
techninis realizuojamumas
technologiné normatyviné organizaciné
dokumentacija (TNOD)
teleologiné metodologija
technologinis projektas
tenzoriné algebra
tenzorius
terminaliné metodologija
tiesiaeigis judéjimas
tikimybiy matrica
tikimybiy matricy matrica
tikslo funkcija
tiksly medis

universalus iSorinis matematinis modelis
uzklausa

valdomieji kintamieji

valdomieji modelio parametrai

valdomujy kintamyjy reikSmiy apribojimai
valdomuyjy kintamyjy reikSmiy optimizavimas
van der Vaalso formulé

varza (aktyvioji, reaktyvioji)

vektoriné funkcija

vektorinis operatorius

vektorius

verbalinis modelis

vélinimas

vélinimo blokas

vélinimo konstanta

X automatai
Y automatai

Z automatai

tinkliné strukttira

tinklinis grafikas (TG)

tinklinis modelis

tinkliniy struktfiry optimizavimas

tipinis iSorinis matematinis modelis

tipinis projektas (TP)

Tiliringo masina

Tiliringo masinos matematinis modelis
Tiliringo masiny kompozicija

tobuloji disjunkciné normaliné forma (TDNF)
tobuloji konjunkciné normaliné forma (TKNF)
tolydumo — diskretumo dilema

tolydumo salyga KDS apibrézime

tolydus kalendorius

tolydusis skirstinys

tolygus pasiskirstymas

trigeris

tvarkarastis, tvarkaras¢iy teorija

uzklausiamoji informacija
uzklausy rezimas informacinéje sistemoje

véluojancio argumento diferencialiné lygtis
véluojancio argumento DS modelis
véluojancio argumento funkcija
véluojancio argumento funkcijos Laplaso atvaizdas
vidinis matematinis sistemos modelis
vidurkiy dinamika

vienaparametriné algebriné grupé

vieneto konstituenté

vystymosi tikslai (tiksly grupé ,,b*)
visuotinés traukos désnis

vizija, vizijos formavimas

voltas

X—Y automatai

UZDUOTYS

1.4.1.  Sudarykite matematinés svyruoklés iSorini matematini modelj ir iSnagrinékite galimas
to objekto fazines trajektorijas ir portretus. Kuo skiriasi Sis modelis nuo elektromagnetiniy virpesiy
kontiliro matematinio modelio, sudaryto 1.4.8. skyrelyje?

1.4.2. Sudarykite automato, kurio veikimas aprasytas 2-joje lentel¢je, iSorini matemating
modelj, uzragydami i$¢jimo ir peréjimo funkcijuy TKNF. Ar galima ta automata pavadinti sekvencine
masina? Pateikite X—Y, Y ir X automaty pavyzdziy. Kokius automatus vadina Muro automatais?

1.4.3.  Sudarykite gazuoto vandens pardavimo automato iSorini matematini modelj.

1.4.4. Sudarykite sistemos, pavaizduotos 18 pav. ir apraSytos uzduotyje 1.3.7., iSorini
matematini modelj, atvejui, kada m;>0, pasinaudodami Bernulio désniu skys¢iams. Raskite matematines
i8¢jimo ir fazines trajektorijy iSraiSkas ir pavaizduokite jas grafiskai. Kuo tos trajektorijos skiriasi nuo
trajektoriju, gauty atvejui, kai m;=0?

1.4.5. ISnagrinékite ir paaiSkinkite, i§ kur ir kaip gautos medziagy sandélio imonéje (zidir.
uzduoti 1.3.8. ir skyreli 1.4.5.) i§¢jimy ir peréjimy funkcijos. Ar gali jos biiti kitokios?

1.4.6.  Suraskite diferencijavimo grandelés i$¢jimo trajektorija, jei {¢jimo trajektorijos ir
grandelés pradiné biisena apraSomos formulémis:
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a) x(t)=at+b, kur a=const., b=const., z(0)=0.

b) x(t)=Asin(wt+ ¢ ), kur A=const., w=const., ¢ =const., z(0)=0.

Atlikite $ia uzduoti dviem budais: 1) tiesiogiai, naudodamiesi konkre¢iu diferencijavimo
grandelés modeliu ir duotomis pradinémis jos funkcionavimo salygomis; 2)iSsivesdami bendraja

t t t T
fazinés trajektorijos z(t) formule z(t)=z(0)e R€ +$e RC|x(t)e RCdr ir po to ja taikydami
0
konkreciuose skai¢iavimuose.

1.4.7.  Sudarykite automato, aprasyto uzduotyje 1.3.13., iSorini matematini modeli. Koks tai
automatas: Muro ar Milio? Sudarykite to automato peréjimo ir i$¢jimo funkciju TDNF ir TKNF.
Supaprastinkite tas funkcijas.

1.4.8. Knygos [32] 61-62 puslapiuose (pavyzdyje 3.1.) nagrinéjamas autobuso biliety
pardavimo automatas ir sudarytas to automato iSorinis modelis. ISreik§kite automato peréjimy ir i§éjimuy
funkcijas dvireik§més matematinés logikos kalba.

1.49. Knygos [32] 62-63 puslapiuose (pavyzdyje 3.2.) nagrinéjamas automatas,
paskirstantis i$ liejyklos transporteriu atgabenamus jvairaus skersmens vamzdzius juy valcavimo staklyno
linjjoms, kur tie vamzdziai turi buti apdorojami. Sudarykite automato iSorini modelj ir raskite klaida
minétoje knygoje pateiktame to automato matematiniame modelyje.

1.4.10. Knygoje [32] puslapiuose 63-64 (pavyzdyje 3.3) nagrinéjama sandélio saugykla,
turinti n stelazy, kurioje skirtingi gaminiai saugomi skirtinguose stelazuose. ISnagrinéjg saugyklos
apraSyma ir jos iSorini matematinj modelj, pateikta knygoje [32], pabandykite sudaryti tobulesni modelj,
kuriame i¢jimuy ir i$¢jimy erdvés biity natiiralesnés ir kur bty atsizvelgta | ta aplinkybe, kad saugykla
turi medziaginius ir informacinius {éjimus ir i$éjimus.

1.4.11. ISnagrinékite galimus atvejus, apraSytus knygos [32] pavyzdyje 3.10, (78-79 psl.), ir
sudarykite procesy iSorinius matematinius modelius. Gaukite kiekvienam atvejui proceso fazinés
trajektorijos ir jos portreto matematini apraSyma. Iliustruokite gautus rezultatus bréziniais.

1.4.12. Sudarykite procesy, apraSytu knygos [32] pavyzdyje 3.11 (79-80 psl.), iSorinius
matematinius modelius ir gaukite ty procesy fazinés trajektorijos matematines israiskas.

1.4.13. Sudarykite populiacijos augimo proceso, aprasyto knygos [4] pavyzdyje 3.12 (80-81
psl.), matematini modelj. Jei § procesa nagrinétume ne izoliuotai, o atsizvelgdami i populiacijos saveika
su aplinka (populiacijai reikalingas maistas, ji pati gali biiti maistu kitoms populiacijoms ir t. t.), kaip
pasikeisty §io proceso matematinis modelis?

1.4.14. Palyginkite mechaniniy ir elektromagnetiniy virpesiy procesy matematinius modelius
ir isitikinkite, jog tie modeliai skiriasi tik vartojamais zyméjimais ir ju interpretacija.

Suraskite dar keleta pavyzdziu, iliustruojanciy teiginj, jog skirtingi objektai (procesai) gali
turéti izomorfisSkus matematinius modelius, besiskirian¢ius vienas nuo kito tik vartojamais zZyméjimais
bei ju interpretacija.

Kokia praktiné iSvada iSplaukia i§ izomorfisky matematiniy modeliy egzistavimo fakto?

1.4.15. Tliustruokite konkreciais pavyzdziais makrometody ir mikrometody vartojima,
sudarant objekty iSorinius matematinius modelius.

Kuo, jiisy nuomone, skiriasi analiziniai ir imitaciniai procesy modeliai?

1.4.16. Sudarykite toki objekto iSorini matematini modeli, kurio i$¢jimy ir peréjimy funkcijos
biity sudétingi operatoriai.

1.4.17. Kuo skiriasi stacionariy ir nestacionariy objekty matematiniai modeliai? Iliustruokite
savo atsakyma pavyzdziais. Pateikite KDS pavyzdj, skirtinga nuo mokymosi priemonéje pateikty KDS
pavyzdziy.

1.4.18. Raskite pavyzdziy tokiy objekty, kuriy i$¢jimai priklauso ne tik nuo iéjimy ir tos
busenos, kurioje tie objektai yra dabar, bet ir nuo to, kokiu budu (kokia trajektorija) jie i ta biisena
pateko. Kaip sudaryti tokio objekto iSorinj matematini modeli? Kaip atrodytu tokio objekto peréjimo ir
i$¢jimo funkcijos (peréjimo ir i§éjimo operatoriai) bei fazinés trajektorijos ir ju portretai?

1.4.19. Raskite dinaminés sistemos, kurios iSorinj matematini modeli sudaro dvi skaliarinés
peréjimo funkcijos: z; =b+2t ir z, =1, esant pradinéms salygoms z,=a=const, z,=b=const, fazing
trajektorija z(t) =(z,(t), z(t)) ir tos trajektorijos fazini portreta z,=&(z,), kai a=0 ir b=0. Kaip pasikeis tas
portretas, pakeitus pradines salygas, pavyzdziui, priémus, jog a=8, b=4? Ar nagrinéjamoji dinaminé sistema
yra KDS? Kodél? Keisdami pradines salygas, apskaiciuokite dar keleta faziniy trajektorijy ir raskite ju
portretus. Ka galite pasakyti apie tokiy portrety Seima? Kiek skirtingy paraboliy gali kirsti kiekviena bliseny
erdvés taska? Ar kiekviena Sios portrety Seimos parabolé kertasi su kiekviena kita tos Seimos parabole?
Kokiame taske kertasi parabolé, atitinkanti pradines salygas a=0, b=0, su parabole, atitinkancia pradines
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salygas a=—2, b=0? Kokias pradines salygas turi turéti Si sistema, kad jos fazinis portretas nesikirsty
baigtiniame taSke su sistemos, turin¢ios pradines salygas a=2, b=4 faziniu portretu?

1.4.20. Pasirinkite koki nors nesudétinga objekta ir sudarykite jo iSorini matematini modelj,
panasy i tuos modelius, kuriy pavyzdziai pateikti Sio skyriaus 1.4.1+1.4.12. skyreliuose, bet nesutapty né
su vienu i$ ju. Raskite to objekto fazing ir i$¢jimo trajektorijas ar pradines ju atkarpas, atitinkancias Jusy
pasirinktas pradines salygas ir j{¢jimo trajektorija ar jos prading atkarpa.

1.4.21. Nustatykite, ar hidrodinaminé sistema, kuria nagrinéjome 1.4.4. skyrelyje, kai jos
iéjimas x(t)=0, yra KDS?

1.4.22. Atlikite 1.4.21. uzduoti, nagrinédami elektromagnetiniy virpesiy kontiira, aprasyta
1.4.8. skyrelyje.

1.4.23. Raskite medziagy sandélio, kurio iSorini matematini modeli sudaréme 1.4.5. skyrelyje,
fazines ir i8¢jimo trajektorijas tuo atveju, kai medziagy rasiy skaiCius n=3, cechy skai¢ius m=2,
2y (1) =(z1.1(1), z12(1), 215(1)=(100; 80; 150), z,(t) =(z2,1.1(1), Z212(1), Z221(1), Z222(1), Z25.(1),
2532(1))=(0; 0; 05 0; 0; 0), Z3(t) =(23,1.1(1), z3,12(1), Z32.1(1), Z322(1), 233.1(1), 2332(1))=(600; 550; 400;
600; 700; 650), o i¢jimuy trajektorijos duotos 25 lenteléje, kurioje t — duotojo ménesio k darbo dienos
eilés numeris.

25. lentelé

t 1 12]3 516789101112 13]14|15]|16|17|18|19]20
x| 0] 0 [100 0 1100{200{100{ 0 [ O | O | O |50 (100{100{200|200/ O | O |100
X2|50]50] 0 100(100{100{ 0 | O | O | O | O |100] O |100] O |200{200{200| O
x;3 [100] 0 | O |200] 0 |200({200{ O | O | O |100|100| O | 50 |{100{200] O |100] O |100
X201020(30(20[35]20]20|50(20]20/30{20][20|30|20]50|80]|50|50]|50]20
Xo2| 1512010 ]20|15]20|50|20]30/20|{30][30|20|20]50]|80]100|50]|50]20
Xo01| 10 {40(25]20[{40]40|20|20]20/20|20]20|50|120/100{100|100|100| 50 | 50
X222[30(40(35[30[50]60|30|20]20/20|{20]20|40|40]80|100/100/100{90 | 70
X23.]40 [ 50|50 |75 (100] 50 |100| 40 | 50| 50| 40 [120| 60 | 50 | 80 |{100|100| 50 | 40 | 60
X232| 50 {60 | 50 | 75 {100] 50 [100| 50 | 50 | 50 | 40 | 40 | 60 | 50 | 80 {100|100| 50 | 60 | 50

S| O~

1.4.24. Sudarykite sandélio, aprasyto 1.4.23. uzduotyje, funkcionavimo imitacini modelj,
patys ivertindami artutines sandélyje atlieckamy operaciju (iSkrovimo, sandéliavimo, iSdavimo,
dokumenty tvarkymo) trukmiy reik§mes ir, atsizvelgdami i tai, jog imonés cechai turi pradéti darba nuo
ryto, nustatykite valanda, nuo kurios sandélis turéty pradéti iSdavinéti medziagas cechams. Atvezty ta
diena medziagy priémima sandélio darbuotojai galéty pradéti tik po to, kai aptarnavo cechus.

1.4.25. Sistemu analizéje gana daznai vartojamos Laplaso ir Hevisaido transformacijos,
sudarant objekty iéjimy ir i$¢jimy atvaizdus X(p) ir Y(p) bei objekty perdavimo funkcijas

W(p) = Lp) . Ar kiekvienas objektas turi nekintancia (jam budinga) perdavimo funkcija?
Susipazinkite su Laplaso ir Hevisaido transformacijomis ir perdavimo funkcijy sudarymo
metodais. Kaip, Zinant objekto i€¢jimo trajektorija ir perdavimo funkcija, rasti jo iS¢jimo trajektorija?
1.4.26. Radiotechnikoje daznai vartojamos amplitudiné—dazniné ir faziné—dazniné
charakteristikos. Ka jos charakterizuoja, kur ir kaip naudojamos? Kaip jas galima gauti, zinant objekto
perdavimo funkcija?
1.4.27. Daugelyje vadovéliy, kuriuose sprendziamas S$ios mokymosi priemonés 1.4.4.
skyrelyje apraSytas idealaus skyscio iStekéjimo greiCio nustatymo uzdavinys, nurodoma, kad ,,formulé

v =,/2gh néra tiksli“, nes, ja iSvedant, ,,nebuvo atsizvelgta | skys€io judéjimo inde greiti“, ir todél

iSvedama kita formulé v = kuri laikoma tikslesne. Si formulé i§vedama i§ Bernulio désnio

2

2 2
v v . . . o
p; +pgh,; +P71 =p, +pgh, + PTz =const., teigianfio, jog visuose skysCio srauto pjlviuose

duotuoju momentu t iSorinio, hidrostatinio ir hidrodinaminio slégiy suma yra pastovus dydis.

Ar teisinga nuoroda, kad formulé v = yra tikslesné uz formule v =,/2gh ?

2

Kada teisinga pirmoji, o kada — antroji formulé?
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2
o taip pat formulg v? [1 _G_zj =2gh, kai =s?
s

2gh
2 b

-2
s

1.4.28. Palyginkite Sioje mokymosi priemonéje sudaryta hidrodinaminés sistemos iSorinj
matematini modelj su skyscio iStekéjimo modeliu, pateiktu knygoje [31], kurioje, kaip ir buvo rasyta,
yra daug idomiy ir jvairiy modeliy. Kokias i§vadas padaréte i§ to palyginimo? Kaip galéty pasikeisti
hidrodinaminés sistemos modelis, jei skystis biity neidealus.

1.4.29. Kuo skiriasi hidrostatiniai ir hidrodinaminiai modeliai? Sudarykite 1.4.4. skyrelyje
apraSytos hidrodinaminés sistemos modeli, naudodamiesi Navje—Stokso lygtimi. Palyginkite tokiu blidu
gauta modeli su knygoje [31] sudarytu skyscio istekéjimo modeliu. Kokias iSvadas galima padaryti?

1.4.30. Nagrinéjant dujose vykstanéius termodinaminius procesus kartais naudojamasi
Mendelejevo—Klapeirono, kartais — Van der Vaalso formule. Kuo ir kodél skiriasi $ios formulés? Kokia
fizing reikSme turi Van der Vaalso formulés parametrai a ir b? Ar galima Mendelejevo—Klapeirono
formulg taikyti skys¢iams? O Van der Vaalso formulg? Kodél?

1.4.31. Pasinaudodami knyga [31], pabandykite argumentuotai atsakyti { klausima, kodél
kosminés raketos turi biitent tris pakopas?

1.4.32. Kokiy modeliy (mikro— ar makro—) klasei Jas priskirtuméte knygoje [31] aprasytas
benzolo, difenilo, trifenilo, fenantreno ir kity medziagy molekuliy matricinius ir grafinius modelius?
Kaip apskai¢iuojamas molekuliy galimy strukttiry skaicius? Kas yra rezonanso energija ir kaip ja galima
apskaiciuoti?

1.4.33. Naudodamiesi knyga [31], sudarykite grezimo lazeriu proceso matematini modeli.
Kaip sprendziama Silumos laidumo diferencialiné lygtis? Apibuidinkite mazo parametro metoda,
nurodydami, kada ir kaip jis taikomas.

1.4.34. Naudodamiesi knyga [31], susipazinkite su baigtiniy elementy metodo taikymu,
apskai¢iuojant statybines, hidrodinamines, aerodinamines ir biomechanines konstrukcijas. Kaip
sprendziamos diferencialiniy lyg¢iu su dalinémis iSvestinémis sistemos, kai duotos ne tik pradinés, bet ir
krastinés salygos? Kas yra tenzoriai? Suformuluokite kokji nors tenzoriy skai¢iavimo uzdavini. Kuo
tenzoriy algebra skiriasi nuo vektoriy algebros?

1.4.35. Susipazinkite su knygoje [31] pateiktais populiaciju modeliais ir iSspreskite ten
pateiktas uzduotis 1, 2 ir 3. Palyginkite ten pateiktus modelius ir ju sprendinius su knygoje [47]
pateiktais vidurkiy dinamikos modeliais bei sprendiniais. Kokias i§vadas galima padaryti?

1.4.36. I8nagrinékite knygoje [31] aprasyta cukrinio diabeto diferencialini modelj ir atlikite
ten pateiktas uzduotis 1+6. Prisiminkite izomorfizmo désnj (ziir. ,,Ivada®) ir, panagringj¢ Sios uzduoties
ir 1.4.29. uzduoties atlikimo rezultatus, raskite pavyzdziy, patvirtinanciy ta désnj ir jo taikymo
moksliniuose tyrimuose nauda.

1.4.37. ISnagrinékite knygoje [31] pateiktus stochastinius transporto priemoniy ir pésCiyju
judéjimo miesto gatvémis modelius. Palyginkite tuos modelius su $ios mokymosi priemonés 1.14.
skyriuje nagrinéjamu kirpyklos funkcionavimo modeliu. Ka bendro turi visi tie modeliai? Kuo jie
skiriasi? Ka vadiname masinio aptarnavimo sistema (MAS)? Susipazinkite su knygoje [47] pateiktais
MAS teorijos pradmenimis. Kg vadina Markovo procesais? O Markovo grandinémis? Sudarykite kokia
nors diferencialing Kolmogorovo lygti. Kada i§ tos lygties galima gauti algebring Kolmogorovo lygti?
Pateikite diferencialiniy ir algebriniy Kolmogorovo lyg¢iy sistemy taikymo pavyzdziy.

1.4.38. Susipazinkite su knygoje [31] pateiktu imonés veiklos planavimo modeliu ir
nuspreskite kokiai ekonomikos matematiniy modeliy klasei jis priklauso. Palyginkite §{ modelj su
knygoje [48] pateiktais makroekonomikos ir mikroekonomikos modeliais. Pabandykite
packsperimentuoti su bent vienu makromodeliu ir bent vienu mikromodeliu, pasinaudodami knygoje
[48] pateiktais kompiuteriniy programu paketais. Grizkite prie Sios mokymosi priemonés ,,Ivade®
pateikto 1 pav. ir pabandykite pafantazuoti, kur ir kaip makro— ir mikroekonomikos matematinius
modelius galima bty pritaikyti praktikoje.

1.4.39. ISnagrinékite knygoje [31] apraSytus universiteto déstytoju personalo struktiiros
tobulinime ir valdyme iSkylanc¢ius uzdavinius, ju modelius, o taip pat tu uzdaviniy sprendimo budus.
Kokios problemos iSkyla projektuojant bei tobulinant organizaciniy sistemu valdymo sistemas? Kas yra
automatizuoto valdymo sistema (AVS) ir automatinio valdymo sistema? Kur ir kada tokios sistemos
taikomos? Susipazinkite su Siy eiluciy autoriaus knygute [15], aprasancia AVS kiirimo principus, ir
suraskite, kurie i$ ty principy priskirtini bendrasisteminiy principy grupei.

1.4.40. Susipazinkite su knygoje [31] aprasytu automobiliy draudimo matematiniu modeliu ir
konkreciu skaitmeniniu pavyzdziu. Kokius uzdavinius nagrinéja ir sprendzia taip vadinamoji aktuariné
matematika? Kokie sisteminiai modeliai biity naudingi draudimo kompanijoms?

Kaip interpretuoti formulg v =
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1.4.41. Susipazinkite su knygoje [31] aprasytais loSimo teorijos taikymo karingje veikloje
pavyzdziais. Ka Jus esate girdéje apie loSimy teorija ir jos taikymus? Jei Jus sudomino loSimy teorija, tai
su jos pradmenimis galima susipazinti jau ne karta nagrinétoje knygoje [47]. LoSimy teorijos filosofija ir
jos taikymy ekonominéje veikloje esmé ir reik§mé labai detaliai iSdéstyta tos teorijos pradininky Fon
Neumano ir Morgensterno knygoje ,,Theory of games and ekonomic behaviour* [49]. Ar galima losimy
teorija laikyti operacijy tyrimo (OT) dalimi?

1.4.42. I8nagrinékite knygoje [31] aprasSytus tinklinius modelius ir ju taikymo pavyzdzius,
sprendziant srauty tinkluose valdymo uzdavinius. Ka Jus esate girdéjgs apie tinklinius grafikus (TG) ir
ju taikyma, sprendziant sudétingo darby komplekso, kuriy atlikime dalyvauja daug nepriklausomy
vykdytoju, planavimo ir valdymo uzdavinius? Su TG ir ju taikymo sistemomis PERT ir CPM Jus
susipazinsite antroje Sios mokymosi priemonés dalyje, o su kai kuriy uzdaviniy, skirty srauty
optimizavimui tinkluose bei tinkliniy struktiiry optimizavimui, sprendimo metodais susidursite operaciju
tyrimo (OT) kurse. Ka apie tas sistemas ir metodus esate girdéje?

1.4.43. ISnagrinékite knygoje [31] pateikta labai jau abstrakty ir formalizuota matematinj
miesto struktlros aprasyma. Palyginkite §i apraSyma su knygoje [7] Dz. Foresterio sudarytais
urbanistiniais imitaciniais modeliais. Kurie modeliai, Jisy nuomone, adekvaciau apraso miestuose
vykstancius procesus? Ar galima abiejy Siy tipy modeliy sintezé? Ar galima Dz. Foresterio dinaminius
modelius papildyti, jvedant statistinio modeliavimo, aprasyto Sios mokymosi priemonés 1.14. skyriuje,
elementus? Su Dz. Foresterio ir jo pasekéjy ekonominio modeliavimo sistemomis (tame tarpe ir su
POWERSIM) skaitytojas galés detaliai susipazinti antrojoje Sios mokymosi priemonés dalyje. Ka apie
tuos modelius esate girdéj¢ dabar?

1.4.44. Susipazinkite su knygoje [31] apraSyta matematiniy modeliy strukttrinio stabilumo
savoka ir katastrofy teorijos pradmenimis. I§vardinkite ir trumpai apibiidinkite kai kuriy dazniausiai
pasitaikancius katastrofy tipus. Ka Jis esate girdéjes apie atraktorius? Suraskite taip vadinamojo
keistojo atraktoriaus pavyzdziu. Kokia iSvadas Jiis galétuméte padaryti i§ keistyju atraktoriy egzistavimo
fakto? Kokia reikSme turi katastrofy teorija ir atraktoriy egzistavimas sistemotyros mokslui?

1.4.45. Kuo skiriasi koncepcinis iSorinis objekto modelis nuo verbalinio iSorinio modelio?
Pateikite kokio nors objekto verbalinio iSorinio modelio pavyzdi.

1.4.46. Kuo skiriasi verbalinis iSorinis objekto modelis nuo informacinio iSorinio modelio? Ar
gali egzistuoti toks objektas, kurio koncepcinio modelio sudaryti iSkart nepavyksta, taciau galima
sudaryti jo informacini modeli? Pateikite kokio nors objekto ar proceso iSorinio informacinio modelio
pavyzdi.

1.4.47. Pateikite pavyzdzius tokiy situacijy, kada Zzmogus, vadovaudamas sudétingai sistemai,
tiesiogini bendravima su sistema pakeic¢ia bendravimu su objekto informaciniu modeliu. Kodél jis taip
daro? Kuo uzsiima valstybinés statistikos tarnyba?

1.4.48. Kuo skiriasi matematinis iSorinis objekto modelis nuo informacinio, tac¢iau nesancio
matematiniu, iSorinio modelio? Kokie sunkumai iSkyla bandant sudaryti objekto matematini modeli?
Kokius biidus, leidziancius jveikti kai kuriuos i ty sunkumy, Jus Zinote? Trumpai apibudinkite juos.

1.4.49. Kuo skiriasi iSorinis ir vidinis objekto modeliai? Ar visada vidinis matematinis
objekto modelis gali pakeisti iSorini matematinj to objekto modeli? Kodél? O vidini modeli — iSoriniu?
Kodél? Atsakyma iliustruokite konkreciais pavyzdziais.

1.4.50. Kokig reikSme¢ objekty modeliai (tame tarpe — ir matematiniai) turi pazinimo
procesuose ir zmoniy praktinéje veikloje? Atsakyma iliustruokite pavyzdziais.

1.4.51. Kokius modelius knygos [34] autoriai vadina funkciniais, kokius — morfologiniais,
kokius — informaciniais? Palyginkite Siuos modeliy tipus su iSoriniais ir vidiniais modeliais, apraSytais
$ioje mokymosi priemonéje. Kuo skiriasi Sios sisteminiy modeliy klasifikacijos ir kas jose bendra?

1.4.52. Pateikite ekonometrinio modelio pavyzdi. ISvardinkite ekonometriniu modeliy
teigiamas savybes ir trikumus. Kaip ekonometriniai modeliai gali biiti panaudoti sudarant kauzalinius
modelius, vaizduojancius sistemoje egzistuojancius priezastinius rySius?

1.4.53. Paaiskinkite, ka vadina Titringo masinomis ir kokia ju paskirtis. Kodél kilo biitinybé
sukonstruoti griezta algoritmo apibrézima, kodél pradéjo nebepakakti intuityvaus tos savokos
suvokimo? I§vardinkite pagrindines algoritmo savybes. Ka Jiis esate girdéje apie Posto, Cioréo ir Klini,
Markovo, Kolmogorovo ir Uspenskio sukonstruotus algoritmo apibrézimus? Ka vadiname rekursija ir
rekursine funkcija? Ka vadina normaliuoju Markovo algoritmu (algorifmu)?

1.4.54. Sudarykite tokios Titiringo masinos modeli, kuri sumuoty teigiamus sveikus skaiéius
standartiniu budu. Kaip pasikeisty tas modelis, jei reikéty sudéti ne du, o tris sveikus skai¢ius?

1.4.55. Ka vadina elementariomis Tifiringo masinomis? Susipazinkite su $ia savoka knygoje
[50] ir pateikite keleta elementariy Titringo masiny pavyzdziu. Kokias operacijas galima atlikti su
elementariomis Tilringo masinomis, konstruojant i§ ju sudétingesnes Tituringo masinas. Pateikite
Titringo masiny kompozicijos pavyzdi.
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1.4.56. Kokias operacijas (procediiras) turi sugebéti atlikti Tifiringo mas$ina, kad buty galima
teigti, jog Tiliringo masina gali atlikti bet kokia (kad ir labai sudétinga) procediira, kurios algoritmas
mums Zinomas? Suformuluokite Cior¢o teze. Kas i3 jos isplaukia?

1.4.57. Dinaminés sistemos, neturin¢ios nei i¢jimy, nei i$¢jimy, iSorini matematini modeli

dz, (1) _

-3z, (t),
. 3 . o | dt 2(0)
sudaro jos peréjimy funkcijos — diferencialiniy lygéiy sistema: dz, (1)
Z)
—=—===37,(t).
m 1(H

Raskite Sios sistemos fazines trajektorijas ir ju portretus, atitinkancius pradines salygas:
a) (0)=1, z;(0)=3;
b) z,(0)=3, z;(0)=1.
Ar §i DS yra KDS? Pagriskite savo atsakyma.
1.4.58. Dinaminés sistemos, neturin¢ios nei i¢jimy, nei i$¢jimy, iSorini matematini modeli
dz,(t) _
dt
dz, (1)
dt

Raskite Sios sistemos fazines trajektorijas ir jy portretus, atitinkancius pradines salygas:

a) 7,(0)=0, z,(0)=0;
b) z1(0)=1, 25(0)=0;
b) z,(0)=0, z,(0)=3.

Ar §i DS yra KDS? Pagriskite savo atsakyma.

1.4.59. Raskite elektrodinaminés sistemos, kurioje vyksta 1.3. skyriuje aprasytas procesas P,
(ziur. 10 pav.), keleta faziniy trajektorijy ir ju portretus. Ar §i elektrodinaminé sistema yra KDS?
Atsakyma pagriskite.

1.4.60. Ar 1.4.4. skyrelyje nagrinéjamoji hidrodinaminé sistema yra KDS? Atsakyma
pagriskite.

1.4.61. Sudarykite kokio nors baigtinio determinuoto automato su prieSistore informacini
modelj, t.y. lentelg, analogiska 23. lentelei, ir gaukite to automato iSorinj matematini modeli — jo
peréjimo ir i$¢jimo funkcijas.

Kaip randamos tokio automato faziné ir iSé¢jimo trajektorijos? Atsakyma iliustruokite
pavyzdziais.

1.4.62. Pratgskite veéluojan¢io argumento dinaminés sistemos fazinés trajektorijos
apskaiCiavimus, pradétus 1.4.11. skyrelyje, iki momento t=10. Pavaizduokite fazing trajektorija
grafiskai. Palyginkite savo rezultatus su rezultatais, kuriuos gavo studentés R. Kutavicitté,
V. Tomkovskaja, A. Pereskokova ir A. Ikvildaité.

1.4.63. Prateskite stochastinio automato, aprasSyto 1.4.12. skyrelyje, fazinés ir i$éjimo
trajektoriju apskaiciavimus, pradzioje gaudami tuos rezultatus, kurie pateikti tame skyrelyje, o po to,
pailging iéjimo trajektorijos prading atkarpa dar vienu taktu, raskite atitinkamus i$éjimo ir faziniy
trajektorijy pratgsimus.

1.4.64. Pabandykite sudaryti iSorini matematini modeli kokios nors determinuotos sistemos,
turinios misry kalendoriy ir rasti jos fazing ir i$¢jimo trajektorijas. Pavaizduokite ty trajektorijy
pradines atkarpas grafiskai.

1.4.65. Pateikite homogeninés Markovo grandinés su diskreciu laiku pavyzdj.

1.4.66. Pateikite homogeninés Markovo grandinés su tolydziu laiku pavyzdi.

1.4.67. Suraskite deskripciniy ir normatyviniy (preskripciniy) modeliy pavyzdziy. Prie kokiy
modeliy reikéty priskirti pareigiino pareigini pasa (pareiging instrukcija)? O konkretaus pareigiino
charakteristika (asmens byla)? Pagriskite savo atsakymus.

1.4.68. Sudarykite verbalini savo asmenybés (fizinés ir dvasinés, tame tarpe — intelektualinés
ir moralinés) deskripcini modelj, | kurio sudétj jeity ir Jiisy motyvacinis modelis. Ar galima laikyti Jusy
sudaryta verbalini modeli pakankamai adekvaciu? Kokios galimos neadekvatumo priezastys? Ka, Jusy
nuomone, galima laikyti modelio pilnumu, o ka — modelio objektyvumu? Ka vadina subjektyviu
pozitriu?

Kodél sistemotyrininka — sistemy analitika, uZsiimanti organizaciniy sistemy projektavimu,
gali dominti ne tik objektyvi, bet ir subjektyvi informacija?

1.4.69. Sudarykite verbalini savo pareigybés (kaip studento, Seimos nario, galbit, kokios nors
visuomeninés organizacijos nario ar kokios nors jstaigos bei firmos darbuotojo) normatyvini modelj. Ar
galétuméte ta modeli formalizuoti? Kuri modeli — deskripcini savo asmenybés, ar normatyvini savo

sudaro jos peréjimy funkcijos — diferencialiniy lygéiy sistema:
=3t.
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pareigybés — formalizuoti buity lengviau? Kodél? Kurj i§ ty modeliy biity galima laikyti pilnesniu,
adekvatesniu, objektyvesniu? Kodél? Kuriy modeliy — deskripciniy ar normatyviniy — grupei
priskirtuméte darbuotojo asmens byla bei jo charakteristika, parasyta rekomenduojant ta darbuotoja i
atsakingas pareigas?

Ka Jus esate girdéjg apie normatyving logika, apie kuria bus trumpai kalbama $ios mokymosi
priemoneés 1.16.1.5. skyrelyje? Kodél normatyving logika studijuoja Teisés fakulteto studentai?

1.4.70. susipazinkite su kokios nors organizacijos NOD. Ar visos organizacijos turi
struktiiring NOD? O technologing NOD? Kokia planing NOD Jums pavyko rasti toje organizacijoje? Ar
joje naudojama tokia priemoné kaip ,,TIME MANAGER*?

1.4.71. Sudarykite kokios nors rutininés operacijos OK. Sudarykite kokios nors nelabai
sudétingos procediros MTK. Sudarykite savo darbo grafika — tvarkarastj ir darby plana metams
(ketvirciais), artimiausiam ketvir¢iui (ménesiais) ir artimiausiam ménesiui (savaitémis).

1.4.72. Susipazinkite su PP sudarymo metodika ir su konkreéiais PP pavyzdziais ne tik
mokymosi priemongje, bet ir su ankstesniy kursu studenty projektais (pavyzdziui, su PP, kuriuos sudaré

e

galima gauti VU MIF Matematinés statistikos katedroje pas sistemotyros kurso déstytoja.

Parasykite trumpa ataskaita apie tai, ka davé Jums susipazinimas su studenty darbais ir ju
recenzijomis?

Pasirinkite kuri nors Jums pazistama kokios nors imonés, istaigos ar kitokios organizacijos
darbuotoja, susipazinkite su jo pareigomis ir jo atlieckamais darbais, su jo turima pareigine instrukcija ir
suprojektuokite kartu su juo jo pareigybés pasa, tenkinantj reikalavimus, suformuotus mokymosi
priemonéje esanciuose metodiniuose nurodymuose.
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